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� ¯®¬­¨¬, çâ® « â¨­áª¨¬ ª¢ ¤à â®¬ ¯®àï¤ª  k ­ §ë¢ ¥âáï ¬ âà¨æ  à §-

¬¥à  k × k, § ¯®«­¥­­ ï í«¥¬¥­â ¬¨ ­¥ª®â®à®£® ¬­®¦¥áâ¢  
, |
| = k, â ª¨¬
®¡à §®¬, çâ® ¢ ª ¦¤®© ¥¥ áâà®ª¥ ¨ ¢ ª ¦¤®¬ áâ®«¡æ¥ ¢á¥ í«¥¬¥­âë à §«¨ç-

­ë [1]. �à®áâ¥©è¨© « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â § ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© L(x, y) = x + y,
£¤¥ L(x, y) | í«¥¬¥­â ª¢ ¤à â , áâ®ïé¨© ­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æ 

á \­®¬¥à ¬¨" x ¨ y, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, x, y ∈ 
 = Zk, ¨ á«®¦¥­¨¥ ¯®­¨¬ ¥âáï

ª ª á«®¦¥­¨¥ ¯® ¬®¤ã«î k. � ¤ ­­®© à ¡®â¥ ¨§ãç îâáï á¢®©áâ¢  äã­ªæ¨©

f(x, y) : 
 × 
 → 
, § ¤ îé¨å « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë ¯à¨ ¯®¬®é¨ ä®à¬ã«ë

L(x, y) = x+ y + f(x, y) ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  
 ï¢«ï¥âáï  ¡¥«¥¢®© £àã¯¯®©.

� áá¬®âà¨¬ ¯àï¬®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ ­¥áª®«ìª¨å (n) ª®¯¨© ª®­¥ç­®©  ¡¥«¥¢®©
£àã¯¯ë G:

(1) H = Gn = G×G× · · · ×G︸ ︷︷ ︸
n

.

� ¤ £àã¯¯®© H § ¤ ¤¨¬ « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â L ¯®àï¤ª  |H| = |G|n á«¥-

¤ãîé¨¬ ®¡à §®¬. �­ ç «  \¯à®¨­¤¥ªá¨àã¥¬" áâà®ª¨ ¨ áâ®«¡æë ª¢ ¤à â  L
í«¥¬¥­â ¬¨ £àã¯¯ë H. �ãáâì x = (x1, x2, . . . , xn) ¨ y = (y1, y2, . . . , yn) áãâì í«¥-

¬¥­âë £àã¯¯ë H. �«¥¬¥­â L(x, y) = (z1, z2, . . . , zn) ª¢ ¤à â  L, ­ å®¤ïé¨©áï
­  ¯¥à¥á¥ç¥­¨¨ áâà®ª¨ x ¨ áâ®«¡æ  y, ®¯à¥¤¥«¨¬ ä®à¬ã« ¬¨

(2)

z1 = x1 + y1 + f1(p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn))

z2 = x2 + y2 + f2(p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn))

...

zn = xn + yn + fn(p1(x1, y1), . . . , pn(xn, yn)).

�¤¥áì p1, p2, . . . , pn | äã­ªæ¨¨ G ×G → G; f1, f2, . . . , fn ï¢«ïîâáï äã­ª-

æ¨ï¬¨ Gn → G.
�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äã­ªæ¨¨ f1, f2, . . . , fn ®â ¯¥à¥¬¥­­ëå p1, p2, . . . , pn

®¡à §ãîâ ¯à ¢¨«ì­®¥ á¥¬¥©áâ¢® [2, 3, 4], ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå à §«¨ç­ëå ­ ¡®-

à®¢ p′ = (p′1, p
′
2, . . . , p

′
n) ¨ p′′ = (p′′1 , p

′′
2, . . . , p

′′
n) ­ ©¤¥âáï ¨­¤¥ªá α, 1 ≤ α ≤ n,

â ª®©, çâ® p′α �= p′′α ¨ fα(p
′) = fα(p

′′).
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�¥®à¥¬  1 ([4]). �®à¬ã«ë (2) ®¯à¥¤¥«ïîâ « â¨­áª¨© ª¢ ¤à â ¤«ï «î-

¡ëå äã­ªæ¨© p1, p2, . . . , pn â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  á¥¬¥©áâ¢® äã­ªæ¨©

{f1, f2, . . . , fn} ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì­ë¬.

� ¬¥ç ­¨¥ 1. �¥®à¥¬  1 ¯®§¢®«ï¥â ¯à¨ ¯®¬®é¨ «î¡®£® ¯à ¢¨«ì­®£® á¥-

¬¥©áâ¢  äã­ªæ¨© {f1, f2, . . . , fn} ¯®«ãç âì à §«¨ç­ë¥ « â¨­áª¨¥ ª¢ ¤à âë, ¢ -
àì¨àãï á¨áâ¥¬ã äã­ªæ¨©-¯ à ¬¥âà®¢ p1, p1, . . . , pn. �¥âàã¤­® â ª¦¥ ¢¨¤¥âì,

çâ® á¨áâ¥¬ã ¯ à ¬¥âà®¢ ¬®¦­® ¢ë¡à âì |H|n|H| á¯®á®¡ ¬¨.

�®­ïâ¨¥ ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  äã­ªæ¨© â¥á­® á¢ï§ ­® á ¯®­ïâ¨¥¬ à¥-

£ã«ïà­®áâ¨, â.¥. á® á¢®©áâ¢®¬ á¥¬¥©áâ¢  äã­ªæ¨© ®áãé¥áâ¢«ïâì ¡¨¥ªâ¨¢­®¥

®â®¡à ¦¥­¨¥ ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢á¥å ¢å®¤­ëå ­ ¡®à®¢.

�¥®à¥¬  2 ([4]). �ã­ªæ¨¨ f1, f2, . . . , fn ®¡à §ãîâ ¯à ¢¨«ì­®¥ á¥¬¥©áâ¢®

â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¤«ï «î¡®£® ­ ¡®à  äã­ªæ¨© ψ1, ψ2, . . . , ψn (§¤¥áì

ψi : G → G) á¥¬¥©áâ¢® äã­ªæ¨© {x1 + ψ1(f1(x)), x2 + ψ2(f2(x)), . . . , xn +

ψn(fn(x))} ï¢«ï¥âáï à¥£ã«ïà­ë¬.

�«ï è¨à®ª®£® ª« áá  äã­ªæ¨© ¯à®¢¥àªã ¯à ¢¨«ì­®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  F =

{f1, f2, . . . , fn} ¬®¦­® á¢¥áâ¨ ª ¯à®¢¥àª¥ ®âáãâáâ¢¨ï æ¨ª«®¢ ¢ ®à¨¥­â¨à®¢ ­­®¬
£à ä¥ áãé¥áâ¢¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ GF = (V, E) á¥¬¥©áâ¢  F , ª®â®àë© ®¯à¥¤¥-

«ï¥âáï ­  ¬­®¦¥áâ¢¥ ¢¥àè¨­ V = {1, 2, . . ., n} ¯® ¯à ¢¨«ã
(i, j) ∈ E ⇔ {fj áãé¥áâ¢¥­­® § ¢¨á¨â ®â xi}.

�«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® í«¥¬¥­â  g ∈ G äã­ªæ¨î f(x1, . . . , xn) ¢¨¤  G
n → G

­ §®¢¥¬ g-äã­ªæ¨¥©, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© ¯¥à¥¬¥­­®© xi, ®â ª®â®à®© ®­  § ¢¨á¨â

áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬, ¢ë¯®«­¥­® ãá«®¢¨¥ f(g, . . . , g, xi, g, . . . , g) �= const. � -

¬¥â¨¬, çâ® ª®­áâ ­âë ï¢«ïîâáï g-äã­ªæ¨ï¬¨ ¤«ï «î¡®£® g ∈ G.

� ¬¥ç ­¨¥ 2. �®¦­® ¯®ª § âì, çâ® ¯à¨ |G| → ∞, |G|/n → ∞, ¤®«ï g-
äã­ªæ¨© áà¥¤¨ ¢á¥å äã­ªæ¨© n ¯¥à¥¬¥­­ëå áâà¥¬¨âáï ª 1.

�¥®à¥¬  3. C¥¬¥©áâ¢® g-äã­ªæ¨© F = {f1, f2, . . . , fn} ¯à ¢¨«ì­® ¢ â®¬

¨ â®«ìª® â®¬ á«ãç ¥, ¥á«¨ ¥£® £à ä áãé¥áâ¢¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ GF ­¥ á®¤¥à-

¦¨â æ¨ª«®¢.

� ¤àã£®© áâ®à®­ë, §  à ¬ª ¬¨ è¨à®ª®£® ª« áá  g-äã­ªæ¨© áãé¥áâ¢ãîâ

¯à ¢¨«ì­ë¥ á¥¬¥©áâ¢  á ¡®£ â®© æ¨ª«®¢®© áâàãªâãà®© ¢ £à ä¥ áãé¥áâ¢¥­­®©

§ ¢¨á¨¬®áâ¨.

�ã¤¥¬ £®¢®à¨âì, çâ® äã­ªæ¨¨ f ¨ g ¢¨¤  Gn → G ®àâ®£®­ «ì­ë, ¥á«¨ ¤«ï

«î¡®£® x ∈ Gn «¨¡® f(x) = 0 «¨¡® g(x) = 0.

�¥¬¬ . �ãáâì á¥¬¥©áâ¢® F = {f1, f2, . . . , fn} ¯®¯ à­® ®àâ®£®­ «ì­ëå

äã­ªæ¨© â ª®¢®, çâ® ¤«ï «î¡®£® i, 1 ≤ i ≤ n, äã­ªæ¨ï fi ­¥ § ¢¨á¨â ®â xi

áãé¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡à §®¬. �®£¤  á¥¬¥©áâ¢® F ï¢«ï¥âáï ¯à ¢¨«ì­ë¬.

�à¨¢¥¤¥¬ ¯à¨¬¥à á¥¬¥©áâ¢  F = {f1, f2, . . . , fn} ¯®¯ à­® ®àâ®£®­ «ì­ëå

äã­ªæ¨©, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¥£® ãá«®¢¨î «¥¬¬ë ¨ â ª®£®, çâ® £à ä áãé¥áâ¢¥­­®©

§ ¢¨á¨¬®áâ¨ GF ï¢«ï¥âáï ¯®«­ë¬ (à §ã¬¥¥âáï, §  ¨áª«îç¥­¨¥¬ ¯¥â¥«ì (i, i)).
�®§ì¬¥¬ ¯à®¨§¢®«ì­®¥ á®¡áâ¢¥­­®¥ ¯®¤¬­®¦¥áâ¢® L ⊂ H, ∅ �= L �= H, ¨

à áá¬®âà¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áªãî äã­ªæ¨î ¢¬¥áâ¥ á ¥¥ ®â-

à¨æ ­¨¥¬:

L(x) =

{
1, x ∈ L

0, x �∈ L
L(x) =

{
0, x ∈ L

1, x �∈ L.



��������� �������� ��� ��������� �������� 3

�¯à¥¤¥«¨¬ á¥¬¥©áâ¢® äã­ªæ¨© F = {f1, f2, . . . , fn} ä®à¬ã« ¬¨

f1 = L(x2)L(x3) · · ·L(xn−1)L(xn)g1

f2 = L(x3)L(x4) · · ·L(xn)L(x1)g2

...

fn = L(x1)L(x2) · · ·L(xn−2)L(xn−1)gn.

�¤¥áì g1, g2, . . . , gn áãâì ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë £àã¯¯ë G,   ª®íää¨æ¨¥­âë

¯¥à¥¤ ­¨¬¨ áãâì ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï å à ªâ¥à¨áâ¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨©.

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯®«ãç¥­­®¥ á¥¬¥©áâ¢® F = {f1, f2, . . . , fn}, ï¢«ïîé¥-
¥áï ¯à ¢¨«ì­ë¬ ¢ á¨«ã «¥¬¬ë, ¨¬¥¥â ¯®«­ë© £à ä áãé¥áâ¢¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨

GF .

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï «î¡®£® ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® ç¨á«  ¯¥à¥¬¥­­ëå ¤®«ï äã­ª-

æ¨©, ¤«ï ª®â®àëå ¯à ¢¨«ì­®áâì á¥¬¥©áâ¢ à ¢­®á¨«ì­  ®âáãâáâ¢¨î æ¨ª«®¢ ¢

£à ä å áãé¥áâ¢¥­­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨, áâà¥¬¨âáï ª 1 á à®áâ®¬ ¯®àï¤ª  £àã¯¯ë. �

¤àã£®© áâ®à®­ë, ¯à¨¢¥¤¥­® ¯à®áâ®¥ ¤®áâ â®ç­®¥ ãá«®¢¨¥ ¯®áâà®¥­¨ï ¯à ¢¨«ì-

­ëå á¥¬¥©áâ¢ äã­ªæ¨©, £à äë ª®â®àëå ¨¬¥îâ ¡®£ âãî æ¨ª«®¢ãî áâàãªâãàã.
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