
� «ìæ¥¢áª¨¥ çâ¥­¨ï
�®¢®á¨¡¨àáª (2006)
�¥§¨áë ¤®ª« ¤®¢

�«£¥¡à  ¢ àãá«¥ ¨§ãç¥­¨ï ¨ ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¬­®£®®¡à §¨ï

£¥­¥â¨ç¥áª¨ ®¡ãá«®¢«¥­­ëå áâàãªâãà

�. �. �¨§¨ª®¢

�­®£®ç¨á«¥­­ë¥ § ¤ ç¨ ¯à¨ª« ¤­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©, ¡ã¤ì â® à §à ¡®âª¨ ¯®

®¡­ àã¦¥­¨î § ª®­®¬¥à­®áâ¥© ¨«¨ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­ë¥ ¬¥â®¤ë ¤«ï ­¥«¨­¥©­ëå

¬®¤¥«¥©, áâ «ª¨¢ îâáï á ¯à®¡«¥¬®© ®âáãâáâ¢¨ï ¤®áâ â®ç­® ã­¨¢¥àá «ì­®£®,

 ­ «¨â¨ç¥áª®£® ¨­áâàã¬¥­â  ®¯¨á ­¨ï á¨áâ¥¬. � ª¨¬ ¨­áâàã¬¥­â®¬ ¢¯à -

¢¥ ¢ëáâã¯¨âì £¥­¥â¨ç¥áª¨ ®¡ãá«®¢«¥­­ë¥ áâàãªâãàë (��-��), ª®â®àë¥ ã¦¥

¯à¥¤áâ ¢«ï«¨áì, ¢ ç áâ­®áâ¨, ­  ª®­ä¥à¥­æ¨¨ "� «ìæ¥¢áª¨¥ çâ¥­¨ï { 2005".

�ãáâì � ®¡®§­ ç ¥â ¬­®£®®¡à §¨¥ ¢á¥å ��-��.

����������� 1. ��-�� G ∈ � íâ® âà®©ª  (U, P, s), £¤¥ U { ¡ §®¢®¥ ¬­®-

¦¥áâ¢®, ­®á¨â¥«ì áâàãªâãàë G, P { ­¥ª¨© ª« áá ®¯¥à æ¨© ­  U , á®¤¥à¦ é¨©

®¯¥à æ¨î â®¦¤¥áâ¢  I: I(u) = u, ∀u ∈ U ,   s { ­¥ª®¥ á¢®©áâ¢® ¤«ï í«¥¬¥­â®¢

¨§ U , ¨ ¯à¨ íâ®¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ãá«®¢¨¥:

(1)
(({u1, . . . , un} ∈ U)&(p ∈ P )&(u = p(u1, . . . , un) ∈ U)&(u ∈ s)) ⇒
⇒ ((u1 ∈ s)& . . .&(un ∈ s)),

£¤¥ u ∈ s ®¡®§­ ç ¥â, çâ® í«¥¬¥­â u ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ s.
� «¨æ¥ ��-�� ¨¬¥¥¬ à æ¨®­ «ì­ë© ¨­áâàã¬¥­â ¯® ®¯¨á ­¨î ¨ ¯à®à ¡®âª¥

áà §ã ¯à¨­æ¨¯  ¯à¨ç¨­­®áâ¨, «®£¨ª¨ á¨­â¥§  ¨ ¯®­ïâ¨ï á¨áâ¥¬ë. �¥®¡å®¤¨¬®

¨§ãç âì ¬­®£®®¡à §¨¥ �, ¢ª«îç ï ¨ ¬ â¥¬ â¨ç¥áª¨¥ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ ¢ ­¥¬, ¨

¥£® ¯à¨ª« ¤­ë¥  á¯¥ªâë.

�§ ãáâ ­®¢«¥­­ëå ­  á¥£®¤­ï § ª®­®¬¥à­®áâ¥© ¢ë¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥.

������� 1. �­®£®®¡à §¨¥ � ¨­¢ à¨ ­â­® ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®æ¥¤ãà: ( )

áã¦¥­¨ï ­®á¨â¥«ï U ��-�� ¨ ª« áá  ®¯¥à æ¨© P ­  ­¥¬ ¯à¨ á®åà ­¥­¨¨ ¨«¨

®á« ¡«¥­¨¨ ¡ §®¢®£® á¢®©áâ¢  s í«¥¬¥­â®¢ ­®á¨â¥«ï; (¡) ®¡ê¥¤¨­¥­¨ï ª« áá®¢

®¯¥à æ¨© ¨ ¯à¥¤áâ ¢¨â¥«¥© ¡ §®¢ëå á¢®©áâ¢ ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ ­®á¨â¥«¥; (¢)

¯®ª®¬¯®­¥­â­®£® ¯¥à¥å®¤  ª ¤¥ª àâ®¢ë¬ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨ï¬ ¢ á¥¬¥©áâ¢¥ ��-��

á ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ à ¡®âë ­®¢ëå ®¯¥à æ¨© ¨ ¡ §®¢®£® á¢®©áâ¢  ­ 

­®¢®¬ ­®á¨â¥«¥; (£) ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ­®á¨â¥«ï ¯®  «£¥¡à ¨ç¥áª®© £àã¯¯¥, ­ ¢®-

¤¨¬®© ­  ­¥¬ ¡¨­ à­®© ¯®«ã£àã¯¯®¢®© ®¯¥à æ¨¥© ¨§ ª« áá  ¨áå®¤­ëå ®¯¥à -

æ¨©; (¤) ä ªâ®à¨§ æ¨¨ ¢á¥£® ª« áá  ®¯¥à æ¨© ¯® £àã¯¯¥ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­ëå

­  ­®á¨â¥«¥ ®¯¥à æ¨©. �à®¬¥ â®£®, «¨¡® á®åà ­ï¥âáï ª ç¥áâ¢® ��-�� ¯à¨

®¡ê¥¤¨­¥­¨¨ ­®á¨â¥«¥© á¥¬¥©áâ¢  ��-��, ¨¬¥îé¨å ®¡é¨¥ ª« áá ®¯¥à æ¨© ¨

¡ §®¢®¥ á¢®©áâ¢®, «¨¡® íâ® ª ç¥áâ¢® ®âáãâáâ¢ã¥â ¯à¨ «î¡®¬ ­®á¨â¥«¥, á®¤¥à-

¦ é¥¬ ®¡ê¥¤¨­¥­¨¥ ¤ ­­ëå ­®á¨â¥«¥©, â.¥.  ªâã «ì­  ¯à®¡«¥¬  á®¢¬¥áâ­®áâ¨

��-��, ¢®§¬®¦­®áâ¨ íää¥ªâ  ®ââ «ª¨¢ ­¨ï ®¡ê¥ªâ®¢ áå®¤­®© ¯à¨à®¤ë.

31 ®ªâï¡àï 2006



2 �. �. �������

�¡à â¨¬áï â¥¯¥àì ª äã­¤ ¬¥­â «ì­®¬ã, ¢®§­¨ªè¥¬ã ¢ ¯à®æ¥áá¥ à §à -

¡®âª¨ â¥®à¨¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ¨­ä®à¬ æ¨®­­ëå á¨áâ¥¬ (���, ����), ¯à¨¬¥àã

��-�� ¢ «¨æ¥ á¥â¨ ���-ª®¬¯ìîâ¥à®¢ (���-*�).

����������� 2. ���-*� ãà®¢­ï n ≥ 0 { íâ® ���, ¯®«ãç îé ïáï ¨§

ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ª â¥£®à¨¨ (¯®­ïâ¨ï), ¢ëà ¦ îé¥© áãâì ���-*�, n ¯®á«¥¤®-

¢ â¥«ì­ë¬¨ âà¨ ¤­ë¬¨ ¤¥è¨äà®¢ª ¬¨ [www.sicpro.org].

������� 2. �ãáâì ¢ G = (U, P, s) (1) ¬­®¦¥áâ¢® U ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ­ ¡®à

¢á¥å ���-*�, ª« áá P á®áâ®¨â ¨§ ¯à®æ¥¤ãà ¤¥è¨äà®¢ª¨ ¨ á¢¥àâª¨ ���-*�,

  ãá«®¢¨¥ u ∈ s ¢ëà ¦ ¥â ä ªâ, çâ® ¢ ���-*� u ∈ U ®á¬ëá«¥­­®© ï¢«ï¥âáï

ª ¦¤ ï ¯®¤á¨áâ¥¬  â¨¯  ���-*�. �®£¤  G ∈ �.

�®áª®«ìªã «î¡ ï ��� ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ª ª ç áâì ¯®¤å®¤ïé¥£®

���-*�, â® ¨§ãç¥­¨¥ ���-*� ï¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  ¢ ¦­ë¬ á ¯®§¨æ¨© ���� ¨

¥¥ ¯à¨«®¦¥­¨©. � ä¥­®¬¥­ á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ ���-*� ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®­ïâ¨î

¯à®æ¥¤ãàë ¥£® á¢ï§­®© ¬ãâ æ¨¨.

����������� 3. �¢ï§­ ï ¬ãâ æ¨ï ���-*� ª ª ®à£à ä  ¥áâì «î¡ ï

¯¥à¥áâ ­®¢ª  ¥£® ¢¥àè¨­, á®åà ­ïîé ï £¥®¬¥âà¨î ���-*� ¨ â®¯®«®£¨î á¢ï-

§¥© ¬¥¦¤ã ¥£® ¢¥àè¨­ ¬¨, ­® § ¤ îé ï ­®¢ë© ¯®àï¤®ª ä®à¬¨à®¢ ­¨ï íâ®£®

���-*� âà¨ ¤­®© ¤¥è¨äà®¢ª®© ¨§ ¨áå®¤­®© ª â¥£®à¨¨.

������� 3. � ¡®à ¢á¥å á¢ï§­ëå ¬ãâ æ¨© ���-*� ãà®¢­ï n ≥ 1 ¯à¥¤-

áâ ¢«ï¥â £àã¯¯ã Mn ®â­®á¨â¥«ì­® ®¯¥à æ¨¨ ¨å áã¯¥à¯®§¨æ¨¨. �à¨ íâ®¬ Mn

à §«®¦¨¬  ¢ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥ á¢®¨å ç¥âëà¥å ¯®¤£àã¯¯:

Mn = (M(0)
n ⊗M(1)

n ⊗M(2)
n )M(3)

n ,

£¤¥ ª ¦¤ ï ¨§ ¯¥à¢ëå âà¥å ¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥ ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ­  3n−1 í«¥¬¥­-

â å,   ç¥â¢¥àâ ï ¨§®¬®àä­  £àã¯¯¥ æ¨ª«¨ç¥áª¨å ¯¥à¥áâ ­®¢®ª ­  3 í«¥¬¥­â å,

¨ ¤¥©áâ¢¨¥ ¬ãâ æ¨© ¨§ ç¥â¢¥àâ®© £àã¯¯ë ®¡¥á¯¥ç¨¢ ¥â æ¨ª«¨ç¥áªãî ¯¥à¥áâ -

­®¢ªã ¯¥à¢ëå âà¥å £àã¯¯. � ç áâ­®áâ¨, |Mn| = 3 · (3n−1!)3.
������� 4. � ���-*� ãà®¢­ï n á®¤¥à¦¨âáï à®¢­®

(C3m−1

3n−1 )
3 =

(
3n−1!

3m−1!(3n−1− 3m−1)!

)3

à §­ëå ¯® á®¤¥à¦ ­¨î ���-*� ãà®¢­ï m ¯à¨ 0 < m ≤ n ¨ 3n ���-*� ãà®¢­ï

0, â.¥. ¢¥àè¨­ (§¤¥áì C l
k { ç¨á«® á®ç¥â ­¨© ¨§ k í«¥¬¥­â®¢ ¯® l). �à¨ íâ®¬

ª ¦¤ ï ª®­ªà¥â­ ï à §¢¥àâª  ¢ ���-*� ãà®¢­ï n ¯®¬¥ç ¥â 3n−m ���-*�

ãà®¢­ï m: 0 ≤ m ≤ n,   ¯®à®¦¤ ¥â, á ãç¥â®¬ ¬ãâ æ¨©,

δ(n) =
(3n−1!)3

6 · (3n−2!)9
≈ 33

n−3n+0.85

à §­ëå ¯® á®¤¥à¦ ­¨î ¤¥è¨äà®¢®ª ¨áå®¤­®© ª â¥£®à¨¨ ¢ âà¨ ¤ã.

�  ¡ §¥ â¥®à¥¬ 3 ¨ 4 ¢®§­¨ª ¥â ª« áâ¥à­®¥ ¨áç¨á«¥­¨¥ ¨ à §¢¨â¨¥ §­ ­¨©

á ¯à¨§­ ª ¬¨ ª®¬¯ ªâ¨ä¨ª æ¨¨ ¨ ¨¬¨â æ¨¨.
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