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1 Ãðàôû, àññîöèèðîâàííûå ñ ìíîæåñòâàìè
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Åñëè x � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî π(x) � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé x. Åñëè X ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ρ(X) = ∪x∈Xπ(x).
Îïðåäåëèì ãðàô ∆(X) ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí ρ(X), ïðè÷åì âåðùèíû
p, q ∈ ρ(X) ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè pq | x äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ X.

Äðóãîé ãðàô Γ(X) íà ìíîæåñòâå X âîçíèêàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Âåðøèíû a è b èç X ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëè-
òåëü a è b îòëè÷åí îò åäèíèöû.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå ïîêàçûâàåò ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ òè-
ïàìè ãðàôîâ:

Ëåììà 1.1 (M.L.Lewis) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
è a, b ∈ X. Åñëè p | a, q | b, òî a è b ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ãðàôà
Γ(X) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p è q ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå ãðàôà
∆(X). Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèÿ |dΓ(X)(a, b)− d∆(X)(p, q)| ≤ 1. Áîëåå òîãî, â
ñëó÷àå ñâÿçíîñòè îäíîãî èç ãðàôîâ äèàìåòðû ýòèõ ãðàôîâ îòëè÷àþòñÿ
íå áîëåå, ÷åì íà åäèíèöó.

Ïðèìåð. X = {4, 6, 9}. Òîãäà ∆(X) èìååò äèàìåòð îäèí, òîãäà êàê
Γ(X) èìååò äèàìåòð 2. Ø.Ïðýãåð (2010) ââåëà äâóäîëüíûé ãðàô B(X)

íà òîì æå ìíîæåñòâå X, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì âåðøèí ãðàôîâ Γ(X) è ∆(X). Ïðè ýòîì âåðøèíà p ∈ ρ(X)
ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé a ∈ X, åñëè p | a.
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2 Ðàçëè÷íûå òèïû ãðàôîâ â òåîðèè êîíå÷-
íûõ ãðóïï

Íàâåðíîå ïåðâûìè òèïàìè ãðàôîâ â òåîðèè êîíå÷íûõ ãðóïï (èñêëþ-
÷àÿ ãðàô Êýëè) áûëè ãðàôû, ââåäåííûå â îáèõîä Ñ.À. ×óíèõèíûì (30-å
ãîäû XX âåêà) è ãðàôû Ãðþíáåðãà - Êåãåëÿ, ñòàâøèå øèðîêî èçâåñòíû-
ìè ïîñëå ðàáîòû Âèëüÿìñà (1981). Ðàáîòà Ãðþíáåðãà -Êåãåëÿ îñòàëàñü
íåîïóáëèêîâàííîé, à ãðàô, ïîëó÷èâøèé íàçâàíèå ãðàôà ×óíèõèíà, ïî-
ÿâèëñÿ â ëèòåðàòóðå îêîëî 1980 ã.

Òðè ìíîæåñòâà àðèôìåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîíå÷-
íîé ãðóïïîé, âûçûâàþò ïîñòîÿííûé èíòåðåñ: ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿ-
æåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû (îáîçíà÷åíèå cs(G)), ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ
ïðåäñòàâëåíèé (cd(G)) è ìíîæåñòâî ω(G) ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âîïðîñû î ñòðîåíèè ãðóïï ñ çàäàííûì ìíîæåñòâîì
ω(G) èíòåðåñíû è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íûõ ãðóïï (ïðîáëåìû Áåðíñàéäà).

Ñîîòâåòñòâåííî, èìååì ãðàôû ïðîñòûõ ÷èñåë, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíè-
åì óêàçàíûõ ïàðàìåòðîâ. Ãðàô ×óíèõèíà Γch îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå
X = cs(G) ðàçìåðîâ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì äâà
êëàññà K è K ′ îáðàçóþò ðåáðî, åñëè (|K|, |K ′|) 6= 1. Â îðèãèíàëå ðàñ-
ñìàòðèâàëñÿ äóàëüíûé ãðàô, ãäå (K,K ′) � ðåáðî, êîãäà ðàçìåðû êëàññîâ
K èK ′ âçàèìíî ïðîñòû. Ñ.À.×óíèõèíûì äîêàçàíà íåïðîñòîòà êîíå÷íîé
ãðóïïû, ó êîòîðîé èìååòñÿ 3 êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ïîïàðíî
âçàèìíî ïðîñòû (ò.å. â äîïîëíèòåëüíîì ãðàôå èìååòñÿ òðåóãîëüíèê).
Ðàçâèâàÿ ïîäõîä Ñ.À.×óíèõèíà, àâòîð (1980) íàøåë ñòðîåíèå ãðóïïû,
èìåþùåé äâà êëàññà K è K ′ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ó êîòîðîé ðàç-
ìåð ëþáîãî êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ âçàèìíî ïðîñò ëèáî ñ |K|,
ëèáî ñ |K ′|. Â òåðìèíàõ ãðàôîâ ýòîò ðåçóëüòàò ïåðâûé, îòíîñÿùèéñÿ
ê ãðóïïàì ñ íåñâÿçíûì ãðàôîì êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîç-
æå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïåðåäîêàçàí Áåðòðàìîì, Ãåðöîãîì è Ìàííîì
(1990). Â 1984 ã. àâòîð äîêàçàë, ÷òî ó íåàáåëåâîé ïðîñòîé ãðóïïû ãðàô
êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Ö.Àðàäîì è
Å.Ôèñìàí (1987). Îíè äîêàçàëè íåïðîñòîòó êîíå÷íîé ãðóïïû, èìåþùåé
2 ýëåìåíòà a è b, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû, äëÿ êîòîðûõ G = CG(a)CG(b).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè K = aG è K ′ = bG èìåþò âçàèìíî ïðîñòûå ðàçìåðû,
òî

G = CG(a)CG(b).

Ïîçæå ðàññìàòðèâàëèñü ãðóïïû ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ÷èñëî âåðøèí
ãðàôà ×óíèõèíà (À.Áåëüòðàí, Ì.Õ.Ôåëèïå, À. è Ð. Êàìèíû). Ê ýòîìó
æå êðóãó âîïðîñîâ îòíîñèòñÿ ïðîáëåìà Òîìïñîíà:

Âåðíî ëè, ÷òî íàáîð ðàçìåðîâ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îïðå-
äåëÿåò êîíå÷íóþ ïðîñòóþ ãðóïïó ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà?
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3 Ôàêòîðèçàöèè êîíå÷íûõ ãðóïï

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé pα-ëåììå Áåðíñàéäà, ãðóïïà G, èìåþùàÿ êëàññ
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ðàçìåðà, ðàâíîãî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà, íå
ìîæåò áûòü ïðîñòîé. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü ãðóïï ïî-
ðÿäêà pαqβ, ãäå p è q - ïðîñòûå ÷èñëà. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
G = CG(x)P , ãäå x - ïðåäñòàâèòåëü óêàçàííîãî êëàññà, à P - ñèëîâñêàÿ
p-ïîäãðóïïà G. Åñëè êîíå÷íàÿ ãðóïïà G = AB - ïðîèçâåäåíèå àáåëåâîé
ãðóïïû A è ãðóïïû B, òî Z(B) ñîäåðæèòñÿ â ðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïå ãðóïïû G (ñì. [3]). Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íå çà-
âèñèò îò êëàññèôèêàöèè êîíå÷íûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï â ñëó÷àå,
êîãäà ïîðÿäêè A è B âçàèìíî ïðîñòû. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [4], ÿâëÿþ-
ùèéñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêèõ òåîðåì Áåðíñàéäà, Êåãåëÿ è Âèëàíäà,
èñïîëüçóåò êëàññèôèêàöèþ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï:

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G = AB ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì íèëüïîòåíòíîé ãðóïïû A è ãðóïïû B. Òîãäà Z(B) ñîäåðæèòñÿ â
ðàçðåøèìîé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ãðóïïû G.

Äðóãîå îáîáùåíèå ïîëó÷åíî â ðàáîòàõ [11] � [14]. Íàïîìíèì, ÷òî
ãðóïïà X íàçûâàåòñÿ π-ðàçëîæèìîé (π-íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë, a π′-åãî äîïîëíåíèå âî ìíîæåñòâå âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë), åñëè îíà
ïðåäñòàâèìà â âèäå X = Oπ(X) × Oπ′(X). Íàïðèìåð, ëþáàÿ êîíå÷íàÿ
íèëüïîòåíòíàÿ ãðóïïà áóäåò π-ðàçëîæèìîé äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
π ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 3.2 Ïóñòü êîíå÷íàÿ ãðóïïà G = AB ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì π-ðàçëîæèìûõ ãðóïï A è B. Åñëè π ñîäåðæèò òîëüêî íå÷åòíûå
÷èñëà, òî Oπ(A)Oπ(B) -õîëëîâà π- ïîäãðóïïà ãðóïïû G.
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4 Ãðàôû ïðîñòûõ ÷èñåë Êåãåëÿ - Ãðþíáåðãà
è Àáå è Éèîðè

.

Ãðàô Ãðþíáåðãà-Êåãåëÿ GK(G) ãðóïïû G îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå
X(G) = ω(G) ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G è, â òåðìèíîëîãèè ðàçäå-
ëà 1, ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ∆(ρ(ω(G)). Äâå âåðøèíû p è q ñî-
åäèíåíû ðåáðîì, åñëè â ãðóïïå G åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà pq. Ïîëüçà îò
çíàíèÿ ýòîãî ãðàôà êîíå÷íîé íåàáåëåâîé ïðîñòîé ãðóïïû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ôàêòîðèçàöèè áûëà âûÿâëåíà ïðè êëàññèôèêàöèè êîìïîçèöèîí-
íûõ ôàêòîðîâ ãðóïï G = AB, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
ðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï A è B, äàæå äî çàâåðøåíèÿ îïèñàíèÿ À.Ñ. Êîí-
äðàòüåâûì â [27] ñâÿçíûõ êîìïîíåíò íåàáåëåâûõ ïðîñòûõ ãðóïï ëèåâà
òèïà ÷åòíîé õàðàêòåðèñòèêè (1986). Âïîñëåäñòâèè ýòîò ãðàô áûë èñ-
ïîëüçîâàí äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï ïî èõ ñïåêòðàì â
ðàáîòàõ ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ (ïðè ñóùåñòâåííîì âêëàäå åêàòåðèíáóðã-
ñêèõ è íîâîñèáèðñêèõ èññëåäîâàòåëåé).

Ñóùåñòâåííûì ïîäñïîðüåì áûëî ñóùåñòâîâàíèå ïàð âåðøèí, êîòî-
ðûå íå ìîãëè áûòü ñîåäèíåíû ðåáðîì â êîíêðåòíûõ ïðîñòûõ ãðóïïàõ
(íåçàâèñèìûõ âåðøèí). Ïîçäíåå ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ìíîæåñòâà
âåðøèí â êîíêðåòíûõ ïðîñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïïàõ áûëè íàéäåíû â [18]
è [19] À.Â. Âàñèëüåâûì è Å.Ï. Âäîâèíûì.
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Ãðàô Γsol(G) êîíå÷íîé ãðóïïû G, ââåäåííûé Ñ. Àáå è Í. Éèîðè (ñì.
[27]), èìååò òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è GK(G), íî â ýòîì ãðàôå
äâå âåðøèíû p è q ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè â G èìååòñÿ ðàçðåøèìàÿ
ïîäãðóïïà, ïîðÿäîê êîòîðîé äåëèòñÿ íà pq. Àáå è Éèîðè äîêàçàëè, ÷òî
ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà G âñåãäà èìååò ñâÿçíûé ãðàô Γsol(G) è îïè-
ñàëè âñå ïðîñòûå ãðóïïû, ó êîòîðûõ ãðàô Γsol(G) èìååò ïîëíûé ïîä-
ãðàô íà âåðøèíàõ, ÿâëÿþùèõñÿ íå÷åòíûìè ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè. Â
[1] Á.Àìáåðã, À.Êàððîêêà è àâòîð îïèñàëè ïðîñòûå íåàáåëåâû ãðóïïû
G, ó êîòîðûõ ãðàô Γsol(G) ñîäåðæèò ïîëíûé ïîäãðàô óæå íà âåðøèíàõ,
îòëè÷íûõ îò 2 è 3. Íåîæèäàííûé ðåçóëüòàò èç [1] ñëåäóþùèé:

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, p -
íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü åå ïîðÿäêà. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ âåð-
øèíà q ∈ π(G) \ {p}, ÷òî îíà íå ñîåäèíåíà ñ p â ãðàôå Γsol(G).

Íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ âåðøèí â ãðàôå GK(G) îáî-
çíà÷èì ÷åðåç t(G), à íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî íåçàâèñèìûõ âåðøèí â
ãðàôå Γsol(G) îáîçíà÷èì ts(G). Î÷åâèäíî, 1 ≤ ts(G) ≤ t(G). Â ðàáî-
òå Á.Àìáåðãà è àâòîðà [2] îïðåäåëåíû âñå ïðîñòûå ãðóïïû ñ ts(G) = 2.

Òåîðåìà 4.2 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà, ó êî-
òîðîé äîïîëíèòåëüíûé ãðàô ê ãðàôó Γsol(G) íå èìååò òðåóãîëüíèêîâ.
Òîãäà G èçîìîðôíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ãðóïï.

1. Lεn(q), ãäå ëèáî n ≤ 4, èëè n ≤ 7, q = 2, èëè 5 ≤ n ≤ 6, q4 = 5;

2. PSp4(q), PΩ+
8 (2),3D4(2),2 F4(2)′, G2(3), èëè Sp6(2);

3. M11,M12,M22, HS,McL, J2 èëè An, n ≤ 10.

Çäåñü q4 - íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà q2 + 1, ε = ± - çíàê,
L+
n (q) = Ln(q) è L−n (q) = Un(q).
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Îòìåòèì äâà ïðîñòûõ ñëåäñòâèÿ (ñì. [2]).

Òåîðåìà 4.3 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé êàæäàÿ ïîä-
ãðóïïà íå÷åòíîãî ïðîñòîãî ïîðÿäêà c-ïåðåñòàíîâî÷íà ïî îòíîøåíèþ ê
ñåìåéñòâó S âñåõ ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï. Òîãäà ðàçðåøèìûé ðàäèêàë S(G)
ãðóïïû G íåòðèâèàëåí.

Òåîðåìà 4.4 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà, ñîäåð-
æàùàÿ òàêèå ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû A è B, ÷òî π(G) = π(A) ∪ π(B).
Òîãäà G � îäíà èç ãðóïï, ïåðå÷èñëåííûõ â Òåîðåìå 4.2. Åñëè G � ïðî-
ñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà ñîäåðæàùàÿ ðàçðåøèìûå ïîäãðóïïû A è B, íå
âõîäÿùèå â ñïèñîê Òåîðåìû 4.2, òî íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî r ∈ π(G) \
(π(A) ∪ π(B)). Åñëè íåàáåëåâà ïðîñòàÿ ãðóïïà G = ABA ñ ðàçðåøèìû-
ìè ïîäãðóïïàìè A è B íå èçîìîðôíà îäíîé èç ãðóïï òåîðåìû 4.2, òî
ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî r ∈ π(G) \ (π(A) ∪ π(B)).

Òåîðåìà 4.4 äàåò âîçìîæíîñòü ðåâèçîâàòü äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíî-
ãî ðåçóëüòàòà èç [10]. Â ìèíèìàëüíîì êîíòðïðèìåðå ê òåîðåìå î òîì,
÷òî íåàáåëåâû êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû ãðóïïû, ïðåäñòàâèìîé â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðàçðåøèìûõ ïîäãðóïï, ïðèíàäëåæàò ñïèñêó
{U3(8), L4(2),M11, PSp4(3), L2(q)(q > 3), L3(q), (q < 9)}, öîêîëü N ãðóï-
ïû G ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì èçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ãðóïï
Ni(i = 1, k) ñî ñâîéñòâîì π(Ni) ⊆ π(Ni ∩ A) ∪ π(Ni ∩ B). Íî òîãäà Ni

èçîìîðôíû îäíîé èç ãðóïï òåîðåìû 4.2. Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà èç
[10] òåïåðü ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ.

Â [18] íàéäåíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà t(G), ïðàêòè÷åñêè, äëÿ âñåõ ïðî-
ñòûõ íåàáåëåâûõ ãðóïï.

Àíàëîãè÷íàÿ ðàáîòà ïðîäåëàíà â [2], ãäå íàéäåíû çíà÷åíèÿ ÷èñëà
ts(G) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ ãðóïï.
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5 Ñèëîâñêèå ãðàôû è èõ ïðèìåíåíèÿ

.
Äðóãîé êëàññ ãðàôîâ èçó÷àëñÿ â ðàáîòå [15] àâòîðà âìåñòå ñ À. Ìàð-

òèíåñ - Ïàñòîð è Ì.Ä. Ïåðåñ - Ðàìîñ. Ó ãðàôà ΓA(G) âåðøèíàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ïîðÿäêà ãðóïïû G. Äâå âåðøèíû p è q â
ãðàôå îáðàçóþò ðåáðî, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà P
ãðóïïû G, ÷òî q äåëèò |NG(P ) : PCG(P )|. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, ïîëåç-
íûé äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ (íîðìàëèçàòîðíî - çàìêíóòûõ)
ôîðìàöèé ãðóïï, ñëåäóþùàÿ.

Òåîðåìà 5.1 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ïî÷òè ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà.
Òîãäà ãðàô ΓA(G) ñâÿçåí.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðîñòîé, åñëè L ≤ G ≤ Aut(L), ãäå L -
ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà.

Îñíîâíàÿ öåëü ââåäåíèÿ ýòîãî òèïà ãðàôîâ � íàõîæäåíèå êëàññîâ
ãðóïï, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî âçÿòèÿ íîðìàëèçàòîðîâ. Áîëåå òî÷íî,
ïóñòü G � ãðóïïà, è Gp � åå ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà. Îïðåäåëèì äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî êëàññà X îòîáðàæåíèå N , ñòàâÿùåå êëàññó X êëàññ NX
ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

NX = {G | NG(Gp) ∈ X äëÿ ëþáîãî p ∈ π(G).

Îäíà èç ìîòèâàöèé íàïðàâëåíèÿ � òåîðåìà Ãëàóáåðìàíà, óòâåðæäà-
þùàÿ, ÷òî ãðóïïà G ïðèìàðíà, åñëè òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëèçàòîð
âñÿêîé åå ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû. Áüÿí÷è, Äæèëëî Áåðòà Ìàóðè è Ãàóê
äîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà áóäåò íèëüïîòåíòíîé, åñëè íîðìàëèçàòîð âÿêîé
åå ñèëîâñêîé ïîäãðóïïû íèëüïîòåíòåí.

Îïðåäåëèì ñèììåòðè÷åñêîå è ðåôëåêñèâíîå îòíîøåíèå íà ìíîæå-
ñòâå π(G) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïîñòàâèì êàæäîìó ýëåìåíòó p ∈
π(G) = π ïîäìíîæåñòâî π(p) â π(G) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. p ∈ π(p) ⊆ π.
2. Äëÿ âñÿêîãî q ∈ π(p) âûïîëíåíî p ∈ π(q).
Ñ óêàçàííûì ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë àññîöèèðóåòñÿ ñëåäóþùèé

êëàññ ãðóïï. Ïóñòü F � íàñûùåííàÿ ôîðìàöèÿ, ëîêàëüíî îïðåäåëåííàÿ
ñ ïîìîùüþ ôîðìàöèîííîãî ôóíêòîðà f ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(p) = Eπ(p)äëÿ p ∈ π, f(q) = ∅ äëÿ q 6∈ π.

Òàêàÿ ôîðìàöèÿ íàçûâàåòñÿ íàêðûâàþùåé.
Ñ ýòîé ôîðìàöèåé ñâÿçàíî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë Σ, ÿâëÿþùå-

åñÿ ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ïîäìíîæåñòâîì ãðàôà, îïðåäåëåííî-
ãî âûøå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ôîðìàöèè: U = ∪σ∈ΣE

n
σ ∩ Eπ è

V = ∪σ∈ΣS
n
σ ∩ Eπ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî F ⊆ U ⊆ V .
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Îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ â [16] (Ë.Êàçàðèí, À.Ìàðòèíåñ - Ïàñ-
òîð è Ì.-Ä.Ïåðåñ - Ðàìîñ) ñëåäóþùèé:

Òåîðåìà 5.2 Íàêðûâàþùàÿ ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò ñâîéñòâîì Øå-
ìåòêîâà (âñå êðèòè÷åñêèå F -ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ëèáî öèêëè÷åñêèìè, ëè-
áî ãðóïïàìè Øìèäòà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F = U = V .

Ñâîéñòâî Øåìåòêîâà äëÿ ôîðìàöèè îêàçûâàåòñÿ âàæíûì äëÿ íà-
õîæäåíèÿ íîâûõ êëàññîâ íîðìàëèçàòîðíî çàìêíóòûõ ôîðìàöèé:

Òåîðåìà 5.3 Åñëè íàêðûâàþùàÿ ôîðìàöèÿ F îáëàäàåò ñâîéñòâîì
NF = F , òî F = U = V .
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6 ABA-ãðóïïû

10. Ãðóïïû ýòîãî òèïà íà÷àëè èçó÷àòü Ä.Ãîðåíñòåéí è Õåðñòåéí
(1959). Îíè ðàññìàòðèâàëè ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî âèäà ñ öèêëè÷åñêèìè
ïîäãðóïïàìè A è B. Â ñëó÷àå, êîãäà ïîðÿäêè A è B âçàèìíî ïðîñòû,
äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü.

Ì.Ãóòåðìàí (1969) ðàññìîòðåë ñëó÷àé àáåëåâûõ A è B è äîêàçàë
ðàçðåøèìîñòü G â ñëó÷àå, êîãäà A è B âçàèìíî ïðîñòûõ ïîðÿäêîâ è
B íå÷åòíîãî ïîðÿäêà. Êëàññèôèêàöèÿ ïðîñòûõ ãðóïï ñ àáåëåâîé ñèëîâ-
ñêîé èñïîëüçîâàëàñü.

ß.Ï.Ñûñàê äîêàçàë ðàçðåøèìîñòü G = ABA äëÿ ðÿäà ñëó÷àåâ (1982
- 1988). Íàïðèìåð, êîãäà A àáåëåâà, B � ïðèìàðíàÿ öèêëè÷åñêàÿ è ïî-
ðÿäêè A è B âçàèìíî ïðîñòû.

Ä.Çàãîðèí è Ë.Êàçàðèí (1996) àíîíñèðîâàëè ðàçðåøèìîñòü ãðóïïû
G = ABA äëÿ ñëó÷àÿ àáåëåâîé A è öèêëè÷åñêîé B. Êðîìå òîãî, â äèñ-
ñåðòàöèè Ä.Çàãîðèíà ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî ãðóïïû L2(q) äëÿ ÷åòíîãî
q ìîãóò áûòü ïðîñòûìè íåàáåëåâûìè ãðóïïàìè, äîïóñêàþùèìè ABA
-ôàêòîðèçàöèþ ñ àáåëåâûìè A è B.

Íåçàâèñèìî, íî èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé, îïèñàíèå ïðîñòûõ ABA-
ãðóïï ñ àáåëåâûìè ôàêòîðàìè A è B ïîëó÷èë E.Ï.Âäîâèí (1999).

Íåäàâíî Ø.Ïðýãåð è Õ.Àëàâè âûäâèíóëè ïðîãðàììó îïèñàíèÿ ABA
ôàêòîðèçàöèé êîíå÷íûõ ãðóïï, ðóêîâîäñòâóÿñü íåîáõîäèìîñòüþ èçó÷å-
íèÿ íåêîòîðûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ.
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20. Êàæäàÿ 2-òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê áóäåò ABA-ãðóïïîé,
ãäå A � ñòàáèëèçàòîð òî÷êè, à B � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà (ïîðÿäêà 2).

Äðóãèå âàæíûå ïðèìåðû äîñòàâëÿþò ãðóïïû ëèåâà òèïà, ïðåäñòà-
âèìûå â âèäå BNB, ãäå B � áîðåëåâà ïîäãðóïïà, à N ïîäãðóïïà èç
íîðìàëèçàòîðà ïîäãðóïïû Êàðòàíà C. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî W = N/C � ýòî
ãðóïïà Âåéëÿ, ìîæíî çàïèñàòü G = BWB è G = UNU , ãäå U � óíèïî-
òåíòíàÿ ïîäãðóïïà.

Ïðîñòåéøèé ïðèìåð A5 = C5V4C5. Àíàëîãè÷íî äëÿ ëþáîé èç ãðóïï
L2(2n). Äðóãàÿ ôàêòîðèçàöèÿ G = A5 = V4D6V4.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó ôàêòîðèçàöèþ G = S5 = D8C6D8. Òî åñòü,
ãðóïïà A åñòü 2-ãðóïïà, à B -öèêëè÷åñêàÿ.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð íàéäåí ß.Ñûñàêîì. G = S6 = ABA, ãäå A �
ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà G, à B � äèýäðàëüíàÿ ãðóïïà.

Åùå îäèí âàæíûé êëàññ ïðèìåðîâ îïèñàí Ä.Ã. Õèãìàíîì è Äæ.Å.
ÌàêËàôëèíîì. Ïóñòü G � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ôëàã-òðàíçèòèâíîé
ãåîìåòðèè, ãäå A è B � ñòàáèëèçàòîðû òî÷êè è ïðÿìîé ñîîòâåòñòâåííî
(ôëàã � ïàðà èíöèäåíòíûõ òî÷êè è ïðÿìîé). Õèãìàíîì è ÌàêËàôëèíîì
ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G = ABA â òî÷íîñòè, êîãäà
êàæäàÿ ïàðà òî÷åê èíöèäåíòíà ïî ìåíüøåé ìåðå, îäí ïðÿìîé.
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30. ÔàêòîðèçàöèÿG = ABA íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëèG 6=
AB.

Ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ïðèìåð ïðèíàäëåæèò Ø.Ïðàãåð (1997):
Òåîðåìà 6.1 Ïóñòü G = ABA � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ íåâûðîæäåííîé

ôàêòîðèçàöèåé. Òîãäà

|G : B| ≤ |A|2

|A ∩B|2
− |A|
|A ∩B|

+ 1

ñ ðàâåíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðóïïà G äåéñòâóåò êàê ôëàã-
òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà êîëëèíåàöèé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð äëÿ òàêîé ñèòóàöèè � ãðóïïà G = PGL3(q)
äåéñòâóþùàÿ íà Äåçàðãîâîì ïðîñòðàíñòâå PG(2, q), ãäå A è B � íåñî-
ïðÿæåííûå ïàðàáîëè÷åñêèå ïîäãðóïïû.
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40. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ïîëåçíûå êðèòåðèè ABA-ôàêòîðèçàöèè.
Îïðåäåëèì ΩA = ∪g∈GAg è ΩB = ∪g∈GBg

1. Õèãìàí è ÌàêËàôëèí (1961). Ìíîæåñòâî {Ab | b ∈ B} íåòðèâè-
àëüíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ êàæäîé A- îðáèòîé íà â ΩA.

2. Ñàêñë (2010). Ìíîæåñòâî {Ba | a ∈ A} èìååò îãðàíè÷åííûé ñäâèã
(movement) ïðè äåéñòâèè G íà ΩB.
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50. Ñðåäè ñïîðàäè÷åñêèõ ïðîñòûõ ãðóïï ñëåäóþùèå ãðóïïû îáëàäà-
þò ôàêòîðèçàöèåé âèäà G = AB. Ýòî ãðóïïû

M11,M12,M22,M23,M24, J2, HS,Ru,He, Suz, F i23, Co1.

Êðîìå òîãî, èìååòñÿ 2-òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà Co3. Çàìåòèì, ÷òî ãðóï-
ïû, èìåþùèå ïîäñòàíîâî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ðàíãà 3, ÷àñòî îêàçûâàþò-
ñÿ ABA-ãðóïïàìè. Ñîâìåñòíî ñ Ä.Ñàõàðîâûì è È.Ðàññàäèíûì àâòî-
ðó óäàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ABA-ôàêòîðèçàöèé äëÿ ãðóïï J2,
McL, HS, Ru è Suz ñ ñîáñòâåííûìè ïîäãðóïïàìè A è B.
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60. Ñîâìåñòíî ñ Á.Àìáåðãîì â [6] äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 6.2 Ïóñòü G = ABA � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ àáåëåâîé ïîä-
ãðóïïîé A è öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé B. Òîãäà G ðàçðåøèìà.

Òåîðåìà 6.3 Ïóñòü G = ABA � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ñ íèëüïîòåíòíîé
ïîäãðóïïîé A íå÷åòíîãî ïîðÿäêà è öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïîé B. Åñëè
(|A|, |B|) = 1, òî G ðàçðåøèìà.
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7 Àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðóïï

10. Ñîãëàñíî çíàìåíèòîé òåîðåìå Áðàóýðà - Ôàóëåðà [8], êîíå÷íàÿ
ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà G âñåãäà èìååò ñîáñòâåííóþ ïîäãðóïïó ïî-
ðÿäêà íå ìåíüøå, ÷åì |G|1/3. Â ðàáîòå [24] óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáàÿ êî-
íå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà G èìååò íåïðèâîäèìûé õàðàêòåð ñòå-
ïåíè, áîëüøåé |G|1/3. Êðîìå òîãî, åñëè G îòëè÷íà îò çíàêîïåðåìåííîé
ãðóïïû èëè ãðóïïû Ìàòüå M22, âñåãäà íàéäóòñÿ òàêèå íåïðèâîäèìûå
õàðàêòåðû χ1, χ2, χ3 ãðóïïû G, ÷òî |G| äåëèò χ1(1)χ2(1)χ3(1). È.À. Ñà-
ãèðîâ äîêàçàë, ÷òî äëÿ ãðóïïû An, ãäå 14 ≤ n ≤ 30, ýòî ñâîéñòâî òàêæå
âûïîëíåíî. Ïîçäíåå Ñ.Â. Ïîëÿêîâ äîâåë ãðàíèöó äî 14 ≤ n ≤ 97. Ïîõî-
æå, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ âñåõ ïðîñòûõ çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï,
çà èñêëþ÷åíèåì n = 7 è n = 13.
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20. Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ âîïðîñîâ ñâÿçàíà ñ ðàáîòîé Þäæèíà Âèãíåðà
[20]. Âèãíåð íàçûâàåò ãðóïïó G ïðîñòî ïðèâîäèìîé (SR-ãðóïïîé), åñëè
âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1) Ëþáîé ýëåìåíò ãðóïïû G ñîïðÿæåí ñî ñâîèì îáðàòíûì;
2) Äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé φ è ψ èõ òåíçîðíîå

ïðåäñòàâëåíèå èìååò â ðàçëîæåíèè ïî íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèÿì
ãðóïïû G êðàòíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùèå åäèíèöû.

Â ÷èñëå äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ èì áûëî ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå óäèâè-
òåëüíîå íåðàâåíñòâî: ∑

g∈G

|CG(g)|2 ≥
∑
g∈G

ζ(g)3,

ãäå ζ(g) - ÷èñëî êîðíåé êâàäðàòíûõ èç g â ãðóïïå G. Ïðè ýòîì ðàâåíñòâî
âûïîëíåíî â òî÷íîñòè, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ SR-ãðóïïîé.

Ñ.Ï. Ñòðóíêîâûì ïîñòàâëåí åñòåñòâåííûé âîïðîñ: âåðíî ëè ÷òî êî-
íå÷íûå SR-ãðóïïû ðàçðåøèìû?

Â ðàáîòå [25], èçó÷àÿ ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð, àâòîðû ñâåëè ïðî-
áëåìó ê ñèòóàöèè, êîãäà âñå êîìïîçèöèîííûå ïðîñòûå íåàáåëåâû ôàêòî-
ðû ãðóïïû ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {A5, A6} çíàêîïåðåìåííûõ ãðóïï.
Ïîñëåäíèé òðóäíûé ñëó÷àé áûë èñêëþ÷åí â [26]. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü,
÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ëèøü òåíçîðíûå êâàäðàòû íåïðèâîäè-
ìûõ ïðåäñòàâëåíèé, îòêàçàâøèñü îò óñëîâèÿ 1) Âèãíåðà. Ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðóïïû íàçâàíû â [25] ASR-ãðóïïàìè.

17



Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ ìèíèìàëüíûé êîíòðïðèìåð óäàëîñü èñ-
êëþ÷èòü. Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 7.1 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ASR-ãðóïïà. Òîãäà G ðàçðåøèìà.

Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìà òàêæå âåðíà, åñëè âìåñòî òåíçîðíûõ êâàäðà-
òîâ ïðåäñòàâëåíèé ðàññìàòðèâàòü òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ íåïðèâîäè-
ìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è åãî êîíòðàãðàäèåíòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Â ÷àñò-
íîñòè, êîíå÷íûå SR-ãðóïïû îêàçàëèñü ðàçðåøèìû. Òåîðåìà 7.1 äàåò
òàêæå ïðîäâèæåíèå â ðåøåíèè çàäà÷è ß.Ñàêñëà (9.56 èç

”
Êîóðîâñêîé

òåòðàäè“)
Â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè Â.Â. ßíèøåâñêîãî (2006 ã.) íàéäåíû

âñå êîíå÷íûå íåñâåðõðàçðåøèìûå ãðóïïû ïîðÿäêà, ìåíüøåãî, ÷åì 2000.
Å.È. ×àíêîâûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà, ñâîäÿùàÿ
èçó÷åíèå ñâåðõðàçðåøèìûõ SR-ãðóïï ê èçó÷åíèþ 2-ãðóïï.

Òåîðåìà 7.2 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ñâåðõðàçðåøèìàÿ SR-ãðóïïà, S �
åå ñèëîâñêàÿ 2-ïîäãðóïïà. Òîãäà O(G) - àáåëåâà ãðóïïà è G = O(G)S.
Ïðè ýòîì Φ(S) íîðìàëüíà â G è G/Φ(S) - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï
äèåäðàëüíîãî òèïà.

Ãðóïïû ïîðÿäêà 2, ðàçóìååòñÿ, òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü ãðóïïàìè äè-
åäðàëüíîãî òèïà. Ñðåäè äðóãèõ ðåçóëüòàòîâ, âîøåäøèõ â êàíäèäàòñêóþ
äèññåðòàöèþ ×àíêîâà (2010 ã.), îòìåòèì ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå. Ñðåäè
âñåõ 2-ãðóïï ïîðÿäêà íå âûøå 28 êëàññà íèëüïîòåíòíîñòè 2 (èõ îêî-
ëî 32000) âñåãî ëèøü 70 íå ÿâëÿþòñÿ ASR-ãðóïïàìè. Íàêîíåö, ãðóïïà
íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ASR-ãðóïïîé òîëüêî êîãäà îíà àáåëåâà.

Íåäàâíî Ñ.Â. Ïîëÿêîâ ïîëíîñòüþ îïèñàë êîìïîçèöèîííûå ôàêòîðû
êîíå÷íûõ ãðóïï, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè òåíçîðíûõ
ïðîèçâåäåíèé êâàäðàòîâ íåïðèâîäèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé íå ïðåâîñ-
õîäÿò 2. Êðîìå òîãî, èì íàéäåíû îöåíêè ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò â ðàç-
ëîæåíèÿõ òåíçîðíûõ êâàäðàòîâ âñåõ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï.
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Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Âèãíåðà, àâòîð ñîâìåñòíî ñ Á.Àìáåðãîì â [5]
äîêàçàë ñëåäóþùèé àíàëîã òåîðåìû Áðàóýðà - Ôàóëåðà:

Òåîðåìà 7.3 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà è τ -
ëþáàÿ åå èíâîëþöèÿ. Åñëè |G| > 2|CG(τ)|3, òî G èìååò ñîáñòâåííóþ
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà, áîëüøåãî |G|1/2. Ïðè ýòîì åñëè |G| > |CG(τ)|3, òî
|G| < k(G)3, ãäå k(G) � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ G.

Êëàññèôèêàöèÿ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï çäåñü íå èñïîëüçîâàëàñü. Ñ
ïðèìåíåíèåì îäíîãî ðåçóëüòàòà ßíèøåâñêîãî (îïèðàþùåãîñÿ íà êëàñ-
ñèôèêàöèþ êîíå÷íûõ ïðîñòûõ ãðóïï) ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî â ëþáîé ïðîñòîé
íåàáåëåâîé ãðóïïå G ïîðÿäîê öåíòðàëèçàòîðà ëþáîé èíâîëþöèè íå
ìåíüøå, ÷åì |G|1/3. Óäèâèòåëüíî, ÷òî òåîðåìà Áðàóýðà - Ôàóëåðà áûëà
äîêàçàíà ìíîãî ïîçæå ñòàòüè Âèãíåðà.

Îòìåòèì åùå îäíó îöåíêó ïîðÿäêà íåàáåëåâîé ïðîñòîé ãðóïïû ÷åðåç
÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 7.4 Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ ïðîñòàÿ íåàáåëåâà ãðóïïà è x 6= 1
- ëþáîé åå ýëåìåíò. Ïóñòü m = |G : CG(x)| Òîãäà |G| < 2m. Åñëè G
� ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ïîðÿäêà n è
|G : CG(x)| = m, òî |G| < nm.
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8 Íåêîòîðûå íåðåøåííûå âîïðîñû

1: Êàê íàéòè âñå íåàáåëåâû M -ãðóïïû G, äëÿ êîòîðûõ ñóììà êóáîâ
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ñóùåñòâåííî íèæå |G| log2 |G|?

2: Âåðíî ëè, ÷òî íèëüïîòåíòíàÿ äëèíà êîíå÷íîé SR-ãðóïïû îãðàíè-
÷åíà?

3: Ïóñòü (h1, h2, . . . , hk) � ðàçìåðû êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû G. Ìîæíî ëè ðàñïîçíàòü ñâîéñòâî ðàçðåøèìîñòè ãðóïïû ïî
ýòîé èíôîðìàöèè?

4: Âåðíî ëè, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An ñòåïåíè n > 13 èìååò
òðè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðà χ1, χ2, χ3, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî n! äåëèò
χ1(1)χ2(1)χ3(1)?

5: Êàê óñòðîåíû ðàçðåøèìûå ãðóïïû, ó êîòîðûõ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ðàçìåðîâ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò 4?
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