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Ñîäåðæàíèå äîêëàäà

1 Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîé ôóíêöèè äëÿ ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ.

2 Î ðàçìåðíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä í¼òåðîâûìè

ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ïî

ìàòåðèàëàì ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Ý.Þ.Äàíèÿðîâîé è

À. Ã.Ìÿñíèêîâûì)

3 Ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ â

ñâîáîäíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ðàíãà (ïî ìàòåðèàëàì

ñîâìåñòíîé ðàáîòû ñ Å. Â.Ôðåíêåëü).
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Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîé ôóíêöèè

Ïóñòü M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

A � àáåëåâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà,

A+ � ïîëóãðóïïà å¼ íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

Ôóíêöèþ d : M → A+ áóäåì íàçûâàòü A-ðàçìåðíîé ôóíêöèåé

äëÿ M, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀ x , y ∈ M åñëè x < y â M, òî d(x) < d(y) â A.
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Î ðàçìåðíîñòè àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

íàä í¼òåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì

àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè
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Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå.

Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(I) Ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè dim(Y ) àëãåáðàè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà Y íàä ïîëåì k :

1 dim(Y ) = ðàçìåðíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Y ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî;
2 dim(Y ) = ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ êîîðäèíàòíîãî êîëüöà k[Y ];
3 åñëè Y � íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî

dim(Y ) = ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé k(Y ) íàä ïîëåì k .
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Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(II) Åñëè Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym � ïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîæåñòâî, òî

dim(Y ) = max{dim(Y1), . . . , dim(Ym)}.

(III) Ñòðîãàÿ èçîòîííîñòü: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïðèâîäèìûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Y ( Z −→ dim(Y ) < dim(Z ).

(IV) Ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåïóñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

îêàçûâàåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, òàê ÷òî ïî

ðàçìåðíîñòè ìîæíî âåñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ.

(V) Äëÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Y1,Y2

íàä k âåðíî, ÷òî

dim(Y1 × Y2) = dim(Y1) + dim(Y2).
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

dim(Y ) = sup{n} = òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëèí ñòðîãî

óáûâàþùèõ öåïî÷åê

Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yn

íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ â Y .
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü

Ñàìîå åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå:

dim(Y ) = sup{λ} = òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè äëèí ñòðîãî

óáûâàþùèõ öåïî÷åê

Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yλ

íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ â Y .
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Íàðóøåíèå ñòðîãîé èçîòîííîñòè

Y ( Z � íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå ìíîæåñòâà íàä

í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìîé A.

dim(Y ) = dim(Z ) = ω

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ñóùåñòâóåò öåïî÷êà

Y0 ⊂ Y1 ⊂ . . . ⊂ Yn

ðàçëè÷íûõ íåïðèâîäèìûõ ïîäìíîæåñòâ â Y .
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Í¼òåðîâû ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû

Îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì

(I')�(V'), íî ñî çíà÷åíèÿìè â îáëàñòè ïîðÿäêîâûõ ÷èñåë,

âîçìîæíî òîëüêî äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ

ñèñòåì.

Òåîðåìà

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A ÿçûêà L í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ

ñâîéñòâàìè:

N1: ëþáàÿ ñòðîãî óáûâàþùàÿ öåïî÷êà íåïðèâîäèìûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ íàä A êîíå÷íà;

N2: ëþáîå íåïóñòîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä A
ïðåäñòàâèìî â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ íåïðèâîäèìûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ïîäìíîæåñòâ.

N1: Y0 ) Y1 ) . . . ) Yn

N2: Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëèì M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

Y � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî íàä A −→ mY ∈ M;

mY < mZ ←→ Y ( Z .

Ïîëó÷àåì, ÷òî M � àðòèíîâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëèì M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

Y � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî íàä A −→ mY ∈ M;

mY < mZ ←→ Y ( Z .

Ïîëó÷àåì, ÷òî M � àðòèíîâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëèì M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

Y � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî íàä A −→ mY ∈ M;

mY < mZ ←→ Y ( Z .

Ïîëó÷àåì, ÷òî M � àðòèíîâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëèì M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

Y � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî íàä A −→ mY ∈ M;

mY < mZ ←→ Y ( Z .

Ïîëó÷àåì, ÷òî M � àðòèíîâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü
äëÿ í¼òåðîâûõ ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåëèì M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî:

Y � íåïðèâîäèìîå ìíîæåñòâî íàä A −→ mY ∈ M;

mY < mZ ←→ Y ( Z .

Ïîëó÷àåì, ÷òî M � àðòèíîâî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå

ìíîæåñòâî.
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Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïóñòü k � àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå.

Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(I) Ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè dim(Y ) àëãåáðàè÷åñêîãî
ìíîæåñòâà Y íàä ïîëåì k :

1 dim(Y ) = ðàçìåðíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Y ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî;
2 dim(Y ) = ðàçìåðíîñòè Êðóëëÿ êîîðäèíàòíîãî êîëüöà k[Y ];
3 åñëè Y � íåïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî, òî

dim(Y ) = ñòåïåíè òðàíñöåíäåíòíîñòè ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ

ôóíêöèé k(Y ) íàä ïîëåì k .
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Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ðàçìåðíîñòü â êëàññè÷åñêîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(II) Åñëè Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym � ïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîæåñòâî, òî

dim(Y ) = max{dim(Y1), . . . , dim(Ym)}.

(III) Ñòðîãàÿ èçîòîííîñòü: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïðèâîäèìûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Y ( Z −→ dim(Y ) < dim(Z ).

(IV) Ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåïóñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

îêàçûâàåòñÿ öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ÷èñëîì, òàê ÷òî ïî

ðàçìåðíîñòè ìîæíî âåñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ.

(V) Äëÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Y1,Y2

íàä k âåðíî, ÷òî

dim(Y1 × Y2) = dim(Y1) + dim(Y2).
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Ðàçìåðíîñòü â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïóñòü A � í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà.

Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå ðàçìåðíîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(I') Ñóùåñòâîâàíèå íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ ñïîñîáîâ
âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè dim(Y ) íåïðèâîäèìîãî
àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Y íàä A:

1 dim(Y ) = ðàçìåðíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà

Y ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî;
2 dim(Y ) = ðàäèêàëüíîé ðàçìåðíîñòè ðàäèêàëà Rad(Y );
3 dim(Y ) = ïðîåêòèâíîé ðàçìåðíîñòè êîîðäèíàòíîé àëãåáðû

Γ(Y ).
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Ðàçìåðíîñòü â óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Îïðåäåë¼ííàÿ âûøå ðàçìåðíîñòü îáëàäàåò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

(II) Åñëè Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym � ïðèâîäèìîå àëãåáðàè÷åñêîå

ìíîæåñòâî, òî ïîëîæèì

dim(Y ) = max{dim(Y1), . . . , dim(Ym)}.

(III) Ñòðîãàÿ èçîòîííîñòü: äëÿ ëþáîé ïàðû íåïðèâîäèìûõ

àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ

Y ( Z −→ dim(Y ) < dim(Z ).

(IV') Ðàçìåðíîñòü ëþáîãî íåïóñòîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîâûì ÷èñëîì (îðäèíàëîì), òàê ÷òî ïî

ðàçìåðíîñòè ìîæíî âåñòè ìàòåìàòè÷åñêóþ èíäóêöèþ.

(V') Äëÿ äâóõ íåïðèâîäèìûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîæåñòâ Y1,Y2

íàä A âåðíî, ÷òî

dim(Y1 × Y2) > dim(Y1) + dim(Y2).
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Ïðèìåð: ðàçìåðíîñòü ìîæåò áûòü ðàâíà ëþáîìó îðäèíàëó

Ïóñòü λ � íåêîòîðûé îðäèíàë è

Mλ � ìíîæåñòâî âñåõ îðäèíàëîâ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ λ;

Mλ = 〈Mλ; Pα, α 6 λ〉 � àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà,

Pα(x) = 1 ←→ x 6 α.

Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìàMλ í¼òåðîâà ïî óðàâíåíèÿì.

Àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîæåñòâàìè íàäMλ, îòâå÷àþùèìè

óðàâíåíèÿì îò îäíîé ïåðåìåííîé, ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà

Mα = {x | x 6 α}, α 6 λ,

è òîëüêî îíè, ïðè÷¼ì âñå ýòè ìíîæåñòâà íåïðèâîäèìû. Òàêèì

îáðàçîì,

dim(Mα) = α.
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Âîïðîñû

1 Êîíñòðóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè ìàëî. Êàê äàòü

òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå?

2 Êàê îáîñíîâàòü òî, ÷òî äëÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì, íå

ÿâëÿþùèõñÿ í¼òåðîâûìè ïî óðàâíåíèÿì, íå ñóùåñòâóåò

�õîðîøåé� ðàçìåðíîñòè?

3 Ìîæíî ëè äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïðåäåëèòü õîòÿ áû êàêóþ-òî

ðàçìåðíîñòü, áûòü ìîæåò, �ïîõóæå�?

Îòâåò:

Ðàçìåðíûå ôóíêöèè
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Îïðåäåëåíèå ðàçìåðíîé ôóíêöèè

Ïóñòü M � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî,

A � àáåëåâà ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ ãðóïïà,

A+ � ïîëóãðóïïà å¼ íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

Ôóíêöèþ d : M → A+ áóäåì íàçûâàòü A-ðàçìåðíîé ôóíêöèåé

äëÿ M, åñëè âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀ x , y ∈ M åñëè x < y â M, òî d(x) < d(y) â A.
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Ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå àáåëåâû ãðóïïû

Ìíîæåñòâî A ñ îïåðàöèåé ” + ” è ëèíåéíûì ïîðÿäêîì ” 6 ”
íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé àáåëåâîé ãðóïïîé, åñëè

1 〈A; +〉 � àáåëåâà ãðóïïà;

2 〈A;6〉 � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî;

3 ∀ a, b, c ∈ A a 6 b −→ a + c 6 b + c .

Ïîëóãðóïïà A+ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ A åñòü

ìíîæåñòâî

A+ = {a ∈ A | 0 6 a}.
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Èíòåðïðåòàöèÿ îðäèíàëîâ â ãðóïïå
−→
Zn

Ãðóïïà
−→
Zn ñ ïðàâûì ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïîðÿäêîì ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé àáåëåâîé ãðóïïîé. Â íåé åñòåñòâåííûì

îáðàçîì èíòåðïðåòèðóþòñÿ âñå îðäèíàëû äî ωn:

0 → (0, 0, 0, 0, . . . , 0),
1 → (1, 0, 0, 0, . . . , 0),

. . .
ω → (0, 1, 0, 0, . . . , 0),

ω + 1 → (1, 1, 0, 0 . . . , 0),
. . .

2ω → (0, 2, 0, 0, . . . , 0),
. . .

ω2 → (0, 0, 1, 0, . . . , 0),
. . .

ωn−1 → (0, 0, 0, . . . , 0, 1),
. . .



Ìíîæåñòâåííîñòü ðàçìåðíûõ ôóíêöèé
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Îðäèíàëüíî ïëîòíûå ðàçìåðíûå ôóíêöèè

Ðàçìåðíóþ ôóíêöèþ d : M →
−→⊕
i∈I

Z(i)+ áóäåì íàçûâàòü

îðäèíàëüíî ïëîòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî m ∈ M çíà÷åíèå d(m)
ðàâíî íàèìåíüøåìó îðäèíàëó λ, óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ
λ > d(x) äëÿ âñåõ x < m.

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî àðòèíîâà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ îðäèíàëüíî ïëîòíàÿ ðàçìåðíàÿ

ôóíêöèÿ.

Âîïðîñ: Êàê äàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå îïðåäåëåíèå

ðàçìåðíîñòè, ïîñòðîåííîé êîíñòðóêòèâíî äëÿ àðòèíîâà

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà?

Îòâåò: Îðäèíàëüíî ïëîòíàÿ ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè

â ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé àáåëåâîé ãðóïïå
−→⊕
i∈I

Z(i).
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Îðäèíàëüíûå ðàçìåðíûå ôóíêöèè

Âîïðîñ: Êàê îáîñíîâàòü òî, ÷òî òîëüêî äëÿ í¼òåðîâûõ ïî

óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì ñóùåñòâóåò �õîðîøàÿ�

òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè?

Ðàçìåðíóþ ôóíêöèþ d : M → A+ áóäåì íàçûâàòü îðäèíàëüíîé,

åñëè d(M) � âïîëíå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî.

Òåîðåìà

×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî M îáëàäàåò îðäèíàëüíîé

ðàçìåðíîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî àðòèíîâî.

Îòâåò: �Õîðîøàÿ� òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè äëÿ A =

= îðäèíàëüíàÿ ðàçìåð. ôóíêöèÿ äëÿ M +

{N2 : Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym} =
= {N1 : Y0 ) Y1 ) . . . ) Yn} + {N2 : Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym} =
= í¼òåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ A.
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ðàçìåðíîé ôóíêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî àðòèíîâî.

Îòâåò: �Õîðîøàÿ� òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè äëÿ A =

= îðäèíàëüíàÿ ðàçìåð. ôóíêöèÿ äëÿ M +

{N2 : Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym} =
= {N1 : Y0 ) Y1 ) . . . ) Yn} + {N2 : Y = Y1 ∪ . . . ∪ Ym} =
= í¼òåðîâîñòü ïî óðàâíåíèÿì äëÿ A.
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Îðäèíàëüíûå ðàçìåðíûå ôóíêöèè
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Ðàçìåðíûå ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå

Âîïðîñ: Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü â ñëó÷àå, åñëè

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé ïî

óðàâíåíèÿì?

Îòâåò:

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M ñóùåñòâóåò

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A è ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

d : M → A+.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü d1 : M1 → A+ è d2 : M2 → A+ � ðàçìåðíûå ôóíêöèÿ íà

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ôóíêöèÿ d : M1 ×M2 → A+, îïðåäåë¼ííàÿ ïðàâèëîì

∀ m1 ∈ M1 ∀ m2 ∈ M2 d((m1,m2)) = d1(m1) + d2(m2),

ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîé ôóíêöèåé íà M1 ×M2. 24 / 27



Ðàçìåðíûå ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå

Âîïðîñ: Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü â ñëó÷àå, åñëè

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé ïî

óðàâíåíèÿì?

Îòâåò:

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M ñóùåñòâóåò

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A è ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

d : M → A+.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü d1 : M1 → A+ è d2 : M2 → A+ � ðàçìåðíûå ôóíêöèÿ íà

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ôóíêöèÿ d : M1 ×M2 → A+, îïðåäåë¼ííàÿ ïðàâèëîì

∀ m1 ∈ M1 ∀ m2 ∈ M2 d((m1,m2)) = d1(m1) + d2(m2),

ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîé ôóíêöèåé íà M1 ×M2. 24 / 27



Ðàçìåðíûå ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå

Âîïðîñ: Êàê ìîæíî îïðåäåëèòü ðàçìåðíîñòü â ñëó÷àå, åñëè

àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà A íå ÿâëÿåòñÿ í¼òåðîâîé ïî

óðàâíåíèÿì?

Îòâåò:

Òåîðåìà

Äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà M ñóùåñòâóåò

ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííàÿ àáåëåâà ãðóïïà A è ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

d : M → A+.

Óòâåðæäåíèå

Ïóñòü d1 : M1 → A+ è d2 : M2 → A+ � ðàçìåðíûå ôóíêöèÿ íà

÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ M1 è M2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ôóíêöèÿ d : M1 ×M2 → A+, îïðåäåë¼ííàÿ ïðàâèëîì

∀ m1 ∈ M1 ∀ m2 ∈ M2 d((m1,m2)) = d1(m1) + d2(m2),

ÿâëÿåòñÿ ðàçìåðíîé ôóíêöèåé íà M1 ×M2. 24 / 27



Ïðèìåðû

1 Ðàçìåðíîñòü ëþáîãî (äèîôàíòîâîãî) àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà íàä ñâîáîäíîé ê.ï. ðàçðåøèìîé ãðóïïîé

êîíå÷íà (À. Ã.Ìÿñíèêîâ, Í. Ñ. Ðîìàíîâñêèé).
2 Ïóñòü F � ñâîáîäíàÿ ìåòàáåëåâà ãðóïïà êîíå÷íîãî ðàíãà

r > 2, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ñòàíäàðòíîì ãðóïïîâîì ÿçûêå

Lgr = {·,−1 , 1}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî

÷èñëà n

dim(F n) =


F (n, n − 1)− 1, åñëè n > 4 ÷¼òíî,

F (n, n − 1), åñëè n > 1 íå÷¼òíî,

4, åñëè n = 2,

ãäå F (m, n) � ðåêóðñèâíî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ

(Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ, Å. È. Òèìîøåíêî).

Äëÿ í¼òåðîâîé ïî óðàâíåíèÿì àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû

A = 〈A; L〉 ôóíêöèþ DA(n) = dim(An) áóäåì íàçûâàòü

ãðàíè÷íîé ðàçìåðíîé ôóíêöèåé.
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Îòêðûòûå âîïðîñû

Ïóñòü L � ñâîáîäíàÿ àëãåáðà Ëè êîíå÷íîãî ðàíãà íàä

áåñêîíå÷íûì ïîëåì.

Ý.Þ.Äàíèÿðîâà, Â. Í. Ðåìåñëåííèêîâ

Îãðàíè÷åííàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íàä ñâîáîäíîé

àëãåáðîé Ëè

Àëãåáðà è ëîãèêà, 44:3, 2005, 269�304

Èç ðåçóëüòàòîâ ýòîé ñòàòüè ñëåäóåò, ÷òî DL(1) = dim(L1) = ω.

Ãèïîòåçà 1: DL(n) = dim(Ln) = nω.
Ãèïîòåçà 2: Åñëè Y � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä L è dim(Y ) = 1,

òî Y � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.

Ãèïîòåçà 2': Íå ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî

ìíîæåñòâà Y íàä L, ïåðåñå÷åíèå êîòîðîãî ñ ëþáûì

êîíå÷íîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïóñòî èëè ñîñòîèò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Ãèïîòåçà 3: Åñëè Y � àëãåáðàè÷åñêîå ìíîæåñòâî íàä L è ðàçìåðíîñòü

dim(Y ) êîíå÷íà, òî Y � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
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Ðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ

äëÿ ìíîæåñòâà ðåãóëÿðíûõ ÿçûêîâ

â ñâîáîäíîé ãðóïïå êîíå÷íîãî ðàíãà


