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1 Ââåäåíèå

Êëàññè÷åñêèìè ïëàòôîðìàìè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñèñòåì,
ñõåì è ïðîòîêîëîâ ñëóæàò êîëüöà âû÷åòîâ (ñèñòåìû RSA, Ãîëüäâàññåðà-
Ìèêàëè è äð.), ìóëüòèïëèêàòèâíûå ãðóïïû êîíå÷íûõ ïîëåé è ãðóïïû ýë-
ëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè (ñèñòåìû, ñõåìû è ïðîòîêî-
ëû, îñíîâàííûå íà òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà: ïðîòî-
êîëû øèôðîâàíèÿ Äèôôè-Õåëëìàíà, Ìàññè-Îìóðû è ÝëüÃàìàëÿ, ïðîòî-
êîëû öèôðîâîé ïîäïèñè, îñíîâàííûå íà áàçîâîé ñõåìå ÝëüÃàìàëÿ, è äð.).
Ñì. [1], [2] èëè, íàïðèìåð, [3], [4].

Â òî æå âðåìÿ ïîñëåäíèå 15-20 ëåò çíàìåíóþòñÿ áóðíûì ðàçâèòèåì
àëãåáðàè÷åñêîé êðèïòîãðàôèè, èñïîëüçóþùåé â êà÷åñòâå ïëàòôîðì øèô-
ðîâàíèÿ àáñòðàêòíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû: àëãåáðû, ãðóïïû, ëóïû è
ò.ï. Ñì. ïî ýòîìó ïîâîäó ìîíîãðàôèè [5], [6], îáçîðíûå ñòàòüè [7], [8], [9],
[10], [11], [12], êîëëåêöèþ ïðåïðèíòîâ [13]. Êëàññè÷åñêèå ïðîòîêîëû Äèôôè-
Õåëëìàíà, Ìàññè-Îìóðû, ÝëüÃàìàëÿ è äð. ïîëó÷èëè ñâîè àíàëîãè ïðåæ-
äå âñåãî â êðèïòîãðàôèè, áàçèðóþùåéñÿ íà òåîðèè ãðóïï, â êîòîðîé â êà-
÷åñòâå ïëàòôîðì ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì, ñõåì è ïðîòîêîëîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ
àáñòðàêòíûå ãðóïïû, êàê êîíå÷íûå, òàê è áåñêîíå÷íûå. Â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ âñå ÷àùå äëÿ ýòîé ðîëè ïðåäëàãàþòñÿ äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû.
Î÷åíü ÷àñòî (äàæå ìîæíî ñêàçàòü, ïî÷òè âñåãäà) ýòè àëãåáðàè÷åñêèå ñè-
ñòåìû èìåþò ñòðóêòóðó êîíå÷íîìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä êî-
íå÷íûì ïîëåì. Ìàòðè÷íûå ãðóïïû ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â êðèïòîãðàôèè
óæå â 90-å ãîäû 20-ãî ñòîëåòèÿ. Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ îòìå÷àëîñü, ÷òî òàêèå
ãðóïïû èìåþò ñîîòâåòñòâóþùèå íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà è õîðîøî ïîäõîäÿò
äëÿ âû÷èñëåíèé.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñêðûòîé èíôîðìàöèè öåëîãî ðÿ-
äà èçâåñòíûõ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðîòîêîëîâ, ïîñòðîåííûõ íà àëãåáðàõ,
ãðóïïàõ, ëóïàõ è ò.ï. Îñíîâû ìåòîäà è ìíîãî÷èñëåííûå åãî ïðèëîæåíèÿ
ïðåäñòàâëåíû â ìîíîãðàôèè àâòîðà [14] è åãî ñòàòüå [15]. Ìåòîä ðàáîòàåò
â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïëàòôîðìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä êîí-
ñòðóêòèâíûì ïîëåì èëè ìîæåò áûòü âëîæåíà â òàêîå ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå

∗Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷¼ò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò �14-
11-00085).
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òîãî, ìåòîä ïðèìåíèì è â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè êîíå÷íîìåðíîãî ìîäóëÿ íàä
êîíñòðóêòèâíûì í¼òåðîâûì êîëüöîì. Ïðè ýòîì ìíîãèå ñòðóêòóðíûå ñâîé-
ñòâà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû, ôèãóðèðóþùåé â êà÷åñòâå ïëàòôîðìû, èãíî-
ðèðóþòñÿ. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñïîëüçîâàííûå ïðè ïîñòðîåíèè ïðî-
òîêîëà îïåðàöèè ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìàìè ïîäëåæàùåãî ëèíåéíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà èëè ìîäóëÿ. Òàêîâû ñîïðÿæåíèÿ, äîìíîæåíèÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí,
ýíäîìîðôèçìû êîëåö, íàä êîòîðûìè áåðóòñÿ ìîäóëè è ò.ï. Ïîêàçàíî, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå âîïðåêè îáùåïðèíÿòûì ïðåäñòàâëåíèÿì (è ìíîãî÷èñëåííûì
ïðåäïîëîæåíèÿì ñåêðåòíîñòè) ìîæíî îáîéòèñü áåç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâó-
þùèõ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì ïîèñêà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, âû÷èñëÿ-
þùèé ñåêðåòíóþ èíôîðìàöèþ áåç ðåøåíèÿ àëãîðèòìè÷åñêèõ ïðîáëåì ïî-
èñêà, íà òðóäíîñòè ðåøåíèÿ êîòîðûõ îáû÷íî îñíîâûâàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå
ñåêðåòíîñòè (ñòîéêîñòè) ïðîòîêîëà. Ýòî ìåíÿåò îáùåïðèíÿòîå ïðåäñòàâëå-
íèå îá îáîñíîâàíèè ñòîéêîñòè ïðîòîêîëîâ. Ýôôåêòèâíîñòü àòàêè, îñíîâàí-
íîé íà ìåòîäå ëèíåéíîé ðàçëîæèìîñòè, êîíå÷íî çàâèñèò îò öåëîãî ðÿäà
ôàêòîðîâ è òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî àíàëèçà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Â
îáùåì ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, ÷òî àòàêà îñóùåñòâèìà çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ îò ðàçìåðîâ äàííûõ âõîäà, êîãäà ïëàòôîðìà óæå ïðåäñòàâëåíà
êàê åñòåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî èëè ìîäóëü.

Â [14] îïèñàí àíàëèç ìåòîäîì ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, ñõåì è ïðîòîêîëîâ, îñíîâàííûõ íà ñîïðÿæåíèÿõ, óìíîæåíèÿõ
è àâòîìîðôèçìàõ èç ðàáîò [16], [17], [18], [19], [20], [21], [22] è ðÿäà äðó-
ãèõ ïðîòîêîëîâ. Â ñòàòüå àâòîðà [15] è ìîíîãðàôèè [14] ïðèâåäåí àíàëèç
ïðîòîêîëîâ èç [23], [24], [25], [26] è ðÿäà äðóãèõ ðàáîò.

Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåí ïðèìåð àíàëèçà îäíîãî èç ïðîòîêîëîâ èç [27], [28],
èñïîëüçóþùèé îäíó èç âàðèàöèè ìåòîäà ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ.

2 Ìåòîä ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ

Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì F ñ áàçèñîì
B = {v1, . . . , vr}. Ïóñòü End(V ) � ïîëóãðóïïà âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ïðî-
ñòðàíñòâà V. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýëåìåíòû v ∈ V çàïèñûâàþòñÿ êàê âåê-
òîðû îòíîñèòåëüíî B, à ýíäîìîðôèçìû a ∈ End(V ) çàïèñûâàþòñÿ ìàòðè-
öàìè îòíîñèòåëüíî B. Äëÿ ýíäîìîðôèçìà a ∈ End(V ) è ýëåìåíòà v ∈ V
÷åðåç va îáîçíà÷àåì îáðàç ýëåìåíòà v îòíîñèòåëüíî a. Òàêæå äëÿ ëþáûõ
ïîäìíîæåñòâ W ⊆ V è A ⊆ End(V ) ïîëàãàåì WA = {wa|w ∈ W,a ∈ A},
è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Sp(W ) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V, ïîðîæäåííîå
W . Íèæå îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå ñëîæíîñòè íåêîòîðûõ àëãîðèòìîâ. Âñþäó â
äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ïîëÿ F äàíû â íåêîòîðîé êîí-
ñòðóêòèâíîé ôîðìå è ôîðìàëüíî îïðåäåëåí "ðàçìåð" ýòîé ôîðìû. Áîëåå
òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèè îñíîâíîãî ïîëÿ F ýôôåêòèâíû, â ÷àñò-
íîñòè èõ ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò
ðàçìåðîâ ýëåìåíòîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òàêèå ïîëÿ êîíñòðóêòèâíû.

Äëÿ ýëåìåíòà α ∈ F ÷åðåç ‖α‖, îáîçíà÷àåòñÿ åãî ðàçìåð. Ïîëàãàåì òàêæå
‖v‖ = max ‖αi‖ äëÿ âåêòîðà v = (α1, . . . , αr) ∈ V , è ‖a‖ = max{‖αij‖} äëÿ
ìàòðèöû a = (αij) ∈ End(V ).

Îñíîâíàÿ ëåììà. Ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî äàííûì êîíå÷íûì
ïîäìíîæåñòâàì W ⊆ V è U ⊆ End(V ) íàõîäèò áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà
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Sp(W 〈U〉) (çäåñü < U > îáîçíà÷àåò ïîäìîíîèä, ïîðîæä¼ííûé U) â âèäå
wa1

1 , . . . , w
at
t , ãäå wi ∈ W è ai � ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ èç U . Áîëåå òî-

ãî, ÷èñëî ïîëåâûõ îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ àëãîðèòìîì, ïîëèíîìèàëüíî îò
r = dimF V è ìîùíîñòåé ïîäìíîæåñòâ W è U .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ãàóññà, ýôôåêòèâíî íàõîäèì ìàê-
ñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó L0 ïîäìíîæåñòâà W . Ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî Sp(L〈U〉0 ) = Sp(W 〈U〉). Äîáàâëÿÿ ê ñèñòåìå L0 îäèí çà
äðóãèì ýëåìåíòû va, ãäå v ∈ L0, a ∈ U, è ïðîâåðÿÿ êàæäûé ðàç ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà, ýôôåêòèâíî ñòðîèì ìàêñèìàëü-
íóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó L1 ìíîæåñòâà L0 ∪LU

0 , ñîäåðæàùåãî
L0. Çàìåòèì, ÷òî Sp(L

〈U〉
0 ) = Sp(L

〈U〉
1 ), è ÷òî ýëåìåíòû â L1 èìåþò âèä w

èëè wa, ãäå w ∈W è a ∈ U . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè L0 = L1, òî L0 � áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà Sp(W 〈U〉). Åñëè L0 6= L1, òî ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó äëÿ L1 \L0

è íàõîäèì ìàêñèìàëüíóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó L2 ìíîæåñòâà
L1∪ (L1 \L0)U , ðàñøèðÿþùóþ L1. Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ñòðîèì ñòðî-
ãî âîçðàñòàþùóþ öåïî÷êó L0 < L1 < . . . < Li ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì.
Òàê êàê ðàçìåðíîñòü r ïðîñòðàíñòâà V êîíå÷íà, öåïî÷êà çàêîí÷èòñÿ íà øà-
ãå i ≤ r. Â ýòîì ñëó÷àå Li � áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Sp(W 〈U〉). Åãî ýëåìåíòû
èìåþò òðåáóåìóþ ôîðìó.

Äëÿ âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà ïîëåâûõ îïåðàöèé, èñïîëüçóåìûõ àëãîðèò-
ìîì, çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé â ìåòîäå Ãàóññà îòíîñèòåëüíî
ìàòðèöû ðàçìåðà n× r ðàâíî O(n2r). Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ O(n2r) øà-
ãîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ L0 èç W , ãäå n = |W |� ÷èñëî ýëåìåíòîâ â W . Çàìåòèì,
÷òî |Lj | ≤ r äëÿ ëþáîãî j. Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ Lj+1 äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé Lj∪LU

j , èìåþùåé ðàçìåð íå áîëåå, ÷åì r+r|U |. Òàêèì îáðàçîì âåðõíÿÿ
îöåíêà íà ýòî ÷èñëî åñòü O(r3|U |2). Òàê êàê ïðîèñõîäèò íå áîëåå r èòåðàöèé
ïðîöåññà , îáùàÿ îöåíêà âûãëÿäèò êàê O(r3|U |2 + r|W |2). Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïðè ñäåëàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïîëå F àëãîðèòì èç Îñíîâíîé
ëåììû ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà âõîäà, ò.å. îòíîñèòåëüíî r =
dimF V , |W |, |U | è max{‖w‖, ‖u‖ | w ∈W,u ∈ U}.

Ïðîèëëþñòðèðóåì, êàê ìîæåò ïðîâîäèòüñÿ àòàêà ìåòîäîì ëèíåéíîãî
ðàçëîæåíèÿ.

Áàçîâàÿ ìîäåëü. Ïóñòü òåïåðü U1 è U2 � äâà êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâà â
End(V ) òàêèõ, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò èç U1 ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåí-
òîì èç U2. Ïóñòü A è B � ïîäìîíîèäû â End(V ), ïîðîæäåííûå U1 è U2,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü a ∈ A, b ∈ B è v ∈ V . Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî U1, U2 è
âåêòîðû v, va, vb îòêðûòû, â òî âðåìÿ, êàê ýíäîìîðôèçìû a è b ñåêðåòíû.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ äàííûõ U1, U2, v, v
a, vb âåêòîð vab = vba íàõîäèòñÿ çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïî äàííûì U è v Îñíîâíàÿ ëåììà (è
åå Ñëåäñòâèå) ïîçâîëÿþò ñêîíñòðóèðîâàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ áà-
çèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Sp(vA), ãäå A � ïîäìîíîèä, ïîðîæäåííûé U, â âèäå
va1 , . . . , vat , ãäå ai ∈ A äàíû êàê íåêîòîðûå ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòîâ èç U .
Èñïîëüçóÿ ïðîöåññ Ãàóññà, âûðàçèì va, êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ýëåìåí-
òîâ ýòîãî áàçèñà:

va = Σt
i=1αiv

ai , αi ∈ F.
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Ýòî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü vab ñëåäóþùèì îáðàçîì:

vab = (va)b = (Σt
i=1αiv

ai)b =

Σt
i=1αiv

aib = Σt
i=1αiv

bai = Σt
i=1αi(v

b)ai . (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó âåêòîð vb, ìàòðèöû ai è êîýôôèöèåíòû αi

èçâåñòíû, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà 1 íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèìà. Óòâåð-
æäåíèå äîêàçàíî.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ó íàñ íå áûëî íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëÿòü íè
a, íè b, ÷òîáû âû÷èñëèòü âåêòîð vab. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â Óòâåðæäåíèè íå
íóæíî çíàòü U2, äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî, ÷òî äëÿ b ∈ End(V ) ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî [b, U1] = 1, ò.å. îí ïåðåñòàíîâî÷åí ñ ëþáûì ýëåìåíòîì èç U1.

3 Ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ëèíåéíîãî ðàç-

ëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì ïðîòîêîëû Õàðëè èç [27], [28].
1) Ìàòðè÷íûé àíàëîã ïðîòîêîëà Ìàññè-Îìóðû: ïåðåäà÷à ñîîáùåíèÿ.
Óñòàíîâêà:
G≤ GLn(F) � êîììóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà � îòêðûòûå äàííûå.
Àëãîðèòì:

1. Àëèñà äîëæíà ïåðåäàòü x ∈ Fn Áîáó, îíà âûáèðàåò A ∈ G, âû÷èñëÿåò
è ïåðåäàåò xA.

2. Áîá âûáèðàåò B ∈ G, âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò xAB.

3. Àëèñà âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò (xAB) ·A−1 = xB.

4. Áîá âû÷èñëÿåò (xB) ·B−1 = x.

2) Ïðîòîêîë àóòåíòèôèêàöèè ñ âîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàòü êàê öèôðî-
âóþ ïîäïèñü. .

Óñòàíîâêà:
G≤ GLn(F) � êîììóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà � îòêðûòûå äàííûå.
Àëãîðèòì:

1. Áîá âûáèðàåò y ∈ Fn, B ∈ G, âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò yB.

2. Àëèñà âûáèðàåò x ∈ Fn, A1, A ∈ G, âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò (xA, yBA1).

3. Áîá âûáèðàåò B1, B2 ∈ G, âû÷èñëÿåò è ïåðåäàåò (xAB1, yA1B2).

4. Àëèñà âû÷èñëÿåò (xB1, yB2) è ïåðåäàåò xB1 − yB2.

5. Áîá íàõîäèò x− yB2B
−1
1 è âû÷èñëÿåò x.

Áîá ìîæåò èñïîëüçîâàòü yB äëÿ ñîîáùåíèé ñ äðóãèìè ïîëüçîâàòåëÿìè.
Êðèïòîãðàôè÷åñêèé àíàëèç:
Ïðîâåäåì àíàëèç áîëåå ñëîæíîãî ïðîòîêîëà 2). Àíàëèç ïðîòîêîëà ïåðå-

äà÷è ñîîáùåíèÿ àíàëîãè÷åí.
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1. Ñòðîèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (yBA1)G : yBA1C1, ..., yBA1Cr.

2. Ðàçëàãàåì: yB =
∑r

i=1 αiyBA1Ci, αi ∈ F.

3. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî yBA1 âåêòîð yA1B2 :
∑r

i=1 αiyA1B2Ci = yB2.

4. Ñòðîèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà (xAB1)G : xAB1D1, ..., xAB1Dt.

5. Ðàçëàãàåì: xA =
∑t

i=1 βixAB1Di, βi ∈ F.

6. Ïîäñòàâëÿåì âìåñòî xAB1 âåêòîð xB1−yB2 :
∑t

i=1 βi(xB1−yB2)Di =
x− yB2B

−1
1 .

7. Åùå ðàç ïîäñòàâëÿåì âìåñòî xAB1 âåêòîð yB2 :
∑t

i=1 βiyB2Di =
yB2B

−1
1 .

8. Âû÷èñëÿåì x.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî ãðóïïà (èëè äðóãàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà), âû-
áðàííàÿ â êà÷åñòâå ïëàòôîðìû äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêîãî ïðîòîêîëà, çàäàíà
àáñòðàêòíî. Íàïðèìåð, îíà êîíå÷íàÿ, ïîëèöèêëè÷åñêàÿ, ãðóïïà êîñ Àðòèíà
èëè äðóãàÿ ãðóïïà, äîïóñêàþùàÿ òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöàìè íàä êîí-
ñòðóêòèâíûì ïîëåì. Òîãäà äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ëèíåéíîãî ðàçëîæåíèÿ
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü å¼ ýôôåêòèâíîå âëîæåíèå â êîëüöî ìàòðèö. Íî
òîãäà è ðåçóëüòàò áóäåò èìåòü ìàòðè÷íûé âèä. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà â
èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè íóæíî óìåòü ïåðåõîäèòü ê ïðîîáðàçàì ìàòðè÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Åñëè ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà çàïèñè îáðàçà ïðîèç-
âîëüíîãî ýëåìåíòà ÷åðåç îáðàçû ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû, òî ïðîîá-
ðàç ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîâî îò ïîðîæäàþùèõ
ýëåìåíòîâ èñõîäíîé ãðóïïû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ
ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ òàêîãî ñîðòà. Ñì., íàïðèìåð, îáçîð-
íûå ñòàòüè [29] è [30], à òàêæå è áèáëèîãðàôèþ â íèõ. Ïðèâåäó öèòàòó èç
[29]: "A costructive membership test not only answers the question whether or
not a given element belongs to a given group but in the case of positive answer,
it also provides a straight-line program that constructs the given element from
the given generators of the group."Ýòî êàê ðàç òî, ÷òî íóæíî äëÿ ïåðåõîäà ê
ïðîîáðàçàì, î íåîáõîäèìîñòè êîòîðîãî ãîâîðèëîñü âûøå.
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