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Мальцевские чтения 2016 Пленарные доклады

Автоморфизмы дистанционно регулярных графов

И. Н. Белоусов

В докладе предполагается изложить некоторые достижения последних лет в обла-
сти изучения автоморфизмов дистанционно регулярных графов. В частности, будут
рассмотрены результаты по обобщенным многоугольникам и дистанционно регуляр-
ным графам на «малом» числе вершин.

Институт математики и механики УрО РАН, Екатеринбург
E-mail: i belousov@mail.ru
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От локальной к глобальной сопряженности в относительно

гиперболических группах

О. В. Богопольский

Относительно гиперболические группы были введены Громовым (1987). Известно
(Хрушка, 2010), что существенно разные определения, данные Громовым, Бовдичем
и Осиным, совпадают в случае, когда группа счетна и ее переферические подгруппы
бесконечны. В первой части моего доклада будет представлено комбинаторное опреде-
ление Осина и перечислены некоторые полезные утверждения, позволяющие работать
в этой области. Во второй части будут представлены новые результаты о сопряженно-
сти подгрупп в относительно гиперболических группах. В частности, мы доказываем
следующую теорему:

Теорема. Предположим, что конечно порожденная группа G гиперболична от-
носительно набора подгрупп P. Пусть H1, H2 подгруппы группы G, такие что H1

квазивыпукла относительно P и H2 обладает непараболическим элементом бесконеч-
ного порядка. Предположим, что H2 поэлементно сопрягается в H1. Тогда существует
подгруппа конечного индекса в H2, которая целиком сопрягается внутрь H1.
Дана оценка длины сопрягающего элемента.
Известно, что предельные группы (см. работы Зелы, Ремесленникова, Мясникова

и Харлампович) гиперболичны относительно представителей классов сопряженностей
максимальных нециклических абелевых подгрупп.

Следствие 1. Пусть G предельная группа. Пусть H1 и H2 подгруппы группы

G, где H1 конечно порождена. Предположим, что H2 поэлементно сопрягается в H1.
Тогда существует подгруппа конечного индекса в H2, которая целиком сопрягается
внутрь H1. Индекс зависит только от H1.
Дана оценка длины сопрягающего элемента.

Следствие 2. Пусть G предельная группа. Для любых двух несопряженных конеч-
нопорожденных подгрупп H1 и H2 группы G существует конечный гомоморфный образ
G, где образы этих подгрупп не сопряжены. В частности, проблема сопряженности
конечно порожденных подгрупп в предельных группах разрешима.

Последнее следствие доказано также Залесским и Чагасом другими методами.
Будут сформулированы и другие теоремы, касающиеся гиперболических почти

компактных специальных групп (этот класс групп возник при решении виртуальной
проблемы Хакена о 3-многообразиях).

Это совместная работа с Кай-Уве Буксом.

Университет Дюссельдорфа (Германия) и ИМ СО РАН (Новосибирск, Россия)
E-mail: Oleg.Bogopolski@uni-duesseldorf.de
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Строение редкутивных групп над кольцами

Н. А. Вавилов

В докладе будет дан обзор state of the art и недавних замечательных результатов Пе-
тербургской школы по структурной теории и алгебраической K-теории групп Шевалле
и изотропных редуктивных групп над произвольными коммутативными кольцами. По-
сле необходимых напоминаний будут даны формулировки и описаны методы, позво-
ляющие доказать результаты о нормальном и субнормальном строении таких групп,
стандартных коммутационных формулах, нильпотентности K1 и т. д.

Одной из несомненных вершин этого направления на уровне K1 являются резуль-
таты Алексея Степанова об ограниченности ширины коммутаторов в элементарных
образующих. Для доказательства этих результатов он развил новый вариант локали-
зационных методов, служащий дальнейшим развитием локально-глобального принципа
Квиллена — Суслина и метода локализации пополнения Бака.

В самое последнее время Андрей Лавренов и Сергей Синчук частично обобщили
эти методы на уровень K2. В частности, им получить почти полное решение одной
из важнейших проблем алгебраической К-теории, проблемы центральности K2. До их
работ этот выдающийся результат был известен только в линейном случае, где он был
получен в 1978 году Вильбердом ван дер Калленом и Маратом Туленбаевым. Решение
в общем случае потребовало несколько замечательных новых идей. Общий случай
оставался открытым почти 40 лет.

В конце доклада планируется рассказать об аналогичных результатах для групп
точек достаточно изотропных редуктивных групп, над чем в настоящее время рабо-
тают Анастасия Ставрова, Виктор Петров, Александр Лузгарев и другие. Эта тео-
рия была бы обобщением теории Бореля — Титса редуктивных групп над полями, в
ситуацию групп над произвольной базой. Планируется упомянуть также возможные
бесконечномерные обобщения.

Санкт-Петербургский госуниверситет, Санкт-Петербург

E-mail: nikolai-vavilov@yandex.ru
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Алгоритмические проблемы для обобщенных групп Баумслага–Солитера

Ф. А. Дудкин

Конечно порожденная группа G, которая действует на дереве так, что все вершин-
ные и реберные стабилизаторы – бесконечные циклические группы, называется обоб-
щенной группой Баумслага–Солитера (GBS группа). По теореме Басса-Серра группа
G представляется в виде π1(A) – фундаментальной группы графа групп A, вершинные
и реберные группы которого бесконечные циклические.

Всякой GBS группе G можно сопоставить граф с метками A. Такой граф с мет-
ками соответствует действию группы G на дереве и задает копредставление группы
G. Всякая GBS группа может быть получена из бесконечных циклических групп с
помощью конструкций свободного произведения групп с объединенной подгруппой и
HNN-расширения групп.

Как заметил Д.Робинсон, GBS группы занимают центральные позиции в комбина-
торной теории групп благодаря следующим свойствам: нециклические GBS группы –
в точности такие конечно порожденные группы когомологической размерности 2, кото-
рые имеют соизмеримую бесконечную циклическую группу; GBS группы когерентны
(всякая конечно порожденная подгруппа допускает конечное копредставление).

В докладе будут обсуждаться две актуальные алгоритмические проблемы для GBS
групп. Проблема изоморфизма: для двух данных графов с метками A и B определить,
когда соответствующие фундаментальные группы изоморфны. Доказана

Теорема 1. Пусть A и B графы с метками. Предположим, что A имеет не

более одного мобильного ребра. Тогда существует алгоритм, решающий изоморфны
группы π1(A) и π1(B) или нет. Если ответ положительный, то изоморфизм может
быть построен алгоритмически.

Проблема вложения: для двух данных графов с метками A и B определить, когда
фундаментальная группа π1(A) изоморфно вкладывается в фундаментальную группу
π1(B). Доказана

Теорема 2. Пусть A,B графы с метками. Если число редуцированных графов
с метками представляющих группу π1(A) конечно, то проблема вложения π1(A) →֒
π1(B) разрешима. Если вложение существует, то его можно построить алгорит-
мически.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-
21-00065).

Институт математики им. С. Л. Соболева СО РАН, г. Новосибирск
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Вычислимые представления проективных плоскостей

Н. Т. Когабаев

В докладе рассматриваются проективные плоскости на основе алгебраического под-
хода, предложенного А.И.Ширшовым. Проективной плоскостью мы называем частич-
ную алгебраическую систему A = 〈A,A0, 0A, ·〉 с разбиением носителя A на два подмно-
жества A0 ∪ 0A = A, A0 ∩ 0A = ∅ и частичной бинарной коммутативной операцией “·”,
удовлетворяющей естественным аксиомам.

Исследуются алгоритмические свойства счётных структур из следующих классов
проективных плоскостей: свободные плоскости, свободно порождённые плоскости, пап-
повы плоскости, дезарговы плоскости.

Для каждого из указанных выше классов мы описываем естественные конструкции,
позволяющие доказывать существование вычислимых представлений структур. В ка-
ждом из классов полностью решена задача о существовании автоматных представлений
структур.

Исследуя вопросы равномерной вычислимости, мы доказываем, что ни один из рас-
сматриваемых классов, включая класс всех проективных плоскостей, не имеет вычи-
слимой нумерации типов вычислимого изоморфизма.

Получено описание вычислимых размерностей свободных проективных плоскостей.
Вычислимая размерность любой счётной свободной проективной плоскости может при-
нимать лишь два значения: 1 или ω. Свободная плоскость вычислимо категорична
тогда и только тогда, когда она имеет конечный ранг.

Мы доказываем, что класс свободно порождённых плоскостей является полным от-
носительно спектров степеней и эффективных размерностей. В частности, для любого
1 < n < ω существует свободно порождённая плоскость бесконечного ранга, вычисли-
мая размерность которой равна n. Доказана наследственная неразрешимость теории
класса свободно порождённых плоскостей.

Мы также показываем, что класс папповых проективных плоскостей является пол-
ным относительно спектров степеней и эффективных размерностей. Следствием дан-
ного результата является существование папповых проективных плоскостей любой вы-
числимой размерности n, где 1 < n < ω.

Получены точные оценки сложности некоторых естественных алгоритмических
проблем. В классах папповых, дезарговых и произвольных проективных плоскостей
проблемы изоморфизма и вложимости являются m-полными Σ1

1-множествами, а про-
блема вычислимой категоричности — m-полным Π1

1-множеством. Если же K — это
класс свободных проективных плоскостей конечного ранга, то проблема вложимости
вычислима внутри K, а проблема изоморфизма является m-полным ∆0

3-множеством
внутри K.

Институт математики СО РАН, Новосибирск

E-mail: kogabaev@math.nsc.ru
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Узнаваемые логики и многообразия

Л. Л. Максимова

Рассматриваются модальные логики и многообразия модальных алгебр, а также
логики, содержащие минимальную логику J Йохансона, и многообразия алгебр Йохан-
сона (J-алгебр).

Каждая логика имеет бесконечно много аксиоматизаций. Конечно аксиоматизиру-
емая логика L, содержащая известную модальную логику S4, называется узнаваемой
над S4, если существует алгоритм, который по любой конечной системе Ax схем ак-
сиом распознает, совпадает ли логика S4+Ax с L. Сильная узнаваемость логики L над
S4 означает существование алгоритма, который по любой конечной системе Rul схем
аксиом и правил вывода определяет, совпадает ли с L множество теорем исчисления
S4 +Rul. Ясно, что вместо S4 можно взять любую другую логику.

Алгебраическая семантика логики S4 строится с помощью алгебр замыкания (то-
побулевых алгебр), которые образуют многообразие. Конечно базируемое подмного-
образие V многообразия топобулевых алгебр (ТБА) называется узнаваемым (в решетке
многообразий ТБА), если для любой конечной системы тождеств Ax можно эффективно
распознать, аксиоматизирует ли Ax многообразие V .

Конечно аксиоматизируемая логика L, содержащая логику S4, называется разли-
чимой над S4, если существует алгоритм, который по любой конечной системе Ax схем
аксиом распознает, содержит ли логика S4 + Ax логику L. Сильная различимость ло-
гики L над S4 означает существование алгоритма, который по любой конечной системе
Rul схем аксиом и правил вывода проверяет, содержится ли L в множестве теорем
исчисления S4 +Rul.

Доказано, что наиболее важные расширения логики S4 узнаваемы, сильно узнава-
емы, различимы или сильно различимы над S4, а наиболее важные J-логики узнаваемы,
сильно узнаваемы, различимы или сильно различимы над J.

Это позволяет установить разрешимость или даже сильную разрешимость ряда
важнейших свойств логик и многообразий, построить их эффективные классификации.
Например, разрешимыми являются свойства табличности и предтабличности над S4 и
над J, основные варианты интерполяционного свойства и свойства определимости по
Бету над S4 и в стройных J-логиках, амальгамируемость и ограниченная амальгами-
руемость многообразий ТБА и стройных алгебр. Краткий обзор результатов о разре-
шимости будет приведен в докладе.

Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск

E-mail: lmaksi@math.nsc.ru
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Асимптотические инварианты вложений: относительный рост подгрупп
и их искажение

А. Ю. Ольшанский

Выбор конечной системы порождающих A в конечно порожденной группе определяет
на ней левоинвариантную (словарную) метрику, что позволяет определять различные
асимптотические инварианты, не зависящие от выбора системы A. Например, функ-
ция роста подгруппы (рассматриваемая с точностью до подходящей эквивалентности)
является инвариантом вложения этой подгруппы. Если подгруппа также конечно по-
рождена, то она имеет свою словарную метрику; и другим асимптотическим инвариан-
том вложения является искажение этой метрики по сравнению с метрикой всей группы,
ограниченной на подгруппу. В докладе будут представлены результаты об асимпто-
тике роста подгрупп и их искажений в различных группах.

Университет Вандербилта (США) и МГУ им. Ломоносова (Россия)
E-mail: alexander.olshanskiy@vanderbilt.edu
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О транзитивных модальных логиках, требующих больших шкал

Ф. Н. Пахомов

Для каждой полной по Крипке логики L её индексом Кузнецова мы называем наи-
меньший кардинал κ такой, что всякая опровержимая формула данной логики опро-
вергается на L-шкале мощности меньше κ. А. В. Кузнецовым была поставлена про-
блема характеризации всех индексов Кузнецова для суперинтуиционистских пропози-
циональных логик и для расширений модальной логики S4. М. Крахт доказал теорему
о том, что при некоторых дополнительных условиях на κ кардинал κ является индек-
сом Кузнецова некоторой полной по Крипке модальной логики, если и только если он
является (аналогично определенным) индексом некоторой Π1

1-теории со счетной сигна-
турой. Доклад будет посвящен случаю логик с транзитивными шкалами. Установлена
возможность симуляции произвольных Π1

1-теорий со счетной сигнатурой в расшире-
ниях логики S4 с номиналами, то есть с пропозициональными переменными, соответ-
ствующими отдельным мирам шкалы Крипке. Из этого результата следует аналог
теоремы Крахта (без дополнительных условий на кардиналы) для расширений логики
S4 с номиналами.
МИАН, Москва
E-mail: pakhfn@gmail.com

19

mailto:pakhfn@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Пленарные доклады

О неприводимых координатных группах для свободных про-p групп

В. Н. Ремесленников

В 1960 году Линдон изучая уравнения от одной переменной над свободными груп-
пами, ввел понятие степенной группы FZ[t] и показал, что эта группа дискримини-
руется свободными группами. В 1996 году Мясников и Ремесленников дали описание
степенной группы с помощью понятия итерированного расширения централизаторов.
Этот подход открыл очень удобное описание для алгебраической структуры конечнопо-
рожденных подгрупп степенной группы: они получаются из свободных абелевых групп
конечного ранга с помощью операций свободного произведения, амальгамированных
произведений и HNN расширений. Авторы выдвинули гипотезу, что степенная группа
FZ[t] содержит в себе все предельные группы для свободных групп. Эта гипотеза
была доказана Харлампович и Мясниковым в 1998 г. и позднее другим способом Sela и
Charmpetier-Guirardel. Есть большие основания предполагать, что соответствующие
результаты будут верны и для свободных про-p групп. В докладе будут представлены
несколько результатов подобного рода для свободных про-p групп.

ИМ СО РАН, Омск
E-mail: remesl@ofim.oscsbras.ru
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Теория моделей разрешимых групп

Н. С. Романовский

Будет рассказано о теоретико-модельных аспектах теории жёстких разрешимых
групп. Результаты получены в совместных работах с А. Г. Мясниковым.

ИМ СО РАН, Новосибирск
E-mail: rmnvski@math.nsc.ru
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Нестандартные изоморфизмы кристаллографических групп и доля матриц

с вещественным спектром в некоторых вещественных алгебрах Ли

В. А. Чуркин

Абстрактный изоморфизм кристаллографических групп движений псевдоевклидо-
вых пространств назовем стандартным, если он индуцирует изоморфизм решеток тран-
сляций. Р.М. Гарипов (см., например, [1]) предложил эффективный алгебраический
метод классификации кристаллографических групп в евклидовых пространствах, опи-
раясь на стандартность изоморфизмов в этом случае. Он доказал стандартность изо-
морфизмов в случае псевдоевклидовых пространств типа (n−1, 1) и сформулировал во-
прос о существовании нестандартных изоморфизмов в общем случае. Ответ был найден
в [2]: если максимальная размерность изотропного подпространства меньше трех, то
все изоморфизмы стандартны, в противном случае существуют группы с нестандарт-
ными автоморфизмами. Другая конструкция таких групп была предложена позднее в
работе [3]. Естественный вопрос о количестве классов нестандартных автоморфизмов
по модулю стандартных для данной кристаллографической группы остается в общем
случае нерешенным. Исследован только случай размерности 6, точнее, показано, что
в случае псевдоевклидовых пространств типа (3,3) кристаллографическая группа мо-
жет содержать максимум три класса нестандартных автоморфизмов и эта возможность
реализуется.

Множество матриц с некратным вещественным спектром образует открытый ко-
нус в пространстве вещественных матриц порядка n и потому имеет ненулевой объем.
Его доля в объеме шара с центром в вершине конуса может трактоваться как вероят-
ность случайного выбора матрицы с вещественным спектром. А. Эйдельман [4] нашел
эту вероятность для алгебры всех вещественных матриц порядка n. В работах [5, 6]
совместно с А.С. Кривоноговым была вычислена доля матриц с вещественным спек-
тром для всех конечномерных вещественных симплектических и псевдоортогональных
алгебр Ли. Вместе с результатом Эйдельмана это означает, что задача о случайном
выборе матрицы с вещественным спектром решена для всех классических конечно-
мерных простых вещественных алгебр Ли. Общий ответ — для расщепимых алгебр
вероятность равна степени половины корня из двух с показателем, совпадающим с чи-
слом положительных корней в системе корней алгебры Ли, а для нерасщепимых равна
нулю. Задача остается нерешенной для исключительных алгебр Ли. Неизвестен ответ
и для других естественных конусов в матричных алгебрах Ли.

Совместно с А.И. Ильиным [7] найдена относительная вероятность выбора матриц
в евклидовом шаре с центром в нуле для вещественной алгебры Ли so(1, n), экспоненты
которых представляют эллиптические или, сответственно, гиперболические повороты
лоренцева пространства R1,n с подпространством неподвижных векторов коразмерно-
сти 2. Оказалось, что она равна (

√
2)n−1 − 1. В частности, доля гиперболических

поворотов убывает экспоненциально, а выбор равновероятен только в случае простран-
ства Минковского R1,3 специальной теории относительности. Остался неизвестным
общий случай с меньшим подпространством неподвижных векторов.
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Условия компактности в универсальной алгебраической геометрии

А. Н. Шевляков

В докладе будет затронута важность некоторых видов компактности по уравне-
ниям, обобщающих понятие нетеровости по уравнениям.

ИМ СО РАН, Омск
E-mail: a shevl@mail.ru
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О группах, насыщенных конечными простыми группами лиева типа
ранга 1

А. А. Шлепкин

Доклад посвящен частичному решению вопроса 14.101 из Коуровской тетради.
Установлено строение периодических групп и групп Шункова, насыщенных конечными
простыми группами лиева типа ранга 1. А именно: периодические группы с данным
условием насыщенности оказываются простыми группами лиева типа ранга 1 над под-
ходящим локально-конечным полем. Для групп Шункова с данным условием насыщен-
ности доказано существование периодической части, изоморфной простой группе лиева
типа ранга 1 над подходящим локально-конечным полем.

Институт космических и информационных технологий СФУ, Красноярск
E-mail: shlyopkin@mail.ru
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On orders of elements of finite almost simple groups

M. A. Grechkoseeva

We will discuss the problem of calculating the orders of elements in the coset αS, where
S is a nonabelian simple group of Lie type and α is an outer automorphism of S. This work
was inspired by the recent progress in solving the recognition-by-spectrum problem: it was
proved that any finite group G that has the same orders of elements as a nonabelian simple
group S of Lie type of sufficiently large Lie rank is very close to S, namely, S ≤ G ≤ AutS.
On the other hand, it is clear that not all groups G with S < G ≤ AutS have the same
orders of elements as S, and one of our goals is to determine those G that have.

Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk (Russia)
E-mail: gma@math.nsc.ru
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On solvability of equations in the classes of solvable groups and Lie algebras

V. A. Roman′kov

Following [1], we present a survey on solvability of group equations in the class of
nilpotent groups. In particular, we give some results on solvability of the commutator
equation of the form [x, y] = g, where g is an element of the group and x, y are variables, in
the class of nilpotent groups. The most important of these results is the following

Theorem. [2] There exists a finitely generated nilpotent group G of class 2 with unde-
cidable the commutator problem. Hence the Diophantine problem for quadratic equations
is undecidable in G too.

Further we present results about commutator width of some relatively free Lie algebras
and nilpotent groups, derived in [3].

We will discuss results about solvability of equations with endomorphisms in the class
of finitely generated nilpotent groups [4] in connection with [5], [6], [7].

At last we discuss some new not published yet results on solvability of equations over
solvable groups.

Acknowledgements. This research was supported by Russian Science Foundation (pro-
ject 16-11-0002).
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Monadic second-order definability in some weak arithmetical structures

S. O. Speranski

This talk surveys some results on monadic second-order definability in (relatively) weak
arithmetical structures. Perhaps the most important of these structures are

〈N;6〉, 〈N; +,=〉, 〈N;×,=〉, 〈N; | 〉 and 〈N;⊥〉
where | and ⊥ denote the divisibility relation and the coprimeness relation, respectively —
i.e., for any {n, k} ⊆ N, we have

n |m ⇐⇒ n divides m, and

n⊥m ⇐⇒ n and m have no common prime divisor.

I shall pay special attention to them in my talk. Also, I shall mention some related results
on first-order definability (in particular, those by A. Bès, P. Cegielski, Yu. V. Matiyasevich,
D. Richard, J. Robinson and A. R. Woods). See the references to this abstract for further
details.
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Self-similarity for τ-groups

O. Mathieu

Let Γ be a group, let Θ be a subgroup and let f : Θ→ Γ be a morphism. The f -core of
Θ is the biggest subgroup C ⊂ Θ such that C is normal in Γ and f(C) ⊂ C. The pair (f,Θ)
is called a similar data for Γ if Θ and f(Θ) have finite index, if Ker f is finite and if the
f -core of Θ is trivial. The group Γ is called self-similar if it admits a similar data (f ; Θ). A
self similar group acts faithfully on a tree. S. Sidki raised the question if any τ -group Γ is
self-similar (a τ -group is a finitely generated torsion-free nilpotent group).

Let Γ be a τ -group. There is a unique simply connected connected nilpotent Lie group
N such that Γ embeds in N as a cocompact lattice. Let nR be the Lie algebra of N , let
nC = C⊗R nR and let zC be the center of nC. In the talk, we will explain the following result:

Theorem. The group Γ is self-similar iff the Lie algebra nC admits a Z-grading: nC =⊕
i∈Z n

i
C such that n0C ∩ zC = 0.
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Transfer of classical theorems on groups and geometries to association schemes

P.-H. Zieschang

Let X be a set, and let S be a partition of the cartesian product X ×X. Assume that
1X ∈ S and that, for each element s in S, s∗ := {(y, z) | (z, y) ∈ s} ∈ S. The set S is called
a scheme if, for any three elements p, q, and r in S, there exists a cardinal number apqr such
that, for any two elements y and z in X, (y, z) ∈ r implies that |yp ∩ zq∗| = apqr.

The concept of an association scheme generalizes not only the notion of a group but also
the one of a building (in the sense of Jacques Tits) along with quite a few other mathemat-
ical concepts (distance regular graphs, block designs with λ = 1, Moore geometries, etc.).
Various basic results on finite groups have been generalized to association schemes, among
them Lagrange’s Theorem, the Homomorphism Theorem and the Isomorphism Theorems,
the Jordan-H’́older Theorem, Sylow’s Theorems, and recently part of the Schur—Zassenhaus
Theorem. In my talk, I will review some of these theorems.

The buildings come into the game if one generalizes the notion of an involution.
For any two elements p and q of a scheme S, we define pq to be the set of all elements

s in S such that 1 ≤ apqs. A non-empty subset T of a scheme S is called closed if p∗q ⊆ T
for any two elements p and q in T .

For each subset R of a scheme S, we define 〈R〉 to be the intersection of all closed subsets
of S which contain R as a subset. An element s in a scheme S is called an involution if
|〈{s}〉| = 2.

Let S be an association scheme, let L be a set of involutions of S, and assume that
〈L〉 = S. The scheme S is called a Coxeter scheme with respect to L if it is constrained
with respect to L and if L satisfies the exchange condition (a word by word translation of
the group theoretic exchange condition to scheme theory).

It has been shown in [2; Sections 6.3, 6.4, 6.5] that Coxeter schemes can be identified
with buildings (in the sense of Jacques Tits). In [1; Theorem 12.3.4] it was shown that
finite Coxeter schemes are quotients of thin schemes if they do not contain nontrivial thin
elements and if the underlying set of involutions has at least three elements. This result is
equivalent to Tits’ theorem on spherical buildings.
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Теоретико-модельная формализация онтологической модели фонда
оценочных средств факультета

А. Р. Абсайдульева

В связи с переходом на стандарты нового поколения, появляются задачи, связанные
с планированием и организацией учебного процесса, формированием структуры основ-
ной образовательной программы [1]. Фонд оценочных средств (ФОС) является состав-
ной частью нормативно-методического обеспечения системы оценки качества освоения
основной образовательной программы высшего образования и входит в ее состав.

В работе предлагается теоретико-модельная формализация ФОС и программная
система построенной формализации, позволяющая формировать и управлять ФОС в
рамках одной основной образовательной программы. В данной формализации ФОС
строится из оценочных модулей, которые имеют определенную связь (через соответ-
ствующую дисциплину) с основной образовательной программой.

Каждый оценочный модуль формализуется в виде алгебраической системы A =
〈A, σ〉, заданной предикатной сигнатуры σ. Основным множеством модели A является
множество заданий по данной дисциплине, каждое из которых в разработанной системе
представляется в виде строки, состоящей из конечного набора символов. ФОС форма-
лизуется в виде конечного класса K моделей сигнатуры σ.

В раках оценочного модуля реализована возможность формирования различных
оценочных документов (комплект экзаменационных билетов, варианты контрольных
работ и т.д.). Шаблон оценочного документа представляется в виде формулы ϕ(x1, x2,
. . . , xn) сигнатуры σ, где FV (ϕ) = {x1, x2, . . . , xn}. Каждый оценочный документ пред-
ставляется в виде множества B ⊆ {(a1, a2, . . . , an) | A |= ϕ(a1, a2, . . . , an)}.

В ходе работы была разработана и реализована в редакторе Protege онтология ФОС.
На базе этой онтологии была построена сигнатура σ и аналитическая теория [2] класса
K. Разработаны и программно реализованы алгоритм построения шаблона оценочного
документа ϕ(x1, x2, . . . , xn) и алгоритм формирования оценочного документа B, отве-
чающего требованиям пользователя.
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Эвристический метод поиска неподвижной точки в детерминированной

игре с полной информацией

А. Е. Афанасьева, С. А. Афонин

Теоретико-игровые модели широко используются для описания различных практи-
ческих задач, в частности, в области экономики. Для детерминированных игр с пол-
ной информацией теоретически возможно построение оптимальной стратегии каждого
участника игры, но при достаточно большом числе альтернатив, которые имеются
у участников, построение полного дерева игры является практически невозможным.
Классическим примером игры, для которой оптимальная стратегия неизвестна, явля-
ются шахматы.

В данной работе предпринимается попытка формализации подхода, предложенного
М.М. Ботвинником для построения плана игры в заданной позиции и отражающего,
в некотором смысле, особенности мышления человека. Основным объектом этого ме-
тода является цепочка, которая порождается последовательностью ходов (траекторией
движения фигуры), направленной на достижение какой-либо цели. Для реализации
цепочки могут потребоваться вспомогательные действия, связанные с некоторыми по-
лями основной траектории, например, защита поля на траектории. Аналогично опи-
сываются действия соперника, направленные на предотвращение достижения цели це-
почки, что приводит к рекурсивному определению цепочки. Каждая цепочка описы-
вает возможное развитие игры в случае выбора игроком данной цели. Заметим, что
оценка цепочки зависит от стоимости фигур, которые участвуют при реализации дан-
ной цепочки. В то же время стоимость фигуры зависит от оценки цепочек, в которых
она задействована. Изменение стоимости фигуры может повлечь за собой изменение
структуры цепочек или даже их исчезновение. Представление позиции — это набор
взаимозависимых цепочек, изменение которого невыгодно ни одной из сторон.

В докладе предлагается формализация понятия цепочки и представления позиции.
Доказывается существование представления позиции и рассматриваются возможные
эвристические методы его нахождения.
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О возможности автоматического анализа атрибутивных политик

информационной безопасности

С. А. Афонин

В области информационной безопасности значительную популярность в последнее время
получили методы управления доступом семейства ABAC, позволяющие учитывать при
принятии решения о возможности выполнения операции с объектом не толко принад-
лежность пользователя определенной группе, но и значения атрибутов объектов и субъ-
ектов доступа. Политика безопасности представляет собой набор разрешающих пра-
вил, причем условия, которые должны выполняться для «срабатывания» правил, во
многих системах задаются на алгоритмически полном языке, что позволяет реализо-
вать широкий класс политик безопасности, но делает невозможным их автоматический
анализ.

В данной работе предлагается модель разграничения доступа, предполагающая ис-
пользование реляционной базы данных для хранения объектов, и рассматривается воз-
можные постановки задач проверки корректности политики безопасности. Пусть L —
конечное множество имен атрибутов, а D — множество допустимых значений с за-
данным набором бинарных отношений B1, . . . , Bm. Базу данных можно представить
конечным помеченным ориентированным графом G = 〈V,E, µ, ρ〉, где ρ : E → L, а
µ : V → D. Слово w в алфавите L определяет отношение Rw на V : (x, y) ∈ Rw

означает, что вершина y «достижима из x по слову w». Возможность выполнения
операции с объектом x на практике задается логическим выражением над значениями
атрибутов x или связанных с ним объектов, например, x.child.att1 = 1 and x.att2 6 7.
Если правила доступа фиксированы, то условие определяется формулой первого по-
рядка A(x) в сигнатуре 〈D, B1, . . . , Bm, Rw1 , . . . , Rwk

〉. В приведенном примере имеем
∃y, z Rw1(x, y) ∧=(1, y) ∧Rw2(x, z) ∧6(z, 7).

Практический интерес имеет задача проверки невозможности получения доступа
к заданному объекту путем выполнения последовательности разрешенных операций.
Для ее формализации необходимо определить результат выполнения операции с объ-
ектом. Будем считать, что операция (или правило политики) задается предусловием
A(x) (когда операцию можно выполнять), набором слов в L (какие атрибуты объекта x
могут быть изменены при выполнении операции) и, возможно, постусловием на новые
значения. В общем случае задача сводится к проверке достижимости в бесконечном
графе, вершинами которого являются состояния объектов. В работе приводятся при-
меры, когда задача проверки невозможности получения доступа является разрешимой.
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К системе типов языков семейства Рефал для промежуточного

представления программ

В. А. Васенин, М. А. Кривчиков

Системы типов для λ-исчисления (например, простые типы или исчисление кон-
струкций) используются для того, чтобы ограничить определяемые функции некото-
рым подмножеством полных функций. Условия типизации исключают из рассмотрения
термы, соответствующие парадоксам, что, в свою очередь, позволяет использовать про-
межуточные представления на основе таких систем для верификации функциональных
свойств программ. Расширения системы типов, такие как индуктивные и коиндук-
тивные типы или типы идентичности, призваны расширить множество определяемых
функций путём введения дополнительных правил редукции, которые имеют более слож-
ную структуру по сравнению с β-редукцией. Для подобных расширений встаёт вопрос
исследования правил редукции на предмет сохранения свойств нормализации в рас-
ширенном исчислении [1]. В таких задачах естественным математическим аппаратом
являются алгорифмы Маркова. На настоящее время алгорифмы Маркова реализуются
на ЭВМ семейством языков программирования Рефал. Доклад посвящён вопросам,
связанным с построением системы типов для языка Рефал-7 [2]. Система типов опи-
сывается в терминах языка сборки [3], модифицированного одним из авторов доклада.
Построение кода функций высшего порядка использует понятие уровня цитирования,
который соответствует глубине функциональных скобок. В инструкцию подстановки
значения переменной добавлен уровень выхода из цитаты. Блоки, условия и замыка-
ния описываются в терминах новой инструкции PUSH, которая выполняет вычисление
выходного выражения в контексте активной функции, добавляет результат в качестве
значения новой переменной и очищает выходное выражение. Используемый способ вве-
дения системы типов для динамически типизированного языка программирования из-
вестен как постепенная (gradual) типизация, при которой для некоторых фрагментов
программы указываются фиксированные типы, а для оставшихся продолжает исполь-
зоваться динамическая типизация. Это позволяет сочетать актуальную на ранних ста-
диях разработки гибкость динамических типов предметно-ориентированных языков с
постепенной спецификацией участков кода, поведение которых стабилизировано.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, проект 16-07-01178.
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Вычислимая Σ− спецификация семантики параллельных программ
В. Н. Глушкова

Для спецификации параллельных программ используются ∆0- формулы многосорт-
ного языка ИП [1] с иерархическим префиксом вида:

(1) (∀x1∈̇t1) . . . (∀xm∈̇tm)(y1 ≺ z1) . . . (yk ≺ zk)Φ(x̄, t1)

m ≥ 1, k ≥ 0, yj , zj ∈< x̄, t̄ >; ∈̇ отношение принадлежности элемента списку или его
транзитивное замыкание, ≺ − отношение «левее». Сорта переменных определяются
символами множества V грамматики G = (V, P ), префикс иерархизирован в соответ-
ствии с правилами P . Деревья G представляются списками так, что отношению ∈̇
соответствует отношение подчинения на узлах дерева, а ≺ − отношение «левее». Рас-
смотрим асинхронные параллельные программы (pr) с чередующимся исполнением,
взаимодействующие посредством разделяемых переменных. Динамическое поведение
pr описывается теорией (Spec) из формул (1) с неограниченным квантором ∀n по ша-
гам вычислений pr, где Φ(x̄, t1)− квазитождество, в правой части которого допускается
разделительная дизъюнкция по k−переменным (

k∨
i=1

Act(pci, n, Tp(pci, n))), выделяющая

единственный активный процесс (pci) на n−шаге вычисления; Tp(pci, n)− функция рав-
ная списку из завершенных процессов до активации pci. Область интерпретации со-
стоит из списков, сопоставляемых узлам дерева разбора pr. Интерпретатор построения
моделиM реализует прямой логический вывод, формируя таблицы функций и предика-
тов, определенных на узлах дерева разбора pr. Если спецификация обладает свойством
нетеровости и конфлюентности, то M — конечная константная модель. Алгоритм ин-
терпретации имеет сложность O(C(k)nm), C(k) = kO(n), k — количество процессов,
n — «мощность» дерева. На модели M можно проверить такие свойства программ
как частичную корректность, безопасность, живость; они выразимы формулами (1).
Однако вычисления в реагирующих системах бесконечны и Spec определяет счетную
модель. Для таких систем при другой интерпретации можно извлечь граф взаимосвязи
активизируемых операторов различных процессов pr. Интерпретацию проведем на но-
сителе из термов с привлечением идеи смешанных вычислений. В вершинах графа фик-
сируем активные операторы с метками и результаты вычислений, входящие в левую
и правую часть квазитождеств, представляя импликацию дугой графа. Абстрагируясь
от значений тех переменных, которые ведут к бесконечным вычислениям, получаем
циклы в графе при генерации вершин, совпадающих с ранее полученными.
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Построение модели поведения пользователя для генерации искусственных

логов USSD-меню

Е. В. Долгушева

Целью данной работы является решение проблемы порождения множества искусствен-
ных логов на основе моделей поведения пользователей USSD-меню.

В основу разработанной нами модели поведения пользователя USSD-меню были
положены три потребностных шаблона поведения: ”Повторяющиеся действия”, ”Дей-
ствия от скуки” и ”Срочная необходимость”. Для описания поведения пользователя в
соответствии с определенным шаблоном были проанализированы имеющиеся в нали-
чие тестовые данные: логи реальных пользователей. Были выделены статистические
параметры и величины, значения которых различаются для каждого шаблона поведе-
ния. Формальным описание шаблонов поведения пользователя является совокупность
значений выделенных параметров.

Для процесса генерации искусственных логов были разработаны и применены два
вида моделей поведения пользователя: простейшая и гибридная. Основным свойством
простейшей модели пользователя является то, что пользователь всегда придерживается
только одного шаблона поведения при взаимодействии с USSD-меню. Гибридная модель
содержит в себе набор интересов пользователя, все три шаблона поведения и значения
вероятностей, с которыми пользователь ведет себя в соответствии с тем или иным
шаблоном поведения.

Для получения множества искусственных логов были разработаны варианты алго-
ритма генерации логов для каждого типа модели поведения пользователей. Алгоритмы
учитывают интересы пользователей, значения статистических параметров, характери-
зующих потребностные шаблоны поведения, а также позволяет выбирать тип переходов
между страницами меню и генерировать шумовые сеансы взаимодействия пользовате-
лей с меню.

В итоге разработанная система позволяет не только генерировать искусственные
логи, максимально имитирующие логи реальных пользователей, но также варьируя
уровень генерации шумов и характеристики USSD-меню, создавать интересные для
маркетинговых исследований модели поведения пользователей или получать логи, опи-
сывающие события, которые могут случиться в будущем.
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Теоретико-модельные методы извлечения определений понятий из текстов

естественного языка

И. А. Корсун, Д. Е. Пальчунов

В настоящей работе решается задача извлечения знаний о смысле понятий из тек-
стов естественного языка.Исследована проблема полноты определений понятий отно-
сительно фиксированного контекста, который задаётся либо объемлющей онтологией,
либо фиксацией специального множества интересующих предложений, либо набором
прецедентов предметной области. Разработаны алгоритмы извлечения относительно
полных определений понятий. Извлечённые из текстов знания представляются в виде
фрагментов атомарных диаграмм алгебраических систем, далее используются алго-
ритмы отображения бескванторных предложений в логики предикатов первого порядка,
в частности, фрагментов атомарных диаграмм, в логику описаний (DL). Для извлече-
ния из текстов естественного языка знаний о смысле ключевых понятий предметной
области, то есть извлечении онтологических знаний мы используем результаты на-
ших предыдущих исследований [1]. В работе предложен теоретико-модельный подход
к извлечению определений понятий, основанный на представлении знаний при помощи
конечных фрагментов атомарных диаграмм моделей. Он основан на использовании
методов автоматического построения фагментов атомарных диаграмм по текстам есте-
ственного языка. В настоящей работе представлена теоретико-модельная формализа-
ция относительной полноты определений понятий, формулируемых при помощи пред-
ложений логики предикатов и логики описаний (DL). Исследованы свойства сильной
и абсолютной полноты определений понятий относительно онтологии, а также отно-
сительно заданного набора прецедентов предметной области. Отображение извлечен-
ных понятий в логику описаний (DL), а также в язык представления онтологий OWL
дает возможность порождения новых знаний исходя из знаний, уже содержащихся в
онтологии, при помощи автоматических средств логического вывода. В качестве ло-
гики описаний используется фрагмент логики SROIQ — логика ALCI, не содержащая
символов импликации, иерархии ролей и ограничений мощности. Для работы с мно-
гоместными предикатами используется техника представления многоместных преди-
катов через двухместные. Алгоритмы порождения онтологических знаний из фраг-
ментов атомарных диаграмм алгебраических систем, а также алгоритмы трансляции
бескванторных предложений логики предикатов в логику описаний (DL) и в OWL раз-
работаны и реализованы в виде программной системы. Эта система является модулем
разрабатываемой информационной системы, осуществляющей извлечение из текстов
естественного языка определений понятий, используемых онтологии; пополнение онто-
логии знаниями о смысле понятий, формализованных в виде фрагментов атомарных
диаграмм; порождение новых онтологических знаний с помощью машины логического
вывода.
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О спектральном анализе булевых функций

А. М. Кукарцев, А. А. Кузнецов

Пусть E = {0, 1} – булево множество и n – целое неотрицательное число. Булевой
функцией (далее – БФ) n аргументов будем называть отображение f : E → En. Всё
множество БФ обозначим как B(n). Группы инвертирования переменных БФ и пере-
становок переменных БФ обозначим как En и Sn соответственно, и группу Джевонса –
Dn = En ⋋ Sn [1]. Пусть f, g ∈ B(n), (zπ) ∈ Dn, z ∈ En, π ∈ Sn. Рассмотрим следующее
уравнение относительно неизвестного (zπ):

f (zπ) = g. (1)
Данное уравнение допускает решение тривиальным алгоритмом (полный перебор) с

временной сложностью O(2n·n!). В работе [2] предложен алгоритм решения (1), основы-
вающийся на каноническом представлении элемента Dn [3] и последующем вычислении
его множителей. Он имеет предположительно полиномиальную временную сложность
O
(
n2 + n

)
. Интерес для практического применения представляет оценка его сложно-

сти по отношению к тривиальному алгоритму хотя бы для n = 4, 5. Это требует ана-

лиза
(
22

n)2
уравнений (например, для n = 5 будет 264 уравнений), что вычислительно

сложно.
Представляется метод [2], который позволяет рассчитать число шагов алгоритма с

временной сложностью O
(
22

n)
. Метод основывается на анализе спектров БФ, которые

формируются при вычислении множителей канонического представления элемента Dn.
Далее приведена оценка числа шагов для всех уравнений при n = 4, 5, включающих БФ
с тривиальной подгруппой инерции JDn

в группе Dn (см. табл.).

Результаты спектрального анализа всех БВ для n = 4, 5 с тривиальной JDn

n 4 5
Характеристика Сложность Эффект-ть Сложность Эффект-ть
Лучший случай 20 94,791 7% 42 99,218 8%
Средний случай 27,898 3 92,734 8% 42,273 0 98,899 1%
Худший случай 42 89,062 5% 184 95,208 3%
Тривиальный алгоритм 384 – 3 840 –
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Об оптимизации работы с кванторами при машинном поиске логического

вывода в секвенциальных исчислениях

А. В. Лялецкий

Рассматривается вопрос повышения эффективности машинного поиска логического
вывода в первопорядковых секвенциальных исчислениях, касающийся проблемы опти-
мизации работы с кванторами. С этой целью вместо генценовского [1] и кангеровского
[2] понятий допустимой подстановки термов вместо переменных, дающих низкую эф-
фективность машинного поиска, предлагается использовать введенное автором в [3]
понятие допустимой подстановки, которое легко встраивается в обычные секвенци-
альные исчисления, в частности, в генценовские исчисления LK и LJ из [1], а также в
кангеровское исчисление K из [2], сохраняя корректность и полноту поиска логиче-
ского вывода для случая классической логики. В случае же интуиционистской логики
для обеспечения корректности поиска вывода (с новым понятием допустимости) не-
обходимо дополнительно привлекать понятие так называемой совместимости вы-
бранной подстановки термов вместо переменных с порожденным к текущем моменту
времени деревом поиска вывода.

Предлагаемый подход к эффективизации поиска вывода в LK и LJ может быть
легко перенесен на модальные расширения как LK и LJ, так и их разнообразных моди-
фикаций, включая модификации кангеровского исчисления K.
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О дереве бинарных бескубных слов

Е. А. Петрова

Бесповторные языки состоят из слов, не содержащих внутри себя повторяющихся
фрагментов. Это один из важнейших объектов исследований в теории формальных
языков и комбинаторике слов. Любой бесповторный язык является факториальным, то
есть замкнутым относительно операции взятия подслова. На множестве слов такого
языка можно ввести три естественных отношения: «быть префиксом», «быть суффик-
сом», «быть подсловом», относительно которых это множество частично упорядочено,
и диаграммы этих ч.у.м. в первых двух случаях представляют собой деревья, в третьем
— ациклический граф более общего вида. Изучение структуры таких ч.у.м. — очень
интересная тема в исследовании бесповторных языков, проливающая свет на их вну-
треннее устройство. В [3, 4] изучалась структура префиксного дерева языка тернарных
бесквадратных слов. В частности, была получена верхняя субполиномиальная оценка
на глубину конечного поддерева, порождённого узлом в этом дереве. Естественно вы-
двинуть гипотезу о логарифмической оценке, в пользу которой говорит, например, экс-
поненциальная сложность языка. Пусть слово w принадлежит языку L. Слово u такое,
что wu ∈ L, называется правым контекстом w в L. В случае, когда L — фактори-
альный язык, фиксированным правым контекстом слова w называется такое слово u,
что поддерево, порождённое узлом с меткой w в дереве префиксного порядка языка L,
содержит узел wu и на пути от w к wu все узлы имеют ровно одного потомка. Фикси-
рованный левый контекст определяется симметрично. В [2] доказана логарифмическая
оценка на длину фиксированного контекста тернарных бесквадратных слов. В данной
работе доказано аналогичное утверждение для бинарного бескубного языка.

Теорема. Любой фиксированный контекст слова w в языке бинарных бескубных
слов имеет длину O(log |w|).

Эта оценка асимптотически неулучшаема, поскольку в [1] построена серия бинар-
ных бескубных слов с логарифмической длиной фиксированного контекста.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 16-31-00212.
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Обзор теории алгебраических моделей программ

Н. В. Шилов

Памяти Риммы Ивановны Подловченко (17.02.1931 — 17.08.2016)

В обзорном докладе будет представлена история развития и современное состоя-
ние исследований по теории алгебраических моделей программ, области теоретического
программирования, которая изучает свойства пишущих автоматов или автоматов-пре-
образователей (схем Янова в частности), выходной алфавит которых образует алгебра-
ическую систему типа (полу)группы с дополнительными алгебраическими свойствами
(например, левосократимую полугруппу).

Первые результаты этой теории были получены М.А. Тайцлиным [1] (учеником
А.И. Мальцева и в то время — сотрудником ИМ СО АН СССР). Его интерес к данной
теории был привлечен А.А. Летичевским, который несколько позже внес вклад в теорию
алгебраических моделей программ (см., например, [2]).

Интерес к алгебраической теории моделей программ долгое время подогревался
стремлением решить проблему эквивалентности детерминированных многоленточных
автоматов. Заметим, что эта проблема в конечном счете была решена T. Harju и
J. Karhumäki в следующей формулировке [3]: проблема эквивалентности для пишу-
щих автоматов, работающих над консервативной полугруппой, разрешима, если эта
полугруппа вложима в тотально-упорядоченную группу.

Однако, значение теории алгебраических моделей программ не ограничивается
только решением многоленточной проблемы. Распознание эквивалентности пишущих
автоматов, работающих над алгебраическими системами типа (полу)групп применимо,
например, к защите от компьютерных вирусов [4].

В последние годы исследование по алгебраических моделей программ продолжали
развиваться в работах Риммы Ивановны Подловченко и ее учеников (см., например,
[4, 5]).
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Шаблоны динамического программирования

Н. В. Шилов

Конструирование и анализ алгоритмов являются обязательной составляющей обра-
зовательного цикла по компьтерным наукам и программной инженерии. В частности,
в этом курсе изучают такие методы конструирования (проектирования) алгоритмов,
как жадные алгоримты, разделяй и властвуй, динамическое программирование, ме-
тод отката и метод ветвей и границ.

Обычно эти методы изучают на характерных для того или иного метода класси-
ческих примерах алгоритмов. На наш взгляд, такой подход приемлем для знакомства
с методами конструирования алгоритмов, но не соответствует значению слова “изуче-
ние”. Однако перечисленные методы конструирования алгоритмов могут быть фор-
мализованы в виде шаблонов, строго специфицированы и математически верифициро-
ваны.

Метод жадных алгоритмов был единственным методом конструирования алгорит-
мов, математически исследованным в 80-е и начале 90-х годов прошлого века. В период
2010-2012 автор настоящей статьи формализовал унифицированный шаблон для ме-
тода отката и ветвей и границ, полуформально специфицировал и верифицировал этот
шаблон. Затем в 2012-2015 годах автор предложил два шаблона для нисходящего и вос-
ходящего вариантов динамического программирования и дал набросок доказательства
их функциональной эквивалентности.

В докладе будет уточнён шаблон для нисходящего динамического программирова-
ния и улучшен, спефицирован и верифицирован (в стиле Флойда-Хоара) шаблон для
восходящего динамического программирования. Кроме того, в докладе обсуждаются
разные аспекты шаблонов нисходящего и восходящего динамического программирова-
ния: используемые генерические структуры данных, задача трансляции рекурсивных
программ в итеративные, их связи с теоремой о неподвижной точке Кнастера-Тарского,
с теорией схем программ, со смешанными и частичными вычислениями, со специали-
зацией программ. Использование специфицированных и верифицированных шаблонов
конструирования алгоритмов позволяет автоматически получать (путем специализа-
ции) специфицированные и корректные по построению алгоритмы для решения кон-
кретных алгоритмических задач.

Подробно материал доклада (с формальными определениями, утверждениями и до-
казательствами) представлен в рукописи [1].
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Теоретико-модельная формализации субъективных знаний эксперта
о предметной области

Г. Э. Яхъяева

При формализации предметных областей мы часто сталкиваемся с необходимостью
представления и обработки вероятностных знаний в условиях неполноты информации
о предметной области. Формализация базы знаний в виде обобщенной нечеткой модели
позволяет производить анализ предметной области с учетом объективной (частотной)
вероятности событий. Однако, зачастую, приходится оперировать с субъективными
вероятностями (т.е. со степенью уверенности эксперта в наступлении того или иного
события). Для формализации субъективных знаний эксперта в данной работе рассма-
тривается понятие сужения обобщенной нечеткой модели.

Рассмотрим базу знаний KB∆ = 〈TBox,ABox〉 предметной области ∆. Пусть E =
{e1, . . . , en} — конечное множество прецедентов, которые были использованы для опи-
сания ABox и σ∆ — множество предикатов, используемых для описания TBox. Класс
моделей IE = {AE = 〈E, σ∆〉 | AE |= ABox} называется классом интерпретаций базы
знаний KB∆. Одноэлементная обобщенная нечеткая модель Fuz(E) = 〈{a}, σ∆, ξE〉 на-
зывается порожденной классом IE , если для любой формулы ϕ(x) сигнатуры σ∆ с одной
свободной переменной выполняется условие ξE(ϕ(a)) = {‖{e∈E | AE |=ϕ(e)‖

‖E‖ | AE ∈ IE}.
Пусть E1 ⊆ E (E1 6= ∅). Класс моделей IE1 = {AE1 = 〈E1, σ∆〉 | ∃AE ∈ IE :

AE1 подмодель модели AE} называется сужением класса интерпретаций IE на множе-
ство E1. Обобщенная нечеткая модель Fuz(E1), порожденная классом IE1 , называется
сужением модели Fuz(E).

Пусть ϕ(x) — формула сигнатуры σ∆ с одной свободной переменной и α ∈ [0, 1].
Сужение Fuz(E1) будем называть (ϕ ≥ α)-оптимальным ((ϕ ≤ α)-оптимальным) су-
жением модели Fuz(E), если выполняются следующие условия:

(1) ξE1(ϕ(a)) ⊆ [α, 1] (ξE1(ϕ(a)) ⊆ [0, α]);
(2) для любой модели Fuz(E2) такой, что ξE2(ϕ(a)) ⊆ [α, 1] (ξE2(ϕ(a)) ⊆ [0, α]),

выполняется условие ‖E2‖ ≤ ‖E1‖;
(3) для любой модели Fuz(E2) такой, что ξE2(ϕ(a)) ⊆ [α, 1] (ξE2(ϕ(a)) ⊆ [0, α]) и
‖E2‖ = ‖E1‖, выполняется условие ξE2(ϕ(a)) ⊆ ξE1(ϕ(a)).

В работе найдено необходимое и достаточное условие для того, чтобы сужение об-
общенной нечеткой модели обладало свойством оптимальности, разработан алгоритм
построения множества всех (ϕ ≥ α)-оптимальных ((ϕ ≤ α)-оптимальных) сужений мо-
дели Fuz(E) для заданных ϕ(x) и α.
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Задачи аппроксимации в алгебрах дискретных вероятностных

распределений

А. Д. Яшунский

Пусть X1, . . . , Xn — независимые в совокупности случайные величины, принима-
ющие значения в конечном множестве Ek = {0, 1, . . . , k − 1}. Пусть Pk — функции
k-значной логики и f ∈ Pk, f : En

k → Ek. Тогда X = f(X1, . . . , Xn) также является
случайной величиной со значениями в Ek. Каждой функции f ∈ Pk сопоставим ото-
бражение f∗ распределений величин X1, . . . , Xn в распределение величины X. Всевоз-
можные распределения случайных величин над Ek образуют (k − 1)-мерный симплекс
в пространстве Rk, обозначим его T (k), тогда f∗ : (T (k))n → T (k).

Пусть G ⊂ T (k), B = {f1, . . . , fs, . . .} ⊆ Pk. Алгебра вероятностных распределений с
носителем P ⊆ T (k) и системой операций {f∗1 , . . . , f∗s , . . .} называется алгеброй аппрок-
симируемых распределений для начальных распределений G и операций B, если P —
наименьшее по включению топологически замкнутое множество, содержащее G. Бу-
дем обозначать такое множество P через WB(G). Рассматривается задача нахождения
WB(G) по заданным B и G.

Для распределений над E2 Р.Л. Cхиртладзе установил [1], что для любого не-
вырожденного (т. е. не содержащего нулевых компонент) распределения p выполнено
W{&,∨,¯}({p}) = T (2). В работе автора [2] получено описаниеWB(G) для всех B, являю-
щихся замкнутыми классами булевых функций, и произвольных конечных множеств G.

В случае k > 2 имеющиеся результаты относятся к системам операций, обладаю-
щих специальными свойствами. В работах автора [3, 4] изучались множества WB({p})
для невырожденного p и множества B, состоящего из операций с квазигрупповыми и
близкими к ним свойствами. Полученные результаты позволяют доказать следующую
теорему.

Теорема. Существует такое конечное множество B ⊂ Pk, что для любого невыро-
жденного распределения p ∈ T (k) выполнено WB({p}) = T (k).
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On disctretisation of one phase portrait

N. B. Ayupova, V. P. Golubyatnikov, M. V. Kazantsev

We assume below that all parameters and variables are positive, j = 1, 2, 3 and that
j − 1 = 3 if j = 1. Consider nonlinear 6-dimensional dynamical system

dmj

dt
= −kjmj + fj(pj−1);

dpj
dt

= µj(mj − pj). (1)

which is a model of functioning of one simple molecular repressilator. Here fj(p) are smooth
monotonically decreasing functions, they describe negative feedbacks. The variables in the
system (1) denote concentrations of interacting components. We show that the system (1)
has exactly one equilibrium point S0. Let M0 be matrix of its linearization at S0, and
(m0

1, p
0
1,m

0
2, p

0
2,m

0
3, p

0
3) be coordinates of S0. The positive octant R6

+ is decomposed by 6
hyperplanes mj = m0

j , pj = p0j to 64 parallelepipeds (blocks) which we enumerate by binary

indices {ε1δ1ε2δ2ε3δ3} where εj = 0, if mj ≤ m0
j ; εj = 1, if mj ≥ m0

j ; δj = 0, if pj ≤ p0j ;

δj = 1, if pj ≥ p0j .
Theorem. If the characteristic polynomial of M0 has two roots with positive real parts

and four roots with negavive real parts, then the system (1) has at least one cycle which
travels from block to block according to the diagram (2).

→֒ {110011} → {010011} → {000011} → {001011} → {001111} → {001101} ⇒
⇒ {001100} → {101100} → {111100} → {110100} → {110000} → {110010} →֒ (2)

Here ⇒ is transition to the next line, and →֒ is transition to the previous one.
In one particular symmetric dimensionless case µ1 = µ2 = µ3; k1 = k2 = k3 = 1;

f1(p) = f2(p) = f3(p) ≡ α(1 + pγ)−1 + α0 this system was introduced in [1] and later
was studied from different viewpoints in numerous publications, see for example [2]. In this
case the roots of that polynomial satisfy the conditions of this theorem. The proof of our
theorem follows the scheme described in [3] for the case of similar 5-dimensional dynamical
system. Numerical experiments with this cycle and other trajectories of the system (1) were
realized with the help of the package deSolve
https://cran.r-project.org/web/packages/deSolve/index.html.

The work was supported by RFBR, grant 15-01-00745.

References
[1] Elowitz M.B., Leibler S. Synthetic oscillatory network of transcriptional regulators. Nature. 2000. V. 403.

P. 335 – 338.

[2] Kolesov A. Yu., Rozov, N.Kh., Sadovnichii V.A. Periodic solutions of travelling-wave type in circular
gene networks.Izvestiya: Mathematics. 2016. V.80, N3, P.523 – 548.

[3] Golubyatnikov V.P., Golubyatnikov I.V., Likhoshvai V.A. On the existence and stability of cycles in

five-dimensional models of gene networks. Numerical analysis and applications. 2010. V. 3, N 4, p. 329
– 335.

Sobolev institute of mathematics, Novosibirsk (Russia)

E-mail: vladimir.golubyatnikov1@fulbrightmail.org
Novosibirsk state university, Polzunov Altai state technical university, Barnaul (Russia)
E-mail: markynaz.astu@gmail.com

46

https://cran.r-project.org/web/packages/deSolve/index.html
mailto:vladimir.golubyatnikov1@fulbrightmail.org
mailto:markynaz.astu@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Алгебро-логические методы

Supervised learning with cluster ensemble

V. B. Berikov

An actual problem in intellectual data analysis is the increasing of efficiency of the pro-
cessing under noise conditions and limited sample size. This work presents a new method of
supervised learning with a combination of ensemble clustering [1] and kernel based learning
[2]. The main idea consists in the division of data analysis process on two stages. On the
first stage, L variants of dataset X = {x1 . . . , xN} partition are obtained with arbitrary
algorithms of cluster analysis. Using the found variants, the averaged co-association matrix

H is calculated. The matrix elements, hi,j = 1
L

∑L
l=1 wlh

(l)
i,j , are the frequencies of assigning

pairs (xi, xj) to the same clusters over all variants of partition, where h
(l)
i,j = 0 if a pair is

assigned to the same cluster in lth variant of partition, otherwise h
(l)
i,j = 1. The weights

wl, l = 1, . . . , L, (
∑

l wl = 1) are non-negative values proportional to certain evaluation
functions (cluster validity indices, diversity measures, etc.). In a sense, the matrix defines
similarity between objects in a new feature space which is obtained by means of a certain
implicit transformation.

Proposition. Matrix H satisfies Mercer condition, i.e., it defines symmetric non-
negative definite kernel.

Thus the coassociation matrix may be considered as kernel matrix. On the second stage
of analysis, a decision function is constructed with the obtained kernel matrix as input. To
this end, a) Support Vector Machine (SVM) and b) Kernel Fisher Discriminant (KFD) were
applied in our experiments. We additionally filter out data points with unstable clusterings
(for which |hi,j − 0.5| < δ, where δ is a parameter), analogously to [3]. Cluster ensemble
was generated using standard k-means algorithm with random initializations.

Monte-Carlo experiments have shown that there exist examples of data distributions (in
particular, under large feature space dimensionality, presence of noise and small data size)
for which the proposed method gives significantly more accurate predictions (close to the
optimal Bayes classifier) than original SVM or KFD.

The work is partly supported with RFBR, project 14-07-00249a.
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Polynomially complete quasigroups of prime orders

A. V. Galatenko, A. E. Pankratiev, S. B. Rodin

Quasigroups are algebraic structures whose multiplication tables are exactly Latin squa-
res. As was noticed by C. Shannon [1], cyphers based on Latin squares possess the so-called
property of perfect secrecy. Quasigroups also find many other applications in cryptogra-
phy [2] including their use in the design of stream cyphers (see [3] and references therein).

Given a finite set A we denote by On(A) the ensemble of all n-ary operations on A
(n > 0) and let O(A) =

⋃
n
On(A). For an arbitrary subset F ⊆ O(A) we denote by [F ] the

closure of F under superposition.
Definition. A quasigroupQ is said to be polynomially (functionally) complete if [{fQ}∪

O0(Q)] = O(Q).
Polynomially complete quasigroups are of particular interest in cryptography because

of the fact that in a polynomially complete quasigroup the problem of satisfiability of a
system of equations is NP-complete [4]. Some results concerning polynomially complete
quasigroups can be formulated in terms of the permutation group Mult(Q) generated by all
rows and all columns of the multiplication table of Q (see [5]).

Theorem 1. Let Q be a quasigroup of a prime order p. The following conditions are
equivalent:

1. Q is not polynomially complete;
2. there exists a one-to-one correspondence between the set {q1, . . . , qp} and the set Zp

under which the quasigroup operation goes to a linear function on Zp × Zp;
3. there exists a one-to-one correspondence between the set {q1, . . . , qp} and the set

Zp under which all rows and all columns of the multiplication table of Q become linear
permutations on Zp.

Theorem 2. The problem of deciding whether a quasigroup of a prime order p is poly-
nomially complete can be solved in polynomial time.
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New construction of Deza graphs from Paley and Peisert graphs

S. V. Goryainov, V. V. Kabanov, N. V. Maslova, L. V. Shalaginov

A graph Γ on n vertices is a Deza graph with parameters (n, k, b, a), where v > k ≥
b ≥ a ≥ 0, if it is regular of degree k and the number of common neighbors of two distinct
vertices takes on one of two values a or b, not necessarily depending on the adjacency of
the vertices. The only difference between the definition of strongly regular graphs and Deza
graphs is that the number of common neighbors of two distinct vertices does not necessarily
depend on the adjacency. A strictly Deza graph is a Deza graph which is not strongly regular
and has diameter 2. Let Γ be a strongly regular graph with parameters (n, k, λ, µ), where
the number of common neighbors of two adjacent (non-adjacent) vertices is equal to λ (µ).
It’s known (see, for example, [1, Theorem 1.3.1]) that (1) if k = µ then Γ is a complete
multipartite graph; (2) if k = λ + 1 then Γ is an union of cliques. In [2] it was obtained a
result analogue to (1) for strictly Deza graphs. Our aim is to obtain results analogue to (2)
for strictly Deza graphs. To formulate results we need the following definitions.

Let Θ and ∆ be graphs. ∆ extension of Θ is the graph obtained by replacing vertices of
Θ by copies of ∆ and joining all edges between vertices from distinct copies of ∆ whenever
the correspondent vertices of Θ were adjacent. There exist some elementary constraints on
the parameters of Deza graphs (see Proposition 1.1 [2]). The neighborhood of a vertex x of
a graph Γ is denoted by Γ(x). Let Γ be a strictly Deza graph with parameters (n, k, b, a)
and x be a vertex of Γ. Define the following values α(x) = |{y ∈ Γ :| Γ(x) ∩ Γ(y) |= a}|;
β(x) = |{y ∈ Γ :| Γ(x) ∩ Γ(y) |= b}|. Then α = α(x) and β = β(x) do not, in fact, depend

on x, and α := α(x) = b(n−1)−k(k−1)
b−a , β := β(x) = a(n−1)−k(k−1)

a−b . We prove the following
theorem.

Theorem. (V.K., N. Maslova and L. Shalaginov) Let Γ be a strictly Deza graph with
parameters (n, k, b, a) and β > 1. Equality k = b+ 1 holds if and only if Γ is isomorphic to
2-clique extension of a complete multipartite graph with size of parts equal to n−k

2 .
A strictly Deza graphs with parameters (n, k, k− 1, a) and β = 1 are described by using

a new construction from Paley and Peisert graphs (V.K., S. Goryainov and L. Shalaginov).
Aknowledgement. The work is supported by RFBR (grant no. 16-31-00316).
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Вычислимые по Тьюрингу вложения для классов линейных порядков

Н. А. Баженов

ПустьK1 иK2 — классы счётных структур, замкнутые относительно изоморфизма.
Предположим, что Ei — это отношение эквивалентности на классеKi. Вычислимым по
Тьюрингу вложением (tc-вложением) из (K1, E1) в (K2, E2) называют оператор Φ = ϕe

со следующими свойствами:

(1) Для любой структуры A из K1 существует структура B ∈ K2, такая что

χD(B) = ϕ
D(A)
e (эта структура B обозначается через Φ(A)).

(2) Для любых A,A′ ∈ K1 выполнено: AE1A′ в том и только том случае, когда
Φ(A)E2Φ(A′).

Запись (K1, E1) ≤tc (K2, E2) означает, что существует tc-вложение (K1, E1) в (K2, E2).
Исследование tc-вложений начато в работе [1], посвященной сравнению сложности

различных классов конечных структур. Подробные сведения о tc-вложениях можно
найти в [2]. Данная работа посвящена исследованию tc-вложений для различных клас-
сов линейных порядков с отношениями изоморфизма и Σc

α-эквивалентности, α < ωCK
1 .

В частности, в работе доказана следующая теорема, обобщающая результат из [2] о
классе K1 всех конечных линейных порядков. Для вычислимого ординала β определим
следующие классы:

K2β+1 = {L : L ∼= ωβ · (t+ 1) для некоторого t ∈ ω},
K2β+2 = {L : L ∼= ωβ+1 + ωβ · (t+ 1) для некоторого t ∈ ω}.

Теорема. Пусть α — вычислимый ординал-последователь, K — класс структур

вычислимого языка L. Соотношение (K,∼=) ≤tc (Kα,∼=) истинно в том и только том
случае, когда существует вычислимая последовательность {ψn}n∈ω Σc

α-предложений
языка L со следующими свойствами:

(1) для любых A ∈ K и m < n выполнено: если A |= ψn, то A |= ψm,
(2) для любых A,B ∈ K выполнено: если A ≇ B, то существует n, такое что ψn

истинно в точности в одной из структур A,B,
(3) для каждой A ∈ K существует n, такое что A 6|= ψn.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного про-
екта 16-31-60058 мол а дк.
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О гипотезе Кирстеда для η-схожих линеных порядков

М. В. Зубков

Кирстед [1] выдвинул гипотезу, что вычислимый линейный порядок имеет вычи-
слимую копию без строго нетривиальных Π0

1 автоморфизмов тогда и только тогда,
когда порядок не содержит плотных подинтервалов. Доуни и Мозес [2] доказали эту
гипотезу для дискретных линейных порядков. Харрис, Ли, Купер [3] доказали справед-
ливость гипотезы для линейных порядков вида

∑
q∈Q

F (q), где F — 0′-предельно моно-

тонная функция. Напомним, что блоком в линейном порядке называется максимальное
по включению подмножество такое, что в линенйом порядке между любвми двумя эле-
ментами из этого помножества существует лишь конечное число элементов. Не трудно
видеть, что в дискретном линейном порядке все блоки бесконечны, а в порядке вида
вида

∑
q∈Q

F (q) все блоки конечны.

Определение. Функция F : Q→ N∪ {ζ} (здесь мы используем ζ как формальный
символ и предполагаем, что ζ > n для всех n ∈ N) называется расширеной X-предельно
монотонной функцией если существует X-вычислимая функция а : Q × N → N ∪ {ζ}
такая, что: 1) lim

s→∞
f(q, s) = F (q); 2) f(q, s) ≤ f(q, s + 1); 3) если lim

s→∞
f(q, s) = ζ, то

существует s0 такое, что f(q, s) = ζ для всех s ≥ s0.
Теорема 1 (Ву, Зубков). Гипотеза Кирстеда верна для линейных порядков вида∑

q∈Q

F (q), где F расширенная 0′-предельно монотонная функция. Таким образом, спра-

ведливость гипотезы Кирстеда показана для широкого класса линейных порядков, в том
числе содержащего порядки одновременно имеющие и конечны и бесконечные блоки.

Следующая теорема показывает, что гипотеза Кирестеда не верна в общем случае.
Теорема 2 (Зубков, Нг). Существует вычислимый линейный порядок вида∑

q∈Q

F (q), где для функции F выполняются условия 1,2 определения, не имеющий плот-

ных подинтервалов такой, что любая вычислимая копия этого линейного порядка имеет
строго нетривиальный Π0

1 автоморфизм.
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О числе типов вычислимых изоморфизмов в степенях позитивных

предпорядков

Д. К. Кабылжанова

В последние годы активизировались исследования вычислимой сводимости пози-
тивных эквивалентностей (см., например, работы [1], [2]).

Мы рассматриваем позитивные эквивалентности, снабжённые дополнительной
структурой частичного порядка между классами эквивалентности, причем сводимость
сохраняет отношение порядка.

Классом эквивалентности числа x отношения предпорядка P на ω называется мно-
жество [x]P = {y : xPy & yPx}. Если P , Q – вычислимо перечислимые отношения
предпорядка, то говорим, что P сводится к Q (P ≤ Q), если существует вычислимая
функция f такая, что ∀x∀y (xPy ⇔ f(x)Qf(y)). P и Q называются эквивалентными
(P ≡ Q), если P ≤ Q и Q ≤ P , степенью предпорядка P , как обычно, называется сово-
купность всех предпорядков, эквивалентных P . Если P сводится кQ посредством вычи-
слимой функции f сюръективно, т.е. для любого y существует x такое, что f(x) ∈ [y]Q,
то будем обозначать это как P ≤s Q.

Предложение 1. Если P и Q – позитивные предпорядки и P ≤s Q, то P ≡ Q.
Предложение 2. Если P и Q – позитивные предпорядки, P ≤s Q и каждый класс

эквивалентности в P и Q бесконечен, то P вычислимо изоморфно Q.
Теорема. Для любого позитивного предпорядка P число типов вычислимых изо-

морфизмов внутри степени P либо равно 1, либо является бесконечным.
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Проблема вхождения в изоляторы членов нижнего центрального ряда

И. В. Латкин

В [1–3] изучалась проблема вхождения в члены нижнего и верхнего центральных
рядов для вычислимых групп и вопросы о вычислимости факторов по этим подгруппам.
В общем случае сложность проблемы вхождения в любой нетривиальный член такого
ряда может быть независимой от сложности этой проблемы для других членов этих
рядов даже для нильпотентных групп без кручения [1,2]. В случае нильпотентных
групп, имеющих кручение, эта сложность может не зависеть также и от вычислимой
нумерации всей группы [1,3]. Кроме того, подобная независимость наблюдается и в
вопросе о вычислимости факторов по членам этих крайних центральных рядов [1,3].

Напомним, что изолятором подгруппы H называется множество всех таких элемен-
тов группы, подходящая степень которых попадает в H. Известно, что в нильпотент-
ной группе G для любого члена γjG нижнего центрального ряда его изолятор I(γjG)
— нормальная подгруппа.

Если 〈G,µ〉— позитивно нумерованная нильпотентная группа без кручения, то все
фактор группы γjG/(I(γj+1G) ∩ γjG) и I(γjG)/I(γj+1G) — позитивно нумеруемые
абелевы группы без кручения, а потому и вычислимые [4], здесь I(γ1G) = γ1G=G; в
частности, фактор группа G/I(γ2G) вычислимая для вычислимой группы G.

Теорема. Для любого набора e2, . . . , en вычислимо перечислимых тьюринговых
степеней найдётся нильпотентная ступени n группа без кручения G, у которой при
некоторой вычислимой нумерации β сложность проблемы вхождения в изолятор j-го
члена нижнего центрального ряда равна ej для 26j6n, а фактор группа всей группы
по такому изолятору G/I(γjG) вычислима при 36 j6n тогда и только тогда, когда
ej =0.

Как следствие, отсюда получается известный результат: существуют не вычисли-
мые позитивно нумерованные нильпотентные группы без кручения.
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Об одной процедуре решения параметризованной задачи с нечеткими

данными

А. А. Лялецкий

Рассматривается (конечно) параметризованная задача с известной n-арной час-
тичной операцией f над некоторым множеством, которая каждой последовательности
p1 . . . , pn точных значений всех параметров рассматриваемой задачи сопоставляет ее
решение в виде точного значения f(p1, . . . , pn), если последнее существует, и которая
неопределена в противном случае. Предположим, что значения параметров p1, . . . , pn
заданы нечетко, с некоторой долей уверенности, и что эти значения описываются под-
ходящими нечеткими множествами, причем никакие ограничения на нечеткие данные
не налагаются. Решается проблема нахождения значения f в случае нечетких значений
параметров p1, . . . , pn.

Из-за дефицита места описание разработанной математической процедуры, вычи-
сляющей f в нечетном случае, и схема обоснования корректности проводимых ею вы-
числений опускаются. Просто заметим, что структуру входных данных процедуры
составляют: (1) множество-универсум A; (2) частичная операция f над A; (3) конечная
последовательность частичных нечетких множеств c1, . . . , cn, количество элементов в
которой совпадает с арностью f ; (4) отношение частичного порядка ≤ над {c1, . . . , cn};
(5) отображение ϕ, которое каждому ≤-неминимальному нечеткому множеству ci при-
писывает функцию ϕci : Bool(A) × . . . × Bool(A) × [0, 1]A → [0, 1]A, арность которой со-
впадает с количеством непосредственных ≤-предшественников ci и которая описывает
изменения нечеткого множества ci в зависимости от того, какие события случились в
нечетких множествах, непосредственно ≤-предшествующих ci (Bool(A) есть булеан A,
а [0, 1]A – множество всех частичных функций, отображающих A в [0, 1]).

Эта процедура может быть использована при решении нечетко поставленных за-
дач в следующих областях: проблема классификации (медицинская диагностика и т.п.);
исследование рисковых и критических ситуаций; финансовый анализ (рынки ценных бу-
маг); исследование данных (корпоративные хранилища); совершенствование стратегий
управления и координации действий.
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Вычислимые линейные порядки и иерархия Ершова

Я. А. Михайловская, А. Н. Фролов

Данная работа посвящена изучению вычислимых линейных порядков, в сигнатуру
которых добавляются дополнительные отношения Sn

L и FL, заданные следующим обра-
зом (здесь (x, y)L = {z | x <L z <L y})

S2k
L (x, y) ⇌ |(x, y)L| = 0∨ = 2 ∨ . . .∨ = 2k

S2k+1
L (x, y) ⇌ |(x, y)L| = 1∨ = 3 ∨ . . .∨ = 2k + 1

FL(x, y)↔ ∃n ∈ ω (|(x, y)L| = n)

Были получены следующие результаты.
Предложение 1. Для любого (n + 1)-в.п. множества A существует вычислимый

линейный порядок L, упорядоченный по типу ω, такой, что Sn
L ≡T A.

Следствие 1. Существует вычислимый линейный порядок L такой, что спектр
отношения Sn

L состоит в точности из всех (n+ 1)-в.п. степеней.
Предложение 2. Для любого вычислимого линейного порядка L из выислимости

S0
L следует вычислимость S

n
L для любого n.

Предложение 3. Существует вычислимый линейный порядок L, в котором отно-
шения Sk

L для всех k > n вычислимы, но отношение Sn
L не вычислимо.

Предложение 4. Существует вычислимый линейный порядок L, в котором отно-
шения Sn

L для всех n вычислимы, но отношение блока FL не вычислимо.
Предложение 5. Пусть L – вычислимый линейный порядок, содержащий лишь

конечное число блоков длины ≤ (n+ 1). Тогда из вычислимости Sn
L следует вычисли-

мость S0
L.

Также была доказана следующая
Теорема 1. Пусть вычислимый линейный порядок L имеет бесконечно много бло-

ков длины 2 и отношение S1
L вычислимо. Тогда существует вычислимый линейный

порядок R такой, что R ∼= L, S1
R вычислимо, но S

0
R не вычислимо.
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О тьюринговых степенях в утончениях арифметической иерархии

В. Л. Селиванов, М. М. Ямалеев

В.Л. Селивановым [1] в 1983 г. была введена тонкая иерархия арифметических
множеств, каждый уровень Σα которой однозначно определяется ординалом α < ε0,
где ε0 = lim{ω, ωω, ωωω

, ...}. Некоторые уровни тонкой иерархии совпадают с хорошо
изученными уровнями известных иерархий множеств (разностная иерархия Ершова
[2]-[4], аримфметическая иерархия). Например, Σn = Σ−1

n , Σωn = Σ−1,∅′

n , Σω = Σ0
2,

Σωω = Σ0
3. Б. Купером в 1971 было показано, что в иерархии Ершова уже второй

уровень является собственным (т.е. не содержит элементов из меньших уровней) для
тьюринговых степеней. Для общего случая К. Джокушем/Р. Шором [5] и В.Л. Сели-
вановым [6] независимо было показано, что каждый уровень иерархии Ершова уровень
будет собственным для тьюринговых степеней.

Аналогичные вопросы возникают и для тонкой иерархии. Нетрудно показать, что
классы Σω и Σλ, где ω < λ < ωω, неразличимы относительно тьюринговой эквивалент-
ности, для множеств ≥T ∅′. При этом Σω2 6≈T Σω согласно релятивизованной теореме
Купера. В данной работе показано, что наименьший “новый” собственный уровень тон-
кой иерархии — это уровень Σω+2, т.е. Σω+2 6≈T Σω и Σω+1 ≈T Σω. Другими словами,
основным результатом является

Теорема. Существует в.п. множество E, существуют непересекающиеся в.п. мно-
жества E0, E1 ⊂ E, существует Σ0

2 множество A ⊂ E0, существует Π0
2 множество

B ⊂ E1 такие, что множество A ∪ B ∪ C, где C = E − (E0 ∪ E1), не эквивалентно
по Тьюрингу никакому Σ0

2-множеству.
Как следствие получаем, что собственные тьюринговые степени уровня Σω+2 не

сравнимы с 0′. Кроме того, приведенная в теореме конструкция является одной из пер-
вых, которая строит вычислимые приближения множеств, работая в оракулах функци-
оналов с Σ0

2 и Π0
2 множествами.

Работа выполнена за счет средств субсидии, выделенной в рамках государственной
поддержки Казанского (Приволжского) федерального университета в целях повыше-
ния его конкурентоспособности среди ведущих мировых научно-образовательных цен-
тров. Ямалеев М.М. поддержан грантами РФФИ 15-01-08252, 16-31-50048, Госзаданием
1.2045.2014.
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Primitive recursive and polynomial-time categoricity for Boolean algebras

P. E. Alaev

A structure A for a finite language is primitive recursive if its universe A is a primitive
recursive (p.r.) subset of ω, and its predicates and functions are p.r. over A.

Let K be a class of p.r. structures. We say that a structure A is primitive recursively
categorical w.r.t. K if
1) there is B ∼= A such that B ∈ K;
2) if B,B′ ∈ K and A ∼= B ∼= B′, then there exists an isomorphism f : B → B′ such that
f and f−1 are p.r. functions.

Let 〈x̄〉 denote a number of a tuple x̄ = x1, . . . , xn from ω in a standard numbering.
Let A be a p.r. structure, and Φ(x̄, ȳ) be a quantifier-free formula. We say that the

formula ∃ȳΦ(x̄, ȳ) is decidable in A with primitive recursive witnesses if there is a p.r.f. g(z)
such that if x̄ is a tuple from A then g(〈x̄〉) = 〈b̄〉 with the following property:

A |= ∃ȳ Φ(x̄, ȳ)⇒ A |= Φ(x̄, b̄).

We say that the ∃-diagram of A is decidable with primitive recursive witnesses if the
above definition holds uniformly for all ∃-formulas, i.e., there is a p.r.f. g(n, z) that finds the
specified tuple b̄ from a number n of a formula and z = 〈x̄〉.

We define a class KΣ as {A | A is a p.r. structure and its ∃-diagram is decidable with
primitive recursive witnesses}.

Proposition 1. Let A be a p.r. Boolean algebra. Then A ∈ KΣ ⇔ the formula
∃y (0 < y < x) is decidable in A with p.r. witnesses.

Theorem 1. Let A be a Boolean algebra. Then
a) A has a presentation in KΣ ⇔ A has a computable presentation with computable set of
atoms;
b) if this holds then A is p.r. categorical w.r.t. KΣ ⇔ A has finitely many atoms.

These results can be transferred to the context of polynomial computability. A structure
A for a finite language is computable in polynomial time (p-computable) if its universe A is
a p-computable subset of the set of all words in a finite alphabet, and its predicates and
functions are p-computable over A. P-computable structures can be considered as a subclass
of primitive recursive structures (with an appropriate numbering of words).

We say that the formula ∃ȳΦ(x̄, ȳ) is decidable in A with p-computable witnesses if there
is a p-computable function g(z) with the above property. Let K′ = {A | A is a p-computable
Boolean algebra and the formula ∃y (0 < y < x) is decidable in A with p-computable
witnesses }.

Theorem 2. Let A be a Boolean algebra. Then
a) A has a presentation in K′ ⇔ A has a computable presentation with computable set of
atoms;
b) if this holds then A is p.r. categorical w.r.t. K′ ⇔ A has finitely many atoms.

Proposition 2. Let A be a countable Boolean algebra with finitely many atoms. If
B,B′ ∈ K′ and A ∼= B ∼= B′, then there is an isomorphism f : B→ B′ such that f(x) and

f−1(x) can be computed in 22
22

c‖x‖

steps.
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On global and local distribution of weakly precomplete CEERs

S. A. Badaev

We consider some problems of a distribution of the computable isomorphism types of
weakly precomplete ceers (computably enumerable equivalence relations) within a degree as
well as in the structure of all degrees of ceers relative to the reduction induced by monomor-
phism of numbered sets. More precisely, a ceer E is reducible to a ceer Q if there is a
computable function f so that, for all x, y, xEy ⇐⇒ f(x)Qf(y).

The notion of weakly precomplete equivalence relation was introduced by the author
in [1]. In the case of ceers, it means that E is weakly precomplete iff every computable
function f has a fixed point relative to E, i.e. there exists x so that xEf(x).

Theorem 1. There exist infinite chains and infinite anti-chains of degrees of weakly
precomplete ceers.

The following results on a distribution of the isomorphic types of weakly precomplete
ceers within their degrees were obtained together with Uri Andrews and Kuanysh Abeshev on
summer 2016 in a joint research over the grant project 3952/GF4 of the Science Committee
of the Republic of Kazakhstan.

Theorem 2. There exist infinitely many non-universal weakly precomplete ceers that
are equivalent and pairwise non-isomorphic.

Theorem 3. For every n ∈ ω, there exists a ceer whose degree contains exactly n
isomorphic types of weakly precomplete ceers.
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A finite family of n-c.e. sets without universal numbering

B. S. Kalmurzaev, K. Sh. Abeshev

One of the finest results on universal numberings for the classical case is the Lachlan’s
theorem (see [1]) that every finite family of c.e. sets has universal numbering, but Abeshev’s
result shows that Lachlan’s theorem fails for some finite family of d.c.e. sets:

Theorem ([2]). There are nonempty disjoint d-c.e. sets A,B such that the finite family
S = {A,B} has no universal numbering.

We generalized the Abeshev’s result to an arbitrary finite level of the hierarchy of Ershov.
Theorem. For every n ≥ 2 there are disjoint, nonempty n-c.e. sets A,B such that

family S = {A,B} has no universal numbering.
For infinite levels of the hierarchy of Ershov this question is open.

References
[1] Lachlan A. H. Standard classes of recusively enumerable sets // Z. Math. Log. Grundl. Math., 10 (2-3),

pp. 23–42, 1964.

[2] Abeshev K. On the existence of universal numberings for finite families of d.c.e. sets // Math. Log.
Quart., 60, No. 3, pp. 161–167, 2014.

Department of Mathematics of Al-Farabi Kazakh National University, 71 Al-Farabi ave., Almaty 050040
(Kazakhstan)

E-mail: birzhan mm@mail.ru, kuanqk@gmail.com

60

mailto:birzhan_mm@mail.ru, kuanqk@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Теория вычислимости

Retracts of computable solvable torsion-free groups

A. A Konyrkhanova, M. K. Nurizinov, R. K. Tyulyubergenev, N. G. Khisamiev

A retract of a group G is a subgroup H , for which there exists an endomorphism
ϕ : G→ H , which is the identity on H. This notion comes from topology and it is realated
with equation in groups.

Theorem 1. Let (G, υ) – be a constructive solvable torsion-free group of finite dimen-
sion such that the isolator of the commutant I(G′) equals G′. Then any retract H of group
G is a computably enumerable subgroup in (G, υ).

Proof. Let us use induction on the dimension dim(G) = n of the group G. If n = 1,
then G is a subgroup of the group of rational numbers. From this H = 1, or H = G, but
therefore H is computably enumerable subgroup in (G, υ).

Let the dimension of the group G be equal to m + 1 and assume that the theorem is
true for all smaller dimensions. Further, let us use induction on the length of solvability
dec(G) = r. If r = 1, then G is an Abelian group. Since H – is a pure subgroup of G, it
follows that H is a computably enumerable subgroup in (G, υ) .Let dec(G) = r + 1 and let
us assume that for smaller solvability lengths the theorem is true. Since, the commutant G′

is a subgroup of the group obtainable as homomorphic image, the subgroup G, obtainable as
homomorphic image, the subgroup H ∩G′ is retract of the group G′. Since, the solvability
length of the subgroup G′ is less than r + 1, that means that by the inductive assumption
the subgroup H ∩ G′ is computably enumerable in (G′, υ′), where υ′ – is the restriction
of υ to I(G′) = G′. From the last equality and purity of retract H in G it follows that
I(H∩G′) = H∩G′. Therefore, H/H∩G′ – is Abelian torsion-free group of finite dimension.
From this and from purity of the subgroup H in G we obtain that the subgroup H is
computably enumerable in (G, υ). The theorem is proved.

Corollary 1. Let T+
n (Q) be group of triangular matrices of n -dimension over the field

of rational numbers Q. Then a retract H of the group T+
n (Q) is a computably enumerable

subgroup in (T+
n (Q), υ), where υ – is any effective numbering of group T+

n (Q) , meaning
that effectively in n it is possible to find the matrix υn and vice versa.

Corollary 2 [3]. For every n any retract of the group of all unitriangular matrices
UTn(Q) of n dimension over the field of rational numbers Q is computable.

The authors are grateful to professor V.A. Roman’kov for drawing attention to the given
theme and valuable advice.
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Reducibilities of computable metrics on the real line

R. A. Kornev

In computable model theory, a central problem is to determine for a given computable
structure whether its computable representation is effectively unique and, if not, how many
non-equivalent representations there are. This question can be studied for structures we
meet in analysis, such as normed, metric, or general topological spaces. Several approaches
have been developed to define the notion of computability on uncountable topological spaces,
we are using Kreitz and Weihrauch’s TTE approach [1]. The problem we wanted to study is
as follows: for the space of real numbers with the standard topology and natural countable
dense subset, rationals, how many computably non-equivalent computable metrics do there
exist?

More precisely, we define two notions of reducibility for metrics. One of them is induced
by reducibility of Cauchy representations. Namely, let ρ and ρ′ be complete metrics on a
separable space X, let W be a countable dense subset of X, enumerated by integers. We
say that the metric ρ is computably reducible to the metric ρ′ (and denote this as ρ ≤c ρ

′)
if Cauchy representation δρ of effective metric space (X, ρ,W ) is computably reducible to
representation δρ′ of the space (X, ρ′,W ); precise definitions can be found in [1].

There is a natural characterization of c-reducibility: ρ ≤c ρ
′ iff the identity homeomor-

phism idX is (δρ, δρ′)-computable. Based on this, we introduce weak reducibility of metrics:
we say ρ ≤ch ρ′ if there exists a (δρ, δρ′)-computable autohomeomorphism of X. Clearly,
c-reducibility implies ch-reducibility.

Theorem. All convex (i.e., admitting midpoints) computable metrics on the reals are
c-equivalent.

Theorem. Any countable tree T can be isomorphically embedded into the ordering of
computable metrics on the reals under c-reducibility.

Theorem. There exists a countable sequence of computable metrics on R which are not
ch-reducible to each other. Informally, copies of the real line, equipped with these metrics,
are pairwise homeomorphic, but not computably homeomorphic.
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On images of partial computable functions over computable Polish spaces

M. V. Korovina, O. V. Kudinov

We report on the ongoing program on analysing the complexity of various problems
in computable analysis in terms of in the effective analytic and Borel hierarchy. In this
talk we give an answer to the question by A. Morozov and K. Weihrauch that concerns a
characterisation of images of partial computable functions. We refer to [2], [3] and [1] for
basic definitions and fundamental concepts.

Definition Let X = (X, τX , α) be an effectively enumerable topological space and
Y = (Y, τY , β) be an effectively enumerable T0–space. A partial function f : X → Y is called
partial computable if the following properties hold. There exist a computable sequence of
effectively open sets {An}n∈ω and a computable function H : ω2 → ω such that

(1) dom(f) =
⋂

n∈ω An and

(2) f−1(β(m)) =
⋃

i∈ω α(H(m, i)) ∩ dom(f).

Main Theorem. Let X and Y be computable Polish spaces and B ⊆ Y . Then the
following assertions are equivalent.

(1) B is the image of a partial computable function f : X → Y.
(2) B is a Σ1

1–subset of Y .
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Линейность автотопий линейных кодов в пространствах над простым

полем

С. В. Августинович, Е. В. Горкунов

Кодом C длины n называется произвольное подмножество векторного пространства
Fn
q размерности n над конечным полем Fq = GF (q), где q = pr — степень простого
числа. Линейный код образует линейное подпространство в Fn

q .
Автотопия — это изометрия Fn

q , представимая набором n перестановок из Sq,
каждая из которых действует на элементах поля Fq и изменяет значение в соответ-
ствующей позиции произвольного вектора x ∈ Fn

q . Группу автотопий Fn
q обозначим

через Atp(Fn
q ).

Изометрия (автотопия), оставляющая нулевой вектор неподвижным, называется
симметрией (симметричной автотопией). При q > 4 пространство Fn

q имеет симме-
трии, не являющиеся полулинейными. Иначе говоря, имеет место строгое включение
ΓLn(q) < Sym(Fn

q ).
Будем называть линейный код линейно жстким, если все его симметрии полу-

линейны. В [1] доказано, что код Хэмминга является линейно жёстким. Аналогичное
свойство МДР-кодов с кодовым расстоянием 2 в случае простого поля установлено в [2].
В настоящей работе исследуются автотопии произвольного линейного кода в простран-
стве над простым полем.

Тривиально доказывается, что при любом q группа автотопий одномерного кода
C 6 Fn

q есть Atp(C) ∼= Sq. Следующая лемма имеет также общий характер.
Лемма. Пусть линейный код C 6 Fn

q имеет порождающую матрицу блочного вида,
которая состоит из блоков G1, G2. Если G1, G2 порождают коды C1, C2 соответственно,
то Atp(C) ∼= Atp(C1)×Atp(C2).

Множество ненулевых позиций вектора x ∈ Fn
q называется носителем x и обознача-

ется supp(x). Кодовое слово x ∈ C, x 6= 0, назовем минимальным, если для любого дру-
гого ненулевого слова y ∈ C из отношения supp(y) ⊆ supp(x) следует supp(y) = supp(x).

На множестве носителей минимальных слов кода C определим граф G. Носители
S1 6= S2 некоторых минимальных слов C смежны в G, если S1 ∩ S2 6= ∅.

Теорема. Если граф носителей минимальных слов линейного кода C 6 Fn
p невы-

рожден и связен, то все симметричные автотопии C мономиальны.
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Об относительно свободных группах бесконечно базируемых многообразий

групп С. И. Адяна

С. И. Адян, В. С. Атабекян

Для решения известной проблемы конечного базиса теории групп, которая была по-
ставлена Б.Нейманом в 1937 г., С.И.Адян в [1] построил первые примеры бесконечных
независимых систем групповых тождеств (статья [1] сдана в печать 23.10.1969 г.). В
монографии [2] доказано, что при любом нечетном n ≥ 1003 следующее семейство то-
ждеств от двух переменных

{[xpn, ypn]n = 1}, (1)

где параметр p пробегает все простые числа, является неприводимым, т.е. ни одно
из тождеств этого семейства не следует из остальных. Следовательно, если для за-
данного множества простых чисел P и при фиксированном натуральном m > 1 через
Γm(P) обозначить относительно свободную группу ранга m многообразия, определен-
ного всеми тождествами вида (1) при p ∈ P, то существует континуум неизоморфных
групп Γm(P), соответствующих различным множествам простых чисел P. Недавно
авторы доказали следующие две новые теоремы

Теорема 1. Для любого рангаm > 1 и для для любого множества простых чисел P
централизатор любого неединичного элемента относительно свободной группы Γm(P)
есть циклическая группа.

Из этой теоремы следует, что центр групп Γm(P) тривиален и что всякая комму-
тативная подгруппа групп Γm(P) – циклическая.

Теорема 2. Любой автоморфизм полугруппы энодоморфизмов End(Γm(P)) группы
Γm(P) одозначно определяется своим действием на группу внутренних автоморфизмов
Inn(Γm(P)).

Эта теорема дает ответ для рассматриваемых нами относительно свободных групп
на поставленный в статье Б.Плоткина [3] вопрос об описании автоморфизмов полу-
группы End(A) для свободной в некотором заданном многообразии алгебры A. Ана-
логичный вопрос для End(F ) ранее рассматривался разными авторами для частных
случаев, когда F абсолютно свободная группа, свободная бернсайдова группа или сво-
бодный моноид.
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Сравнимость по модулю 2 в группах круговых единиц

Р. Ж. Алеев, О. В. Митина

Пусть G = 〈x〉 — циклическая группа порядка 8m = 2n > 16 (для порядков 2
и 4 тривиально, а для 8 всё известно) и V(ZG) — нормализованная группа единиц
целочисленного группового кольца ZG группы G. Пусть ζ — примитивный корень
степени 2n из 1; χ0 = 1G, χ1,. . . , χ2n−1 — неприводимые комплексные характеры
группы G, где χj(x

k) = ζjk для j, k ∈ {0, 1, . . . , 2n − 1}; ej — минимальный централь-
ный идемпотент комплексной групповой алгебры CG, соответствующий характеру χj .
Тогда групповым гомоморфизмом является отображение ϕ : V(ZG) → U(Z[ζ]), где

ϕ
(∑2n−1

k=0 βkek

)
= β1. Положим kerϕ = V0, σk — автоморфизм кругового поля Q(ζ),

продолжающий отображение ζ 7→ ζ2k+1. Пусть также

V1 =
{

1 +

4m−1∑

k=0

(σt(λ)− 1)e2k+1

∣∣∣λ ∈ U(Z[ζ])
}
∩V(ZG).

Тогда 〈x〉 × V0 × V1 — подгруппа конечного индекса в группе V(ZG) ([1]). В работе [2]
показано, что в силу локального соответствия Хигмана V1 изоморфна подгруппе

U = U(Z[ζ]) ∩ (1 + 2Z[ζ]) 6 U(Z[ζ]).

Теорема. Пусть tj = 1 + ζj + ζ−j + ζ2j + ζ−2j для любого натурального j. При
введённых выше обозначениях имеем

U > 〈t2m1 〉 ×
m−1∏

l=1

〈t2m−1
2l+1 t4m−2l−1〉 ×

n−3∏

k=1




2k−1−1∏

l=0

〈t2m−2k

2l+1 t2
k

2k−2l−1〉


 .

Гипотеза. Для круговых единиц [3] вместо знака > в теореме должно быть равен-
ство.

Тем самым в этой работе строится подгруппа группы V(ZG) значительно меньшего
индекса, чем подгруппа, построенная в [1].
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Обратимые элементы классовых колец характеров для группы Ru

Р. Ж. Алеев, М. И. Молодорич

Классовые кольца характеров группы были введены и изучены в [1]. Классовые
кольца характеров спорадических групп описаны в [3]. Единицы классовых колец ха-
рактеров, которые лежат в действительных квадратичных полях, описаны в [4]. Еди-
ницы классовых колец характеров групп Янко J1 и O’Нэна O′N , которые не лежат в
действительных квадратичных полях, описаны в [2]. Поэтому остаётся задача нахо-
ждения групп единиц таких классовых колец характеров спорадических групп, которые
не содержатся в квадратичных полях.

Лемма. Группа Рудвалиса Ru имеет следующие классовые кольца характеров,
которые не содержатся в квадратичных полях:

K1 = Z + 29 · 13 · 29AZ + 29 · 13 · 29BZ, K2 = Z + 29 · 53GZ + 29 · 53HZ, где

A = −ζ7 + ζ27 + ζ37 + ζ47 + ζ57 − ζ67 ,
B = ζ7 − ζ27 + ζ37 + ζ47 − ζ57 + ζ67 ,

G = ζ13 − ζ213 − ζ313 − ζ413 + ζ513 − ζ613 − ζ713 + ζ813 − ζ913 − ζ1013 − ζ1113 + ζ1213 ,

H = −ζ13 − ζ213 − ζ313 + ζ413 − ζ513 + ζ613 + ζ713 − ζ813 + ζ913 − ζ1013 − ζ1113 − ζ1213 .
Здесь ζ7 и ζ13 — примитивные корни из 1 степеней 7 и 13, соответственно.

Теорема.

(1) Группой единиц K1 является: U(K3) = 〈−1〉 ×
〈
A512·21〉×

〈
A512·17B512

〉
.

(2) Группой единиц K2 является:

U(K4) = 〈−1〉 ×
〈
(s1 + s5)7·512·25

〉
×
〈(

(s1 + s5)5(s2 + s3)
)512·25〉

,

где si = ζ13 + ζ−i
13 для i ∈ {1, 2, 3, 5}.

Следствие. Неизвестны группы единиц классовых колец характеров только сле-
дующих спорадических групп:

J3, J4, Ly.
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Основы теории многообразий нильпотентных MR-групп

М. Г. Амаглобели, В. Н. Ремесленников

Понятие степенной R-группы (R-произвольное ассоциативное кольцо с единицей)
введено Р. Линдоном в [1]. В [2] А. Г. Мясников и В. Н. Ремесленников уточнили поня-
тие R-группы, введя дополнительную аксиому. В частности, новое понятие степенной
MR-группы является непосредственным обобщением понятия R-модуля на случай не-
коммутативных групп. В [3] изложены основы теории многообразий нильпотентных
MR-групп и проведено сравнение различных определений нильпотентности в этой ка-
тегории. Получены следующие результаты.

Теорема 1. 1) R-коммутант γ1(G) степенной MR-группы G как вербальная MR-
подгруппа порождается коммутатором x−1y−1xy; 2) если R-поле, то γ1(G) как вербаль-
ная MR-подгруппа порождается α-коммутатором (x, y)α = y−αx−α(xy)α (если α = −1,
то α-коммутатор (x, y)α совпадает с обычным коммутатором [y−1, x−1]).

Теорема 2. Существует взаимно-однозначное соответствие между решеткой дву-
сторонних идеалов кольцаR и решеткой вербальныхMR-подгрупп свободногоR-модуля.
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Об одном представлении виртуальных кос автоморфизмами

В. Г. Бардаков, М. В. Нещадим

Одним из обобщений группы кос Bn является группа виртуальных кос V Bn (см.
[3], [4]), играющая ту же роль в теории виртуальных узлов, какую группа Bn играет в
теории классических узлов. Представление Артина Bn −→ Aut(Fn) в группу автомор-
физмов свободной группы Fn = 〈x1, x2, . . . , xn〉 позволяет решить проблему равенства
слов в группе кос, построить линейное представление группы кос (представление Бу-
рау), линейное представление группы крашеных кос (представление Гасснера), найти
группу классического зацепления и т. д. (см. [2]).

Возникает естественный вопрос о существовании аналогов представления Артина
для группы V Bn. В работе [1] собраны известные представления такого рода, а также
построено представление, обобщающее ранее известные.

На конференции в Даляне (2016) С. Камада сообщил первому автору некоторое
представление группы V Bn, которое формально является более общим, чем предста-
вление ϕM из [1]. Мы доказываем что, на самом деле, оно равносильно представлению
ϕ̃M , построенному в [1]. Под равносильными мы понимаем представления, ядра кото-
рых совпадают.

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (грант 16-11-10073).
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Автоморфизмы дистанционно регулярного графа с массивом пересечений

{176, 150, 1; 1, 25, 176}
И. Н. Белоусов, А. А. Махнев

В работе [1] доказано, что дистанционно регулярный граф, в котором окрестности
вершин – сильно регулярные графы без треугольников со вторым собственным значе-
нием 3 имеют массив пересечений {176, 150, 1; 1, 25, 176}.

Теорема. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересе-
чений {176, 150, 1; 1, 25, 176}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и
Ω = Fix(g). Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 23, 59} и выполняется одно из утверждений:

(1) Ω — пустой граф, α2(g) = 6α1(g) и либо p = 59, α1(g) = 117 и α3(g) = 0, либо
p = 7, α1(g) = 175− 14n и α3(g) = 98n+ 14, либо p = 3, α1(g) = 177 и α3(g) = 0;

(2) Ω является t-кликой, α2(g) = 6α1(g), либо p = 3, t = 3m, m ≤ 4, α3(g) = 18m и
α1(g) = 177− 3m, либо p = 2, t = 2m+ 1, m = 4, 5, α3(g) = 12m+ 6 и α1(g) = 177− 3m;

(3) Ω является s-кокликой, p = 2, s = 7, α2(g) = 6α1(g) и α1(g) = 176;
(4) Ω содержит по s вершин в t антиподальных классах и либо

(i) p = 23, подграф Ω является дистанционно регулярным с массивом пересечений
{15, 12, 1; 1, 2, 15}, либо

(ii) p = 11, Ω — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {22, 18, 1;
1, 3, 22}, либо

(iii) p = 5, s = 7 и t = 2, 7, 12, 17, 22 или s = 2 и t = 2, 7, ..., 47, либо
(iv) p = 3, s = 7 и t = 9, 12, ..., 24, причем в случае t = 9 подграф Ω дистанционно

регулярен с массивом пересечений {8, 6, 1; 1, 1, 8} или s = 4 и t = 3, 6, ..., 42, или s = 1 и
t = 3, 6, 9, 12, либо

(v) p = 2, s = 7 и t = 9, 11, ..., 25, причем в случае t = 9 подграф Ω дистанционно
регулярен с массивом пересечений {8, 6, 1; 1, 1, 8} или s = 5 и t = 3, 5, ..., 35, или s = 3 и
t = 3, 5, ..., 57, или s = 1 и t = 9, 11.

Следствие. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений
{176, 150, 1; 1, 25, 176}. Тогда группа G = Aut(Γ) действует интранзитивно на множе-
стве вершин графа Γ.

Работа выполнена при поддержке РНФ, проект 14-11-00061.
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Автоморфизмы дистанционно регулярного графа с массивом пересечений

{243, 220, 1; 1, 4, 243}
В. В. Биткина

Дж. Кулен предложил задачу классификации дистанционно регулярных графов, в
которых окрестности вершин сильно регулярны со вторым собственным значением, не
большим заданного натуральнього числа t. Решение задачи Кулена разбивается на два
этапа: перечисление массивов пересечений графов и изучение возможных автоморфиз-
мов графов с полученными массивами пересечений. На данный момент первый этап
решения задачи Кулена завершен для t = 4. Пусть u — вершина графа Γ и d(Γ) ≥ 3.
Тогда

(1) [u] — неисключительный граф и либо Γ — граф Джонсона J(12, 6) или его стан-
дартное частное, либо [u] — дополнение псевдогеометрического графа для pG5(10, 4) и Γ
— граф Тэйлора, либо [u] — граф в половинном случае с параметрами (4l+1, 2l, l−1, l),
l ∈ {13, 15, 16, 18, 20} и Γ — граф Тэйлора;

(2) [u] — исключительный псевдогеометрический граф для pGs−4(s, t) и либо s = 8
и Γ — граф Тэйлора, либо s = 6, t = 1 и Γ — половинный 8-куб, либо s = 5, t = 3 и Γ
— граф с массивом пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96};

(3) [u] — исключительный непсевдогеометрический граф и либо [u] имеет параме-
тры (27, 16, 10, 8), (63, 32, 16, 16), (135, 64, 28, 32), (189, 88, 37, 44), (243, 112, 46, 56), (279,
128, 52, 64) или (351, 160, 64, 80) и Γ — граф Тэйлора, либо Γ — граф с массивом пере-
сечений {85, 70, 1; 1, 14, 85}, {169, 112, 1; 1, 56, 169}, {204, 175, 48, 1; 1, 12, 175,
204}, {204, 175, 20; 1, 20, 170}, {243, 220, 1; 1, 22, 243}, {243, 220, 1; 1, 4, 243}, {289, 216,
1; 1, 72, 289}, {325, 270, 1; 1, 54, 325}, {441, 352, 1; 1, 88, 441}), {505, 420, 1; 1, 84, 505}, {625,
520, 1; 1, 104, 625}.

Второй этап решения задачи Кулена для t = 4 только начинается. Найдены авто-
морфизмы графа с массивами пересечений {96, 75, 16, 1; 1, 16, 75, 96} (Ефимов К.С., Мах-
нев А.А.), {85, 70, 1; 1, 14, 85} (Исакова М.М., Махнев А.А., Токбаева А.А.), {204, 175, 48,
1; 1, 12, 175, 204} (Махнев А.А., Нирова М.С., Падучих Д.В.), {243, 220, 1; 1, 22, 243} (Бит-
кина В.В., Гутнова А.К., Махнев А.А.). В данной работе найдены возможные автомор-
физмы графа с массивом пересечений {243, 220, 1; 1, 4, 243}.

Теорема. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений
{243, 220, 1; 1, 4, 243}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g)
пересекает t антиподальных классов по s вершинам. Тогда π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7, 11, 61} и
либо Ω — пустой граф, p = 2, 7, 61, либо s = 1, p = 5, 11 или t = 1, p = 3, либо s, t > 1,
p = 2, 3.

Следствие. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пере-
сечений {243, 220, 1; 1, 4, 243}. Тогда группа G = Aut(Γ) действует интранзитивно на
множестве вершин графа Γ.
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О периодической части группы Шункова, насыщенной прямыми
произведениями конечных элементарных абелевых 2-групп и группы U3(2n)

А. А. Брит, К. А. Филиппов, А. С. Федосенко

Пусть ℜ— множество групп. Будем говорить, что группа G насыщена группами из
ℜ, если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной
некоторой группе из ℜ [1].

Напомним, что группа G (сопряженно бипримитивно конечная группа в определе-
нии В.П. Шункова [2]) называется группой Шункова, если для любой конечной под-
группы H ≤ G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого
порядка порождают конечную группу.

Отметим, что группа Шункова, порожденная элементами конечных порядков, не
обязана быть периодической. Примеры таких смешанных групп существуют уже в
классе разрешимых групп [3].

Пусть In — прямое произведение n экземпляров группы порядка 2.
Доказана следующая
Теорема. Бесконечная группа Шункова G, насыщенная группами из множества

ℜ = {U3(q)×In|n = 1, 2, ...}, где q = 2k – фиксированное число, обладает периодической
частью, которая локально конечна и изоморфна U3(q)× I, где I — бесконечная группа
периода 2.

Работа выполнена при финансовой поддержке Краевого государственного автоном-
ного учреждения «Красноярский краевой фонд поддержки научной и научно-технической
деятельности».
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О линейности восходящих HNN-расширений почти полициклических
групп

О. В. Брюханов

Изучению различных свойств фундаментальных групп 3-многообразий посвящено
большое количество исследований, обзор которых приведён в [4]. В частности, в [4] от-
мечено, что каждая фундаментальная группа 3-многообразия является почти p-аппрок-
симируемой для почти всех простых p. Кроме того различные фундаментальные группы
многообразий возникают как некоторые HNN -расширения. Так D.T. Wise и T. Hsu [2]
показали финитную аппроксимируемость восходящих HNN -расширений почти поли-
циклических групп. В свою очередь, в [3] исследован вопрос о линейной представимости
над кольцом целых чисел Z произвольных (не восходящих) HNN -расширений конечно
порождённых абелевых групп и линейность нескольких частных случаев данныхHNN -
расширений конечно порождённых линейных групп.

В представленной работе показано, что восходящие HNN -расширения почти по-
лициклических групп изоморфно представимы матрицами над полем рациональных
чисел Q, и уже из этого, по известным теоремам А.И. Мальцева [1], следует финитная
аппроксимируемость данных групп и их почти p -аппроксимируемость для почти всех
простых p.

Теорема 1. Пусть G— почти полициклическая группа, ϕ— мономорфизм группы
G, тогда восходящее HNN -расширение группы G

HNNϕ(G) = 〈G, t|t−1gt = ϕ(g), g ∈ G〉
изоморфно представимо матрицами над полем рациональных чисел Q.

Кроме того, если HNNϕ1,...,ϕn
(G) — группа полученная из группы G последова-

тельным выполнением восходящих HNN -расширений, где мономорфизмы

ϕ1 ∈ End(G), . . . , ϕn ∈ End(HNNϕ1,...,ϕn−1(G)),

то верно утверждение.
Теорема 2. Пусть G — почти полициклическая группа, тогда голоморф её HNN -

расширения HNNϕ1,...,ϕn
(G) изоморфно представим матрицами над полем рациональ-

ных чисел Q.
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2-Замкнутость рациональных чисел в квазимногообразиях нильпотентных
групп

А. И. Будкин

Настоящая работа посвящена исследованию доминионов в квазимногообразиях ниль-
потентных групп.

Пусть M — произвольное квазимногообразие групп. В этом случае для любой
группы G изM и её подгруппы H доминион domM

G (H) подгруппы H в G (вM) опре-
деляется так:

domM
G (H) = {a ∈ G | ∀M ∈M ∀f, g : G→M, если f |H= g |H , то af = ag}.

Здесь, как обычно, через f, g : G → M обозначены гомоморфизмы группы G в группу
M , через f |H — ограничение f на H.

Группа H называется n-замкнутой в классе M, если для любой группы G =
gr(H, a1, . . . , an) изM, содержащей H и порожденной по модулю H подходящими n эле-
ментами, справедливо равенство: domM

G (H) = H. Исследованию n-замкнутых групп в
квазимногообразиях нильпотентных групп посвящены статьи [1, 2, 3].

Теорема. ПустьM — произвольное квазимногообразие нильпотентных групп без
кручения ступени не выше трех, Q — аддитивная группа рациональных чисел. Тогда
группа Q 2-замкнута вM.
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О конечных группах с тремя заданными подгруппами

А. Ф. Васильев, Т. И. Васильева, К. Л. Парфенков

Рассматриваются только конечные группы. Пусть группа G имеет три подгруппы
A, B и C, чьи индексы попарно взаимно просты в G. Хорошо известно, что если
A, B, и C абелевы, то и сама G абелева. Как устновили Виландт и Кегель, группа G
сохраняет свойство разрешимости (нильпотентности) в случае разрешимости (соответ-
ственно нильпотентности) подгрупп A, B и C. С другой стороны, сверхразрешимость
A, B и C уже не влечет в общем случае сверхразрешимость самой группы G. В ра-
ботах [1, 2] был найден ряд достаточных условий сверхразрешимости группы G со
сверхразрешимыми подгруппами A, B и C.

Проблема. Пусть F — непустой класс групп (формация, класс Фиттинга, класс
Шунка). Найти строение группы G, имеющей три F-подгруппы (сверхразрешимые
подгруппы), чьи индексы попарно взаимно просты в G.

Пусть F — непустая формация. Подгруппа H группы G называется F-субнормаль-
ной в G, если либо H = G, либо существует максимальная цепь подгрупп H = H0 <
H1 < · · · < Hn = G такая, что HF

i ≤ Hi−1 для i = 1, . . . , n.
В [3] был введен класс групп wF = (G |π(G) ⊆ π(F) и всякая силовская подгруппа

из G является F-субнормальной в G). В [3, 4] установлены свойства класса wF. В [5]
исследован класс wU для формации U всех сверхразрешимых групп.

Теорема. Если F — наследственная насыщенная формация разрешимых групп и
группа G имеет три F-подгруппы, чьи индексы попарно взаимно просты в G, то G
является wF-группой.

Следствие 1. Если метанильпотентная группа G имеет три сверхразрешимые
подгруппы, чьи индексы попарно взаимно просты в G, то G сверхразрешима.

Следствие 2 [1]. Если группа G имеет три сверхразрешимые подгруппы, чьи
индексы попарно взаимно просты в G, и коммутант G′ нильпотентен, то G сверхраз-
решима.
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Определяемость группы кольцами расщепления

С. В. Вершина

Рассматривается категория p-локальных групп без кручения. Абелева группа на-
зывается p-локальной, если она является модулем над кольцом дискретного нормиро-
вания Zp — локализации целых чисел относительного простого p. Подполе K поля p-
адических чисел Q̂p называется полем расщепления для группы A, если R⊗A ∼= F ⊕D,
где R = K ∩ Ẑp, F — свободный R-модуль, D — делимый R-модуль, Ẑp — кольцо
целых p-адических чисел. Кольцо R, в этом случае, называется кольцом расщепления
группы A.

Теорема. Для неразложимой редуцированной p-локальной группы A без кручения
с квадратичным полем расщепления следующие утверждения эквивалентны:

(1) группа A определяется своим кольцом расщепления с точностью до изомор-
физма;

(2) p-ранг группы A равен 1;
(3) кольцо эндоморфизмов E(A) группы A изоморфно кольцу расщепления груп-
пы A;

(4) кольцо E(A) является E-кольцом.

Теорема является ответом на открытый вопрос номер 3 в статье [1] для указанного
класса групп.
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Об определяемости однородных вполне разложимых факторно делимых

групп своими группами автоморфизмов

В. К. Вильданов

Будем говорить, что группа A определяется своей группой автоморфизмов в классе
групп X, если из Aut(A) ∼= Aut(B), где B ∈ X, всякий раз следует, что A ∼= B.

Вопрос определяемости факторно делимой группы ранга 1 в классе всех таких групп
рассмотрен в работе [1]. Получен критерий определяемости факторно делимой группы
ее группой автоморфизмов в классе всех факторно делимых групп. Класс всех факторно
делимых групп ранга 1 обозначим через QD1.

Определение. Будем говорить, что конечная циклическая группа A слабо опреде-
ляется своей группой автоморфизмов, если для любой конечной циклической группы
B ≇ A из условия AutA ∼= AutB следует, что число ненулевых компонент Bp группы
B больше, чем число ненулевых компонент Ap группы A.

Теорема 1. [1] Группа A ∈ QD1 определяется своей группой автоморфизмов в

классе QD1 тогда и только тогда, когда t(A) — циклическая группа (возможно, нуле-
вая), слабо определяющаяся своей группой автоморфизмов, и pA 6= A для всех p ∈ P

таких, что Ap = 0.
Назовем группу G однородной вполне разложимой факторно делимой группой, если

G =
⊕

nA, где A ∈ QD1. Класс всех таких групп обозначим QD∗.
Теорема 2. Группа G =

⊕
nA ∈ QD∗, определяется своей группой автоморфизмов

в классе QD∗, если группа A определяется в классе QD1 своей группой автоморфизмов.
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О признаках модулярности решеток классов Фиттинга

Н. Н. Воробьев

Все рассматриваемые группы конечны. Мы будем использовать терминологию из
[1, 2, 3].

В теории формаций известен результат А.Н. Скибы [1] о том, что решетка всех
формаций модулярна. Однако вопрос о модулярности решетки всех классов Фиттинга
до настоящего времени остается открытым (см. [4, проблема 14.47]).

Найдены условия, при которых достаточно обширные семейства классов Фиттинга
удовлетворяют модулярному тождеству.
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Симметрия конечных кристаллов

Р. М. Гарипов

Чтобы теоретически вычислить экспериментальные картинки Шехтмана, недоста-
точно задать обобщённый ряд Фурье, инвариантный относительно группы самосовме-
щений додекаэдра. Надо ещё знать уравнение взаимодействия квазикристалла и элек-
тронной волны. Мы добавим в уравнение Клейна—Гордона для квазикристалла слага-
емые, содержащие волну де Бройля электронов, а в уравнение Клейна—Гордона элек-
тронов включим слагаемые, содержащие волну де Бройля квазикристалла. Получится
замкнутая система нелинейных уравнений. Эти дополнительные слагаемые берутся не
с потолка, а единственным образом определяются условиями:

1) Если занулить волну де Бройля квазикристалла, то получится уравнение Клей-
на—Гордона электронов (равенство 0 = 0 надо отбросить), а если занулить волну де
Бройля электронов, то получится уравнение Клейна—Гордона квазикристалла.

2) Полученная система уравнений релятивистски инвариантна.
3) Имеет место закон сохранения энергии.
При выборе волны де Бройля (т. е. решения уравнения Клейна—Гордона) для

квазикристалла возникает проблема. Если атомы квазикристалла предположить ней-
тральными, то волна де Бройля будет вещественной функцией и не получится со-
впадения с экспериментом. Квазикристалл следует считать состоящим из неподвиж-
ных электрически положительно заряженных ионов и примеси малоподвижных отри-
цательно заряженных ионов. Такой выбор более соответствует физическому смыслу
задачи. Тогда расчёты полностью согласуются с экспериментальными результатами
Шехтмана.
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Об индуцированных структурах на трансверсалях к подгруппе группы и

гипергруппах над группой

С. Г. Далалян

Пусть G - произвольная группа, H - ее подгруппа, M - трансверсаль к подгруппе
H. Определяются отображения

Φ : M ×H →M, Φ(a, α) := aα; Ψ : M ×H → H, Ψ(a, α) := aα;

Ξ : M ×M →M, Ξ(a, b) := [a, b]; Λ : M ×M → H, Λ(a, b) := (a, b)

соотношениями
a · α = aα · aα, a · b = (a, b) · [a, b].

Доказывается, что они обладают следующими свойствами.
(P1) Отображение Ξ определяет на M структуру правой квазигруппы с левым

нейтральным элементом o.
(P2) Отображение Φ является правым действием группы H на множество M .
(P3) Отображение Ψ переводит подмножество {o} ×H на H.
(P4) Система отображений Ω = (Φ,Ψ,Ξ,Λ) подчиняется соотношениям:

(A1) a(α · β) = aα · aα

β,

(A2) [a, b]α = [a
bα, bα],

(A3) (a, b) ·[a,b] α = a(bα) · (abα, bα),

(A4) [[a, b], c] = [a(b,c), [b, c]],

(A5) (a, b) · ([a, b], c) = a(b, c) · (a(b,c), [b, c]),

На основании системы структурных отображений Ω и условий (P1–P4) вводится поня-
тие гипергруппы над группой. Оно объесиняет, в частности, понятия группы, фактор-
группы, тела, линейного пространства над телом. Вводится конструкция, так называ-
емого, точного произведения, ассоциированного с гипергруппой над группой, которая
обобщает полупрямое произведение групп и общее произведение групп в смысле Б. Ней-
мана. Доказывается, что любая гипергруппа над группой, с точностью до изоморфизма,
может быть получена вышептиведенной стандартной кострукцией из некоторой тройки
(G,H,M).
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Некоторые свойства 2-упорядоченных групп

А. И. Забарина, А. А. Тоболкин, Е. А. Фомина

Группа G с заданным на ней двумерным порядком ζ [1], согласованным с групповой
операцией, называется двумерно упорядоченной группой.

Пусть 〈G, ·, ζ〉 — двумерно упорядоченная группа.
Теорема 1. Z(G) — изолированная подгруппа группы G.
Следствие 1. T (G) ⊳ G.
Следствие 2. Пусть G — периодическая 2-упорядоченная группа. Тогда G —

абелева циклически упорядоченная группа.
В частности, каждая конечная 2-упорядоченная группа является циклической.
Следствие 3. Каждая неабелева 2-упорядоченная группа является бесконечной.
Следствие 4. В неабелевой 2-упорядоченной группе существует порождающее

множество, порядок каждого из элементов которого бесконечен.
Теорема 2. Пусть J = {x ∈ G|x2 = e}. Тогда |J | 6 2.
Теорема 3. Пусть n ∈ N и H = {x ∈ G|xn = e}. Если подгруппа H — невыро-

жденная, то |H| 6 n.
Приведем примеры 2-упорядоченных групп.

(1) Аддитивная и мультипликативная группы комплексных чисел с естественной
ориентацией (со стандартным 2-порядком): 〈C,+, η〉, 〈C∗, ·, η〉 и их подгруппы.

(2) Каждая циклически упорядоченная группа является двумерно упорядоченной [2].
В частности, линейно упорядоченную группу можно двумерно упорядочить.

(3) Пусть 〈Γ, ·,6〉 — линейно упорядоченная группа. На группе T0 × Γ построен
2-порядок, отличный от стандартного порядка η на T0 ×R+ [3].

(4) Пусть F — вещественно замкнутое поле, F+ — множество всех его ненулевых
квадратов, G = 〈(F+)2, ·〉. Используя свойство полноты вещественно замкну-
того поля, группу G можно двумерно упорядочить.
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Прямые 2-упорядоченной группы

А. И. Забарина, Е. А. Фомина

Пусть x, y, z есть точки плоскости R2, функция η(x, y, z) — естественная ориен-
тация плоскости R2. Если для множества A ⊂ M, |A| 6 5 существует инъективное
отображение φ : A→ R2, такое, что:

∀x, y, z ∈ A (ζ(x, y, z) = η(φ(x), φ(y), φ(z))),

то говорят, что φ есть реализация множества A в плоскости R2 или что множество
A реализуемо в R2.

Если каждое множество A⊂M, |A|65 реализуемо в R2, то пара 〈M, ζ〉 называется
двумерно упорядоченным множеством, функция ζ — функцией двумерного порядка на
множестве M [1].

Группа с заданным на ней двумерным порядком, согласованным с групповой опе-
рацией, называется двумерно упорядоченной группой.

Пусть 〈M, ζ〉 есть 2-упорядоченное множество [1], a, b ∈ M ; a 6= b. Множество
всех таких x ∈ M , что ζ(a, b, x) = 0, называется прямой, проходящей через a и b,
и обозначается la,b [1].

Теорема 1. Прямая le,a является подгруппой 2-упорядоченной группы 〈G, ·, ζ〉,
тогда и только тогда, когда она замкнута относительно возведения в квадрат
своих элементов.

Следствие 2. Прямая le,a является подгруппой 2-упорядоченной группы 〈G, ·, ζ〉,
тогда и только тогда, когда a−1 ∈ le,a.
Следствие 3. Пусть a ∈ Z(G), a−1 ∈ le,a. Тогда le,a ⊳ G.
Следствие 4. Пусть α — инволюция группы G. Тогда le,a ⊳ G.

Следствие 5. Пусть x 6= e, y 6= e, x, y, xy ∈ le,a. Тогда le,a < G.

Пусть a ∈ G. Рассмотрим прямую le,a. Пусть c ∈ G \ le,a. Положим:

∀x, y ∈ le,a(x < y ⇔ ζc(x, y) = ζ(c, x, y) = 1).

Известно [1], что функция ζc задаёт на прямой le,a отношение линейного порядка.

Теорема 6. Пусть 〈G, ·, ζ〉 — 2-упорядоченная группа, o(α) = 2. Тогда суще-
ствует такой элемент c ∈ G \ le,α, что если

P = {x ∈ le,α|ζc(e, x) > 0}, H = P ∪ P−1,

то 〈H, ·, ζc〉 — линейно упорядоченная группа.
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О вложении центральных расширений в подстановочные сплетения

А. В. Заварницин

Конечная группа G = PSL2(q), q нечётно, естественно действует подстановками на
проективной прямой порядка q+1. В [1] была поставлена проблема вложимости группы
SL2(q) в соответствующее подстановочное сплетение групп Z/2Z и G. В работе [2] до-
казано, что вложение имеет место тогда и только тогда, когда q ≡ −1 (mod 4). Обоб-
щение этой проблемы на произвольные группы PSLn(q) и их центральные накрытия с
ядром простого порядка изучалось в [3].

В настоящей работе исследуется следующая более общая проблема. Пусть G —
конечная группа, Ω — конечное множество и ρ : G → Sym(Ω) — подстановочное пред-
ставление. Для ω ∈ Ω обозначим через St(ω) стабилизатор ω в G. Пусть A — ком-
мутативное кольцо простой характеристики p. Рассмотрим (правый) подстановочный
AG-модуль V соответствующий ρ с базисом Ω и его подмодуль

0→ I → V, (1)

порождённый элементом ω0 =
∑

ω∈Ω ω. Ясно, что I ∼= A — главный AG-модуль, где
изоморфизм задаётся отображением α : ω0 7→ 1. Пусть G⋌ V — естественное полупря-
мое произведение. Предположим также, что имеется центральное расширение

1→ A
ι→ H

π→ G→ 1,

т. е. Im ι 6 Z(H), где мы отождествляем кольцо A с его аддитивной группой A+. Бу-
дем говорить, что подгруппа S 6 G поднимается в H, если полный прообраз Sπ−1

расщепляется над Im ι. Расширение H называется подрасширением в G ⋌ V , соот-
ветствующим вложению (1), если существует вложение β : H → G ⋌ V такое, что
коммутативна следующая диаграмма

1 −→ A
ι−→ H

π−→ G −→ 1

↓ α ↓ β ‖
1 −→ V −→ G⋌ V −→ G −→ 1,

где мы отождествляем модуль I с его образом в V . Главным результатом является
Теорема. Если в обозначениях выше центральное расширение H является под-

расширением в G⋌ V , соответствующим вложению (1), то St(ω) поднимается в H для
любого ω ∈ Ω.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-
21-00065).
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О обобщенных сплетениях m-групп

А. В. Зенков, О. В. Исаева

Напомним, что m-группой называется алгебраическая система G сигнатуры m =
〈·, e,−1 ,∨,∧, ∗〉, где 〈G, ·, e,−1 ,∨,∧〉 является ℓ-группой и одноместная операция ∗ есть
автоморфизм второго порядка группы 〈G, ·, e,−1 〉 и антиизоморфизм решетки 〈G,∨,∧〉,
т.е. для любых x, y ∈ G верны соотношения

(xy)∗ = x∗y∗, (x∗)∗ = x, (x ∨ y)∗ = x∗ ∧ y∗, (x ∧ y)∗ = x∗ ∨ y∗.
В дальнейшем m-группу G с отмеченным автоморфизмом ∗ записываем как пару

(G,∗ ). Будем говорить [1], что m-группа (G,∗ ) представима порядковыми подстанов-
ками линейно упорядоченного множества Ω, если G ⊆ Aut(Ω) и (g)∗ = aga для любого
g ∈ G, где a-реверсивный автоморфизм Ω. Этот факт будем записывать в виде (G,Ω, a).
Пусть L = {w ∈ Ω | (w)a > w}, R = {(ℓ)a | ℓ ∈ L}, o-точка Ω, неподвижная относительно
действия a. Отметим, что существуют представления не содержащие неподвижной

точки.Тогда Ω = L
←−⋃{o}ε←−⋃R, где ε = 1, если Ω содержит неподвижную точку и ε = 0

в противном случае. Представление (G,Ω, a) назовем m-транзитивным, если для всех
w,w′ ∈ Ω, быть может за исключением точки o, существует такой x ∈ G∗ = gr.(G, a),
что (w)x = w′. Фраза ”‘быть может за исключением точки o” означает, что ее стаби-
лизатор StG(o) = G.

Отношение эквивалентности Θ, определенное на Ω, будем называть отношением
m-эквивалентности (m-конгруэнтности), если оно является выпуклым и wΘw′ ⇔
(w)xΘ(w′)x для любого x ∈ G∗. Следующие m-эквиавалентности назовем тривиаль-
ными: A) эквивалентность, когда все классы эквивалентности одноэлементны; B) экви-
валентность, когда все классы эквивалентности двухэлементны; C) эквивалентность,
имеющая три (либо два) класса эквивалентности L, o,R (L,R); D) эквивалентность,
имеющая единственный класс эквивалентности Ω. Представление m-примитивно, если
оно не допускает нетривиальной m-эквивалентности. Ранее первым автором в [2] была
предложена конструкция сплетения двух представленийm-групп и доказано, что всякое
m-транзитивное представление вложимо в сплетение двух подходящихm-транзитивных
представлений, если только на исходном представлении определена некоторая конгру-
энция.

В работе предлагается конструкция обобщенного сплетения линейно упорядочен-
ного множества m-групп подстановок и доказывается, что m-транзитивная группа под-
становок вложима в обобщенное сплетение своих примитивных компонент.

Список литературы

[1] Giraudet M., Rachunek J., Varieties of half lattice-ordered groups of monotonic permutations of

chains // Czech.Math.J, V.49, 124, 1999, 743–766.
[2] Зенков А. В., Сплетения групп монотонных подстановок // Сиб.матем.журнал, Т.52, 6, 2011, 1264–

1270.

Алтайский Государственный Аграрный Университет, Барнаул
E-mail: alexey zenkov@yahoo.com

Алтайский Государственный Университет, Барнаул

E-mail: isaeva@econ.asu.ru

85

mailto:alexey_zenkov@yahoo.com
mailto:isaeva@econ.asu.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория групп

О пересечениях примарных подгрупп в конечных группах с цоколем

O+(2n, 2)

В. И. Зенков

В работе автора [1, теорема В] было доказано, что в конечной группе
Aut(O+(2n, 2)), n > 2, для любой силовской 2-подгруппы и любой сопряженной с ней
их пересечение неединично. В данной работе для групп с цоколем O+(2n, 2), n > 2,
приводится описание всех пар примарных подгрупп с этим свойством. Для этого в
конечной группе G для подгрупп A и B этой группы определим подгруппу minG(A,B),
порожденную всеми пересечениями вида A∩Bg для некоторого элемента g ∈ G, порядок
которых минимален. Кроме того,согласно [2,с.XIY], группа O+(2n, 2) как группа лиева
типа обладает графовым автоморфизмом t порядка два, нормализующим параболиче-
скую подгруппу P с фактором Леви L(n − 1, 2), на котором t действует тривиально.
Зафиксируем введенные обозначения и используем их для формулировки теорем. До-
казаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть G = Aut(O+(2n, 2)), n > 2 и S — силовская 2-подгруппа из G,
содержащая силовскую подгруппу из P . Тогда minG(S, S) = O2(P )〈t〉.

Теорема 2. Пусть G — конечная группа с цоколем O+(2n, 2), n > 2, A и B —
примарные подгруппы из G и S — силовская 2-подгруппа из G. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) minG(A,B) > 1;
(2) G = Aut(O+(2n, 2)), n > 2 и, с точностью до сопряжения, каждая из подгрупп

A и B является надгруппой minG(S, S).
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О ядре системного нормализатора конечной разрешимой группы

С. Ф. Каморников

Рассматриваются только конечные разрешимые группы.
В ”Коуровской тетради” под номером 17.39 Л.А. Шеметковым и А.Ф. Васильевым

сформулирована следующая задача:
Существует ли натуральное число n такое, что гиперцентр каждой конечной

разрешимой группы совпадает с пересечением n системных нормализаторов этой
группы? Каково наименьшее число n с этим свойством?

В данной работе эта задача решается в случае, когда группа имеет тривиальную
подгруппу Фраттини.

Теорема. Пусть D — системный нормализатор конечной разрешимой группы G.
Если Φ(G) = 1, то найдутся такие элементы x, y ∈ G, что D ∩Dx ∩Dy = Z∞(G).

Напомним, что нормальная подгруппа N группы G называется гиперцентральной,
если любой главный фактор группы G, расположенный ниже N , является центральным
в G. Произведение гиперцентральных нормальных подгрупп группы G является ее ги-
перцентральной нормальной подгруппой. Поэтому группа G обладает единственной
максимальной нормальной гиперцентральной подгруппой, которая называется гипер-
центром и обозначается Z∞(G).

Отметим, что в конечной разрешимой группе G, обладающей единичной подгруп-
пой Фраттини, всегда имеет место равенство Z∞(G) = Z(G). Поэтому справедливо

Следствие 1. Пусть D — системный нормализатор конечной разрешимой группы
G. Если Φ(G) = 1, то найдутся такие элементы x, y ∈ G, что D ∩Dx ∩Dy = Z(G).

Следствие 2. Пусть D — системный нормализатор конечной разрешимой группы

G. Если Φ(G) = 1, то справедливы неравенства |D| ≤ 3

√
|G|2 · |Z(G)| и |D/Z(G)| ≤

|G : D|2 .
Следствие 3. Пусть D — системный нормализатор конечной разрешимой группы

G. Если Φ(G) = 1 и Z(G) = 1, то справедливы неравенства |D| ≤ 3

√
|G|2 и |D| ≤

|G : D|2.
В случае, когда подгруппа Фраттини конечной разрешимой группы не тривиальна,

вопрос 17.39 остается открытым.
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Абелевы MT -группы

Е. И. Компанцева

Умножением на абелевой группе G называется гомоморфизм µ : G ⊗ G −→ G.
Группа G с заданным на ней умножением называется кольцом на группе G. В [1] пока-
зано, что любое умножение на периодической абелевой группе полностью определяется
попарными произведениями образующих элементов ее базисной подгруппы, что дает
удобный метод построения колец на периодических группах. В связи с этим при из-
учении свойств колец на смешанных абелевых группах особый интерес представляют
группы, любое умножение на периодической части которых однозначно продолжается
до умножения на всей группе. Такие группы называют MT -группами, проблема их
изучения была сформулирована в [2]. Класс MT -групп достаточно широк, в нем со-
держатся, например, урегулированные копериодические группы и их вполне характе-
ристические подгруппы, ему принадлежат также так называемые SI-группы [3].

В настоящей работе для каждой смешанной абелевой группы G определяется сер-
вантная вполне характеристическая подгруппа G∗

Λ, содержащая подгруппу G∗ [4] и пе-
риодическую часть T (G) группы G. Известно [1], что если Λ(G) – множество простых
чисел p таких, что p-примарная компонента группы G отлична от нуля, то подгруппа⋂
p∈Λ(G)

pT (G) – абсолютный ниль-идеал группы G, то есть подгруппа, являющаяся ниль-

идеалом в любом кольце на G. При этом существуют абелевы группы G, в которых⋂
p∈Λ(G)

pT (G) – наибольший абсолютный ниль-идеал. В MT -группах G наибольший

абсолютный ниль-идеал может быть значительно больше подгруппы
⋂

p∈Λ(G)

pT (G).

Теорема 1. В любой MT -группе G подгруппа
⋂

p∈Λ(G)

pG∗
Λ является наибольшим

абсолютным ниль-идеалом.
Теорема 2. Если G является MT -группой, то G = G∗

Λ или подгруппа G
∗
Λ имеет

более чем счетный индекс в группе G.
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Усиленная версия гипотезы Симса для групп с простым цоколем

классического лиева типа

А. С. Кондратьев, В. И. Трофимов

В середине 1960-х годов Ч. Симс выдвинул следующую гипотезу: порядок ста-
билизатора точки в конечной примитивной группе подстановок ограничен сверху

функцией от длины любой орбиты этого стабилизатора на остальных точках. До
классификации конечных простых групп эта гипотеза была подтверждена только в
некоторых частных случаях. С помощью классификации конечных простых групп ги-
потеза Симса была доказана в [1] .

Для конечной группы G, ее подгруппM1 иM2 и любого натурального числа i по ин-
дукции определим подгруппы (M1,M2)i и (M2,M1)i, полагая (M1,M2)1 = (M1∩M2)M1 ,
(M2,M1)1 = (M1 ∩M2)M2 , (M1,M2)i+1 = ((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M1 и (M2,M1)i+1 =
((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M2 . В [2] авторы получили следующую усиленную версию гипо-
тезы Симса: если G — конечная группа и M1, M2 — различные сопряженные макси-
мальные подгруппы в G, то подгруппы (M1,M2)6 и (M2,M1)6 совпадают и нормальны
в G. Представляется интересной задача описания множества Π всех троек (G,M1,M2)
таких, что G — конечная группа и M1, M2 — различные сопряженные максимальные
подгруппы в G, (M1)G = (M2)G = 1 и 1 < |(M1,M2)2| ≤ |(M2,M1)2|. При этом тройки
(G,M1,M2) и (G′,M ′

1,M
′
2) из Π считаются эквивалентными, если существует изомор-

физм G на G′, отображающийM1 наM ′
1 иM2 наM ′

2. Решение этой задачи существенно
усилит результаты из [2]. В [3] рассмотрен случай, когда группа G не является почти
простой группой, и случай, когда группа G имеет простой знакопеременный цоколь. В
[4] рассмотрен случай, когда группа G имеет простой цоколь Soc(G) исключительного
лиева типа и M1 ∩ Soc(G) — непараболическая подгруппа в Soc(G).

В данной работе завершено рассмотрение случая, когда G — группа с простым
цоколем лиева типа и M1 ∩ Soc(G) — непараболическая подгруппа в Soc(G).

Работа выполнена за счет гранта РНФ (проект 14-11-00061).
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О главных факторах параболических максимальных подгрупп

специальных исключительных групп лиева типа

В. В. Кораблева

Эта работа является продолжением работ [1]–[4], в которых было получено уточнен-
ное описание главных факторов параболической максимальной подгруппы, входящих в
ее унипотентный радикал, для всех конечных простых групп лиева типа (нормальных
и скрученных), за исключением специальных групп. Группа лиева типа над полем ха-
рактеристики p называется специальной, если p = 2 для групп типа Bl, Cl, F4 и p 6 3
для групп типа G2.

Пусть G — группа лиева типа и P = UL — параболическая максимальная под-
группа в ней, где U — унипотентный радикал и L — дополнение Леви в P . Из ста-
тьи [5] следует, что для неспециальных групп G факторы нижнего центрального ряда
группы U являются главными факторами группы P . В исключаемых случаях комму-
таторные соотношения, влияющие на структуру унипотентных подгрупп, ведут себя
специальным образом и требуют отдельного рассмотрения.

В настоящей работе доказана теорема, в которой для каждой параболической мак-
симальной подгруппы групп F4(2n) и G2(pm) при p 6 3 даются фрагменты главных
рядов, входящие в унипотентный радикал этой параболической подгруппы. Приводятся
таблицы, в которых указываются порождающие элементы главных факторов.

Работа выполнена при финансовой поддержке Лаборатории квантовой топологии
Челябинского госуниверситета (грант правительства РФ 14.Z50.31.0020).
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О необходимых условиях нильпотентной аппроксимируемости свободного

произведения групп с одной объединенной подгруппой

А. Е. Куваев

Пусть I — множество, содержащее хотя бы два элемента; Fi (i ∈ I) — некоторые
группы. Пусть также в каждой группе Fi фиксирована подгруппа Hi и существуют
изоморфизмы ϕij : Hi → Hj , удовлетворяющие условиям ϕijϕjk = ϕik и ϕijϕji = ϕii =
idHi

для всех i, j, k ∈ I. Тогда обобщенным свободным произведением групп Fi, i ∈ I,
с подгруппами Hi, объединёнными относительно изоморфизмов ϕij , называется группа

F = 〈∗Fi; Hi = Hj , ϕij (i, j ∈ I)〉,
образующими которой являются образующие групп Fi, i ∈ I, а определяющими соотно-
шениями — соотношения групп Fi, а также всевозможные соотношения вида hϕij = h,
где i, j ∈ I, h ∈ Hi.

Отметим, что в группе F все подгруппы Hi, i ∈ I, совпадают. Поэтому дан-
ную конструкцию называют также обобщенным свободным произведением семейства
групп {Fi, i ∈ I} с одной объединенной подгруппой.

Группу X будем называть локально удовлетворяющей нетривиальному тождеству,
если любая конечно порождённая подгруппа группы X удовлетворяет нетривиальному
тождеству (не обязательно одному и тому же для всех подгрупп). Напомним также,
что подгруппа Y группы X называется p′-изолированной в этой группе для некото-
рого простого числа p, если для каждого простого числа q 6= p и для каждого эле-
мента x ∈ X из включения xq ∈ Y следует, что x ∈ Y . Автором доказана сле-
дующая Теорема. Пусть все группы Fi локально удовлетворяют нетривиальному

тождеству, причём хотя бы для двух различных j, k ∈ I имеют место соотношения
Hj 6= Fj и Hk 6= Fk. Если группа F аппроксимируется нильпотентными группами, то
существует простое число p такое, что при любом i ∈ I подгруппа Hi p

′-изолирована
в группе Fi.

Данная теорема является обобщением результатов работы [1].
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О графах Кэли одного централизатора инволютивного автоморфизма

бернсайдовой группы B0(2, 5)

А. А. Кузнецов, А. С. Кузнецова

Пусть B(2, 5) = 〈a1, a2〉 — свободная двупорожденная бернсайдова группа периода
5 и B0(2, 5) — соответствующая максимальная конечная группа, порядок которой равен
534. Рассмотрим отображение ϕ следующего вида:

ϕ :

{
a1 → a−1

1

a2 → a−1
2 .

Нетрудно увидеть, что ϕ является инволютивным автоморфизмом в группах B(2, 5) и
B0(2, 5).

Пусть CB(2,5)(ϕ) и CB0(2,5)(ϕ) — централизаторы автоморфизма ϕ в B(2, 5) B0(2, 5)
соответственно. Согласно известной теореме В.П. Шункова, если CB(2,5)(ϕ) окажется
конечной группой, то группа B(2, 5) также будет конечна. Другими словами, если
CB(2,5)(ϕ) = CB0(2,5)(ϕ), то B(2, 5) = B0(2, 5). По этой причине исследование функ-
ций роста CB0(2,5)(ϕ) представляет большой интерес. Далее, для краткости, вместо
CB0(2,5)(ϕ) мы будем писать C.

В работе [1] было исследовано строение группы C, получены следующие резуль-
таты:

(1) |C| = 516,
(2) C = C0 × 〈z〉, где |C0| = 515 и |〈z〉| = 5;
(3) z — центральный элемент группы B0(2, 5),
(4) C0 = 〈X0〉, где |X0| = 4 — минимальное число порождающих C0,
(5) вычислено pc–представление подгруппы C0.

Целью настоящей работы является исследование функций роста группы C отно-
сительно минимального порождающего множества X = X0 ∪ {z}, а также симметрич-
ного — Y = X ∪X−1. Данные функции роста были получены при помощи компьютер-
ных вычислений, ниже приведены диаметры соответствующих графов Кэли:

DX(C) = 29, DY (C) = 19.

Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ (проект МД-3952.2015.9).

Список литературы

[1] Кузнецов А. А., Филиппов К. А., Об одном инволютивном автоморфизме Бернсайдовой группы
B0(2, 5), Сибирский журнал индустриальной математики, Т.3, 2010, 68–75.

СибГАУ, Красноярск

E-mail: alex kuznetsov80@mail.ru

КрасноярскийГАУ, Красноярск

E-mail: alexakuznetsova85@gmail.com

92

mailto:alex_kuznetsov80@mail.ru
mailto:alexakuznetsova85@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Теория групп

О неприводимых коврах аддитивных подгрупп над локально конечными

полями

C. К. Куклина, А. О. Лихачева, Я. Н. Нужин

Далее Φ — приведенная неразложимая система корней ранга l, E(Φ,K) — элемен-
тарная группа Шевалле типа Φ над коммутативным кольцом K. Группа E(Φ,K) поро-
ждается корневыми подгруппами xr(K) = {xr(t) | t ∈ K}, r ∈ Φ. Назовем (элементар-
ным) ковром типа Φ ранга l над K всякий набор аддитивных подгрупп A = {Ar | r ∈ Φ}
кольца K с условием

Cij,rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js, r, s, ir + js ∈ Φ, i, j > 0, (1)

где Ai
r = {ai | a ∈ Ar}, а константы Cij,rs = ±1,±2,±3 определяются коммутаторной

формулой Шевалле
[
xs(u), xr(t)

]
=

∏

i,j>0

xir+js

(
Cij,rs(−t)iuj

)
, r, s, ir + js ∈ Φ. (2)

Всякий ковер A типа Φ надK определяет ковровую подгруппу E(Φ,A) =
〈
xr(Ar) | r ∈

Φ
〉
группы Шевалле E(Φ,K), где 〈M〉 — подгруппа, порожденная подмножеством M

группы E(Φ,K). Ковер A типа Φ над кольцом K называется замкнутым, если его ко-
вровая подгруппа E(Φ,A) не имеет новых корневых элементов, т. е. E(Φ,A)∩ xr(K) =
xr(Ar), r ∈ Φ. Назовем ковер A неприводимым, если все Ar ненулевые.

Теорема. Пусть A = {Ar | r ∈ Φ} — неприводимый ковер типа Φ ранга l ≥ 2
над локально конечным полем K. Тогда с точностью до сопряжения диагональным
элементом из расширенной группы Шевалле G(Φ,K) все аддитивные подгруппы Ar,
r ∈ Φ, совпадают с некоторым подполем P поля K, в частности, ковер A замкнут.

Утверждение теоремы отмечается в [1] в качестве следствия из более общего резуль-
тата, исключая следующие случаи: 1) Φ типа Bl (l ≥ 2), Cl (l ≥ 2), F4 и charK = 2;
2) Φ типа G2 и charK равна 2 или 3. Известная теорема Л. Диксона о порождении
специальной линейной группы степени 2 над конечным полем двумя трансвекциями
показывает, что ограничение l ≥ 2 в теореме является существенным.
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О группах, изоспектральных группе U3(3)

Ю. В. Лыткин

В работе рассматриваются только конечные группы. Пусть G — группа. Обозна-
чим через ω(G) спектр группы G, т. е. множество всех порядков элементов G. Группы
с одинаковым спектром будем называть изоспектральными. Под секцией группы G
будем понимать факторгруппу H/N , где N,H ≤ G и N EH.

Скажем, что группа G распознаваема (более точно, распознаваема по спектру в
классе конечных групп), если любая конечная группа, изоспектральная G, изоморфна
G. Группа G почти распознаваема, если существует лишь конечное число попарно не
изоморфных групп, изоспектральных G. В противном случае она называется нераспо-
знаваемой.

Пусть ω — некоторое подмножество множества натуральных чисел. Следуя [1], на-
зовём группу G критической относительно ω (или ω-критической), если ω совпадает
со спектром группы G и не совпадает со спектром любой собственной секции группы
G (т. е. секции, отличной от G).

Для решения проблемы распознавания простых групп по спектру актуальной явля-
ется задача описания групп (в частности, критических), изоспектральных нераспозна-
ваемым простым группам. Ранее автором [2, 3] было дано полное описание групп,
критических относительно спектров знакопеременных групп A6 и A10, а также спора-
дической группы J2. По модулю уже известных результатов из этого следует, что все
группы, критические относительно спектров неабелевых простых знакопеременных и
спорадических групп, известны. В частности, количество таких попарно не изоморф-
ных групп не превосходит 3.

В настоящей работе даётся описание групп, изоспектральных нераспознаваемой
простой унитарной группе U3(3) = PSU(3, 3). В частности, доказывается, что если G
— группа, изоспектральная U3(3), то G является либо группой Фробениуса, либо удво-
енной группой Фробениуса, либо расширением 2-группы N с помощью L2(7), PGL2(7),
U3(3) или Aut(U3(3)), причём все эти случаи реализуются. Существует по меньшей
мере 7 попарно не изоморфных групп, критических относительно множества ω(U3(3)).

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного про-
екта 16–31–00147 мол а.
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О периодических группах с узким спектром

А. С. Мамонтов

В докладе рассматриваются периодические группы, порядки элементов которых не
превосходят 7.

Будет представлен результат о том, что группа, порядки элементов которой делят
6 и 7 локально конечна, либо является расширением 2-группы посредством группы без
инволюций. Кроме того, будет обсуждаться вопрос о распознаваемости знакоперемен-
ной группы A7 по множеству порядков элементов в классе всех групп.
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Графы, в которых окрестности вершин сильно регулярны со вторым

собственным значением 4

А. А. Махнев, Д. В. Падучих
Дж. Кулен предложил задачу классификации дистанционно регулярных графов, в

которых окрестности вершин сильно регулярны со вторым собственным значением, не
большим заданного натуральнього числа t. Ранее эта задача была решена для t = 3
([1]). В случае t = 4 проведена редукция к исключительным окрестностям вершин
([2]) и рассмотрен случай псевдогеометрических окрестностей ([3]). В данной работе
завершено решение задачи Кулена для t = 4.

Теорема. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф диаметра, большего 2, в ко-
тором окрестности вершин являются исключительными непсевдогеометрическими гра-
фами со вторым собственным значением 4. Если u — вершина графа Γ, то верно одно
из утверждений:

(1) [u] имеет параметры (27, 16, 10, 8), (63, 32, 16, 16), (135, 64, 28, 32), (189, 88, 37, 44),
(243, 112, 46, 56), (279, 128, 52, 64) или (351, 160, 64, 80) и Γ является графом Тэйлора;

(2) [u] имеет параметры (85, 14, 3, 2) (и Γ имеет массив пересечений {85, 70, 1; 1, 14,
85}) или [u] имеет параметры (169, 56, 15, 20) (и Γ имеет массив пересечений {169, 112, 1;
1, 56, 169}), или [u] имеет параметры (204, 28, 2, 4) (и Γ имеет массив пересечений {204,
175, 48, 1; 1, 12, 175, 204} или {204, 175, 20; 1, 20, 170});

(3) [u] имеет параметры (243, 22, 1, 2) (и Γ имеет массив пересечений {243, 220, 1; 1,
22, 243} или {243, 220, 1; 1, 4, 243}), или [u] имеет параметры (289, 72, 11, 20) (и Γ имеет
массив пересечений {289, 216, 1; 1, 72, 289}), или [u] имеет параметры (325, 54, 3, 10) (и Γ
имеет массив пересечений {325, 270, 1; 1, 54, 325});

(4) [u] имеет параметры (441, 88, 7, 20) (и Γ имеет массив пересечений {441, 352, 1; 1,
88, 441}), или [u] имеет параметры (505, 84, 3, 16) (и Γ имеет массив пересечений {505,
420, 1; 1, 84, 505}), или [u] имеет параметры (625, 104, 3, 20) (и Γ имеет массив пересече-
ний {625, 520, 1; 1, 104, 625}).
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Реберно симметричные дистанционно регулярные накрытия клик: почти
простой случай

А. А. Махнев, Л. Ю. Циовкина

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Граф
называется реберно симметричным, если его группа автоморфизмов действует тран-
зитивно на множестве его дуг (упорядоченных пар смежных вершин). Пусть Γ —
это реберно симметричный антиподальный дистанционно регулярный граф с масси-
вом пересечений {k, (r − 1)µ, 1; 1, µ, k}, Σ — множество его антиподальных классов и
λ = k − (r − 1)µ− 1. Легко понять, что группа G = Aut(Γ) индуцирует дважды тран-
зитивную группу GΣ подстановок на Σ.

Целью настоящей работы является описание реберно симметричных антиподаль-
ных дистанционно регулярных графов диаметра 3 с почти простой группой GΣ. До
недавнего времени этот класс графов оставался малоизученным. В [1, 2] были ис-
следованы графы из данного класса, удовлетворяющие условию λ = µ. Кроме того,
в [1] рассмотрен случай, когда индекс антиподальности совпадает со степенью графа
или равен 2. В [4] найдены антиподальные дистанционно регулярные графы диаметра
3, допускающие транзитивную на дугах группу автоморфизмов, изоморфную группе
PSU3(q) или группе SU3(q). В [3] получено описание графов с λ 6= µ при условии, что
(soc(GΣ), k+ 1) 6= (Ld(q), (qd−1)/(q−1)). В данной работе завершается классификация
реберно симметричных антиподальных дистанционно регулярных графов диаметра 3
с почти простой группой GΣ в случае λ 6= µ и r /∈ {2, k}. Доказана

Теорема. Пусть Γ — реберно симметричный дистанционно регулярный граф с

массивом пересечений {k, (r−1)µ, 1; 1, µ, k}, где r /∈ {2, k}, и λ 6= µ. Пусть G = Aut(Γ), Σ
— множество антиподальных классов графа Γ, Ḡ группа подстановок, индуцированная
G на Σ, и цоколь T̄ группы Ḡ — простая неабелева группа. Тогда T̄ = U3(q), SU3(q)
действует транзитивно на дугах графа Γ, k = q3, µ = (q + 1)(q2 − 1)/r и r делит q + 1.

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 14-11-00061).
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Упрощение доказательства теоремы Бёрнса о базисном ранге

В. Г. Микаелян

Базисный ранг l(V) многообразия групп V определяется как минимальный (конеч-
ный или счетный) ранг l, для которого относительно свободня группа Fl(V) порождает
V. Одним из первых ключевых фактов о базисном ранге является теорема Р. Бёрнса
1965 года: если Nc,m = Nc ∩Bm есть многообразие всех нильпотентных групп класса
не более c и экспонент, делящих m, а An – многообразие всех абелевых групп экс-
понент, делящих n, то l(Nc,mAn) равно c для любых взаимно простых m и n [1] (за
определениями всех специальных понятий ниже мы отсылаем к [4]).

В нашей последней заметка мы классифицировали все случаи, когда равенство
var (AwrB) = var (A) var (B) выполняется для заданных конечных групп A а B [3,
Теорема 1] (см. также [2], где мы решили подобную задачу для всех абелевых групп A
а B). В [3], беря A и B любыми конечными группами, порождающими Nc,m а An соот-
ветственно, мы получаем заметно более короткое доказательтво к теореме Р. Бёрнса.
Опишем те шаги в [3], которые приводят к обновленному доказательтву.

Первая оценка l(Nc,mAn) ≤ c следует из аргументов несущественно отличающихся
от [1]: любая неабелева критическая группа в произведении var (A) var (B) есть расши-
рение некоторой группы из var (A) с помощью не более чем c-порожденной группы из
var (B).

Допустим вторая оценка l(Nc,mAn) ≥ c не верна для некоторых c,m, n (где m,n
взаимно просты). Обозначим L = var (A) ⊆ Nc,m, и пусть p – любое простое число, не
делящее m. Через W (A, p) обозначим вербальное сплетение Fc(L) wrL C

c
p. Используя

известную формулу оценки индекса пересечений подгрупп через индексы сами́х под-
групп, можно показать, что пересечение нормальных замыканий всех элементов из Cc

p

нетривиально в W (A, p). Из [5, Лемма 6.1] и [4, Теорема 15.4] следует, что F2c(LAp)

вместе со своей подгруппойW (A, p) вложим в прямую степень AwrB

(
(AwrB)2c

)
группы

AwrB. Сравнение порядков силовских продгрупп показывает, что хотя бы для одного
p, делящего n, вложение выше приводит к противоречию.

Хочу выразить большую признательность рецензенту «Алгебры и логики» за вы-
сокопрофессиональную работу. Его замечания позволили еще более сократить один из
основных шагов в [3].
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Группы с формационно субнормальными подгруппами

В. С. Монахов, И. Л. Сохор

Рассматриваются только конечные группы. Естественным обобщением субнор-
мальности является формационное понятие F-субнормальности [1, 6.1]. Теории F-
субнормальных подгрупп посвящена гл. 6 монографии [1], в которой изложены резуль-
таты по состоянию на 2005 г. В текущем десятилетии группы с F-субнормальными
подгруппами изучались в работах [2]– [8]. Эти исследования получили развитие в сле-
дующей теореме.

Теорема. Пусть F— наследственная насыщенная формация, содержащая все ниль-
потентные группы. Каждая примарная подгруппа разрешимой группы G самонорма-
лизуема или F-субнормальна тогда и только тогда, когда либо G ∈ wF; либо

(1) G /∈ vF, G = G′ ⋋ 〈x〉, где 〈x〉 — самонормализуемая силовская p-подгруппа для
некоторого p ∈ π(G) и G′ ⋋ 〈xp〉 ∈ wF; либо

(2) G ∈ vF \ wF, подгруппой Картера является не F-субнормальная нециклическая
силовская p-подгруппа P для некоторого p ∈ π(G) и каждая собственная подгруппа из
P F-субнормальна в G, G = GNP и H ∈ wF для всех GN ≤ H < G.

Здесь wF — класс всех групп, в которых каждая силовская подгруппа F-субнор-
мальна, vF — класс всех групп, в которых каждая примарная циклическая подгруппа
F-субнормальна.
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Копредставления знакопеременной группы

А. Ю. Овчаренко

Теорема. Знакопеременная группа An имеет следующие копредставления:
1 [1]. 〈x1, . . . , xn−2 | x31 = x2i = (xixi+1)3 = (xixj)

2 = 1, где |j − i| > 2, 2 6 i, j 6

n− 2〉;
2. 〈x1, . . . , xn−2 | x3i = (xi+1xixi−1 . . . x1xi+1)2 =

[
(x2x1x3)2, x−1

2

]
= (xi−1xi+1xi)

2 =

(xixi−1xi+1)2 = (x1xi+1xixi−1 . . . x1)2 = [xi, xj ] = 1, где |j − i| > 3, 1 6 i, j 6 n− 2〉;
3. 〈x1, . . . , xn−2 | x3i = (x1x2 . . . x

2
i )2 =

(
x2ix

2
i+1

)3
= (x2ixi+1 . . . x

2
j )2 = 1, где |j−i| > 3,

1 6 i, j 6 n− 2〉;
4 [2]. 〈x1, . . . , xn−2 | x3i = (xixj)

2 = 1, где |j − i| > 3, 1 6 i, j 6 n− 2〉;
5. 〈x1, . . . , xn−2 | x3i = (x1x2 . . . xi)

3 =
(
(x1x2 . . . xi)

2(xi+1 . . . xj)
)2

= 1, где |j−i| > 3,
1 6 i, j 6 n− 2〉;

6. 〈x1, . . . , xn−2 | x3i =
(
x1x2 . . . xi . . . x

−1
2 x−1

1

)3
=

(
xixi+1 . . . xj . . . x

−1
i+1

)2
=(

xi−1xixi+1x
−1
i

)2
= [xi, xj ] = 1, где |j − i| > 3, 1 6 i, j 6 n− 2〉.

Мы используем эти представления для поиска целочисленных графов Кэли на зна-
копеременных группах An для различных фиксированных n.
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О группах с конечным множеством классов сопряженных элементов

Ин. И. Павлюк, И. И. Павлюк

В работе [1] С.Н. Черникова установлено, что в группе с конечным множеством
классов сопряженных элементов найдется нормальный делитель конечного индекса со-
держащий конечное множество классов сопряженных элементов. Теоремой 1 работы
обобщается отмеченный результат С.Н. Черникова. Следствие 2 дает конечность ин-
декса коммутанта группы с конечным множеством классов сопряженных элементов.

Ключевые слова: класс сопряженных элементов, индекс коммутанта в группе.

Лемма [2] Множество элементов произвольного смежного класса gH группы G
по подгруппе H тогда и только тогда замкнуто по сопряжению своих элементов,
когда подгруппа H = G′— коммутанту группы.

Лемма Коммутант G′ группы G с конечным множеством классов сопряженных
элементов имеет в ней конечный индекс.

Теорема. Если группа G имеет конечное множество классов сопряженных эле-
ментов, то конечное множество классов сопряженных элементов имеет каждая ее
подгруппа конечного индекса.

Следствие 1. Если группа имеет конечное множество классов сопряженных
элементов, то конечное множество классов сопряженных элементов имеет каждый
е нормальный делитель конечного индекса.

Следствие 2. Коммутант группы с конечным множеством классов сопряжен-
ных элементов содержит конечное множество классов сопряженных элементов.
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Об автоморфизмах целочисленных групповых колец конечных групп

А. М. Попова, Е. В. Грачев

Пусть G = {g1 = e, g2, ..., gn} — конечная группа, ZG — целочисленное группо-
вое кольцо группы G. Известная гипотеза Цассенхауза утверждала, что любой нор-
мализованный автоморфизм кольца ZG есть композиция автоморфизма группы G и
сопряжения единицей групповой алгебры QG. Однако к этой гипотезе были построены
контрпримеры (K.W.Roggenkamp, L.L.Scott (1988), M.Hertweck (2002)). Мы рассматри-
ваем эту проблему с помощью теории представлений. Если R(G) — правое регулярное
представление G, то очевидно, что ZG ∼= Z[R(G)], где Z[R(G)] — матричное кольцо,
порожденное группой R(G). Пусть T1(G), ..., Ts(G) — все неприводимые неэквивалент-
ные представления группы G степеней n1, ..., ns с характерами χ1, ..., χs. Существует
матрица t ∈ GLn(C) такая, что (R(G))t имеет клеточно-диагональный вид, в который
каждое представление Ti(G) входит ровно ni раз. Пусть K — минимальное поле пред-

ставления группы G, τ ∈ AutQ(χi), τ
′ — продолжение τ до автоморфизма поля K, τ̂ ′ —

изооморфизм алгебры Q[(R(G))t], определенный по правилу τ̂ ′(aij) = (aτ
′

ij ). Нетрудно
показать, что в этих терминах любой автоморфизм кольца Z[(R(G))t] есть композиция
некоторого τ̂ ′ и сопряжения ϕs единицей s алгебры Q[(R(G))t]. По сравнению с ги-
потезой Цассенхауза получается другая факторизация автоморфизмов кольца. И тут
возникает вопрос: для любого ли τ ∈ AutQ(χi) существует такая единица s алгебры
Q[(R(G))t], что композиция τ̂ ′ ◦ ϕs является автоморфизмом кольца Z[(R(G))t]. Цель
работы — сформулировать условия, при выполнении которых такая s существует и
найти ее.

Прежде всего отметим, что необходимым условием существования такой s является
совпадение Q -алгебр Q[(R(G))t] и Q[((R(G))t)τ̂

′
]. В частности, если индексыШура всех

представлений Ti(G) равны 1, это выполняется, в противном случае этого утверждать
нельзя. Будем предполагать, что Q-алгебры совпадают. Тогда, если в некотором
базисе модуля Zn матрицы (R(G))t имеют левое регулярное представление Rl(gi), то в

этом же базисе матрицы ((R(G))t)τ̂
′
имеют вид

L(gi) =
pi1
qi1
Rl(g1) + ...+

pin
qin
Rl(gn)

Теорема.Если Q[(R(G))t] = Q[((R(G))t)τ̂
′
], то для данного τ ∈ AutQ(χi) суще-

ствует единица s алгебры Q[(R(G))t] такая, что композиция τ̂ ′ ◦ ϕs является авто-
морфизмом кольца Z[(R(G))t] тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия. Существует вектор u = (u1, ..., un) ∈ Zn такой, что

1)uL(gi) ∈ Zn, i = 1, ..., n;
2)векторы u(R(gi)), gi ∈ G, i = 1, ..., n линейно независимы.
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О нильпотентной аппроксимируемости свободных произведений

нильпотентных групп с центральными объединенными подгруппами

А. В. Розов, Е. В. Соколов

Пусть G — свободное произведение нильпотентных групп A и B с объединенными
подгруппами H и K, подгруппа H лежит в центре группы A, подгруппа K — в центре
группы B, H 6= A и K 6= B. Установлено, что вопрос об аппроксимируемости данной
свободной конструкции нильпотентными группами имеет следующее простое решение.

Теорема 1. ГруппаG аппроксимируема нильпотентными группами тогда и только
тогда, когда аналогичным свойством обладает (обычное) свободное произведение фак-
тор-групп A/H и B/K.

Отметим, что критерий нильпотентной аппроксимируемости свободного произве-
дения нильпотентных групп указан А. И. Мальцевым в [1]. С учетом этого критерия
теорема 1 допускает следующую равносильную формулировку.

Теорема 1′. ГруппаG аппроксимируема нильпотентными группами тогда и только
тогда, когда выполняется одно из приводимых далее утверждений.

1. Фактор-группы A/H и B/K не имеют кручения.
2. Для некоторого простого числа p группы A/H и B/K не содержат p-полных

элементов, отличных от 1.

Напомним, что элемент x группы X называется p-полным, если для любого целого
положительного числа n существует такой элемент y ∈ X, что yp

n

= x. Легко видеть,
что в конечно порожденной нильпотентной группе отличный от 1 элемент является
p-полным тогда и только тогда, когда он имеет конечный порядок, взаимно простой
с p. Отсюда вытекает

Следствие. Если свободные множители A и B конечно порождены, то группа G
аппроксимируема нильпотентными группами тогда и только тогда, когда для неко-
торого простого числа p периодические части фактор-групп A/H и B/K являются

конечными p-группами.

Данное следствие обобщает основной результат работы [2].
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К вопросу Д. Бейдлемана и Ш. Смита

М. В. Селькин, Р. В. Бородич, Е. Н. Бородич

В работе Д.Бейдлемана и Ш.Смита [1] был поставлен следующий вопрос: ”Если H
— субнормальная подгруппа группы G, содержащая Φ(G), то будет ли из сверхразре-
шимости H/Φ(G) следовать сверхразрешимость подгруппы H?”. Эта задача рассма-
тривалась в работах многих авторов (см. монографию [2])

Подгрупповым функтором θ называется функция, которая сопоставляет каждой
группе G некоторое множество θ(G), состоящее из некоторых её подгрупп и самой
группы G, при этом θ(Gα) = (θ(G))α для любого автоморфизма α группы G.

Функтор θ будем называть абнормально полным, если для любой группы G среди
множества θ(G) содержатся все абнормальные подгруппы группы G.

Подгруппа H группы G называется максимальной A-допустимой подгруппой в G,
если H является A-допустимой и любая собственная A-допустимая подгруппа из G,
содержащая H, совпадает с H.

Пусть θ — подгрупповой функтор. Обозначим Φθ(G,A) = ∩MG, где M пробе-
гает множество всех максимальных A-допустимых θ-подгрупп из G. Если в G таких
подгрупп нет, то положим Φθ(G,A) = G.

В случае, когда θ тривиальный (абнормальный) функтор, а группа операторов A
единична, то подгруппа Φθ(G,A) совпадает с подгруппой Фраттини Φ(G) (подгруппой
Гашюца ∆(G)).

Теорема. Пусть F — локальная формация и группа G имеет группу операторов A
такую, что (|G|, |A|) = 1, θ — абнормально полный функтор. Если N — субнормальная
A-допустимая подгруппа группы G и N/N ∩Φθ(G,A) ∈ F. Тогда N представима в виде
прямого произведения N = N1 × N2, множители которого удовлетворяют следующим
условиям:

1) N1 ∈ F;
2) π(N2) ∩ π(F) = ∅;
3) N2 ⊆ Φθ(G,A).
Следствие. Пусть F — локальная формация, содержащая все нильпотентные

группы, группа G имеет группу операторов A такую, что (|G|, |A|) = 1, θ — абнор-
мально полный функтор. Если N — субнормальная A-допустимая подгруппа группы
G и N/N ∩ Φθ(G,A) ∈ F, то N ∈ F.
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Метасовершенные группы

Р. В. Скуратовский

В данной работе автор продолжает исследовать введенный им в [2] новый класс
метасовершенных групп, которые есть обобщением введённых в статье [1] метазнако-
переменных групп, поскольку знакопеременная группа есть совершенной при n ≥ 5.
Метасовершенной группой D(k), ранга m, метастепени k = (k1, ..., km) называется
сплетение (D1, Xk1)≀(D2, Xk2)≀...≀(Dm, Xkm

) совершенных групп подстановок (D1, Xk1),
... ,(Dm, Xkm

). Здесь мы продолжаем исследовать конечные метасовершенные группы и
рассматриваем случай бесконечных метасовершенных групп конечного ранга [2]. Под
совершенной группой понимаем такую, что G = [G,G]. Следующая теорема суще-
ственно расширяет найденные авторов в [2] условия существования двух элементной
системы образующих для метасовершенной группы.

Теорема. Если группы G = 〈t0, t1〉 , D = 〈s0, s1〉 совершенны а G транзитивно
дейтвует на X = {1, ..., n} и выполнено одно из условий (ord(t0) : |x〈t0〉|ord(t1)) = 1 или
(ord(s0) : |x〈s0〉|, ord(s1)) = 1, то G ≀D имеет двух элементную систему образующих и
есть совершенной.

Теорема. Если D = ≀m−1
i=1 Di, Di = 〈ti, si〉 совершенная группа и G = 〈t0, s0〉

транзитивно действует на X = {1, 2, ..., n} так, что существуют xi ∈ X удовлетворяю-
щие (ord(ti) : |xi+1

〈ti〉|, ord(si+1)) = 1, i ∈ {0, 1, ...,m−2}, если при этом группа G есть
2 - допустимой [2], а каждая Di, 1 ≤ i ≤ k, имеет конечную ширину по коммутанту [5],
тогда G ≀D имеет 2 образующих.

Теорема. Метасовершенная группа D, которая задана посредством ограниченного
сплетения совершенных групп есть совершенной.

Теорема. Пусть W∞ – класс бесконечных метасовершенных групп конечного
ранга. Тогда в W∞ существует подкласс групп заданых как неограниченнное спле-
тение транзитивных совершенных групп содержащих хоть одну пассивную группу с

бесконечной шириной по коммутанту [3], которые не являются совершенными.
Примером такой метасовершенной группы не являющейся совершенной есть W =

A ≀ B, где A = ∪∞i=5Alt(i) – бесконечная знакопеременная группа, B – совершенная
группа с бесконечной шириной по коммутанту.
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О периодических группах с регулярным автоморфизмом порядка 4

А. И. Созутов, А. Х. Журтов

Известная гипотеза Г. Фробениуса о нильпотентности конечной группы с регуляр-
ным автоморфизмом простого порядка, доказанная Д. Г. Томпсоном [1, 2], в теории
конечных групп играет ключевую роль. Д. Горенстейн и И. Херстейн доказали [3],
что конечная группа с регулярным автоморфизмом порядка 4 разрешима, а ее ком-
мутант нильпотентен. Разрешимость конечной группы с регулярным автоморфизмом
произвольного порядка явилась одним из важных следствий классификации конечных
простых групп [4, теор. 1.48]. Для бесконечных групп ситуация совершенно иная. Про-
извольная группа, допускающая регулярный расщепляющий автоморфизм порядка 2,
или 3, абелева, или нильпотентна класса не выше 2 [5]. Также известно, что периоди-
ческая группа с регулярным автоморфизмом простого порядка p при p = 2 абелева, а
при p > 2 не обязана быть локально конечной (см., например, [6]). П. В. Шумяцким
в [7] был поставлен следующий естественный вопрос

12.100. Всякая ли периодическая группа с регулярным автоморфизмом порядка 4
является локально конечной?

В докладе пойдет речь о ряде свойств групп из данного вопроса, позволяющих
надеяться на его положительно решение.
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Об аппроксимируемости корневыми классами HNN-расширений
с центральными связанными подгруппами конечного индекса

Е. В. Соколов

Понятие корневого класса групп было введено К. Грюнбергом в [1]. Известно, что
класс групп C является корневым тогда и только тогда, когда он замкнут относительно
взятия подгрупп и декартовых сплетений [2]. Настоящая работа продолжает изучение
вопроса об аппроксимируемости замкнутым относительно факторизации (т. е. взятия
фактор-групп) корневым классом групп C HNN-расширения с центральными связан-
ными подгруппами. В [3] анонсирован критерий C-аппроксимируемости такого HNN-
расширения при условии, что связанные подгруппы имеют конечные индексы в базовой
группе, а класс C состоит только из периодических групп. Если же класс C содержит
хотя бы одну непериодическую группу, то справедлива следующая

Теорема. Пусть C — замкнутый относительно факторизации корневой класс

групп, содержащий хотя бы одну непериодическую группу; G — HNN-расширение
группы B со связанными подгруппами H и K, лежащими в центре B.

1. Если существует подгруппа Q, содержащаяся в H ∩K, нормальная в G и такая,
что B/Q ∈ C, то HNN-расширение G C-аппроксимируемо.

2. Если подгруппы H и K имеют в группе B конечные индексы, отличные от 1,
то верно и обратное: из C-аппроксимируемости HNN-расширения G следует существо-
вание подгруппы Q, содержащейся в H ∩K, нормальной в G и такой, что B/Q ∈ C.

Отметим, что полученные результаты в определенной мере дополняют теоремы 3
и 4 из [4], в которых речь идет о финитной аппроксимируемости HNN-расширения,
связанные подгруппы которого имеют конечные индексы в базовой группе.
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Абелевы группы с полным по Чеху пространством подгрупп

С. Р. Султанов

Широкое изучение пространства LE(G) замкнутых подгрупп топологической группы
G было начато с работы [1], в которой были описаны локально компактные группы
с компактным пространством замкнутых подгрупп. Так, вопросы полноты по Дье-
донне и псевдокомпактности данного пространства изучались в работе [2]. Здесь мы
рассмотрим вопрос полноты по Чеху пространства подгрупп для дискретной абеле-
вой группы. Напомним некоторые определения. Пусть G - группа, L(G) - множе-
ство всех подгрупп данной группы G. Положим D1(U) = {H ∈ L(G)|H ⊂ U}, и
D2(V ) = {H ∈ L(G)|H ∩ V 6= ⊘}.

Тогда множества вида D1(U) ∩D2(V1) ∩ . . . ∩D2(Vn), где U, V1, V2, . . . , Vn - всевоз-
можные подмножества G, будут образовывать базу E - топологии на L(G). Следуя [1]
пространство L(G) с определенной в нем E - топологией обозначим LE(G). Дадим
следующее определение.

Определение. Будем говорить, что окрестность U(H) точки H в пространстве
LE(G) группы G удовлетворяет условию минимальности, если в U(H) не найдется
бесконечно убывающей цепочки H1 > H2 > . . . > Hn > . . . подгрупп группы G. Если
каждая подгруппа группы G обладает окрестностью с условием минимальности, то
будем говорить, что группа G удовлетворяет условию E - минимальности [3].

Получена следующая теорема.
Теорема. Для абелевой группы G следующие условия являются равносильными:
1) пространство LE(G) полно по Чеху;
2) в группе G найдется конечно порожденная группа H такая, что фактор-группа

G/H удовлетворяет условию минимальности для подгрупп;
3) группа G удовлетворяет условию E - минимальности.
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Порождаемость групп Шевалле исключительных типов над кольцом

целых чисел тремя инволюциями, две из которых перестановочны

И. А. Тимофеенко

Теорема. Присоединенные группы Шевалле типа El и G2 над кольцом целых чисел

порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны.

Используя метод выбора порождающих троек инволюций в группах лиева типа над
конечными полями, разработанный в статьях Я. Н. Нужина [1, 2, 3], мы указываем
явно порождающие тройки инволюций, две из которых перестановочны, для присоеди-
ненных групп Шевалле типа El над кольцом целых чисел. Для группы Шевалле типа
G2 такие порождающие указаны автором в [4]. Таким образом, получен положитель-
ный ответ для всех исключительных групп Шевалле, кроме типа F4, на следующий
вопрос из Коуровской тетради [5, вопрос 15.67]

(А) Какие присоединенные группы Шевалле (нормального типа) над кольцом це-
лых чисел порождаются тремя инволюциями, две из которых перестановочны?

Для групп Шевалле классических типов по вопросу (А) ранее были получены сле-
дующие результаты.

В работе [6] М. С. Тамбурини и П. Цукка установлено, что специальная линейная
группа SLn(Z) над кольцом целых чисел Z при n ≥ 14 порождается тремя инволю-
циями, две из которых перестановочны. Следовательно, и проективная специальная
линейная группа PSLn(Z) при n ≥ 14 обладает такой тройкой порождающих инво-
люций. Более того, Я. Н. Нужин [7] доказал, что для PSLn(Z) ответ на вопрос (А)
положительный тогда и только тогда, когда n ≥ 5. На самом деле, в [7] при n 6= 4k+ 2
порождающие тройки инволюций выбирались из SLn(Z), поэтому для группы SLn(Z)
ответ на аналог вопроса (А) неизвестен только для n = 6, 10.

В силу гомоморфизма PSpn(Z)→ PSpn(Zp) из непорождаемости тремя инволюци-
ями, две из которых перестановочны, проективной симплектической группы PSp4(Z3)
[3] следует отрицательный ответ на вопрос (А) для группы PSp4(Z), которая изо-
морфна присоединенной группе Шевалле B2(Z).

Отметим также, что над Z каждая присоединенная группа Шевалле исключитель-
ного типа, отличного от E7, совпадает с универсальной. Здесь порождающие тройки
инволюций для типа E7 выбираются именно в присоединенной группе. Таким образом,
ответ на вопрос (А) для универсальной группы Шевалле типа E7 остается открытым.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 16–01–00707).
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Централизаторные размерности частично коммутативных метабелевых

групп

Е. И. Тимошенко

Граф Γ = (X;E) – это конечное множество вершин X = {x1, . . . , xn}, на котором
задано симметричное бинарное отношение смежности E ⊆ X ×X и для всех xi имеет
место (xi, xi) /∈ E.

Частично коммутативная метабелева группа MΓ с определяющим графом Γ имеет
представление

MΓ = 〈x1, . . . , xn |xixj = xjxi, если (xi, xj) ∈ E; A2〉
в многообразии A2 метабелевых групп.

А. Мясников и П. Шумятский ввели понятие централизаторной размерности
Cdim(G) для любой группы G. По определению Cdim(G) = m, если в группе суще-
ствует строго убывающая цепочка централизаторов длины m

C(M1) > C(M2) > . . . > C(Mm)

и не существует более длинной строго убывающей цепочки централизаторов. Если для
группы G длины цепочек не ограничены, то полагают Cdim(G) =∞.

Класс групп конечной централизаторной размерности довольно широк. В част-
ности конечно порожденные метабелевы группы имеют конечную централизаторную
размерность.

Мы доказываем, что централизаторные размерности 2-порожденных метабелевых
групп без кручения не ограничены и изучаем централизаторные размерности частично
коммутативных метабелевых групп MΓ. Для этого определяем две числовые характе-
ристики α(MΓ) и β(MΓ), а затем доказываем, что

Cdim(MΓ) ≤ α(MΓ) + β(MΓ) + 1. (1)

Далее получаем, что централизаторная размерность частично коммутативной метабе-
левой группы, определенной циклом длины n ≥ 5, равна 7. Отметим, что ранее автором
была вычислена централизаторная размерность частично коммутативной метабелевой
группы, определяющий граф Γ которой – дерево. Она равна 3, если Γ – звезда, и 5
в остальных случаях. Используя неравенство (1), мы устанавливаем, что для любой
частично коммутативной метабелевой группыMΓ её централизаторная размерность не
превышает 2n+ 1, где n – количество вершин определяющего графа.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 15-01-01485), а также
при финансовой поддержке Министерства образования и науки (государственное зада-
ние 2014/138, проект 1052).
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Об аппроксимируемости групп Баумслага–Солитэра корневыми классами,
состоящими из периодических групп

Е. А. Туманова

Напомним, что группами Баумслага–Солитэра называются группы с одним опре-
деляющим соотношением вида

BS(m,n) = 〈a, b; a−1bma = bn〉,
где без потери общности можно считать, что |n| ≥ m > 0. Напомним также [1], что
класс групп K называется корневым, если он замкнут относительно взятия подгрупп
и удовлетворяет условию Грюнберга: если X — некоторая группа и 1 6 Z 6 Y 6 X —
субнормальный ряд группы X такой, что X/Y , Y/Z ∈ K, то в группе X существует
нормальная подгруппа T такая, что T ⊆ Z и X/T ∈ K (другие равносильные определе-
ния корневого класса можно найти в [2]).

В [3] автором был анонсирован критерий аппроксимируемости групп Баумслага–
Солитэра произвольным корневым классом K, замкнутым относительно взятия фактор-
групп. В случае, когда класс K состоит только из периодических групп, этот критерий
может быть дополнен следующим образом.

Теорема. Пусть K — корневой класс групп, состоящий только из периодиче-
ских групп, содержащий хотя бы одну неединичную группу и замкнутый относительно
взятия фактор-групп, π(K) — множество всех простых делителей порядков элементов
групп из класса K. Тогда следующие утверждения равносильны.

1. Группа BS(m,n) K-аппроксимируема.
2. Группа BS(m,n) аппроксимируема конечными K-группами.
3. Группа BS(m,n) аппроксимируема конечными разрешимыми π(K)-группами (как

обычно, под π(K)-группой понимаем группу, порядок которой является π(K)-числом).

Непосредственно из сформулированной теоремы вытекает

Следствие. Группа BS(m,n) аппроксимируема классом конечных разрешимых
групп тогда и только тогда, когда она финитно аппроксимируема (т. е. тогда и только
тогда, когда m = 1 или m = |n|).
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Факторизации конечных групп тремя подгруппами

В. Н. Тютянов

Рассматриваются только конечные группы. Пусть A,B,C являются подгруппами груп-
пы G. Если G = AB = AC = BC, то будем говорить, что группа G обладает тройной
факторизацией. В большинстве работ о группах с тройной факторизацией исследу-
ется строение группы G в зависимости от строения сомножителей A,B,C и способа их
вложения в G.

В 1960 г. Х. Виландт [1] установил, что если A,B,C разрешимы и их индексы в G
попарно взаимно просты, то G является разрешимой группой. Позже Л.С. Казарин [2]
показал, что арифметические условия в [1] можно опустить и при этом разрешимость
группы G сохраняется. В общем случае, если индексы подгрупп A,B,C в G попарно
взаимно просты, то, как показано в [3], G не является простой неабелевой группой. Ряд
важных результатов о группах с тройной факторизацией был установлен О. Кегелем и
Е. Пеннингтон.

Доказана следующая теорема.
Теорема. Пусть G – конечная простая неабелева группа. Если G = AB = AC =

BC, то группа G принадлежит следующему списку: A6;M12; PΩ+
8 (q); PSp2m(2),m ≥ 2.

Также получен ряд результатов о группах с тройной факторизацией при ограни-
чениях на строение сомножителей.
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Конечные группы с P2-субнормальными подгруппами

В. Н. Тютянов, Т. В. Тихоненко

Рассматриваются только конечные группы. В работе [1] введено следующее
Определение 1. Подгруппа H группы G называется P-субнормальной в G (обо-

значается через H P-sn G), если либо H = G, либо существует цепь подгрупп
H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn−1 ⊂ Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| — простое число

для любого i = 1, . . . , n.
Изучению строения конечных групп с заданной системой P-субнормальных под-

групп посвящено достаточно много работ. Мы рассматриваем несколько более общую
ситуацию. Пусть N и P – множества всех натуральных и простых чисел соответственно.
Обозначим P2 = {pk|p ∈ P, k ∈ {0} ∪ N, k ≤ 2}.

Определение 2. Подгруппа H группы G называется P2-субнормальной в G (обо-
значается через H P2-sn G), если либо H = G, либо существует цепь подгрупп
H = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hn−1 ⊂ Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| ∈ P2 для любого

i = 1, . . . , n.
С использованием теоремы о классификации конечных простых неабелевых групп

доказан следующий результат.
Теорема. Пусть G — конечная группа, у которой любая подгруппа Шмидта P2-

субнормальна в G. Тогда G является разрешимой группой.
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Ортогональность в группах

С. Л. Фуксон

В [1] авторы вводят понятие бинарного отношения ортогональности в произвольных
абелевых группах следующим образом.

Пусть G = (G,+) – аддитивная абелева группа. Пусть ⊥ – бинарное отношение в
G, удовлетворяющее следующим аксиомам:

(A1) ∀a ∈ G : ∃b ∈ G : a ⊥ b,
(A2) ∀a ∈ G \ {0} : a¬ ⊥ a,
(A3) ∀a, b ∈ G : a ⊥ b⇒ b ⊥ a,
(A4) ∀a, b, c ∈ G : a ⊥ b ∧ a ⊥ c⇒ a ⊥ (b+ c),
(A5) ∀a, b ∈ G : a ⊥ b⇒ a ⊥ −b.
⊥ называется ортогональностью в G.
Нам удалось двумя различными способами построить бесконечное множество ор-

тогональностей (Q+, ·), где Q+ – множество положительных рациональных чисел [2].
Исследуя группу Zp ⊕ Zp, мы нашли всевозможные ортогональности групп Z2 ⊕

Z2, Z3 ⊕ Z3, Z5 ⊕ Z5, а также доказали ряд утверждений, позволяющих обобщить
полученные результаты [3]. Так, например, установлено, что число s всевозможных
нетривиальных ортогональностей прямой суммы циклических групп Zp ⊕ Zp, p ≥ 3,
вычисляется по формуле

s =

p−1
2∑

i=0

C2
p+1·C2

p−1·...·C2
p−(2i−1)

(i+1)!

Вызывает интерес отношение ортогональности в l-группах. В. М. Копытов [4] вво-
дит понятие ортогональности элементов решёточно упорядоченной группы следующим
образом: элементы a, b l-группы G называются ортогональными, если |a| ∧ |b| = e.
Обозначим ортогональность элементов a и b символом a ⊥e b.

Нами установлено, что ∀a, b ∈ G : a ⊥e b⇒ a ⊥ b.
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О хопфовости гиперграфических полуавтоматов и полугрупп их входных

сигналов

Е. В. Хворостухина

Изучение хопфовых алгебраических систем является важной задачей современной
алгебры. В настоящей заметке исследуется вопрос о хопфовости гиперграфических
полуавтоматов (автоматов без выходных сигналов) и их полугрупп входных сигналов.

Напомним [1], что гиперграфом называется система вида H = (X,L), где X – непу-
стое множество и L – семейство произвольных подмножеств X. Гиперграф H = (X,L)
называется эффективным, если любая его вершина принадлежит некоторому ребру
этого гиперграфа. Пусть p – произвольное натуральное число. Гиперграф H будем
называть гиперграфом с p-определимыми ребрами, если в каждом ребре этого гипер-
графа найдется по крайней мере p + 1 вершина и, с другой стороны, любые p вершин
этого гиперграфа принадлежат не более, чем одному его ребру. Например, проективная
плоскость и аффинная плоскость с числом точек более четырех являются эффективными
гиперграфами с 2-определимыми ребрами, вершинами которых являются точки этих
плоскостей, а ребрами - соответствующие прямые.

В настоящей работе под гиперграфическим полуавтоматом понимается полугруп-
повой автомат без выходных сигналов [2] A = (X,S, δ), множество состояний которого
X наделено такой структурой гиперграфа H = (X,L), что при любом входном сиг-
нале s ∈ S функция переходов δs является эндоморфизмом H. Например, для любого
гиперграфа H алгебраическая система A = (H,EndH, δ) с функцией δ(ϕ, x) = ϕ(x) (где
(ϕ, x) ∈ EndH ×X) является гиперграфическим полуавтоматом, который обозначается
Atm(H) и называется универсальным гиперграфическим полуавтоматом. Полугруппу
входных сигналов полуавтомата A будем обозначать также Inp(A).

Напомним, что алгебраическая система называется хопфовой, если всякий ее эндо-
морфизм на себя является автоморфизмом.

Теорема. Пусть Atm(H) – универсальный гиперграфический полуавтомат над эф-
фективным гиперграфом с p-определимыми ребрамиH. Тогда справедливы следующие
утверждения:

1) полуавтомат Atm(H) является хопфовой алгебраической системой;
2) полугруппа входных сигналов Inp(Atm(H)) является хопфовой алгебраиче-
ской системой.
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Плотность подгрупп конечного индекса конечно порожденных свободных

групп

Д. Г. Храмцов

Пусть Fn - свободная группа конечного ранга n ≥ 1 со множеством свободных порожда-
ющих X = {x1, x2, ..., xn}. Каждый элемент g группы Fn представляется единственным
образом в виде несократимого слова от порождающих из X и обратных к ним. Длина
этого слова называется длиной |g| элемента g. Функция длины определяет естественную
метрику на графе Кэли Cay(Fn, X) группы Fn относительно порождающего множества
X. Шаром BX(r) радиуса r (с центром в единице) в группе Fn называется метрический
шар радиуса r в пространстве Cay(Fn, X) с центром в единичном элементе группы, то
есть множество элементов из Fn длины не больше r. Естественной плотностью δX(S)

подмножества S группы Fn относительно X называется предел lim supn→∞
|S ⋂

BX(n)|
|BX(n)|

при n→∞. Есть и другие похожие концепции плотности, например, экспоненциальная
плотность и степень коммутативности [1], которые можно считать относительно лю-
бых порождающих множеств группы Fn. Каждая из них напрямую зависит от выбора
порождающего множества, относительно которого считается плотность, поэтому есте-
ственной разумно считать именно плотность относительно свободного базиса группы.
В работе [2] Х.Бурильо и Э.Вентуры, где изучалась, в частности, естественная плот-
ность множества примитивных элементов группы Fn, было установлено (пример 1.3),
что плотностью подгруппы индекса 2 слов чётной длины в Fn, является вовсе не 1

2 , как

можно было ожидать, а число (2n−2)(2n−2)
((2n−1)2−1) , хотя для других подгрупп индекса 2 пря-

мые вычисления дают плотность, равную именно 1
2 . В связи с этим автором доказана

следующая
Теорема. Подгруппа конечного индексаm свободной группы Fn ранга n ≥ 2 имеет

естественную плотность 1
m относительно множества свободных порождающих X тогда

и только тогда, когда она не содержится в подгруппе чётных слов группы Fn.
При этом при подсчёте плотности подгрупп, не лежащих в подгруппе чётных слов,

в определении можно убрать супремум. Кроме того показано, что при подходящем
выборе порождающего множества группы Fn, плотность её подгруппы чётных слов
может быть сколь угодно близка к 1.
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Об аксиоматическом ранге класса Леви квазимногообразия qHps

С. А. Шахова

Множество TQ(M) всех квазитождеств, истинных во всех группах из классаM, на-
зываетсяQ−теорией классаM.Подмножество Σ ⊆ TQ(M) называется базисомQ−теории
классаM, если всякое квазитождество из TQ(M) является следствием множества Σ ква-
зитождеств. Если данная Q−теория обладает базисом квазитождеств от n переменных
и не обладает базисом квазитождеств от меньшего числа переменных, то говорят, что
аксиоматический ранг Q−теории конечен и равен n. Класс M называется конечно ак-
сиоматизируемым, если TQ(M) обладает базисом, состоящим из конечного числа ква-
зитождеств.

Задача изучения аксиоматических рангов квазимногообразий впервые была поста-
влена Д.М. Смирновым в [1]. В работах А.И. Будкина [2, 3, 4] установлена бесконеч-
ность аксиоматических рангов большого класса неабелевых квазимногообразий.

Пусть p — простое число, p 6= 2, Hps — группа, имеющая в многообразии нильпо-
тентных ступени не выше 2 групп представление: Hps = gr(x, y||xps

= yp
s

= [x, y]p = 1).

Обозначим через qHps — квазимногообразие, порождённое группойHps , Mps

= L(qHps)
— класс Леви, порождённый квазимногообразием qHps , т.е. класс всех групп G, в кото-
рых нормальное замыкание xG любого элемента x ∈ G принадлежит qHps . Классы Леви
2-ступенно нильпотентных квазимногообразий групп изучались В.В. Лодейщиковой в
[5, 6]. В частности, были выписаны квазитождества, задающие квазимногообразие
Mps

. Список этих квазитождеств бесконечен и содержит квазитождества от любого
сколь угодно большого числа переменных.

А.И. Будкин поставил вопрос: верно ли, что квазимногообразие Mps

имеет конеч-
ный аксиоматический ранг? Ответ на этот вопрос оказался положительным. Доказана
следующая теорема.

Теорема. Квазимногообразие Mps

конечно аксиоматизируемо.
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О периодической части группы Шункова, насыщенной конечными
простыми неабелевыми группами

А. А. Шлепкин

Говорят, что группа G насыщена группами из множества групп R, если любая
конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой
группе из R [1]. Группа G называется группой Шункова, если для любой ее конечной
подгруппы H в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого
порядка порождают конечную подгруппу. Первоначально такая группа называлась со-
пряженно биримитивно конечной группой [2]. Класс групп Шункова очень обширен и
включает в себя, в частности, все группы без кручения и некоторые смешанные группы.
Поэтому для каждой данной группы Шункова G актуален следующий вопрос: обладает
ли группа G периодической частью, т.е. составляют ли периодические элементы в G
подгруппу? Нетривиальность ответа на этот вопрос подчеркивается примерами раз-
решимых групп Шункова, не обладающих периодической частью (см. например [3]).

Теорема 1. Группа Шункова, насыщенная группами из множества конечных про-
стых групп лиева типа ранга 1, обладает периодической частью, изоморфной простой
группе лиева типа ранга 1 над подходящим локально конечным полем.

Теорема 2. Пусть группа Шункова G насыщена группами из множества конечных
простых неабелевых групп, и в G есть инволюция z такая, что CG(z) содержит лишь
конечное число элементов конечного порядка. Тогда G обладает периодической частью,
изоморфной конечной простой неабелевой группе.
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О группах Шункова, насыщенных полными линейными группами
степени 3

А. К. Шлепкин

Пусть ℜ— множество групп. Будем говорить, что группа G насыщена группами из
ℜ, если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной
некоторой группе из ℜ [1].

Группа G называется группой Шункова, если для любой конечной подгруппы H <
G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого порядка по-
рождают конечную группу [2].

Группа Шункова, порожденная элементами конечных порядков, не обязана быть
периодической [3].

Под периодической частью группы G понимается множество всех ее элементов ко-
нечного порядка при условии, что они образуют группу. Периодическую часть группы
G будем обозначать через T (G).

Доказана следующая
Теорема. Группа Шункова G, насыщенная группами из множества {GL3(pn)}, где

p - фиксированное простое нечетное число, а натуральное n не фиксируется , обладает
периодической частью T (G), которая изоморфна U3(P ), где P — подходящее локально
конечное поле характеристики p.
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The finite simple groups satisfying the two-prime hypothesis on conjugacy
class sizes

B. Asadian, N. Ahanjideh

For a finite group G, cs(G) denotes the set of conjugacy class sizes of G and cs∗(G) =
cs(G)\{1} . By π(x), we denote the prime divisors of x and ρ(X) =

⋃
x∈X π(x). The

bipartite divisor graph B(G) is a graph associated to G whose vertices are the disjoint union
of cs∗(G) and ρ(cs∗) such that there is an edge between x ∈ cs∗(G) and p ∈ ρ(cs∗) if and
only if p ∈ π(x). We use Km,n to define a complete bipartite graph i.e., there is a bipartition
{V1|V2} of vertices such that |V1| = m and |V2| = n. Every vertex of V1 is adjacent to all

vertices of V2. A graph D is Km,n-free, if it has no Km,n as a subgraph. We denote by
−−→
Ka,b,

a complete bipartite subgraph of B(G) with a vertices in ρ(cs∗) and b vertices in cs∗(G).
The group G is said to satisfy the n-prime hypothesis if the common divisor of a, b ∈ cs∗(G)
with a 6= b is divisible by at most n primes (counting multiplicities).

In [4], the author proved that if G/Z(G) is simple, where Z(G) is the center of G, then
B(G) has no cycle of lenght 4 if and only if G ∼= A × L2(q), where q ∈ {4, 8}. In [1], the
authors proved that if G is non-solvable group, then G satisfies the one-prime hypothesis if
and only if G = A×S, where A is abelian and S is isomorphic to either L2(4) or L2(8). The
finite group G satisfying the one-prime hypothesis is equivalent to B(G) having no cycle of
length 4.
In [2, 3], n-prime hypothesis has been examined to study character degrees, where n ∈ {1, 2}.
In this paper, we use conjugacy class sizes to investigate the two-prime hypothesis for the
finite simple group S.

Theorem. Suppose that S is a finite simple group. Then S satisfies the two-prime
hypothesis if and only if S ∼= L2(q) such that:

(i) If q ≥ 4 is even, then |π(q ± 1)| ≤ 2.

(ii) If q ≥ 5 is odd, then |π( q(q+ǫ)
2 )| and |π( q−ǫ

2 )| ≤ 2, where q ≡ ǫ (mod 4).

The finite group S satisfying the two-prime hypothesis is equivalent to the bipartite

divisor graph B(S) is
−−→
K3,2-free.
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Intersection of conjugate solvable subgroups in classical groups of Lie type

A. Baykalov

Assume that a finite group G acts on a set Ω. An element x ∈ Ω is called a regular point
if |xG| = |G|, i.e. if the stabilizer of x is trivial. Define the action of the group G on Ωk by
the rule

g : (i1, . . . , ik) 7→ (i1g, . . . , ikg).

If G acts faithfully and transitively on Ω, then the minimal number k such that the set Ωk

contains a G-regular point is called the base size of G and is denoted by b(G). For a positive
integer m the number of G-regular orbits on Ωm is denoted by Reg(G,m) (this number
equals 0 if m < b(G)). If H is a subgroup of G and G acts by the right multiplication
on the set Ω of right cosets of H then G/HG acts faithfully and transitively on the set Ω.
(Here HG = ∩g∈GH

g.) In this case, we denote b(G/HG) and Reg(G/HG,m) by bH(G) and
RegH(G,m) respectively.

Thus bH(G) is the minimal number k such that there exist elements x1, . . . , xk ∈ G for
which Hx1 ∩ . . . ∩Hxk = HG.

Consider the problem 17.41 from ”Kourovka notebook”[1]:
Let H be a solvable subgroup of finite group G and G does not contain nontrivial normal

solvable subgroups. Are there always exist five subgroups conjugated with H such that their
intersection is trivial?

The problem is reduced to the case when G is almost simple in [2]. Specifically, it
is proved that if for each almost simple group G and solvable subgroup H of G condi-
tion RegH(G, 5) ≥ 5 holds then for each finite nonsolvable group G and maximal solvable
subgroup H of G condition RegH(G, 5) ≥ 5 holds.

Let p be a prime number and q = pt. A cyclic irreducible subgroup Sinn(q) of GLn(q) of
order qn−1 is called a Singer cycle. If H is a cycle subgroup of GUn(q) and |H| = qn−(−1)n

we also call it a Singer cycle and denote by Sinn(q).
By ϕn we denote an automorphism of Sinn(q) such that

ϕn : g 7→ gq if G = GLn(q) ;

ϕi : g 7→ gq
2

if G = GUn(q) and n is add;
ϕi : g 7→ g−q if G = GUn(q) and n is even.

We have proved the following
Theorem 1. Let G be isomorphic to GLn(q) or GUn(q) and H be a subgroup of G such

that H is block diagonal with blocks isomorphic to Sinni
(q)⋊ 〈ϕni

〉; i = 1, . . . , k;
∑k

i=1 ni =
n. Then bH(G) ≤ 4.

Theorem 2. Let G = GLn(q) ⋊ 〈τ〉 where q = 2 or q = 3, n is even, τ is an automor-
phism which acts by τ : A 7→ (A−1)T for A ∈ GLn(q). Let H be the normalizer in G of
subgroup P ≤ GLn(q) where P is the stabilizer of the chain of subspaces:

〈vn, vn−1〉 < 〈vn, vn−1, vn−2, vn−3〉 < . . . < 〈vn, vn−1, . . . , v2, v1〉.
Then RegH(G, 5) ≥ 5.

The work is supported by Russian Science Foundation (project 14-21-00065).
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On periodic subgroups of the finitary linear group over a commutative ring

O. Yu. Dashkova, M. A. Salim

Let FLν(K) be the finitary linear group where K is a ring with the unit, ν is a linearly
ordered set. FLν(K) is investigated in [1, 2]. In particular the finitary unitriangular group
UTν(K) is studied in [2].

We study periodic subgroups of the finitary linear group FLν(K) in the case where K
is a commutative ring.

The main result of this paper is the theorem.
Theorem. Let G be a periodic subgroup of FLν(K), K be a commutative ring. Then

G is a locally finite group.
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Retracts of group of unitriangular matrices over a ring

A. A. Konyrkhanova, M. K. Nurizinov, R. K. Tyulyubergenev,
N. G. Khisamiev

A retract of a group G is a subgroup H, for which there exists an endomorphism ρ : G→ H,
which the identity on H.Such an endomorphism is called a retractive endomorphism. Any
idempotent endomorphism ρ : G → G, ρ2 = ρ, provides a retraction of the group G on the
subgroup ρ(G).

Theorem 1. An Abelian subgroup H of the group G = UTn(Z), n ≥ 3 is a retract of
the group G if and only if there exist matrices g(i) ∈ G, i < n − 1 and a number s ≤ [n2 ]
such that the determinant

△ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

g
(0)
12 g

(1)
12 ... g

(n−2)
12

g
(0)
23 g

(1)
23 ... g

(n−2)
23

. . .

g
(0)
n−1,n g

(1)
n−1,n ... g

(n−2)
n−1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ±1 and H =

(
g(0)

)
⊕ ...⊕

(
g(s−1)

)
.

Theorem 2. Let K – be a commutative and associative unit ring with identity such
that its additive group K+ is locally cyclic and torsion-free. Then any retract H of the
group G = UT3(K) is isomorphic to K+.

Corollary 1. Any retract of the group UT3(Z) is a pure cyclic subgroup of it.
Corollary 2. A subgroup H of the group UT3(Z) is a retract of it if and only if there

exists a matrix h ∈ UT3(Z) such that H = (h) and the numbers h12 and h23 are coprime.
Corollary 3. There is an algorithm that for any subgroup A of the group UT3(Z)

determines whether or not A is a retract of it.
Theorem 3. A subgroup H of the group G = UT3(Z) is a transvectional retract if and

only if either H = (t12) or H = (t23),where the each tij – is a transvection.
Theorem 4. A subgroup H of the group G = UT3(Z) is an essentially standard retract

if and only if H = (h) and it holds either h12 = 1 or h23 = 1.
Corollary 4. A subgroup H of the group UT3(Z) is not an essentially standard retract

of the group G if and only if there is an element h ∈ UT3(Z) such that numbers h12 and h23
are different from 1 and greatest common factor of these numbers are equal to 1.

Corollary 5. There is an algorithm that for any subgroup H of the group UT3(Z)
determines whether H is transvectional retract or essential retract of the group UT3(Z).
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On finite groups with restrictions on the number of isomorphic classes of
non-σ-subnormal subgroups

V. A. Kovaleva

All considered groups are finite and G always denotes a finite group. We use the termi-
nology in [1, 2].

Let σ = {σi|i ∈ I} be some partition of the set of all primes P, that is, P = ∪i∈Iσi and
σi ∩ σj = ∅ for all i 6= j . Then G is called: σ-primary if G is a σi-group for some σi ∈ σ;
σ-soluble if every chief factor of G is σ-primary.

If n is an integer, then π(n) denotes the set of all primes dividing n; π(G) = π(|G|) is
the set of all primes dividing the order of G; σ(n) = {σi|σi ∩ π(n) 6= ∅}, σ(G) = σ(|G|).

In [3], the authors study the influence of the number of conjugacy classes of non-normal
subgroups of G on the structure of G.

A subgroup A of G is said to be σ-subnormal in G if there is a subgroup chain

A = A0 ≤ A1 ≤ · · · ≤ An = G

such that either Ai−1 is normal in Ai or Ai/(Ai−1)Ai
is σ-primary for all i = 1, . . . , t.

Denote by nσ(G) and cnσ(G) the number of isomorphic classes of non-σ-subnormal sub-
groups of G and the number of isomorphic classes of non-σ-subnormal non-cyclic subgroups
of G respectively.

We study the structure of G depending on the invariants nσ(G) and cnσ(G). In partic-
ular, new conditions of σ-solubility of groups were found.
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On the pronormality of subgroups of odd indices in finite simple groups

A. S. Kondrat′ev, N. V. Maslova, D. O. Revin

A subgroup H of a group G is said to be pronormal in G if H and Hg are conjugate in
〈H,Hg〉 for every g ∈ G. In [1], the following conjecture was formulated.

Conjecture. All subgroups of odd indices are pronormal in all finite simple groups.

The conjecture was verified for many families of finite simple groups in [2]. Namely, it
was proved that all subgroups of odd indices are pronormal in the following finite simple
groups: An, where n ≥ 5; sporadic groups; groups of Lie type over fields of characteristic 2;
PSL2n(q); PSU2n(q); PSp2n(q), where q 6≡ ±3 (mod 8); PΩ2n+1(q); PΩε

2n(q), where ε ∈
{+,−}; exeptional groups of Lie type not isomorphic to E6(q) or 2E6(q). In [3, Theorem 1]
it was proved that, if a finite group G has a normal abelian subgroup V and a subgroup
H such that G = HV , then H is pronormal in G if and only if U = NU (H)[H,U ] for any
H-invariant subgroup U of the group V . Using this fact, in [3, Theorem 2] it was proved
that Conjecture fails. Precisely, a finite simple symplectic group PSp6n(q) with q ≡ ±3
(mod 8) contains a nonpronormal subgroup of odd index. Moreover, using [3, Theorem 2]
it’s not difficult to prove that if n 6∈ {2m, 2m(22k + 1) | m, k ∈ N ∪ {0}} then a finite simple
symplectic group PSp2n(q) contains a nonpronormal subgroup of odd index. In view of the
above results, the following problem naturally arises.

Problem. Classify finite simple groups in which all subgroups of odd indices are pronor-
mal.

In this talk, we discuss (in progress) a solution of the problem. In particular, we discuss
the following theorem.

Theorem. Let G = PSp2n(q), where n ≥ 2 and q ≡ ±3 (mod 8). Then any subgroup
of odd index of G is pronormal in G.

The work is supported by the grant of the President of Russian Federation for young
scientists (grant no. MK-6118.2016.1). The second author is a winner of the competition
of the Dmitry Zimin Foundation “Dynasty” for support of young mathematicians in 2013
year.
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A note on the F-hypercenter of a finite group

V. I. Murashka

All groups considered here are finite. In [1] R. Baer showed that on the one hand the
hypercenter Z∞(G) of a group G coincides with the intersection of all maximal nilpotent
subgroups of G and on the other hand Z∞(G) coincides with the intersection of normalizers
of all Sylow subgroups of G.

Let X be a class of groups. A chief factor H/K of a group G is called X-central if
(H/K)⋋G/CG(H/K) ∈ X. A normal subgroup N of G is said to be X-hypercentral in G if
N = 1 or N 6= 1 and every chief factor of G below N is X-central. The X-hypercenter ZX(G)
is the product of all normal X-hypercentral subgroups of G (see [2, 1, Definition 2.2]). So
if X = N is the class of all nilpotent groups then ZN(G) is just the hypercenter Z∞(G) of a
group G.

Recall that IntF(G) is the intersection of all F-maximal subgroups of a group G and
×
i∈I

Fπi
= (G = ×

i∈I
Oπi

(G)|Oπi
(G) ∈ Fπi

) is a hereditary saturated formation where σ =

{πi|i ∈ I} is a partition of P into mutually disjoint subsets and Fπi
is a hereditary saturated

formation with π(Fπi
) = πi for all i ∈ I. Denote the intersection of all normalizers of

F-maximal subgroups of G by NIF(G).
Theorem. Let σ = {πi|i ∈ I} be a partition of P into mutually disjoint subsets, Fπi

be a hereditary saturated formation with π(Fπi
) = πi for all i ∈ I and F = ×

i∈I
Fπi

. The

following statements are equivalent:
(1) IntF(G) = ZF(G) for every group G.
(2) IntFπi

(G) = ZFπi
(G) for every πi-group G and every i ∈ I.

(3)
⋂
i∈I

NIFπi
(G) = ZF(G) for every group G.

Corollary (Baer [1]). Let G be a group. Then
(1) The hypercenter of G is the intersection of all normalizers of all Sylow subgroups of

G.
(2) The hypercenter of G is the intersection of all maximal nilpotent subgroups of G.
Remark. A. N. Skiba [3] described all hereditary saturated formations F with IntF(G) =

ZF(G) in terms of the canonical local definition of F. In the proof of Theorem we don’t use
his description.
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On the isotopically invariant property of automorphic Moufang loops

M. N. Rasskazova

By definition a set Q is a loop with the multiplication x · y = z ∈ Q if the maps
La : Q→ Q, Lax = a · x, Ra : Q→ Q, Ray = y · a are bijections and there exists the unity
1. A loop Q is a Moufang loop if the following identity holds: ((xy)x)z = x(y(xz)).

The inner mapping group of the loop Q is the group Inn(Q) generated by three families
of elements:

ℓx,y = L−1
xy ◦ Lx ◦ Ly, rx,y = R−1

xy ◦Ry ◦Rx, Tx = L−1
x ◦Rx

for all x, y ∈ Q. The loop Q is called automorphic if Inn(Q) acts on Q by automorphisms.
Definition. Let (M, ·) be Moufang loop. Then an isotope of (M, ·) is a loop (M, ◦), where

x ◦ y = (x · a) · (a−1 · y)

for some fixed element a ∈M. If every isotope of a loop M is an automorphic Moufang loop
then we will call this loop M is isotopically invariant automorphic Moufang loop.

The aim of this talk is to show the following
Theorem. A loop L is isotopically invariant automorphic Moufang loop if and only if L is
an automorphic loop with the following identity:

((x, y, z), v, t) = 1.

This talk is based on the joint work with Alexandre Grishkov and Liudmila Sabinina.
Author thanks to CNPq, Brazil for the Grant number 456693/2014-0

References
[1] Bruck R. A Survey of Binary Systems, Springer-Verlag (1966).

[2] Grishkov A., Plaumann P., Sabinina L. Structure of free automorphic loops. Proc. Amer. Math. Soc.
140, no. 7 (2012), 2209- 2214.

Omsk State Technical University, pr. Mira 11, Omsk 644050 (Russia)
E-mail: marinarasskazova@yandex.ru

128

mailto:marinarasskazova@yandex.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория групп

On rationality of verbal subsets in a solvable group

V. A. Roman′kov

Following Gilman [1] (also see [2]) we define for a given group G the set Rat(G) of all
rational subsets in G as the closure of the set of all finite subsets of G under the rational
operations: union, product, and generation of a submonoid (Kleene’s star operation). It is
known that a subset L of a group G is rational in G if and only if L is accepted by a finite
automaton over G.

Let F (X) be a free group with basis X = {x1, x2, ..., xn, ...}, and w ∈ F (X). An
element g in a group G is called w-element if g is the image in G of the word w under
some homomorphism F (X) → G. By w[G], termed verbal subset in G, we denote the set
of all w-elements in G. Any word w = w(x1, . . . , xn) ∈ F (X) can be uniquely written
in the form w = xt11 x

t2
2 ...x

tn
n w

′, where w′ = w′(x1, . . . , xn) ∈ [F, F ]. The number e(w) =
gcd(t1, t2, ..., tn) is called exponent of w. In particular, e(w) = 1 implies w[G] = G for every
group G.

For arbitrary positive integers r and k, we denote by Nr,k the free nilpotent group of
rank r and nilpotency class k.

Theorem. For every positive integers r, k ≥ 2 and any word w ∈ F (X) of exponent
e(w) ≥ 2 the verbal subset w[Nr,k] is a proper rational subset in Nr,k.

In contrast to this statement, it has been shown in [3], that for every r ≥ 2 and any
word w ∈ F (X), e(w) 6= 1, the verbal subset w[Fr] is not rational in Fr.

Acknowledgements. This research was supported by Russian Science Foundation (project
16-11-0002).
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On separability problem for S-rings over abelian p-groups

G. K. Ryabov

Let G be a finite group. An S-ring (or a Schur ring) A over G is a subring of the group
ring ZG that is a free Z-module spanned by a partition S(A) of G closed under taking inverse
and containing the identity element {e} of G as a class. An isomorphism of two S-rings is an
isomorphism of the corresponding Cayley schemes. An algebraic isomorphism of two S-rings
is a ring isomorphism of them. Every isomorphism induces in a natural way the algebraic
isomorphism. However not every algebraic isomorphism is induced by an isomorphism. An
S-ring A is called separable with respect to a class of S-rings K if for every A′ ∈ K all
algebraic isomorphisms from A to A′

are induced by isomorphisms.
Denote the cyclic group of order n by Cn. We prove the following theorem.
Theorem 1. Every S-ring over G = Cp×Cpk , where p ∈ {2, 3} and k ≥ 1, is separable

with respect to the class of S-rings over abelian groups.
Theorem 1 gives the first example of an infinite family of noncyclic groups such that

every S-ring over every group from this family is separable. Theorem 1 implies the next
statement.

Theorem 2. Suppose that the group G = Cp × Cpk , where p ∈ {2, 3} and k ≥ 1, is
given by its multiplication table. Then given Cayley graph Γ over G and given Cayley graph
Γ

′

over an arbitrary abelian group it can be tested in time |G|O(1) whether Γ and Γ
′

are
isomorphic.
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On L. G. Kovàcs’ problem

S. V. Skresanov, A. V. Vasil′ev

“Kourovka notebook” contains the following question due to L. G. Kovàcs [1, Prob-
lem 8.23]: If the dihedral group D of order 18 is a section of a direct product X × Y , must
at least one of X and Y have a section isomorphic to D? Recall that a section of a group
is a homomorphic image of one of its subgroups. If X and Y are locally finite groups, the
positive answer to the question is given by the following

Theorem. Let p and q be distinct primes and let D = A⋊B be a semidirect product
of its subgroups A and B such that A is a cyclic p-group, B is a cyclic group of order q, and
[A,B] 6= 1. Suppose that X and Y are locally finite groups and D is a section of the direct
product X × Y . Then D is a section of either X or Y .

We recall that a variety of groups is said to be locally finite if every finitely generated
group from this variety is finite. The direct consequence of our theorem is the following

Corollary. Let L be a locally finite variety generated by a set X of groups, and let D
be as in the theorem. If D lies in L, then D is a section of a group from X. In particular, if
X consists of a finite number of finite groups and D belongs to the variety generated by X,
then D is a section of a group from X.

Also we discuss some other conditions on the group D and their correlations with the
theorem.

References
[1] Unsolved problems in group theory. The Kourovka Notebook, 18th edn (Eds. V. D. Mazurov and E. I.

Khukhro), Novosibirsk, Sobolev Institute of Mathematics (2014).

Novosibirsk State University, Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk (Russia)

E-mail: s.skresanov@g.nsu.ru, vasand@math.nsc.ru

131

mailto:s.skresanov@g.nsu.ru, vasand@math.nsc.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория групп

On recognition by prime graph of alternating groups

A. M. Staroletov

Suppose that G is a finite group. The set of prime divisors of |G| is denoted by π(G).
The spectrum of G is the set of its element orders and is denoted by ω(G). The spectrum
defines the prime graph (or Gruenberg — Kegel graph) GK(G) of G: the set of vertices is
π(G), and two distinct vertices r and s are adjacent if and only if rs ∈ ω(G).

A nonabelian simple group L is called recognizable by spectrum if the spectrum character-
izes L in the class of all finite groups, i.e. if for a finite group H it is true that ω(H) = ω(G)
implies H ≃ G. Denote by Altn the alternating group of degree n. I. B. Gorshkov proved
that Altn with n ≥ 5 is recognizable by spectrum iff n 6= 6, 10 ([1]). However, it is easy
to see that GK(Alt5) = GK(Alt6). A. S. Kondratiev described in [2] finite groups with the
prime graph equal to GK(Alt10). Namely, he proved that there exist soluble groups G such
that GK(G) = GK(Alt10). Moreover, if S is a finite nonabelian simple group such that
π(S) ⊆ {2, 3, 5, 7} and S 6≃ L2(8), U4(2), S4(7), then there exists a finite group G such
that GK(G) = GK(Alt10) and G has a composition factor isomorphic to S. We continue
to investigate nonabelian composition factors of a finite group, which has the prime graph
equal to GK(Altn) for some integer n.

Theorem. Let p ≥ 13 be a prime andG be a finite group such thatGK(G) = GK(Altn),
where p ≤ n ≤ p+ 3. Then G has a unique nonabelian composition factor and this factor is
isomorphic to an alternating group of degree at least p.
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On the 2-closure of a finite permutation group

A. V. Vasil′ev

Let Ω be a finite set and G ≤ Sym(Ω). The action of G on Ω induces the componentwise
action on Ω2: (α, β)g = (αg, βg) for α, β ∈ Ω and g ∈ G. The orbits of the induced action
are called 2-orbits of G. The largest subgroup of Sym(Ω) with the same 2-orbits as G is
called the 2-closure of G and denoted by G(2). Obviously, G ≤ G(2). Our goal is to discuss
the following problem: Given a permutation group G, find G(2).
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Spectra of automorphic extensions of finite simple groups E6(q), 2E6(q), and
E7(q)

M. A. Zvezdina

If G is a finite group, its spectrum ω(G) is the set of orders of its elements. Groups
are called isospectral if their spectra coincide. Our work is concerned with the following
problem (see [1, Problem 17.36]): for all nonabelian finite simple groups S, describe groups
G such that S < G ≤ Aut(S) and G is isospectral to S. We solve this problem in case when
S is one of the finite simple groups E6(q), 2E6(q), E7(q). We use the abbreviation Eε

6(q),
ε ∈ {+,−}, where E+

6 (q) = E6(q) and E−
6 (q) = 2E6(q).

Theorem 1. Let S be a finite simple exceptional group Eε
6(q), where q is a power of

prime p, and let S < G ≤ Aut(S). Then ω(G) = ω(S) if and only if G is an extension of S
by a field automorphism, G/S is a 3-group, 3 divides q − ε1 and p /∈ {2, 11}.

Theorem 2. Let S be a finite simple exceptional group E7(q), where q is a power of
prime p, and let S < G ≤ Aut(S). Then ω(G) = ω(S) if and only if G is an extension of S
by a field automorphism, G/S is a 2-group and p /∈ {2, 13, 17}.

In the proof of the theorems, we use the description of the spectra of Eε
6(q) and E7(q)

obtained in [2, 3].
We say that the recognition by spectrum problem is solved for a group S if we know

the number of pairwise non-isomorphic groups isospectral to S. This problem is solved
for all simple exceptional groups of Lie type except for the groups of types E6 and E7.
By [4, Theorem 1], any finite group isospectral to a simple exceptional group S 6= 3D4(2)
is isomorphic to a group G such that S < G ≤ Aut(S). Applying Theorems 1 and 2, we
complete the study of recognition problem for all simple exceptional groups of Lie type.
These results also complete the study of recognition problem for finite simple groups of Lie
type over fields of characteristic 2 (the results for classical groups are surveyed in [5]).
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Кольца, над которыми каждый модуль является почти инъективным

А. Н. Абызов

Все кольца предполагаются ассоциативными и с единицей, а модули унитарными.
Пусть M,N – правые R-модули. Модуль M называется почти N -инъективным,

если для каждого подмодуля N ′ модуля N и каждого гомоморфизма f : N ′ → M либо
существует такой гомоморфизм g : N → M, что f = gι, либо существуют ненулевой
идемпотент π ∈ EndR(N) и гомоморфизм h : M → π(N), для которых выполнено равен-
ство hf = πι, где ι : N ′ → N – естественное вложение. Модуль M называется почти
инъективным, если он почти инъективен относительно каждого правого R-модуля.

Понятие почти инъективного модуля впервые было изучено в работах Харады и
его учеников. В последнее время почти инъективные модули были рассмотрены в ра-
ботах [1]-[5]. В работе [3] была поставлена проблема об описании колец, над которыми
каждый правый модуль является почти инъективным. В некоторых частных случаях
эта проблема была решена в работе [3]. В частности, в случае полусовершенных ко-
лец. Следующая теорема дает описание колец, над которыми каждый правый модуль
является почти инъективным, в общем случае.

Теорема.Для кольца R следующие условия равносильны:

1) каждый правый R-модуль является почти инъективным;
2) R – полуартиново справа кольцо, Loewy(RR) ≤ 2 и над кольцом R каждый
правый модуль является прямой суммой инъективного модуля и V - модуля;

3) R – полуартиново справа кольцо, Loewy(RR) ≤ 2 и над кольцом R каждый
правый модуль является прямой суммой проективного модуля и V - модуля;

4) для кольца R выполнены условия
a) в кольце R существует такое конечное множество ортогональных идем-
потентов {ei}i∈I , что eiR – инъективный локальный правый R-модуль
длины два для каждого i ∈ I и J(R) = ⊕i∈IJ(eiR);

b) R/J(R) – правое SV -кольцо и Loewy(RR) ≤ 2;
c) R/SI(RR) – артиново справа кольцо;

5) кольцо R изоморфно кольцу формальных верхнетреугольных матриц(
T TMS

0 S

)
, где

a) S – правое SV -кольцо и Loewy(S) ≤ 2;
b) для некоторого идеала I кольца S имеет место равенствоMI = 0 и кольцо(

T TMS/I

0 S/I

)
является артиновым полуцепным, у которого квадрат ра-

дикала Джекобсона равен нулю.
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Решетка идеалов полукольца непрерывных частичных

действительнозначных функций

Е. М. Вечтомов, Е. Н. Лубягина

Пусть X — произвольное топологическое пространство.
Напомним, что через C(X) обозначается кольцо непрерывных действительнознач-

ных (R-значных) функций на X.
Рассмотрим полукольцо CP (X) = ∪{C(Y ) : Y ⊆ X} всех непрерывных частичных

действительнозначных функций на X с поточечными операциями сложения и умноже-
ния частичных функций f и g на их общей области определения D(f)∩D(g). Изучение
полуколец CP (X) начато в [1].

Важную роль в полукольцах вида CP (X) играют унитарные идемпотенты (по
умножению) eA, A ⊆ X : D(eA) = A, eA(x) = 1 для всех x ∈ A. Обозначим через
θA, A ⊆ X, функцию из CP (X), для которой D(θA) = A и θA(x) = 0 для любых x ∈ X.

Полукольцо CP (A) = eACP (X) является главным идеалом полукольца CP (X). Для
любой точки x ∈ X идеал (ex), как полукольцо изоморфный R ∪ {∅}, содержит ровно
три идеала (ex) ⊃ (θx) ⊃ {∅} полукольца CP (X). Главные идеалы (θx) = θxCP (X) =
{θx,∅} при x ∈ X суть в точности минимальные идеалы полукольца CP (X).

Предложение 1. Максимальные идеалы полукольца CP (X) имеют вид (CP (X) \
C(X)) ∪M, где M— произвольный максимальный идеал кольца C(X).

Идеал J полукольца CP (X) называется D-идеалом, если f ∈ J, g ∈ CP (X,R) и
D(g) = D(f) влекут g ∈ J, и биидеалом, если I + CP (X) ⊆ I. В полукольцах CP (X)
биидеалы совпадают с D-идеалами и исчерпываются всевозможными объединениями
главных идеалов вида (eA), A ⊆ X.

Множество IdCP (X) всех идеалов полукольца CP (X) относительно теоретико-
множественного включения есть решетка с операциями sup(I, J) = I ∪ J ∪ (I + J) и
inf(I, J) = I ∩ J .

Предложение 2. Всякое T1-пространство X определяется — однозначно с точно-
стью до гомеоморфизма — решеткой IdCP (X).

Предложение 3. Решетка IdCP (X) — модулярная решетка с псевдодополнени-
ями. Дополнениями в IdCP (X) обладают только элементы {∅} и CP (X).

Предложение 4. Решетка IdCP (X) дистрибутивна тогда и только тогда, когда
X — наcледственное F -пространство.

Работа выполнена в рамках проектной части государственного задания Минобрна-
уки РФ, проект 1.1375.2014/К.
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Биизотропные бинарно лиевы алгебры

А. Т. Гайнов

В работе вводится в рассмотрение новый класс алгебр.
Определение 1. Алгебру A над полем F , charF 6= 2, назовем биизотропной ал-

геброй, если на ней задана невырожденная симметрическая билинейная форма n(x, y),
такая, что n(xy, zt) = 0 для любых x, y, z, t ∈ A.

Если биизотропная алгебраA конечномерная, то справедливо неравенство: dimA2 ≤
1
2dimA.

Определение 2. Алгебра A называется бинарно лиевой, если в ней выполняются
тождества: для любых x, y ∈ A, xy = −yx, J(x, y, xy) = [(xy)y]x− [(xy)x]y = 0.

Определение 3. Алгебра A называется алгеброй Мальцева, если в ней выполня-
ются тождества: для любых x, y, z ∈ A, xy = −yx, J(x, y, xz) = J(x, y, z)x.

Здесь J(x, y, z) = (xy)z + (yz)x+ (zx)y — якобиан.
В работе найдены все биизотропные бинарно лиевы алгебры размерности 4, не явля-

ющиеся алгебрами Ли. Они также не будут алгебрами Мальцева. Они составляют
6 семейств. Две алгебры, принадлежащие различным семействам, будут неизоморф-
ными.

1 семейство. e1e2 = e1; e1e3 = e1; e2e4 = e2; e1e4 = e1; e2e3 = e2; e3e4 = α34e1
(∀α34). J(e1, e2, e3) = −e1; J(e1, e2, e4) = −e1; J(e1, e3, e4) = 0; J(e2, e3, e4) = α34e1.

2 семейство. e1e2 = e1; e1e3 = ε1e1; (ε1 = 0 или 1); e2e4 = 0; e1e4 = 0; e2e3 = β23e2;
(∀β23 6= 0). e3e4 = α34e1 (∀α34). J(e1, e2, e3) = −β23e1; J(e1, e2, e4) = 0; J(e1, e3, e4) = 0;
J(e2, e3, e4) = α34e1.

3 семейство. e1e2 = e1; e1e3 = 0; e2e4 = e2; e1e4 = e1; e2e3 = 0; e3e4 = α34e1 (∀α34).
J(e1, e2, e3) = 0; J(e1, e2, e4) = −e1; J(e1, e3, e4) = 0; J(e2, e3, e4) = α34e1.

4 семейство. e1e2 = e1; e1e3 = ε1e1; (ε1 = 0; 1); e2e4 = 0; e1e4 = α14e1; e2e3 = α23e1;
e3e4 = α34e1. α14α23 = 0; (∀α34 6= 0). J(e1, e2, e3) = 0; J(e1, e2, e4) = 0; J(e1, e3, e4) = 0;
J(e2, e3, e4) = α34e1.

5 семейство. e1e2 = 0; e1e3 = e1; e3e4 = 0; e2e4 = α24e1; e1e4 = α14e1 (∀α14 6= 0);
e2e3 = 0. J(e1, e2, e3) = −α14e1; J(e1, e2, e4) = 0; J(e1, e3, e4) = 0; J(e2, e3, e4) = −α24e1.

6 семейство. e1e2 = 0; e1e3 = e1; e2e4 = α24e1; (∀α24 6= 0); e1e4 = 0; e2e3 = α23e1;
(∀α34); e3e4 = 0. J(e1, e2, e3) = 0; J(e1, e2, e4) = 0; J(e1, e3, e4) = 0; J(e2, e3, e4) =
−α24e1.

Институт математики им. С. Л. Соболева, Новосибирск
E-mail: gainov@math.nsc.ru

138

mailto:gainov@math.nsc.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория колец

Вещественно замкнутые поля с симметричными сечениями

Н. Ю. Галанова

Пусть G - линейно упорядоченная делимая абелева группа, β - кардинал, ℵ0 < β ≤
|G|, R[[G, β]] – поле ограниченных формальных степенных рядов x =

∑
g∈G rgg, где

rg ∈ R, supp(x) = {g ∈ G|rg 6= 0} - вполне антиупорядоченное подмножество группы
G,|supp(x)| < β. Два элемента a и b упорядоченного поля K называются архимедовски
эквивалентными, если ∃n ∈ N(|a|n ≥ |b| ∧ |b|n ≥ |a|). Отношение архимедовой эквива-
лентности на вещественно замкнутом линейно упорядоченном поле K+ \{0} порождает
делимую линейно упорядоченную абелеву группу(группу архимедовых классов). Cече-
ние (A,B) упорядоченного поля называется симметричным, если ∀x ∈ A ∃ y ∈ B∀ z ∈
B (z ≤ y ⇒ (x+ y− z) ∈ A) и ∀y ∈ B ∃x ∈ A∀z ∈ A (x ≤ z ⇒ (y− z+ x) ∈ B). С исполь-
зованием результатов [1], в данной работе продолжается исследование симметричных
сечений вещественно замкнутых полей.

Пусть вещественно замкнутые упорядоченные поля P и K имеют одинаковую груп-
пу архимедовых классов G, и K ⊂ P . Пусть (A,B) - симметричное сечение поля P ,
cf(A,B) = β, обозначим через {xγ}γ∈β - множество наименьшей мощности конфиналь-
ное A. Пусть ∀γ ∈ β xγ ∈ P \K.

Полагаем K1 = K(x1) - вещественное замыкание простого трансцендентного рас-
ширения поля K. Если γ - не предельный ординал, то Kγ = Kγ−1(xγ) . Если γ -

предельный ординал, то Kγ = (
⋃

α<γ
Kα)(xγ). Полагаем H =

⋃
γ∈β

Kγ .

Теорема. Множество H является вещественно замкнутым упорядоченным полем,
имеющим симметричное сечение конфинальности β.
Пример. Пусть ℵ0 < β < β+ ≤ |G|,K = R[[G, β]], P = R[[G, β+]]. Пусть но-

ситель ряда x =
∑

g∈G 1g вполне антиупорядоченное подмножество группы G ин-

версно подобное кардиналу β+(группу G с такими свойствами можно построить), тогда
x ∈ R[[G]] \ P . Ряд x порождает в поле P сечение конфинальности β+ , обозначим его
(A,B). Для каждого γ , β 6 γ < β+ обозначим через xγ срезку ряда x с носителем
supp(xγ) = {g ∈ supp(x)|g > γ}. Возрастающая последовательность {xγ}γ∈β+ поля P
конфинальна A. Поле H (из Теоремы) имеет симметричное сечение конфинальности
β+. Причем, R[[G, β]] ⊂ H ⊂ R[[G, β+]]. Остаются открытыми вопросы: будет ли H
равно (изоморфно) R[[G, β+]]; существует ли линейно упорядоченное поле с симметрич-
ными сечениями разной конфинальности?
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Линейный базис свободной алгебры Акивиса

И. А. Гроо

Линейное пространство над полем K называется алгеброй Акивиса, если на этом
пространстве введены две операции: антикоммутанивная билинейная операция [x, y]
(коммутатор), и трилинейная операция A(x, y, z) (ассоциатор), удовлетворяющие соот-
ношению:

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] =
A(x, y, z) +A(y, z, x) +A(z, x, y)−A(y, x, z)−A(x, z, y)−A(z, y, x)

Эта алгебра впервые была рассмотрена М.А. Акивисом[1].
В свободной неассоциативной алгебре F (X) с множеством X свободных образую-

щих, рассмотрим новые операции: коммутатор [x, y] = xy−yx, и ассоциатор A(x, y, z) =
x(yz)− (xy)z. Тогда подалгебра в F (X) относительно этих операций, порожденая мно-
жеством X — свободная алгебра Акивиса. Обозначим ее Ak(X). Известно, что подал-
гебры свободных алгебр Акивиса свободны, см [2].

Назовем базисным семейством любое подмножество R = R(X) ⊆ F (X) = F с
линейной упорядоченностью ≤, которое удовлетворяет следующим условиям.
R1. X ⊆ R.
R2. Элемент ω = [u, υ] лежит в R тогда и только тогда, когда:
(i) u, υ ∈ R,
(ii) u ≤ υ,
(iii) если υ = [υ1, υ2], то u ≥ υ1.
R3. Элемент ω лежит в R, если ω = A(a, b, c), где a, b, c ∈ R.

Теорема. Множество R образует линейный базис алгебры Ak(X).
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Универсальные обертывающие алгебры Рота – Бакстера пре- и посталгебр

В. Ю. Губарев

Пусть A — алгебра, λ — скаляр из основного поля. Линейный оператор R : A→ A,
удовлетворяющий для любых x, y ∈ A тождеству

R(x)R(y) = R(R(x)y + xR(y) + λxy),

называют оператором Рота—Бакстера (РБ-оператором) A весаλ. Алгебра многообра-
зия Var с заданным РБ-оператором называют Var-алгеброй Рота—Бакстера.

В 1960-е годы у Э.Б. Винберга, М. Герштенхабера, Ж.-Л. Кожуля возникли прели-
евы алгебры, удовлетворяющие тождеству (x1x2)x3 − x1(x2x3) = (x2x1)x3 − x2(x1x3).
Ж.-Л. Лодей в 1990-х годах ввел понятия преассоциативной и прекоммутативной ал-
гебр. В 2000-е годы разными авторами были определены постлиевы, постассоциатив-
ные и пр. алгебры. В [1] получены определяющие тождества пре- и пост-Var-алгебр
для произвольного многообразия Var.

М. Агуиар и К. Эбрахими-Фард показали, что алгебра с РБ-оператором нулевого
веса относительно операций a ≺ b = aR(b), a ≻ b = R(a)b является преассоциативной
алгеброй, а с РБ-оператором ненулевого веса относительно a ≺ b = aR(b), a ≻ b =
R(a)b, a ⊥ b = λab — постассоциативной алгеброй. Данное утверждение далее было
обобщено на произвольное многообразие пре- и посталгебр. В [2] было введено понятие
универсальной обертывающей алгебры Рота— Бакстера для пре- и постассоциативных
алгебр. В [3] была доказана

Tеорема. а) Каждая пре-Var-алгебра инъективно вкладывается в свою универ-
сальную обертывающую Var-алгебру Рота — Бакстера веса λ = 0.
б) Каждая пост-Var-алгебра инъективно вкладывается в свою универсальную обер-

тывающую Var-алгебру Рота — Бакстера веса λ 6= 0.
Автором найден линейный базис универсальной обертывающей алгебры Рота —

Бакстера произвольной пре- и пост-Var-алгебры, где Var — многообразие ассоциатив-
ных, коммутативных или лиевых алгебр. Показано, что PBW-парами [4] не являются
только пары многообразий (RBAs, preAs), (RBCom, preCom).

Работа выполнена при финансовой поддержке РНФ (проект 14-21-00065).
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Альтернативные алгебры, допускающие тернарные дифференцирования
с обратимыми значениями

В. Н. Желябин

Определение. Пусть A — произвольная алгебра над полем F . Тогда тройка
(D,D1, D2) линейных преобразований векторного пространства A называется тернар-
ным дифференцированием, если имеет место

D(xy) = D1(x)y + xD2(y).

Алгебра A называется альтернативной, если в ней выполняются тождества:

x2y = x(xy), yx2 = (yx)x.

Пусть U — множество обратимых элементов алгебры A. Тернарное дифференцирова-
ние (D,D1, D2) алгебры A будем называть тернарным дифференцированием с обрати-
мыми значениями или просто обратимым, если D(A) ⊆ U ∪ {0}.

Теорема 1. Пусть A — альтернативная неассоциативная алгебра с 1 и центром
Z(A). Пусть (D,D1, D2) — обратимое тернарное дифференцирование алгебры A. Если
kerD не содержит ненулевых идеалов алгебры A, то либо A — алгебра Кэли-Диксона,
либо характеристика поля равна 2, A = C + tC, где C — алгебра Кэли-Диксона с
делением, t ∈ Z(A), t2 = 0. В последнем случае существуют α, β ∈ Z(C), c1, c2 ∈ C,
такие что для любых a, b ∈ C

D(a+ tb) = b+ c2a+ ac1 + t(αb+ (α+ c2)(b+ c2a) + (b+ ac1)(α+ c1)),

D1(a+ tb) = D(a+ tb)− (a+ tb)c2 − ta(αc2 + c22 + β),

D2(a+ tb) = D(a+ tb)− c1(a+ tb)− t(αc1 + c21 + β)a.

Теорема 2. Пусть A — альтернативная неассоциативная алгебра с 1 над полем
характеристики не 2, 3 и (D,D1, D2) — обратимое тернарное дифференцирование ал-
гебры A. Предположим, что J (A) 6= 0 и фактор-алгебра A/J (A) не является алгеброй
обобщенных кватернионов или полем. Тогда kerD = J (A) и J (A)2 = 0. Кроме того,
B = {a ∈ A|D(a) = D(1)a} — йорданова подалгебра с делением в йордановой алгебре
A(+), A = B ⊕ J (A) и A содержит алгебру Кэли-Диксона с делением C такую, что
C(+) ∼= B.

Эти теоремы являются аналогами соответствующих результатов для ассоциатив-
ных алгебр, которые были доказаны Х. Комацу и А.Накаямой в [1]

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-
21-00065).
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Матрицы Паули и градуировки супералгер Ли

М. В. Зайцев

Матрицы Паули впервые были предложены Вольфгангом Паули для описания спина
и магнитного момента электрона. Они составляют базис в пространстве всех эрмито-
вых 2х2 матриц с нулевым следом. Впоследствии выяснилось, что наряду с квантовой
механикой, они находят широкое применение во многих других разделах теоретической
физики и математики. Например, с их помощью можно получить одну из реализаций
гиперкомплексных чисел, т.е. кватернионов.

Доклад посвящен применению матриц Паули для описания градуировок на конеч-
номерных супералгебрах Ли и изучению тождественных соотношений. Супералгебры
Ли являются обобщением обычных алгебр Ли. Они возникают естественным образом в
математической физике, дифференциальных уравнениях, геометрии, функциональном
анализе и в других разделах математики и физики.

Классификация всех градуировок на конечномерных простых алгебрах Ли была не-
давно завершена (см., например, библиографию в [1]). При этом матрицы Паули и
их многомерные обобщения сыграли существенную роль. Для одной из серий конеч-
номерных простых супералгебр Ли мы строим новый тип градуировок, базирующихся
на градуировках матричной алгебры 2-го порядка матрицами Паули. В качестве при-
ложения мы используем предложенную конструкцию для изучения количественных ха-
рактеристик градуированных и неградуированных тождеств супералгебр Ли.

В частности, для градуированных тождеств простых супералгебр Ли типа b(t) по-
лучена следующая оценка.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, грант 16-01-10013.

Теорема. Пусть G = 〈a0〉2 × 〈a1〉2 × 〈b1〉2 × · · · × 〈aq〉2 × 〈bq〉2 — элементарная

абелева 2-группа и пусть L — простая супералгебра Ли типа b(t), t = 2q, q ≥ 1 с G-
градуировкой, построенной на основе Z2 × Z2-градуировки алгебры Ли sl2 матрицами
Паули. Тогда G-градуированная PI-экспонента L существует и

expG(L) = t2 − 1 + t
√
t2 − 1.

С основами количественной PI-теории можно познакомиться в [2]
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«Linkage principle» для классических алгебраических супергрупп

А. Н. Зубков

Под «принципом связи» («linkage principle» в англоязычной литературе), в широ-
ком смысле этого слова, можно понимать следующее. Предположим, что в категории A

имеют смысл понятия простого объекта, композиционного ряда и прямой суммы. Тогда
два простых объекта L и L′ из A называются просто связанными, если существует не-
расщепимое расширение одного из них при помощи другого. Если же существует цепь
простых объектов от L к L′, в которой любые два соседних объекта просто связанны,
то L и L′ называются связанными.

Нетрудно видеть, что отношение связанности является отношением эквивалентно-
сти на множестве простых объектов. Соответствующие классы эквивалентности назы-
ваются блоками категории A. Если M ∈ Ob(A), то мы говорим, что M принадлежит
блоку B, если все композиционные факторы M принадлежат B. Обозначается M ∈ B.

При некоторых дополнительных предположениях можно показать, что произволь-
ный объект N ∈ Ob(A) является прямой суммой своих подобъектов NB ∈ B, где сумма
берется по всем блокам B. Более того, если N и N ′ принадлежат разным блокам, то
ExtiA(N,N ′) = 0 для всех i ≥ 0.

В докладе будет обсуждаться «принцип связи» и описание блоков для категорий
рациональных супермодулей над общей линейной и ортосимпектической группой в том
случае, когда основное поле имеет конечную (нечетную) характеристику. Для общей
линейной группы GL(m|n) будут представлены решения обеих задач. Кроме того,
будут обсуждаться другие типы блоков. Например, центральные блоки, или блоки
Хариш-Чандры, и их связь с обычными блоками.

Будет представлен «принцип связи» для случая ортосимплектической супергруппы
OSp(m|2n). В отличие от случая общей линейной супергруппы, здесь появляется
(только для полей конечной характеристики и только для нечетного m) новый тип
связи через нечетные изотропные корни.

Мы так же обсудим и другие классические супергруппы, т.е. супергруппы типа P
и Q.

Работа выполнена совместно с F. Marko, Penn State University, USA.
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Критерии выполнения теорем Голди для градуированных по группе колец

А. Л. Канунников

Доклад посвящён одной известной проблеме в теории градуированных колец —
аналогам теорем Голди. Найдены необходимые и достаточные условия на группу G,
при которых каждое G-градуированное gr-первичное (gr-полупервичное) кольцо Голди
обладает вполне приводимом классическим градуированным кольцом частных.

Пусть R — ассоциативное кольцо, градуированное группой G, являющееся gr-
полупервичным правым кольцом Голди, Qgr

cl (R) — его правое градуированное клас-
сическое кольцо частных (если существует). (Необходимые определения см. в [2]. От-
метим, что приставкой gr- принято обозначать стандартный градуированный аналог
понятия или свойства.) Известно, что кольцоQgr

cl (R) существует и вполне gr-приводимо
в следующих случаях:

• кольцо R gr-первично и группа G абелева [1];
• кольцо R имеет конечный носитель [3];
• группа G периодична [3].

Также построены контрпримеры, когда кольцо Qgr
cl (R) не является вполне gr-при-

водимым: для gr-полупервичного кольца R — Настасеску и ван Остайеном (1979), для
gr-первичного кольца R — Д. С. Баженовым (2016).

В 2016 году автор доказал следующие два критерия.

Теорема 1. Следующие условия на группу G равносильны:
(1) кольцо Qgr

cl (R) существует и вполне gr-приводимо для любого G-градуирован-
ного gr-полупервичного правого кольца Голди R;

(2) группа G периодична.

Теорема 2. Следующие условия на группу G равносильны:
(1) кольцо Qgr

cl (R) существует и вполне gr-приводимо для любого G-градуирован-
ного gr-первичного правого кольца Голди R;

(2) ∀g, h ∈ G∃n ∈ N ghn = hng;
(2)′ ∀g, h ∈ G∃m,n ∈ N ghm = hng.

Автор поддержан грантом РНФ, 16-11-10013.
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Простые конечномерные алгебры, не имеющие конечного базиса тождеств

А. В. Кислицин

В 1993 г. И.П. Шестаков поставил вопрос о существовании центральной простой
конечномерной алгебры над полем нулевой характеристики, тождества которой не за-
даются конечным набором [1]. В 2012 г. И.М. Исаевым и автором построен искомый
пример, дающий положительный ответ на поставленный вопрос [2, 3]. В 2015 году
автором построен пример конечномерной центральной простой коммутативной алге-
бры, не имеющей конечного базиса тождеств [4]. В данной работе продолжается ис-
следование вопроса И.П. Шестакова для случая антикоммутативных алгебр. Доказана
следующая теорема.

Теорема. Пусть D = 〈e, v1, v2, e11, e12, e22, p〉F — алгебра над полем F нулевой
характеристики, ненулевые произведения базисных элементов которой определяются
правилами: vieij = −eijvi = vj , v2p = −pv2 = e, vie = −evi = vi, eije = −eeij = eij ,
pe = −ep = p. Алгебра D является простой антикоммутативной алгеброй, не имеющей
конечного базиса тождеств.

Следствие. Пусть A — конечномерная алгебра над полем F нулевой характе-
ристики и B = 〈v1, v2, e11, e12, e22〉F — подалгебра A, причем ненулевые произведения
базисных элементов B определяются правилами: vieij = −eijvi = vj . Тогда алгебра A
не имеет конечного базиса тождеств.

Более того, алгебра B, фигурирующая в формулировке следствия, является сильно
бесконечно базируемой алгеброй [5].

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 16-
11-10002).
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О шпехтовости L-многообразий векторных пространств

А. В. Кислицин

Пусть F — бесконечное поле, F 〈X〉 — свободная ассоциативная алгебра над по-
лем F от множества свободных образующих X, V — подпространство некоторой ассо-
циативной F -алгебры A, причем A как F -алгебра порождается векторным простран-
ством V . Многочлен f(x1, x2, . . . , xn) ∈ F 〈X〉 назовем тождеством пары (A, V ), если
f(v1, v2, . . . , vn) = 0 при всех v1, v2, . . . , vn ∈ V . Совокупность всех тождеств пары
(A, V ) образуют идеал алгебры F 〈X〉, замкнутый относительно линейных подстановок
переменных. Будем называть такие идеалы L-идеалами.

Пусть G ⊆ F 〈X〉. Класс всех пар, в которых выполняются все тождества g = 0, где
g ∈ G, называется L-многообразием, заданным множеством тождеств G и обозначается
VarL〈g = 0|g ∈ G〉. Многообразие пар, заданное множеством тождеств пары (A, V ), на-
зовем L-многообразием, порожденным пространством V и будем обозначать VarLV . В
случае, если пара (A, V ) не имеет конечного базиса тождеств, многообразие VarLV на-
зовем бесконечно базируемым. Пусть G = {fi|i ∈ I} ⊆ F 〈X〉 и M = VarL〈fi = 0|i ∈ I〉.
L-многообразие M назовем шпехтовым, если любой L-идеал алгебры F 〈X〉

/
L(G) ко-

нечно порожден как L-идеал, и локально шпехтовым, если любой L-идеал алгебры
F 〈X〉

/
L(G), порожденный многочленами из F 〈x1, x2, . . . , xk〉 для фиксированного k,

конечно порожден как L-идеал. Через L(G) обозначен наименьший L-идеал алгебры
F 〈X〉, содержащий множество G.

Объединением L-многообразий M1 и M2 называется наименьшее L-многообразие
M = M1 ∪M2, содержащее M1 и M2.

В работе [1] доказано, что свойство шпехтовости многообразий линейных алгебр
переносится на объединение этих многообразий. В случае L-многообразий дело обстоит
иначе.

Пусть A1 = 〈e11, e21〉F , A2 = 〈e11, e12〉F — векторные пространства над бесконеч-
ным полем F , M1 = VarLA1, M2 = VarLA2, M = VarL(A1 ⊕A2).

Теорема 1. Пусть F — поле нулевой характкристики. Бесконечно базируемое
L-многообразие M является объединением шпехтовых L-многообразий M1 и M2.

Теорема 2. Пусть F — бесконечное поле. Бесконечно базируемое L-многообразие
M является объединением локально шпехтовых L-многообразий M1 и M2.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект 16-
11-10002).
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Решеточные изоморфизмы конечных коммутативных колец с единицей

С. С. Коробков

Рассматриваются ассоциативные кольца. Решёточным изоморфизмом (иначе, про-
ектированием) кольца R на кольцо Rϕ называется изоморфизм ϕ решётки подколец
L(R) кольца R на решётку подколец L(Rϕ) кольца Rϕ.

Пусть R — конечное коммутативное кольцо c единицей и Rϕ — кольцо, решёточно
изоморфное кольцу R. Выясняется, какими из алгебраических свойств кольца R будет
обладать кольцо Rϕ. Приведём некоторые из полученных результатов.

Теорема 1. Пусть конечное коммутативное кольцо R с единицей разложимо в
прямую сумму колец Ti (i = 1, k), удовлетворяющих условиям: Ti = Si + Ni, Si

∼=
GR(pni ,mi), ni > 1, mi > 1, Ni — ненулевой нильпотентный идеал, единица ei кольца
Si является единицей в Ti (i = 1, k). Пусть ϕ — решёточный изоморфизм кольца R на
кольцо Rϕ. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) Tϕ
i = Sϕ

i + N ′
i , S

ϕ
i
∼= Si, 〈ei〉ϕ = 〈e′i〉, e′i — единичный элемент в кольце Tϕ

i , N ′
i

— двусторонний нильпотентный идеал, порождённый подкольцом Nϕ
i , s

′r′ = r′s′ для
всех s′ ∈ Sϕ

i и всех r
′ ∈ N ′

i (i = 1, k);
(2) Rϕ = Tϕ

1 ∔ · · ·∔ Tϕ
k ;

(3) 〈e〉ϕ = 〈e′〉, где e и e′ — единичные элементы колец R и Rϕ соответственно;
(4) (RadR)ϕ = RadRϕ;
(5) кольцо Rϕ коммутативно тогда и только тогда, когда коммутативно каждое

подкольцо Nϕ
i (i = 1, k).

Теорема 2. Пусть конечное коммутативное кольцо R определено следующим обра-
зом: R = F⊕N , где F ∼= GF (pn) (n > 1), единичный элемент поля F является единицей
кольца R, N — главный идеал в кольце R, порождённый ненулевым нильпотентным
элементом. Пусть ϕ— решёточный изоморфизм кольца R на кольцо Rϕ. Тогда Rϕ ∼= R.

Приведённые факты говорят о взаимосвязи между алгебраическими свойствами
решёточно изоморфных колец, из которых одно коммутативно и содержит единицу. По-
лученные теоремы дополняют результаты исследований, содержащиеся в работах [1], [2].
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Автоморфизмы нильтреугольных подколец NΦ(K) алгебры Шевалле

А. В. Литаврин

В алгебре Шевалле LK с базисом {er (r ∈ Φ), · · · } над полем или кольцом K,
ассоциированной с системой корней Φ [1, § 4.4], выделяют нильпотентную подалгебру
NΦ(K) с базисом {er|r ∈ Φ+}. Автор изучает автоморфизмы кольца Ли NΦ(K) класси-
ческого типа над произвольным ассоциативно-коммутативным кольцом K с единицей,
в частности, K-алгебры Ли NΦ(K).

К основным элементарным автоморфизмам кольца Ли NΦ(K) относим: автомор-
физмы индуцированные автоморфизмами основного кольца, диагональные, внутренние,
графовые и центральные автоморфизмы. Порождаемые ими автоморфизмы называют
стандартными.

В решении проблемы описания группы Aut U унипотентных подгрупп U групп
лиева типа существенным оказывается следующее обобщение в [2] центральных авто-
морфизмов: Автоморфизм φ группы или кольца Ли, тождественный по модулю m-го
гиперцентра и внешний по модулю (m−1)-го гиперцентра, называют гиперцентраль-
ным автоморфизмом высоты m.

Для кольца ЛиNΦ(K) типа Cn при n = 3, 4 получено описание группыAut (NΦ(K)).
Теорема 1. Пусть K – ассоциативно коммутативное кольцо с единицей. Всякий

автоморфизм кольца Ли NΦ(K) симплектического типа Cn (n = 3, 4) есть произве-
дение стандартного и гиперцентрального высоты ≤ 5 автоморфизмов.

При существенных ограничениях на основное кольцо коэффициентов K автомор-
физмы алгебр Ли NCn(K) (n ≥ 2) были описаны ранее в [3]. Описание группы авто-
морфизмо кольца Ли NΦ(K) для произвольного ассоциативно коммутотивного кольца
K с единицей приведено в [4] для типа Cn(n > 4); и в [5] для типов Bn (n > 5) и
Dn (n > 5).
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Числовые инварианты тождеств унитарных алгебр

П. Н. Овсов

Доклад посвящен рассмотрению числовых характеристик тождеств конечномер-
ных неассоциативных алгебр, в частности PI-экспонент. Известно, что каждой алгебре
можно сопоставить целочисленную последовательность cn(A), характеризующую коли-
чество её тождественных соотношений. С основами количественной PI-теории можно
познакомиться в [1].

Пусть A — четырехмерная алгебра из работы [2] с базисом z, t, d, b и таблицей
умножения

zd = t, td = b, bb = z,

остальные произведения базисных элементов равны нулю. В работе [2] было показано,
что

2, 3 < exp(A), exp(A) < 2, 9.

При этом вопрос о существовании exp(A) оставался открытым.
Первым результатом настоящего доклада является

Теорема 1. Существует PI-экспонента алгебры A, причем exp(A) ≈ 2.368801...

Отдельный интерес представляет вопрос о существовании PI-экспоненты унитар-
ных алгебр. Так в ряде работ рассматривался вопрос об изменении PI-экспоненты при
присоединении к алгебре внешней единицы (см. [3], [4]). Например, если A — ассоци-
ативная PI-алгебра, то exp(A⊕ 1) либо равна exp(A), либо равна exp(A) + 1 (см [4]). В
работе [3] был поставлен вопрос может ли exp(A⊕1) отличаться от exp(A) на величину
не равную 0 или 1. Вторым результатом доклада является

Теорема 2. exp(A⊕ 1) = exp(A) + 1, где A – алгебра из теоремы 1, A⊕ 1 = A# —
алгебра, получающееся из алгебры A присоединением внешней единицы.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний, грант 16-01-00113.
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О подполукольцах циклических полуколец с некоммутативным сложением

И. В. Орлова

Основные результаты по циклическим полукольцам с некоммутативным сложениям
представлены в работах [1, 2].

Определение 1. Полукольцом будем называть алгебраическую структуру S с
операциями сложения + и умножения ·, такими, что 〈S,+〉 — полугруппа, 〈S, ·〉 —
полугруппа и умножение дистрибутивно относительно сложения с обеих сторон.

Определение 2. Полукольцо S c единицей 1 назовем циклическим, если в S суще-
ствует образующий элемент a 6= 1, такой, что каждый ненулевой элемент из S является
его неотрицательной целой степенью. Циклическое полукольцо S с образующим a обо-
значим S = (a).

Определение 3. Полутелом называется полукольцо, являющееся группой по умно-
жению; коммутативное полутело называется полуполем.

Определение 4. Циклическим полуполем называется полуполе, являющееся ци-
клическим полукольцом.

Пусть S = (a) – циклическое полукольцо (с некоммутативным сложением) типа
(k, n) с циклом C. Заметим, что не все подполукольца в S являются циклическими.
Произвольный идеал [3] циклического полукольца S является подполукольцом в S, но
не обязательно циклическим.

Предложение 1. Пусть (c) – циклическое полуполе. Множество (cr) для любого
r ∈ N является циклическим подполуполем в (c).

Предложение 2. Пусть (a) – циклическое полукольцо типа (k, n). Множество
(ad), где d – делитель числа n, является циклическим подполукольцом в (a).

Предложение 3. Пусть S = (a) – циклическое полукольцо. Если все суммы
элементов S лежат в цикле C полукольца S, то ∀r ∈ N множество (ar) является цикли-
ческим подполукольцом в S.
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О почти конечномерных йордановых алгебрах

А. С. Панасенко

Пусть A — бесконечномерная алгебра над полем k. Она называется почти конечно-
мерной над k, если коразмерность над k любого ее ненулевого идеала конечна.

Классическими примерами почти конечномерных алгебр являются, например, коль-
цо многочленов k[x], кольцо формальных степенных рядов k[[x]], кольцо полиномов Ло-
рана k[x, x−1]. Так же известен ряд нетривиальных примеров ассоциативных почти
конечномерных алгебор.

В работе [1] доказано, что почти конечномерная ассоциативная алгебра A первична;
если A, к тому же, удовлетворяет тождественному соотношению, то A — конечный
Z−модуль, где Z — центр A, который почти конечномерен. В работе [2] доказано,
что альтернативная неассоциативная почти конечномерная алгебра A является кольцом
Кэли-Диксона, конечным над своим центром, который является почти конечномерной
алгеброй.

Известно, что примеры йордановых почти конечномерных алгебр можно получать
из ассоциативных: если A — почти конечномерная ассоциативная алгебра, то A+ —
почти конечномерная йорданова алгебра, где A+ — алгебра на пространстве A с сим-
метризованным произведением x ◦ y = 1

2 (x+ y). В работе эта конструкция обобщена на
альтернативные алгебры.

Доказаны следующие теоремы:
Теорема 1. Почти конечномерная йорданова алгебра первична и невырожденна.
Теорема 2. Почти конечномерная йорданова исключительная алгебра J является

кольцом Алберта. Кроме того, ее центр Z почти конечномерен, и A является конечным
Z−модулем.

Теорема 3. Пусть J — почти конечномерная йорданова PI алгебра. Тогда либо
J — центральный порядок в йордановой алгебре симметрической билинейной невыро-
жденной формы на бесконечномерном пространстве, либо J — конечный Z−модуль,
где центр Z — почти конечномерная алгебра.
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Определяющие соотношения и тождества нильпотентной конечномерной

алгебры R с условием dimR2/R3 = 2

Е. П. Петров

В 80-е годы в Днестровской тетради [1] была поставлена задача ( 1.23) об описа-
нии тождеств, выполняющихся во всех n-мерных ассоциативных алгебрах над полем
(n – фиксированное число). В 1980 году С.А.Пихтильковым [2] эта задача была ре-
шена для алгебр с единицей при n ≤ 18. В 1986 году Ю.Н.Мальцевым [3] изучалось
многообразие Mn ассоциативных алгебр над произвольным полем, порожденное всеми
n-мерными нильпотентными алгебрами. Такие многообразия там были описаны для
n = 1, 6, а также доказано, что каждая n-мерная нильпотентная алгебра удовлетворяет
тождествам:
x1x2 . . . xn−2 = xσ(1)xσ(2) . . . xσ(n−2), σ ∈ Sn−2, n ≥ 6; [x1, x2, . . . , xk] = 0,

где k = [n+1
2 ] + 1. Кроме того, в работе [3] был поставлен вопрос:

(*) Какова степень минимального тождества в многообразии Mn?
Заметим, что описание многообразияMn на языке тождеств позволит ответить на

вопрос: когда приведенно-свободная алгебра некоторого многообразия аппроксимиру-
ется k-мерными нильпотентными алгебрами (k ≤ n)? Исходя из этого, представляется
естественным изучение тождеств сначала нильпотентных n-мерных алгебр, а затем
уже произвольных n-мерных алгебр.

В 1989 г. И.Л.Гусевой [4] было доказано, что n-мерная нильпотентная алгебра
удовлетворяет стандартному тождеству

Sk(x1, . . . , xk) =
∑

σ∈Sk

(−1)σxσ(1) · · ·xσ(k) = 0, где k = [n3 ] + 2.

В 1991 г. автором [5] была сформулирована гипотеза о том, что произвольная n-
мерная нильпотентная алгебра удовлетворяет стандартному тождеству Sk(x1, . . . , xk) =

0, где k = [ 1+
√
1+8n
2 ], в качестве подтверждения этой гипотезы приводится пример n-

мерной алгебры, удовлетворяющей стандартному тождеству указанной степени, но не
удовлетворяющей никакому полилинейному тождеству меньшей степени, и доказано,
что n-мерная нильпотентная алгебра R с условием dimR2/R3 ≤ 2 удовлетворяет дан-
ной гипотезе.

Из этого результата следует, что стандартное тождество Sk(x1, . . . , xk) = 0, где

k = [ 1+
√
1+8n
2 ], является минимальным тождеством в Mn для n ≤ 12 и n = 15 (см. [5]).

Таким образом, для малых размерностей был получен положительный ответ на вопрос
(*).

Оказывается, что можно усилить результат работы [5]. Именно, справедлива сле-
дующая теорема.

Теорема. Произвольная нильпотентная конечномерная алгебра R с условием
dimR2/R3 = 2 удовлетворяет стандартному тождеству

S4(x1, x2, x3, x4) =
∑

σ∈S4

(−1)σxσ(1)xσ(2)xσ(3)xσ(4) = 0.
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Полное устранение ветвления в расширениях дискретно нормированных

полей

К. Н. Пономарев

Конечное (не обязательно сепарабельное) расширение полей K ′/K называем разре-
шимым расширением, если у наименьшего нормального расширения F/K, содержащего
K ′/K, его сепарабельная часть F sep/K образует разрешимое расширение Галуа.

Установлено разрешимое устранение ветвления конечного сепарабельного расши-
рения конечнопорожденного дискретно нормированного поля.

Теорема. Пусть L/K – конечное сепарабельное расширение конечнопорожденного
поля K, которое наделено дискретным нормированием.
Утверждается, что в алгебраическом замыкании поля K найдется такое разреши-

мое конечное расширение K ′/K, для которого расширение LK ′/K ′ является неразвет-
вленным относительно любого продолжения нормирования поля K на поле K ′ , и далее
на поле LK ′.
НГТУ, Новосибирск
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Об элементарной эквивалентности в частично коммутативных кольцах

и алгебрах Ли

Е. Н. Порошенко

Работа посвящена поиску критериев универсальной эквивалентности конечнопо-
рожденных частично коммутативных алгебр и колец Ли. При этом R-алгебра Ли L
рассматривается либо как одноосновная алгебраическая система 〈L; +, [· , ·], {λ · |R}〉,
где + : L2 → L и [· , ·] : L2 → L — бинарные операции умножения и умножения, а
λ· : L→ L — операции умножения на фиксированный элемент кольца R; либо как дву-
основная 〈L,R; +, [· , ·], ·〉, с такими же операциями сложения и умножения элементов
алгебры и одной операцией умножения элемента алгебры на скаляр · : R× L→ L.

Исследуются три случая:
(1) частично коммутативная или метабелева частично коммутативная алгеб-

ра Ли над полем F, рассматриваемая как двуосновная алгебраическая си-
стема;

(2) частично коммутативное или метабелево частично коммутативное кольцо
Ли, рассматриваемое как одноосновная алгебраическая система;

(3) частично коммутативная F-алгебра Ли, где F — поле, содержащее Q в
качестве подполя, рассматриваемая как одноосновная алгебраическая си-
стема.

Имеют место следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть L1 и L2 — частично коммутативные (метабелевы частично ком-
мутативные) алгебры Ли, рассматриваемые как двуосновные алгебраические системы
или частично коммутативные (метабелевы частично коммутативные) кольца Ли, рас-
сматриваемые как одноосновные алгебраические системы. Тогда L1 и L2 элементарно

эквивалентны тогда и только тогда, когда изоморфны их определяющие графы.
Пусть L(X;G) — частично коммутативная алгебра Ли с множеством порождающих

X и определяющим графомG. Обозначим через CG множество вершин графаG, каждая
из которых смежна со всеми другими вершинами этого графа. Через G(Y ) обозначим
подграф графа G, построенный на множестве вершин Y .
Теорема 2. Пусть G1 и G2 графы с конечными множествами вершин X1 и X2 соответ-
ственно, такие что дополнения графов G1(X1\CG1) и G2(X2\CG2) связны. Частично
коммутативные алгебры Ли L1(X1;G1) и L2(X2;G2) над полем F, содержащим подполе
Q, рассматриваемые как одноосновные алгебраические системы, элементарно эквива-
лентны тогда и только тогда, когда графы G1(X1\CG1) и G2(X2\CG2) изоморфны и
при этом множества CG1 и CG2 либо оба пусты, либо оба не пусты.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15–01–01485), а также
Министерства образования и науки РФ (гос. задание 214/138, проект 1052).
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Собственные тождества конечно порожденных коммутативных

альтернативных алгебр

С. В. Пчелинцев

Интерес к коммутативным альтернативным алгебрам вызван, прежде всего, их свя-
зью с коммутативными лупами Муфанг [1], [2] и первичными вырожденными альтер-
нативными алгебрами [3], [4]. Известно [1], что если Cn – свободная коммутативная
альтернативная алгебра ранга n ≥ 3, то коммутаторный идеал алгебры умножений
R (Cn) нильпотентен индекса n − 1, а индекс нильпотентности ассоциаторного идеала
D (Cn) не превосходит n− 1.

Многочлен называется собственным, если он содержится в подалгебре, порожден-
ной итерированными ассоциаторами от порождающих элементов.

Теорема. Всякий собственный многочлен степени ≥ 2n − 2 является тождеством
свободной коммутативной альтернативной алгебры Cn ранга n.

Следствие 1. Всякая коммутативная альтернативная ниль-алгебра индекса 3,
порожденная n элементами, нильпотентна индекса ≤ 4n− 2 (оценка точная).

Следствие 2. Пусть d (n) – индекс нильпотентности ассоциаторного идеалаD (Cn).
Тогда для любого n ≥ 3 верно d (n) =

[
2n
3

]
, где [x] – целая часть числа x.

А.А. Лопатин [5] указал точную оценку индекса нильпотентности c (n, p) ассоци-
ативной ниль-алгебры индекса 3 от n ≥ 2 порождающих над бесконечным полем ко-
нечной характеристики p = 2 или p = 3. Для случая поля характеристики 3 развитые
методы позволяют получить более простое доказательство теоремы А.А. Лопатина.
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Простые конечномерные правоальтернативные супералгебры с унитарной

чётной частью над полем характеристики нуль

С. В. Пчелинцев, О. В. Шашков

Простые альтернативные супералгебры и простые (−1, 1)-супералгебры описаны
И.П. Шестаковым [1], [2]. Задача описания простых конечномерных правоальтерна-
тивных супералгебр была поставлена им в Днестровской тетради [3].

В [4] и [5] начато изучение простых конечномерных правоальтернативных супер-
алгебр. Так, в [4] классифицированы конечномерные центральные простые правоаль-
тернативные супералгебры абелева типа над полем характеристики 0. В [5] описано
строение некоторых простых правоальтернативных супералгебр малых размерностей.
Кроме того, в [5] построен пример 5-мерной простой правоальтернативной супералге-
бры B2|3, чётная часть которой – двумерная алгебра с нулевым умножением, а нечётная
часть – неприводимый бимодуль над чётной частью. Супералгебра B2|3 имеет своим
прототипом правонильпотентную, но не нильпотентную алгебру Дорофеева [6].

Заметим, что чётная часть простой ассоциативной (альтернативной, йордановой
или лиевой) супералгебры является полупростой.

Алгебра называется унитарной, если она получена внешним присоединением еди-
ницы к ниль-алгебре. Получен следующий результат

Теорема. Пусть B = A+M – простая конечномерная правоальтернативная супер-
алгебра над полем Φ характеристики 0. Если чётная часть A унитарна и её единица
является единицей в супералгебре B, то супералгебра B ассоциативна.

Неизвестно является ли существенным ограничение конечномерности супералге-
бры.
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Большие абелевы подалгебры алгебр Шевалле над полем

Г. С. Сулейманова

Алгебру Шевалле LΦ(K) над полем K, ассоциированную с системой корней Φ, ха-
рактеризуют базой Шевалле, состоящей из элементов er (r ∈ Φ) вместе с подходящей
базой подалгебры Картана [1]. Элементы er (r ∈ Φ+) образуют базу максимальной
нильпотентной подалгебры NΦ(K).

В работе рассматриваются следующие задачи, записанные в [2] и исследованные
при K = C в [3]:

Обобщенная задача А.И. Мальцева: описать абелевы подалгебры наивысшей
размерности алгебры Шевалле LΦ(K) над произвольным полем K.

Обобщенная редукционная задача: описать абелевы подалгебры наивысшей
размерности в подалгебре NΦ(K) алгебры Шевалле LΦ(K).

Автором и В.М. Левчуком получен список абелевых идеалов наивысшей размерно-
сти подалгебры NΦ(K) классического типа [2] и доказана теорема [4]:

Теорема. В алгебре Шевалле LΦ(K) классического типа над полем K каждая
большая абелева подалгебра подалгебры NΦ(K) переводится автоморфизмом алгебры
LΦ(K) в идеал подалгебры NΦ(K).

В данной работе (совместно с Е.А. Кирилловой) исследуются большие абелевы под-
алгебры алгебры NΦ(K) исключительных типов.

Работа поддержана грантом РФФИ (проект 16-01-00707).
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Кольца формальных матриц и обобщенные алгебры инцидентности

Д. Т. Тапкин

В теории колец и модулей большую роль играют кольца формальных матриц. В
статье 2008 года “Об изоморфизме колец обобщенных матриц” за авторством П.А. Кры-
лова был рассмотрен вопрос изоморфизма колец формальных матриц второго порядка.
Было показано, что при определенных условиях на кольцо R, кольца Ks(R) и Kt(R)
изоморфны в том и только в том случае, когда t = vα(s), где v - обратимый элемент, α
– автоморфизм кольца R. В дальнейшем, рядом авторов этот результат был обобщен
как на более широкий класс колец R, так и на некоторые классы колец формальных
матриц больших размерностей.

После колец формальных матриц со значение в некотором кольце, имеет смысл
рассмотреть и кольца формальных матриц Kn({Mij} : {ϕikj}), где Mii = R для всех i,
а каждый бимодуль Mij равен либо 0, либо RRR. Как и в случае колец формальных
матриц со значением в кольце, здесь возникает набор множителей η = {ηikj}, таких
что ϕikj(a⊗ b) = ηikjab.

Обозначим такие кольца формальных матриц I(X,R; η), где X = {1, ..., n} – множе-
ство с отношением “≤”, определяемым по правилу: x ≤ y если и только если Mxy 6= 0.
Потребуем чтобы кольцо R было коммутативно. Тогда I(X,R; η) становится алгеброй,
которую будем называть обобщенной алгеброй инцидентности.

На обобщенные алгебры инцидентности переносятся многие результаты для клас-
сических алгебр инцидентности. Вводятся понятия η-предпорядка и частичного η-
порядка. Для случая коммутативного локального кольца R был получен критерий
изоморфизма алгебр I(X,R; η) и I(Y,R;µ). В частности, выполняется следующее след-
ствие.

Теорема. Пусть R — коммутативное локальное кольцо, X – конечный η-предпо-
рядок, а Y – конечный µ-предпорядок. Тогда если I(X,R; η) ∼= I(Y,R;µ) как алгебры,
то найдется биекция ϕ : X → Y , сохраняющая отношение ′ ≤′, такая что для любой
тройки x ≤ y ≤ z ∈ X ηxyz = vxyz µxyz, где vxyz ∈ U(R).

Обращение приведенной выше теоремы в общем случае не верно.
Вопрос изоморфизма колец I(X,R; η) и I(Y,R;µ) сводится к вопросу изоморфизма

некоторых обобщенных алгебр инцидентости, что позволяет получить критерий изо-
морфизма.
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Инварианты матриц второго порядка над кольцом классов вычетов по

модулю составного числа

А. В. Трепачева

Пусть M2(Zm) – векторное пространство матриц второго порядка с элементами
из кольца классов вычетов Zm по модулю числа m ∈ N. Одной из классических про-
блем теории инвариантов является следующая: определить все полиномы от элементов
матрицы, неизменные на классах подобия. На языке современной теории инвариантов
можно сформулировать эту задачу так: для полной линейной группы GL(2,Zm) которая
действует на M2(Zm) сопряжениями (и следовательно также на полиномиальную ал-
гебру Zm[M2(Zm)] на сопряженном векторном пространстве M2(Zm)∗) описать кольцо
инвариантов Zm[M2(Zm)]GL(2,Zm).

Случай, когда m – простое число (и в этом случае Zm становится простым полем)
был рассмотрен в [1]. В докладе будет рассмотрен случай составного m. Особое вни-
мание будет посвящено случаю, когда m – произведение двух простых чисел. С одной
стороны, этот случай более удобен для анализа, с другой стороны – позволяет увидеть
важные закономерности, связанные с делителями нуля. Отметим, что этот случай
представляет как теоретический интерес, так и практический в связи с приложени-
ями в криптографии [2]. Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект
15-07-00597 а).
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Линейно замкнутые многообразия алгебр

О. Б. Финогенова

Пусть F — ассоциативно-коммутативное кольцо, F 〈X〉 — свободная F -алгебра.
Подмножество I алгебры F 〈X〉 назовем линейно замкнутым, если из включения

f(x+ y, . . .)− f(x, . . .)− f(y, . . .) ∈ I \ {0},
выполняющегося для некоторого однородного по x многочлена f(x, . . .) из F 〈X〉, сле-
дует f(x, . . .) ∈ I. Многообразие F -алгебр будем называть линейно замкнутым, если
идеал тождеств этого многообразия является линейно замкнутым множеством. Хорошо
известно, что любое многообразие алгебр над полем нулевой характеристики является
линейно замкнутым. Это не так в общем случае. Тем не менее, нетрудно показать,
что множество полилинейных тождеств любого многообразия совпадает с множеством
полилинейных тождеств некоторого линейно замкнутого многообразия. Таким обра-
зом, линейно замкнутые многообразия исчерпывающе характеризуют многообразия на
полилинейном уровне.

Мы изучаем решеточные и эквациональные свойства линейно замкнутых много-
образий и применяем полученные результаты для решения некоторых задач теории
многообразий ассоциативных колец.

Работа выполнена в рамках реализации базовой части госзадания на выполнение
НИР (проект 2248 Министерства образования и науки РФ), поддержана грантом РФФИ
14-01-00524.
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Идеалы нильтреугольных алгебр Ли и их точных обертывающих алгебр

Н. Д. Ходюня

Алгебра Шевалле над полем K, ассоциированная с системой корней Φ, характе-
ризуется базой Шевалле, составляемой из элементов er (r ∈ Φ) и подходящей базы
подалгебры Картана [1, теорема 4.2.1]. Подалгебру NΦ(K) с базой {er | r ∈ Φ+}
называют нильтреугольной. Следуя известной конструкции, произвольной (не обяза-
тельно ассоциативной) алгебре R мы сопоставляем алгебру R(−), заменяя умножение
в R на новое умножение a ∗ b = ab − ba. Алгебру R называем точной обертывающей
алгебры Ли L, если обе алгебры изоморфны как линейные пространства и R(−) ≃ L.
Построена точная обертывающая R алгебр Ли NΦ(K) любого типа 6= G2. Оказыва-
ется, проблема 1 из [2] равносильна перечислению всех идеалов точных обертываю-
щих алгебр Ли NΦ(q) := NΦ(GF (q)) классических типов. В [3] она решена для типа
An; упрощение получил Г.П. Егорычев [4], используя q-биномиальные коэффициенты[
n
k

]
q

:=
∏k−1

i=0
1−qn−i

1−qi+1 . Доказана
Теорема 1. Число всех идеалов точной обертывающей алгебры R к алгебре Ли

NΦ(q) классического типа равно

n∑

m=0

B(m,Φ)
m∑

t=1

m−t∑

k=0

(−1)m−t−kqk
(

m− 1

t+ k − 1

)[
t+ k − 1

k

]

q

,

где B(m,Φ) =
(
n
m

)2
для типа Bn и Cn, а также

B(m,An−1) =
1

n

(
n

m

)(
n

m+ 1

)
, B(m,Dn) =

(
n

m

)((
n− 1

m

)
+

(
n− 2

m− 2

))
.

Теорема дает полное решение проблемы 1 из [2]. Проблему 2 из [2] перечисления
всех идеалов алгебр Ли NΦ(q) мы исследуем для типа An.
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Функциональные представления f-полукольца

В. В. Чермных, О. В. Чермных

Под полукольцом мы понимаем алгебру, отличающуюся от ассоциативного кольца,
возможно, необратимостью сложения [1]; наличие единицы не предполагается. Основ-
ным объектом является drl-полукольцо, впервые рассмотренное в [2], предъявленное
автором как решение 37 проблемы Л. Фукса [3] об описании решеточно упорядочен-
ных полуколец. Класс всех drl-полуколец образует многообразие, содержит l-кольца,
брауэровы алгебры (в частности, булевы алгебры), числовые полукольца.

drl-Полукольцо S назовем функциональным (короче, f -полукольцом), если оно рас-
кладывается в подпрямое произведение линейно упорядоченных drl-полуколец. drl-
Полукольцо S является f -полукольцом тогда и только тогда, когда удовлетворяет усло-
виям:

если a ∧ b = 0 и c ≥ 0, то ca ∧ b = ac ∧ b = 0;

(a− b) ∧ (b− a) ≤ 0 для любых a, b, c ∈ S.
Конгруэнции на drl-полукольце S находятся во взаимно однозначном соответствии

с l-идеалами, являющимися полукольцевыми идеалами и выпуклыми решетками одно-
временно. l-Идеал P называется неприводимым, если A ∩ B ⊆ P влечет A ⊆ P или
B ⊆ P. Обозначим через MinS множество всех минимальных неприводимых l-идеалов
f -полукольца S. Со стоуновской топологией MinS становится нульмерным хаусдор-
фовым пространством. Строится пучок (Π(S),MinS), где накрывающее пространство
— дизъюнктное объединение слоев S/M по всем M ∈MinS.

Теорема. Произвольное f -полукольцо S изоморфно f -полукольцу Ŝ глобальных
сечений пучка (Π(S),MinS) линейно упорядоченных drl-полуколец.

Также авторами рассмотрены некоторые подклассы f -полуколец и их представле-
ния сечениями.

Первый автор поддержан грантом Минобрнауки РФ, проект 1.1375.2014/К.
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О сильно инвариантных подгруппах абелевых групп

А. Р. Чехлов

Все группы предполагаются абелевыми. Подгруппа N группы G называется сильно
инвариантной (сокращенно si-подгруппой), если fN ⊆ N для всякого гомоморфизма
f : N → G. Сильно инвариантные подгруппы изучались в [1]. Группа G называется
si-простой, если она не имеет нетривиальных ( 6= 0, G) сильно инвариантных подгрупп.
Подгруппы H,K группы G называются соизмеримыми, если подгруппа K ∩ H имеет
конечный индекс в H и в K. Сильно инертной (С. Бреаз, Г. Калугареану) называется
подгруппа N группы G такая, что fN ∩N имеет конечный индекс в fN для каждого
f ∈ Hom(N,G).

Предложение 1. 1) Всякая однородная сепарабельная группа без кручения G
является si-простой.

2) Если G — вполне разложимая группа без кручения, то всякая si-подгруппа
группы G совпадает с некоторым ее (вполне инвариантным) прямым слагаемым.

3) Если G =
⊕

i∈I Gi, где все группы Gi si-просты, то всякая si-подгруппа группы G
совпадает с некоторым ее (вполне инвариантным) прямым слагаемым.

Предложение 2. 1) Пусть G — сепарабельная группа без кручения и Ω — мно-
жество типов всех ее прямых слагаемых ранга 1. Тогда всякая si-подгруппа группы G
чиста в G и имеет вид

∑
t∈∆G(t), где ∆ ⊆ Ω.

2) Если G — алгебраически компактная группа без кручения, то всякая ее si-под-
группа является плотной чистой si-подгруппой некоторого вполне инвариантного пря-
мого слагаемого группы G.

Предложение 3. Если G — группа без кручения конечного ранга, то всякая ее
сильно инертная подгруппа соизмерима с некоторой si-подгруппой тогда и только тогда,
когда G является свободной группой.

Теорема. 1) Пусть G =
⊕

p∈Π(Dp ⊕ Rp) — периодическая группа, где Dp —
делимая, а Rp — редуцированная части ее p-компоненты Gp. В группе G все вполне
инвариантные подгруппы служат si-подгруппами тогда и только тогда, когда каждая
Rp является прямой суммой циклических групп одного и того же порядка, причем если
Dp 6= 0, то Rp = 0.

2) В группе без кручения G всякая вполне инвариантная подгруппа является si-
подгруппой тогда и только тогда, когда G — делимая группа.

3) В смешанной расщепляющейся группе G всякая вполне инвариантная подгруппа
является si-подгруппой тогда и только тогда, когда группа G имеет вид G = D0 ⊕ T ,
где D0 — делимая группа без кручения, а T — периодическая группа, каждая вполне
инвариантная подгруппа которой является si-подгруппой.
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Free non-associative algebras and their homology

A. S. Dzhumadil′daev, K. M. Tulenbaev

We establish polylinear part of LLN algebras and (α, β)– Bicommutative algebras. Let
us remain that an algebra A is called Novikov, if

a1 ◦ (a2 ◦ a3)− (a1 ◦ a2) ◦ a3 = a1 ◦ (a3 ◦ a2)− (a1 ◦ a3) ◦ a2,
a1 ◦ (a2 ◦ a3) = a2 ◦ (a1 ◦ a3),

for any a1, a2, a3 ∈ A. For LLN algebras it is true left commutative identity as for Novikov
algebras. But instead of right symmetric identity for LLN algebras is true leftsymmetric
identity An algebra A is called LLN , if

a1 ◦ (a2 ◦ a3)− (a1 ◦ a2) ◦ a3 = a2 ◦ (a1 ◦ a3)− (a2 ◦ a1) ◦ a3,
a1 ◦ (a2 ◦ a3) = a2 ◦ (a1 ◦ a3),

for any a1, a2, a3 ∈ A. We construct free basis of LLN algebras also in terms of Young
diagrams but with another rule of filling and another rule of multiplication.

Theorem. dimPn = n ∗B(n− 1), where B(n− 1) is (n− 1)-th Bell number.
Also we find free and multilinear part of (α, β)– Bicommutative algebra in first part of

article. Let A = (A, ◦) be an algebra over field with characteristic p ≥ 0 and A × A → A,
(a, b) 7→ a ◦ b, is product. An algebra (A, ◦) is called (α, β)-Bicommutative, if

(a ◦ b) ◦ c = α(a ◦ c) ◦ b(RC)

a ◦ (b ◦ c) = βb ◦ (a ◦ c)(LC)

for any a, b, c ∈ A. We prove that A2 is nilpotent with index nilpotency equal to 3. Nagata-

Higman theorem and Hilbert theorem on basis are true for (α, β)-Bicommutative algebras.
Homology of (α, β)–Bicommutative algebra is constructed.
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New simple Lie p-algebra of dimension 248 over a field of characteristic 2

A. N. Grishkov

The classification of simple finite dimensional Lie algebras over an algebraically closed
field k is one of the central problem in the theory of Lie algebras. If the characteristic p of
the field k is zero or p > 3 this problem was solved by Killing and Cartan (in the case of
characteristic zero) and by R.Block, R.Wilson, H.Strade and A.Premet in the case p > 3.

The cases p = 2 or 3 remains open untill now. We note that in the case of p > 0 the
classification Lie of p−algebras is more easy. Recall that a simple Lie algebra L is called
p−algebra if for any x ∈ L the corresponding derivation ad(x)p : y → [...[y, x], ..., x] (p times)
is inner. In the last time many new simple Lie algebras was constructed in the case of p = 2.
But all those algebras was not p−algebras. The last new simple Lie p−algebras F4(a), a ∈ k,
was constructed by V.Kac and B.Veisfeiler (see [1]) in 1971 and dimkF4(a) = 34.

We denote by O(5) the commutative associative k−algebra k[x1, . . . , x5|x2i = 0] and by

S(5) = {∑5
i=1 ai∂i|

∑5
i=1 ∂iai = 0, ai ∈ O(5)} the standard special Cartan type p−algebra

Lie of dimension 124. We proved that contragradient S(5)−module S(5)∗ is isomorphic to
S(5)− module Ωext(5) = {ω =

∑
i,j aijdxi ∧ dxj |aij ∈ O(5), dω = 0}. Moreover, there

exists a bilinear map φ : Ωext(5)× Ωext(5)→ S(5) such that the direct sum E(5) = S(5)⊕
Ωext(5)) with multiplication [ω1, ω2] = φ(ω1, ω2), where S(5) is a subalgebra, Ωext(5)− is a
S(5)−submodule is a Lie algebra. For example, φ(dxi ∧ dj , dxk ∧ dt) = ∂s, if {i, j, k, t, s} =
{1, 2, 3, 4, 5}.

Theorem. The above defined algebra E(5) is a new simple Lie p−algebra of dimension
248 over a field of characteristic 2.

This result is proved in a joint paper with V. Kac.
The author acknowledges financial support from the Russian Science Foundation, project

16-11-10002.
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Degenerations of Malcev algebras

I. Kaygorodov, Yu. Popov, Yu. Volkov

Degenerations of algebras were studied in various papers. In particular, there are many
results concerning degenerations of algebras of low dimensions from some variety defined
by a set of identities. One of important problems in this direction is the description of
so-called rigid algebras. These algebras are of big interest, since the closures of their orbits
under the action of generalized linear group form irreducible components of a variety under
consideration (with respect to the Zariski topology). All information about degenerations
has been found for four-dimensional Lie algebras (D. Burde, C. Steinhoff), for nilpotent
five- and six-dimensional Lie algebras [3], for three-dimensional nilpotent Leibniz algebras
(B. Omirov, I. Rakhimov), for two-dimensional pre-Lie algebras [1] and three-dimensional
Novikov algebras [2]. Also the problem of finding rigid algebras was solved for low dimen-
sional associative (P. Gabriel, P. Mazzola), Leibniz (S. Albeveiro, B. Omirov, I. Rakhimov
and others) and Jordan algebras (I. Kashuba, M. Martin, [4]).

The notions of Malcev and binary Lie algebras were introduced by A. Malcev. Any Lie
algebra is a Malcev algebra and any Malcev algebra is a binary Lie algebra. Note also that
any alternative algebra can be turned to a Malcev algebra by defining a new multiplication
[ , ] by [x, y] = xy − yx.

In our work [5] we give the full information about degenerations of binary Lie algebras of
dimension 4 and nilpotent Malcev algebras of dimensions 5 and 6. In particular, we describe
all rigid algebras and irreducible components in the corresponding varieties.

The authors were supported by RFBR 16-31-00004.
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Degenerations of Zinbiel and nilpotent Leibniz algebras

I. Kaygorodov, Yu. Popov, A. Pozhidaev, Yu. Volkov

The general linear group GLn(F ) acts naturally on the set of all algebras of fixed
dimension n in a given variety M over a field F . Given A and B in M , we say that B
generates to A provided that A belong to the closure of GLn(F )-orbit of B (in the Zariski
topology on M).

If A and B are non-isomorphic then B generates to A non-trivially. The notion of
degeneration is closely connected with the notion of deformation of algebras, and it is applied
to filtrations and graduations as well. Important role play rigid algebras, i. e., such algebras
which admit only trivial degenerations.

We give the full information about degenerations of Zinbiel and nilpotent Leibniz alge-
bras of dimension 4. More precisely, we construct a graph of primary degenerations. The
vertices of this graph are the isomorphism classes of algebras in the variety under consid-
eration. An algebra A degenerates to an algebra B iff there is a path from the vertex
corresponding to A to the vertex corresponding to B. Also we describe the rigid algebras
and the irreducible components of the varieties of algebras under consideration.

Supported by RFBR 16-31-50017, FAPESP 14/19521-3 and by R & D 6.38.191.2014 of
Saint-Petersburg State University, “Structure theory, classification, geometry, K-theory and
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The algebra of matrix invariants of the orthogonal group is not polynomial

A. Lopatin

We work over an infinite field F of the characteristic charF different from two, un-
less otherwise stated. To define the algebras of matrix O(n)-invariants, where O(n) is the
orthogonal group, we consider the polynomial algebra

R = Rn = F[xij(k) | 1 ≤ i, j ≤ n, 1 ≤ k ≤ d]

together with n× n generic matrices

Xk =




x11(k) · · · x1n(k)
...

...
xn1(k) · · · xnn(k)




where n > 1 and d > 0. Denote by σt(A) the tth coefficient of the characteristic polynomial
χA of A.

The algebra of matrix O(n)-invariants RG is the subalgebra of R generated by σt(A),
where 1 ≤ t ≤ n and A ranges over all monomials in the matrices X1, . . . , Xd, XT

1 , . . . , X
T
d .

If we consider only the products of generic matrices, then we obtain the algebra of matrix
GL(n)-invariants, which we denote by RGL(n), where we do not need the restriction that
charF 6= 2.

The algebra RGL(n) is known to be polynomial (i.e., a free associative commutative
algebra) if and only if (n, d) = (2, 2) or d = 1.

We proved that RO(n) is not polynomial for all d > 1 and in case d = 1 and n > 9.
This research was partially supported by RFFI (project 16-01-00577 A).
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Критерий полноты для частичных ультрафункций

С. А. Бадмаев

Класс дискретных функций, определенных на конечном множестве A и принима-
ющих в качестве значений подмножества множества A, является естественным обоб-
щением класса конечнозначных функций на A (функций k -значной логики). Функции
такого вида называют мультифункциями на A, и они находят применение, например
при решении функциональных уравнений, в логических и технических системах. Оче-
видно, что суперпозиция в обычном смысле для работы с мультифункциями не подхо-
дит, поэтому для мультифункций требуется несколько расширить стандартное понятие
суперпозиции. В зависимости от вида мультифункций и соответствующей им супер-
позиции возникают частичные функции, гиперфункции, ультрафункции, частичные
гиперфункции, частичные ультрафункции на A.

В данной заметке A = {0, 1} и исследуется задача описания всех максимальных
клонов частичных ультрафункций. Будем придерживаться терминологии, принятой в
[2].

Некоторые максимальные клоны найдены в работах [1, 3].
Автором доказана следующая
Теорема. Существует ровно 12 максимальных клонов частичных ультрафункций

на двухэлементном множестве.
Следствие. Множество функций B является полным тогда и только тогда, когда

оно не является подмножеством ни одного из этих 12 классов.
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О почти дизъюнктных гиперграфах моделей теорий абелевых групп

К. А. Байкалова, С. В. Судоплатов

В работе [1] показано, что существует три вида ациклических гиперграфов мини-
мальных простых моделей: дизъюнктные (т.е. с попарно непересекающимися носите-
лями), почти дизъюнктные (с конечными попарными пересечениями) диаметра 2, почти
дизъюнктные бесконечного диаметра. Некоторые другие виды гиперграфов простых
моделей рассмотрены в [2, 3, 4].

В настоящей работе рассматриваются почти дизъюнктные гиперграфы минималь-
ных простых моделей теорий абелевых групп и дается характеризация наличия таких
гиперграфов в терминах шмелевских инвариантов αp,n, βp, γp, ε [5].

В силу наличия константы в сигнатуре абелевых групп дизъюнктных гиперграфов,
в рамках ω-насыщенных моделей, для теорий бесконечных абелевых групп не суще-
ствует.

Теорема. Теория Th(A) абелевой группы A имеет почти дизъюнктный гиперграф
минимальных простых моделей тогда и только тогда, когда имеется лишь конечное
число положительных инвариантов αp,n, а все инварианты βp, γp являются нулевыми.

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ (проект
НШ-6848.2016.1) и Комитета науки Министерства образования и науки Республики
Казахстан (грант 0830/ГФ4).
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Об алгебрах распределений бинарных формул теорий абелевых групп

К. А. Байкалова, Д. Ю. Емельянов, Б. Ш. Кулпешов, Е. А. Палютин,
С. В. Судоплатов

Для теорий базисных абелевых групп [1] описаны алгебры распределений бинарных
изолирующих формул [2, 3]: алгебры Q, Zpn , Zp∞ , Rp.

Теорема 1. Алгебра бинарных изолирующих формул теории Th(〈Q; +, 0〉) изо-
морфна алгебре Q.

Теорема 2. Алгебра бинарных изолирующих формул теории Th(Zpn) изоморфна
алгебре Zpn .

Теорема 3. Алгебра бинарных изолирующих формул теории Th(Zp∞) изоморфна
алгебре Zp∞ .

Теорема 4. Алгебра бинарных изолирующих формул теории Th(Rp) изоморфна
алгебре Rp.

Указанные алгебры для теорий базисных абелевых групп позволяют описать ал-
гебры бинарных изолирующих формул для теорий прямых сумм базисных абелевых
групп, т. е. для произвольных теорий абелевых групп, а также для ряда теорий упо-
рядоченных абелевых групп.

При описании алгебр используются как общие результаты для алгебр изолирую-
щих формул [2, 3], так и их приложения к счетно категоричным теориям слабо о-
минимальных структур [4] и к теориям унаров [5].

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ (проект
НШ-6848.2016.1) и Комитета науки Министерства образования и науки Республики
Казахстан (грант 0830/ГФ4).

Список литературы

[1] Ершов Ю. Л., Палютин Е. А. Математическая логика. — М. : ФИЗМАТЛИТ, 2011.
[2] Shulepov I. V., Sudoplatov S. V. Algebras of distributions for isolating formulas of a complete theory

// Siberian Electronic Mathematical Reports. — 2014. — Vol. 11. — P. 380–407.

[3] Судоплатов С. В. Классификация счетных моделей полных теорий. Ч. 1. — Новосибирск : Изд-во
НГТУ, 2014.

[4] Емельянов Д. Ю., Кулпешов Б. Ш., Судоплатов С. В. Алгебры распределений бинарных формул
в счетно категоричных слабо о-минимальных структурах // Алгебра и логика. (в печати)

[5] Емельянов Д. Ю. Об алгебрах распределений бинарных формул теорий унаров // Известия Ир-

кутского государственного университета. Серия “Математика”. — 2016. — Т. 17. — С. 23–36.

ИМ СО РАН, НГТУ, НГУ, Новосибирск
E-mail: bkristina@bk.ru, dima-pavlyk@mail.ru, palyutin@math.nsc.ru, sudoplat@math.nsc.ru

Международный университет информационных технологий, ИММM МОН РК, Алматы

E-mail: b.kulpeshov@iitu.kz

174

mailto:bkristina@bk.ru, dima-pavlyk@mail.ru, palyutin@math.nsc.ru, sudoplat@math.nsc.ru
mailto:b.kulpeshov@iitu.kz


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

Базисы квазитождеств квазимногообразий алгебраических систем

А. О. Башеева

Базис квазитождеств Σ квазимногообразия K называется независимым, если для
любого ϕ ∈ Σ существует алгебраическая система A такая, что A |= Σ \ ϕ и A |= ¬ϕ.
В.К. Карташов [1] доказал существование континуума квазимногообразий унаров, не
имеющих независимого базиса квазитождеств. Для квазимногообразий графов анало-
гичный результат был получен С.В. Сизым [3], см. также А.В. Яковлев [4].

Теорема. Существует континуум квазимногообразий дифференциальных группо-
идов [точечных абелевых групп], не имеющих независимого базиса квазитождеств.

Отметим, что квазимногообразия дифференциальных группоидов и точечных абе-
левых групп являются сложными с разных точек зрения. Например, А.В. Кравченко
[5] доказал Q-универсальность квазимногообразия дифференциальных группоидов, а
А.М. Нуракунов [2] показал, что квазимногообразие точечных абелевых групп явля-
ется Q-универсальным, а его решетка квазимногообразий имеет невычислимое мно-
жество конечных подрешеток. В работе М.В. Швидефски и А. Замойской-Дженио [6]
было показано, что и решетка квазимногообразий графов также обладает свойством
невычислимости А.М. Нуракунова.
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Некоторые свойства упорядоченно стабильных упорядоченных полей

В. В. Вербовский

В статье [1] было введено понятие упорядоченно стабильной теории, которое позво-
ляет переносить теорию стабильности на исследование линейно упорядоченных струк-
тур. В статье [2] были рассмотрены некоторые свойства упорядоченно стабильных
упорядоченных групп и полей, в частности было доказано, что упорядоченно стабиль-
ная упорядоченная группа является коммутативной, а упорядоченно стабильное упоря-
доченное поле с условием ограниченности семейства формульных выпуклых подгрупп
является вещественно замкнутым.

Определение. [1]

(1) Линейно упорядоченная структураM называется упорядоченно стабильной в
λ, если для любого подмножества A ⊆ M мощности не больше λ и для лю-
бого сечения 〈C,D〉 вM существует самое большее λ 1-типов над A, которые
совместны с сечением 〈C,D〉, то есть |S1

〈C,D〉(A)| ≤ λ.

(2) Теория T называется упорядоченно стабильной в λ, если каждая ее модель
такова. Иногда будем писать, что T упорядоченно λ-стабильна.

(3) Теория T называется упорядоченно стабильной, если существует бесконечный
кардинал λ в котором теория T упорядоченно стабильна.

Теорема 1. Любое бесконечное формульное подмножество упорядоченно стабиль-
ного упорядоченного поля имеет непустую внутренность, то есть содержит бесконечный
интервал.

Теорема 2. Пусть даны формульное подмножество A упорядоченно стабильного
упорядоченного поля F и некоторый элемент b ∈ F . Пусть H будет наименьшей вы-
пуклой подгруппой аддитивной группы поля F , содержащей элемент b (заметим, что
подгруппа H не обязана быть формульной). Тогда если пересечение A ∩H неограни-
ченно в H, то существует такой элемент h ∈ H, что A ∩H ∩ (h,+∞) = H ∩ (h,+∞).

Теорема 3. Упорядоченно стабильное упорядоченное поле является вещественно
замкнутым.
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О богатых формулах и типах в многосортных системах и новых

кластеризациях формул и типов в логических исчислениях

А. А. Викентьев

Доклад посвящен обобщению и уточнению результатов и теорем о богатых мно-
жествах типов, доказанных ранее в стабильном случае или с условиями стабильности1

на случай богатых семейств типов над параметрами модели многосортной теории с

κ-компактными (насыщенными, однородными) измеримыми и вычислимыми моделями
со свойством κ-отделимости новых элементов, реализующих вычислимые типы (над
малыми подмножествами модели) совместных с этими множествами, от элемен-
тов вложенной модели и наличия реализаций в большей (с богатым семейством) мо-
дели вполне определимых, вычислимых(стабильных) типов или неразличимых элемен-
тов. Стабильность теорий не предполагается, а некоторые теоремы получаются
как следствия.

Основными инструментами доказательств являются теоремы типа компактности,
развитая техника современной теории моделей, вычислимости, в частности, для логи-
ческих исчислений, локальной стабильности и наличия (даже локально) подходящих
компактных измеримых (нужных малых мощностей κ) моделей теории со свойствами
κ-отделимости над реализациями семейств стабильных (определимых, рекурсивных)
типов. Продолжено изучение предельных и двукардинальных моделей в классе тео-
рий с покрытиями, введенных автором. Рассмотрены вопросы определимости систем с
метрикой в наследственно конечных надстройках, и о мощностях типово определимых
подмножеств и их свойств двукардинальности. Интерес к этим вопросам и таким моде-
лям имеет и прикладной характер в поиске наиболее информативных (нетривиальных)
типов прикладной теории, логических закономерностей для кластеризации и упоря-
дочения таких ‘знаний’ с помощью привлечения метрических или измеримых систем
и расстояний между множествами моделей. Все это служит для введения новых ме-
трик на классах эквивалентных формул и типов на измеримых подклассах измеримых,
вычислимых (метрических) моделей, необходимых для разработки алгоритмов распо-
знавания образов, поиска закономерностей, обнаружения редких событий и кластери-
зации многозначных формул-знаний в логике Лукасевича. Найдены различные новые
метрики, методы кластеризации по введенным метрикам для конечных множеств фор-
мул в различных логиках (частично совместно с аспирантом Авиловым М.С.), начато
изучение различных индексов качества для сравнений и способов введения коллектив-
ных метрик. Проведены совместно с Фефеловой В.В. модельные эксперименты с помо-
щью программы на джаве, поддерживающей все необходимые алгоритмы и получение
по расстояниям кластеризаций. Показано, что коллективные расстояния имеют более
высокие индексы кластеризаций по сравнению с другими введенными метриками. В
дальнейшем планируется использование лучших кластеризаций для локальной струк-
туризации баз знаний. Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты
No. 14-07-00851а, 14-7-00249a, кафедры ДМИ ММФ НГУ.
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О кластеризациях формул в логических базах знаний, индексах качества и
коллективных алгоритмах

А. А. Викентьев, Р. А. Викентьев

В работе рассматривается одна из актуальных задач — анализ логических высказы-
ваний из базы знаний. При анализе требуется найти близкие высказывания, выявить
достоверные, противоречивые и т.д. Для кластеризации знаний, построения решаю-
щих функций на основе знаний — логических формул, надо ввести расстояние между
формулами. В работе высказывания (экспертов или базы знаний) записаны в виде фор-
мул n-значной логики. С привлечением теории моделей определяется общий вид новых
расстояний между формулами с учетом других параметров-весов рассматриваемых мо-
делей всех различных истинностных значений в формулах,обобщающих известные:

ρ(ϕ,ψ) =
1

n|S(Σ)|

n−1∑

k=0

n−1∑

l=0

|k − l|
n− 1

M

(
k

n− 1
,

l

n− 1

)
, (1)

где n|S(Σ)| — количество всех моделей, M
(

k
n−1 ,

l
n−1

)
— тех моделей, на которых фор-

мула ϕ принимает значение k
n−1 , а ψ — l

n−1 ; и аналогично обобщаются меры нетриви-
альности:

I(ϕ) = ρ(ϕ, 1) =
1

n|S(Σ)|

n−2∑

k=0

n− 1− k
n− 1

M

(
k

n− 1

)
, (2)

где M
(

k
n−1

)
— количество моделей, на которых формула ϕ принимает значение k

n−1 .

Отдельно рассматриваем меру пересечения моделей пар формул. В работе доказаны
свойства метрики для таких расстояний и мер нетривиальностей; они учитывают мно-
гозначность, схожи со свойствами величин в случае 2-значных и 3-значных логик Лука-
севича, отвечают на вопросы Г.С. Лбова и применяются для алгоритмов кластеризации
формул из базы знаний. В классическом случае рассмотрены классы моделей в которых
допускается в некоторых моделях истинными противоречивые суждения, и не верности
в некоторых моделях тождественно истинных формул, например свойство 2-значности
логики. Для этих классов с их теорией моделей перенесены все результаты по рассто-
яниям и мере опровержимости [1, 4]. Для всех способов введенных расстояний рас-
смотрены различные методы кластеризации формул на основе новых расстояний и мер
нетривиальности, а также методы сравнения результатов кластеризации — индексы
качества. В общем случае по различным расстояниям и их индексу качества, вводятся
новые коллективные расстояния, а по ним коллективные кластеризации, которые в
большинстве случаев дают лучшую кластеризацию множеств формул. Как следствие
получаются результаты полученные совместно с Кореневой, Кабановой, Фефеловой и
другими. Планируется применение новых расстояний для структурного анализа ко-
нечных подмножеств базы знаний и автоматизация всех процессов. Мера значений
истинности формулы на измеримой модели первого порядка может служить степенью
нетривиальности (недостоверности) формулы. Полученные результаты распространя-
ются на многозначные формулы с переменными (первого порядка). Работа выполнена
при поддержке грантов РФФИ, проект 14-07-00851а,14-7-00249a, кафедры ДМИ ММФ
НГУ, АМЛ НГТУ.
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О решетках с модулярными и стандартными элементами среди

порождающих

А. Г. Гейн

С момента возникновения теории решёток в классических работах Г. Биркгофа,
Р. Дедекинда, О. Оре и других математиков особое внимание было уделено решёт-
кам двух важных классов — классу дистрибутивных решёток и классу модулярных
решёток, определяемых посредством тождества дистрибутивности и квазитождества
модулярности, соответственно. В последующем изучение произвольных решёток стало
основываться на выделении в них «опорных» элементов, которые в той или иной сте-
пени аккумулировали в себе свойство дистрибутивности. Так, О. Оре в [1] ввел поня-
тие дистрибутивного элемента, а Г. Гретцер в [2] — понятие стандартного элемента
решётки. Для квазитождества модулярности аналогичным является понятие модуляр-
ного элемента.

Определение. Элемент a решетки L называется модулярным, если

∀x, y ∈ L : x ≤ y → x ∨ (a ∧ y) = (x ∨ a) ∧ y.
В [2] показано, что элемент решётки стандартен тогда и только тогда когда он дис-
трибутивен и модулярен.

В [2] показано, что решётка, порожденная тремя элементами, два из которых стан-
дартны, дистрибутивна. Тем самым, такая решётка конечна и содержит не более 18
элементов.

Теорема. Решетка, порожденная тремя элементами, один из которых стандартен,
а другой модулярен, содержит не более 25 элементов.

Указанная оценка является точной.
Открытым остаётся вопрос: будет ли конечной решётка, порожденная тремя эле-

ментами, два из которых модулярны?
Отметим в связи с этим, что если все три порождающих элемента модулярны, то

и сама решётка модулярна и, следовательно, конечна ([3]).
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Обратимые бинарные алгебры изотопные абелевой группе

Д. С. Давидов

Бинарная алгебра (Q; Σ), т. е. алгебра с бинарными операциями, называется обра-
тимой алгеброй (или системой квазигрупп), если каждая операция A ∈ Σ является
квазигрупповой.

Квазигруппы, изотопные группам (абелевым группам), различные их подклассы
и тождества, приводящие к ним, исследовались многими авторами. При исследовании
ассоциативных в целом систем квазигрупп и уравновешенных тождеств в квазигруппах
возникли линейные и односторонние линейные квазигруппы. Позднее, по аналогии
с линейными квазигруппами были определены линейные и односторонние линейные
обратимые алгебры, которые были охарактеризованы с помощью ∀∃(∀)-тождеств.

Абсолютно замкнутая формула 2-го порядка вида

∀X1, ..., ∀Xk, ∃Xk+1, ..., ∃Xt, ∀x1, ..., ∀xs(w1 = w2),

где w1, w2 — термы (слова) от функциональных переменных X1, ..., Xt и от предметных
переменных x1, ..., xs, называется ∀∃(∀)-тождеством.

Определение. Бинарная алгебра (Q; Σ) изотопна группоиду Q(·), если каждая
операция из Σ изотопна группоиду Q(·), т.е. для каждой операции A ∈ Σ существуют
подстановки αA, βA, γA множества Q такие, что

γAA(x, y) = αAx · βAy,
для всех x, y ∈ Q. Изотопия называется главной, если γA = ε (ε – единичная подста-
новка) для всех A ∈ Σ.

Теорема. Обратимая алгебра (Q; Σ) главно изотопна абелевой группе тогда и
только тогда, когда она удовлетворяет следующему ∀∃(∀) – тождеству

A(−1A(B(x, z), y), A−1(u,B(w, y))) = A(−1A(B(w, z), y), A−1(u,B(x, y))).

Российский университет дружбы народов, Москва
E-mail: turhaw@gmail.com

181

mailto:turhaw@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

О почти детерминированных алгебрах бинарных изолирующий формул

Д. Ю. Емельянов

Определение [1]. Система Pν(p) называется (почти) детерминированной, если
множество uv одноэлементно (непусто и конечно) для любых u, v ∈ ρν(p).

На основе определения почти детерминированности получим определение n-почти
детерминированности.

Определение. Система Pν(p) называется n-почти детерминированной (n ∈ ω),
если множество uv имеет не более n элементов для любых u, v ∈ ρν(p).

Заметим, что счетно категоричные теории имеют n-детерминированные алгебры и
при этом, как показывают примеры с отношениями эквивалентности [2, 3], значения
n не ограничены в совокупности. В ряде примеров 2-почти детерминированность алге-
бры описывается формулой uv = |u± v|(mod d), где d — диаметр графовой структуры.
Формула uv = |u ± v|(mod d) работает для кубических теорий, для теорий неоргра-
фов, образующих циклы, для теорий ациклических графов с транзитивной группой
автоморфизмов и т.д. В целом это верно для теорий неорграфов, которые базируются
формулами, описывающими расстояния между элементами и при этом при последова-
тельных переходах по этим формулам расстояния складываются или вычитаются.

Для теории тетраэдра значение n равно 2, для теории октаэдра n = 3, для теории
икосаэдра n = 4, для теории додекаэдра n = 6, соответственно алгебры будут 2, 3, 4, 6-
почти детерминированными.

Отметим, что структуры и их теории могут не восстанавливаться по указанному
выше “простому” умножению: имеются различные теории графов одного и того же
диаметра d и с алгеброй, задаваемой формулой uv = |u ± v|(mod d). Это верно для
любого d > 0.

Описаны алгебры бинарных изолирующих формул для теорий правильных много-
гранников.

Теорема. Для любой теории T правильных многогранников алгебра B бинарных
изолирующих формул задается ровно одной из следующих алгебр: алгеброй Q, алге-
брой T, алгеброй O, алгеброй D, алгеброй I.
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Полнота класса слабо инъективных полигонов

Е. Л. Ефремов

В [1] описаны коммутативные моноиды, над которыми класс инъективных полиго-
нов аксиоматизируем (полон). Обобщением понятия инъективного полигона являются
понятия слабо инъективного, конечно порожденно слабо инъективного и главно слабо
инъективного полигона. В [2] дается характеризация моноидов с аксиматизируемыми
классами слабо инъективных, конечно порожденно слабо инъективных и главно слабо
инъективных полигонов. В данной работе рассматриваются вопросы полноты этих
классов полигонов.

Пусть S – моноид. Под левым полигоном SA над моноидом S или просто полиго-
ном понимается множество A, на котором определено действие элементов из S, причем
единица действует на A тождественно. Полигон SA называется слабо инъективным
(конечно порожденно слабо инъективным, главно слабо инъективным), если он инъ-
ективен относительно вложений всех левых идеалов (конечно порожденных левых иде-
алов, главных левых идеалов) в SS.

Через S-WInj (S-FGWInj, S-PWInj) обозначим класс всех слабо инъективных
(конечно порожденно слабо инъективных, главно слабо инъективных) полигонов над
S.

Теорема 1. Для моноида S следующие условия эквивалентны:
(а) класс S-PWInj полон;
(б) класс S-PWInj модельно полон;
(в) класс S-PWInj категоричен в некоторой бесконечной мощности;
(г) S = {1}.
Моноид S называется реверсивным справа, если Ss ∩ St 6= ∅ для любых s, t ∈ S.
Теорема 2. Пусть выполняется одно из следующих условий:
1) S — реверсивный справа моноид;
2) T — группа и для любого s ∈ S \ T существует r ∈ S (r 6= 1) такой, что rs = s.

Тогда следующие условия эквиваленты:
(а) класс S-WInj (S-FGWInj) полон;
(б) класс S-WInj (S-FGWInj) модельно полон;
(в) класс S-WInj (S-FGWInj) категоричен в некоторой бесконечной мощности;
(г) S = {1}.
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О принадлежности гиперопераций максимальным клонам мультиопераций

А. С. Зинченко, В. И. Пантелеев

Для множества E2 = {0, 1} определим следующие множества операций:

P ∗−
2,n = {f | f : En

2 → 2E2}, P ∗−
2 =

⋃

n

P ∗−
2,n

P−
2,n = {f | f : En

2 → 2E2 \ {∅}}, P−
2 =

⋃

n

P−
2,n

Операции из P ∗−
2 называются мультиоперациями, а из P−

2 — гипероперациями.
Очевидно, что множество гиперопераций вкладывается в множество мультиопераций.
Заметим, что множество мультиопераций содержит и множество функций алгебры ло-
гики (булевых операций).

Суперпозиция
f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm))

мультиопераций f(x1, ..., xn), f1(x1, ..., xm), ..., fn(x1, ..., xm) определяет мультиопера-
цию g(x1, ..., xm) следующим образом:

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn)

для любого набора (α1, . . . , αm) ∈ Em
2 .

Определения клона операций, максимального клона предполагаем стандартными.
В [1] описаны все 15 максимальных клонов мультиопераций.

Для каждой мультиоперации можно поставить вопрос о принадлежности макси-
мальным клонам. Отношение принадлежности максимальным клонам является от-
ношением эквивалентности на множестве всех мультиопераций и определяет скелет
решетки клонов мультиопераций.

Известно [2], что множество функций алгебры логики порождает 18 классов экви-
валентности.

Теорема. Множество гиперопераций порождает 67 классов эквивалентности.
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Элементарная эквивалентность некоторых нильпотентных

неассоциативных колец

И. Н. Зотов

Через ≡ обозначаем элементарную эквивалентность алгебраических систем в ло-
гике первого порядка. Пусть U = UΦ(K) — унипотентная подгруппа группы Шевалле
ранга > 1 над полем K [1] и p(Φ) := {max(r, r)/(s, s)|r, s ∈ Φ}; аналогично выберем
U ′ = UΦ′(K ′). Следующая теорема известна [2] при char K 6= 2, 3.

Теорема 1. Если p(Φ)! — обратимый элемент, то U ≡ U ′ в том и только в том
случае, когда системы корней Φ и Φ′ эквивалентны и K ≡ K ′.

К.Видэла [2] использовал описание Aut U Гиббсом [3] при char K 6= 2, 3. Описание
Aut U для произвольного поля K получено в 1990 году в [4].

Вопросы о модельных свойствах различных групп Шевалле исследовали в своих ра-
ботах Е.И. Бунина и А.В.Михалёв [5]-[6]; для унипотентных подгрупп, алгебр Шевалле
и их нильтреугольных подалгебр NΦ(K) они отмечались в [7].

Следуя известной конструкции, произвольной (не обязательно ассоциативной) ал-
гебре R мы сопоставляем алгебру R(−), заменяя умножение в R на новое умножение
(коммутирование) a ∗ b = ab − ba. Алгебру R называют точной обертывающей ал-
гебры Ли L, если обе алгебры изоморфны как линейные пространства и R(−) ≃ L.
Исследуются, взаимосвязано с автоморфизмами, модельные свойства (ассоциативных и
известных лишь для типа An) точных обертывающих алгебр для алгебр Ли NΦ(K).
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О разрешимости универсальных теорий и аксиоматизируемости двух

классов комбинаторных геометрий

А. В. Ильев

Существует несколько хорошо известных определений комбинаторной геометрии
[1, 2, 3]. В настоящей работе предложено эквивалентное определение этого объекта на
языке исчисления предикатов первого порядка с равенством.
Комбинаторная геометрия G ранга r ∈ N — это алгебраическая система G =

〈U,ΣF 〉, где U — непустое множество, элементы которого являются точками комби-
наторной геометрии, а сигнатура ΣF = 〈F0, F1, ..., Fr,=〉 состоит из r + 1 предикатов
поверхностей и предиката равенства. Истинность предиката Fk(x1, ..., xk, y) означает,
что точки x1, ..., xk, не лежат ни в какой поверхности ранга, меньшего k, и опреде-
ляют единственную поверхность ранга k, а точка y лежит в поверхности, определенной
точками x1, ..., xk. Для любого k ∈ {0, 1, ..., r} имеют место аксиомы:

1) ∀x1 ... ∀xk ∀y [Fk(x1, ..., xk, y)→ ∧
i∈{1,...,k}

Fk(x1, ..., xk, xi)];

2) ∀x1 ... ∀xk ∀y [Fk(x1, ..., xk, y)→ ∧
i 6=j

(xi 6= xj)];

3) ∀x1 ... ∀xk ∀y [Fk(x1, ..., xk, y)→ ∧
π
Fk(π(x1), ..., π(xk), y)], где π пробегает по всем

перестановкам элементов x1, ..., xk;
4) ∀x1 ... ∀xk ∀y [Fk(x1, ..., xk, y)↔ ∀z1 ... ∀zk−1 ¬(

∧
i∈{1,...,k}

Fk−1(z1, ..., zk−1, xi))];

5) ∀x1 ... ∀xk ∀y ∀z [Fk(x1, ..., xk, y) ∧ ¬Fk(x1, ..., xk, z)→ Fk+1(x1, ..., xk, z, y)];
6) ∀x [¬F0(x) ∧ F1(x, x)];
7) ∃x1 ... ∃xr ∃y Fr(x1, ..., xr, y).
Класс комбинаторных геометрий конечного ранга является объединением всех клас-

сов комбинаторных геометрий фиксированного ранга r ∈ N.
Теорема 1. Класс комбинаторных геометрий ранга r ∈ N конечно аксиоматизи-

руем, а класс комбинаторных геометрий конечного ранга не является аксиоматизируе-
мым.

Теорема 2. Универсальная теория комбинаторных геометрий ранга r ∈ N и уни-
версальная теория комбинаторных геометрий конечного ранга разрешимы.
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О минимально полных периодических полугруппах

О. В. Князев

В обзоре ([1]) наряду с многими другими проблемами ставится задача (проблема
3.10) характеризации минимально полных алгебр данного многообразия алгебр. Мы
изучаем минимально полные полугруппы.

Пусть V — многообразие всех полугрупп, L(V) — решетка подмногообразий мно-
гообразия V, X ∈ L(V), S ∈ V. Произвольное дизъюнктное семейство подполугрупп
полугруппы S называют россыпью полугруппы S, а полугруппы, которые ее соста-
вляют, — компонентами россыпи. Пусть X(S) есть X-вербал полугруппы S, т.е.
россыпь, компоненты которой в точности все классы X-вербальной конгруэнции полу-
группы S, являющиеся подполугруппами полугруппы S. Если X-вербал полугруппы S
состоит из одной компоненты, совпадающей с S, то полугруппу S называют X-полной
полугруппой. Если равенство X(S) = S выполняется для любого атома X из решетки
L(V), то полугруппу S называют полной полугруппой. Полугруппа называется мини-
мально полной, если она содержит более одного элемента и является полной, но лю-
бая ее неодноэлементная собственная подполугруппа не является полной. Пусть S —
периодическая полугруппа и e = e2 ∈ S. Через Ge обозначается максимальная под-
группа полугруппы S, имеющая идемпотент e своей единицей. Совокупность элемен-
тов Ke={x ∈ S | xn ∈ Ge для некоторого натурального n} называется классом унипо-
тентности. Таким образом, произвольная периодическая полугруппа S разбивается
на классы унипотентности. Класс унипотентности полугруппы не обязан быть подпо-
лугруппой. Если в периодической полугруппе S все классы унипотентности являются
подполугруппами, то S называют унипотентно разбиваемой. Через Bn,k обозначим
полугруппу, которую в классе полугрупп с нулем можно задать копредставлением

Bn,k = 〈a, b | aba = a, bab = b, an = bk = 0〉, где n, k ≥ 2.

Теорема. Если унипотентно неразбиваемая периодическая полугруппа S является
минимально полной полугруппой, то S есть гомоморфный образ полугруппы Bn,k.
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О решении проблемы Воота для одного варианта о-минимальности

Б. Ш. Кулпешов, С. В. Судоплатов

Настоящий доклад касается понятия слабой о-минимальности, первоначально глу-
боко исследованного в [1]. Подмножество A линейно упорядоченной структуры M на-
зывается выпуклым, если для любых a, b ∈ A и c ∈ M всякий раз когда a < c < b мы
имеем c ∈ A. Слабо о-минимальной структурой называется линейно упорядоченная
структура M = 〈M,=, <, . . .〉 такая, что любое определимое подмножество структуры
M является объединением конечного числа выпуклых множеств в M .

В следующих определениях M — слабо о-минимальная структура, A ⊆ M , M —
|A|+-насыщенна, p, q ∈ S1(A) — неалгебраические типы.

Определение 1. [2] Будем говорить, что тип p не является слабо ортогональным
типу q (p 6⊥w q), если существуют A-определимая формула H(x, y), α ∈ p(M) и β1, β2 ∈
q(M) такие, что β1 ∈ H(M,α) и β2 6∈ H(M,α).

Определение 2. [3] Будем говорить, что тип p не является вполне ортогональным
типу q (p 6⊥q q), если существует A-определимая биекция f : p(M) → q(M). Будем го-
ворить что слабо о-минимальная теория является вполне о-минимальной, если понятия
слабой и вполне ортогональности 1-типов совпадают.

Как известно, в работе [4] решена проблема Воота для о-минимальных теорий.
Байжанов Б.С. и Алибек А. [5] построили примеры слабо о-минимальных теорий c
k счетными моделями, где k ∈ {4, 5, 6, . . .} ∪ {ω}. Здесь мы представляем теорему,
являющуюся решением проблемы Воота для вполне о-минимальных теорий:

Теорема 1. Пусть T — вполне о-минимальная теория в счетном языке. Тогда
либо T имеет 2ω счетных моделей, либо T имеет в точности 6a3b счетных моделей, где
a и b — неотрицательные целые числа.

Работа выполнена при финансовой поддержке Комитета науки Министерства обра-
зования и науки Республики Казахстан (грант 0830/ГФ4).
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Сложность решеток квазимногообразий

С. М. Луцак

Согласно М.В. Сапиру [1], квазимногообразие K Q-универсально, если для любого
квазимногообразия K′ конечной сигнатуры Lq(K′) ∈ HS

(
Lq(K)

)
. Будем говорить, что

квазимногообразие K имеет свойство невычислимости Нуракунова, если в нем суще-
ствует подкласс K′ ⊆ K, такой, что множество всех конечных подрешёток решётки
Lq(K′) не вычислимо. В работе [2] А.М. Нуракунов доказал следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть сигнатура σ содержит хотя бы одну неконстантную операцию.
Тогда существует квазимногообразие K ⊆ K(σ), такое что множество всех конечных
подрешеток решетки квазимногообразий Lq(K) невычислимо.

В [3] А.М. Нуракунов доказал аналогичный результат для квазимногообразия то-
чечных абелевых групп. В этой же работе доказана Q-универсальность этого квазимно-
гообразия. В [4] показано, что классK всех систем сигнатуры σ являетсяQ-универсаль-
ным тогда и только тогда, когда он обладает свойством невычислимости Нуракунова.
В этой связи возникают следующие проблемы. Верно ли, что любой Q-универсальный
класс систем K фиксированной сигнатуры обладает свойством невычислимости Нура-
кунова? Существует ли класс K, не являющийся Q-универсальным, но, тем не менее,
обладающий указанным выше свойством?

В [5] дан положительный ответ на первый вопрос для почти всех известных Q-уни-
версальных квазимногообразий. Нами показано, что и на второй вопрос ответ положи-
телен. А именно, справедливы следующие теоремы.

Теорема 2. Существует континуум квазимногообразий R унаров, которые обла-
дают свойством невычислимости Нуракунова, но не являются Q-универсальными.

Теорема 3. Существует континуум классов K точечных абелевых групп [ориен-
тированных графов, дифференциальных группоидов], обладающих свойством невычи-
слимости Нуракунова, но не являющихся Q-универсальными.

Результат, аналогичный теоремам 2 и 3, справедлив и для многих других классов
систем.
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Разделение квазилинейных клонов гипертождествами

И. А. Мальцев

Функции k-значной логики, зависящие от одной переменной, и функции, выражаю-
щиеся через такие функции следующим образом:

f(g1(x1)⊕ . . .⊕ gn(xn)),

где сложение ведется по модулю 2, называются квазилинейными. Далее рассматрива-
ются клоны, образованные квазилинейными функциями, определенными на множестве
{0, 1, 2}, со значениями в множестве {0, 1}.

Пусть fn1
1 , . . . , fnk

k — все функциональные символы и x1, . . . , xn — все предметные
символы, входящие в термы T1 и T2. Гипертождеством называется выражение вида

∀fn1
1 . . . ∀fnk

k ∀x1 . . . ∀xn (T1 = T2).

Гипертождество разделяет два клона, если оно истинно на одном из них, но ложно на
другом.

Квазилинейная функция называется не креативной, если при подстановке в нее лю-
бой другой квазилинейной функции со значениями в множестве {0, 1} число существен-
ных переменных не возрастает. Клоны, образованные не креативными функциями,
назовем не креативными. Клоны, в которых имеются креативные функции, назовем
креативными.

Возможность разделения не креативных клонов гипертождествами полностью из-
учена в [4].

Теорема. Любой креативный клон образованный функциями, определенными на
множестве {0, 1, 2}, со значениями в множестве {0, 1}, отделим от не креативного клона,
образованного функциями такого же вида, одним из следующих гипертождеств:

∀F (F (F (x, y), F (x, y)) ≈ F (x, y))

∀F [F (x, F (x, y)) ≈ F (x, y)].

∀F (F (F (x, y), F (y, x)) ≈ F (F (x, x), F (x, x)))

∀F F (F (x, y), F (x, y)) ≈ F (F (x, x), F (y, y))

∀F (F (F [F (x, y), F (y, x)], F [F (x, y), F (y, x)]) ≈ F (x, x))

F (F (x, y), F (y, x)) ≈ F (x, x).

∀F (F (x, x, x) ≈ F (F (x, y, z), F (z, x, y), F (z, y, x)))

∀F (F (F (x, x, x), F (x, x, x), F (x, x, x)) ≈ F (F (x, y, z), F (z, x, y), F (z, y, x)))

∀F (F (F (F (x, x), F (x, x)), F (F (y, y), F (y, y))) ≈ F (x, y))

∀F (F (F (x, y), F (x, y)) ≈ F (x, y))

∀F F (F (x, y), F (y, x)) ≈ F (F (x, x), F (x, x))
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Об одной комбинаторной классификации конечных квазигрупп

И. П. Мишутушкин

Определение 1. Последовательность элементов a0 = a, a1 = b, a2, ... конечного
группоида < A; f >, в которой at+2 = f(at, at+1), t = 0, 1, ..., назовем λ-последователь-
ностью группоида f с началом a, b.

Лемма 1. λ-последовательность группоида с правым сокращением (бицикл) - ци-
клична.

Множество B(f) = {B1(f), B2(f), ..., Bmf
(f)} всех различных бициклов группоида

f с правым сокращением назовем бициклическим разложением f .
Лемма 2. Каждая упорядоченная пара ab, (a, b) ∈ A2, входит ровно в один бицикл

из B(f).

Следствие.
∑mf

i=1 |Bi(f)| = |A|2.
Теорема 1. Два группоида с правым сокращением изоморфны тогда и только

тогда, когда бициклическое разложение одного из них можно получить из бицикличе-
ского разложения другого путем замены элементов каждого бицикла на их изоморфные

образы.
Теорема 1 приводит к полиномиальным алгоритмам, решающим для группоидов с

правым сокращением задачи:
- проверки наличия изоморфизма между двумя заданными группоидами;
- нахождения группы автоморфизмов данного группоида;
- нахождения всех подгрупп данного группоида.
Определение 2. Квадратом b2 бицикла b = (b0, b1, ..., bp−1) назовем:

(1) при p нечетном – бицикл (b0, b2, ..., bp−1, b1, b3, ..., bp−2),
(2) при p четном – пару бициклов (b0, b2, ..., bp−2)(b1, b3, ..., bp−1).

Теорема 2. Группоид f с бициклическим разложением B(f) - квазигруппа тогда
и только тогда, когда квадрат B2(f) = {B2

1(f), B2
2(f), ..., B2

mf
(f)} его бициклического

разложения задает группоид с правым сокращением.
Следствие. Если любая пара элементов bt, bt+4 однозначно определяет содержа-

щий ее бицикл (b0, b1, ...) ∈ B(f) , то B2(f) задает квазигруппу.
Определение 3. Типом T (f) квазигруппы f , отвечающей условиям следствия,

назовем упорядоченную по неубыванию последовательность длин бициклов B(f).
Введем сравнение типов таких квазигрупп: f ∈ Q2(A), полагая T (f) ≤ T (g), если

B(f) получается рекуррентно из B(g) кратным нахождением бициклического квадрата.
Теорема 3. Множество квазигрупп Q2(A) есть объединение непересекающихся

цепей подмножеств {f |f ∈ Q2(A) &T (f) = T0} ⊂ Q2(A), T0 = const, упорядоченных
сравнением типов квазигрупп.

ЗАО “АСТ”, г. Москва
E-mail: lachika@bk.ru

191

mailto:lachika@bk.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

О стандартности топологических квазимногообразий алгебр

А. М. Нуракунов

Конечная топологическая алгебра Aτ = 〈A, τ〉 конечной сигнатуры c дискретной топо-
логией τ порождает топологическое квазимногообразие Qτ (Aτ ), состоящее из подал-
гебр непустых декартовых степеней алгебры A, замкнутых в соответствующих де-
картовых топологиях. Пусть Thq(A) — квазиэквациональная теория алгебры A и
Modτ (Thq(A)) — класс топологических алгебр Bτ таких, что B ∈ Mod(Thq(A)) и
〈B, τ〉 является компактным и вполне несвязанным. Топологическое квазимногообра-
зие Qτ (Aτ ) стандартно, если Qτ (Aτ ) = Modτ (Thq(A)). В работе приводятся доста-
точные условия при которых конечная алгебра порождает стандартное топологическое
квазимногообразие. В частности, таковыми являются конечные алгебры, порождаю-
щие квазимногообразия с определимыми главными подконгруэнциями. Этот факт по-
зволяет подтвердить гипотезу, выдвинутую в [1], что множество всех конечных алгебр,
которые порождают квазимногообразия с конечно термально определимыми главными
конгруэнциями, невычислимо.
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Некоторые свойства форсинг-компаньонов

А. Т. Нуртазин

При изучении экзистенциально замкнутых структур полезным оказывается поня-
тие класса Фрэсе. Две структуры называем компаньонами, если совпадают их классы
Фрэсе. С помощью этого понятия довольно естественно определяется “вынуждение”
Коэна - Робинсона [1]. При этом определение вынуждения задаётся лишь в терминах
конечных структур и вложений между ними. При рассмотрении произвольной струк-
туры из данного компаньон-класса возникает вопрос о совпадении истинности формул
на кортежах и их вынуждении её конечными подструктурами. Напомним, что струк-
туры, в которых эти понятия полностью совпадают называются форсинг-структурами.
Известно, что все они экзистенциально замкнуты, а их теория T f полна. С помощью
этого подхода также удаётся получить важное заключение о теории T c всего класса
экзистенциально замкнутых структур:

Теорема 1. Любое ∃∀∃-предложение из T f также принадлежит и T c.
В [2] было замечено, что при изучении экзистенциально замкнутых структур важ-

ную роль играют максимальные экзистенциальные типы. Такой тип p(x̄) назовём f -
типом, если он имеет единственное расширение до полного.

Теорема 2. Данная структура является f -структурой, если и только если макси-
мальные экзистенциальные типы её кортежей являются f -типами.

Следствие 1. Если в данном компаньон-классе все экзистенциально замкнутые
модели являются форсинг-структурами, то его индуктивная оболочка T c полна и мо-
дельно полна.

Автором были построены примеры компаньон-теорий, имеющих в точности две
счётные экзистенциально замкнутые модели.

Следствие 2. Если в данном компаньон-классе имеются две счётные экзистенци-
ально замкнутые модели и индуктивная оболочка T c не полна, то одна из этих моделей
является форсинг-структурой, а вторая — нет.

Следующее утверждение объясняет значение f -типов для изучения строения фор-
синг-структур.

Теорема 3. Любой f -тип реализуется в некоторой счётной форсинг-структуре.
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Три замечания об экзистенциально замкнутых структурах и их теориях

А. Т. Нуртазин

При изучении экзистенциально замкнутых структур и их элементарных теорий
одним из первых возникает следующий вопрос:

- Какой может быть элементарная теория некоторого класса экзистенциально
замкнутых структур?

Теорема 1. Для того, чтобы данная непротиворечивая теории T реляционной
сигнатуры Σ была элементарной теорией класса экзистенциально замкнутых в ней
структур необходимо и достаточно, чтобы для любой выполнимой в ней формулы ϕ(x̄)
и универсальной формулы от того же самого набора переменных ψ(x̄) такой, что T ⊢
∀x̄[ϕ(x̄) → ψ(x̄)] найдётся экзистенциальная формула θ(x̄), для которой с теорией T
совместно предложение ∃x̄ [θ(x̄)&ϕ(x̄)] & ∀x̄ [θ(x̄)→ ψ(x̄)].

При изучении экзистенциально замкнутых моделей удобно использовать понятие
класса Фрэсе и рассматривать теории, в которых эти классы для всех моделей совпа-
дают, а сами модели при этом называть компаньонами. Автором замечено, что про-
извольная структура из данного компаньон-класса экзистенциально замкнута, если и
только если в ней экзистенциальные типы всех кортежей максимальны и само понятие
максимального экзистенциального типа имеет важное значение. Поэтому для подсчёта
счётных экзистенциально замкнутых моделей может оказаться полезным ответ на во-
прос:

- При каких условиях в некоторой экзистенциально замкнутой модели можно
реализовать один и опустить другой максимальный экзистенциальный тип?

Теорема 2. Для того, чтобы в компаньон-теории T c для максимальных экзистен-
циальных типов p(x̄) и q(ȳ) в любой экзистенциально замкнутой модели, реализующей
q(ȳ) также реализуется и p(x̄) необходимо и достаточно, чтобы существовала экзистен-
циальная формула ϕ(x̄, ȳ) такая, что в индуктивной оболочке T c для нового кортежа

констант b̄ выполнялось: q(b̄) ∪ {ϕ(x̄; b̄)} → p(x̄).
Ранее ряд специалистов отмечали, что многие классические компаньон-классы име-

ют континуум попарно не элементарно эквивалентных счётных экзистенциально за-
мкнутых моделей. В этой связи представляют интерес автора, которые показывают,
что имеются компаньон-классы, в которых может существовать любое конечное
или счтное число попарно не элементарно эквивалентных счтных экзистенциально

замкнутых моделей.
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Счетные структуры с изоморфными бесконечными подструктурами

А. Т. Нуртазин, З. Г. Хисамиев

Мы называем бесконечную структуру M s-категоричной, если любая её подструк-
тура той же мощности, изоморфна ей. Проблема описания s-категоричных структур с
одним бинарным отношением полностью решается следующим утверждением:

Теорема 1. С точностью до эквивалентности существует единственная счёт-
ная s-категоричная структура с одним бинарным отношением, которое совпадает или
обратно обычному порядку на натуральных числах.

Возможно, что полное описание s-категоричных структур, имеющих помимо отно-
шений и функции, может оказаться достаточно сложным. Простое и вполне закончен-
ное решение сформулированная задача имеет для класса счётных булевых алгебр.

Теорема 2. Единственной счётной s-категоричная булевой алгеброй является бу-
лева алгебра конечных и коконечных подмножеств натурального ряда.

Также вполне каноническими объектами оказываются и s-категоричные абелевы
группы.

Теорема 3. В семействе счётных абелевых групп s-категоричными являются
Z,Cp∞ , Zω

p и только они.
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Структурные свойства полугрупп элементарных типов булевых алгебр с

выделенным идеалом

Д. Е. Пальчунов, В. С. Викерева

Определение 1. Для алгебраических систем A и B обозначим A ≡ B, если A и

B элементарно эквивалентны, т.е. {ϕ | A |= ϕ} = {ϕ | B |= ϕ}. Пусть зафиксиро-
ван некоторый класс K алгебраических систем. Для A ∈ K обозначим [A]≡ = {B ∈
K | A ≡ B} — элементарный тип алгебраической системы A (относительно класса
K). Обозначим [A]≡ × [B]≡ = [A×B]≡.
Алгебра E = 〈{[A]≡ | A ∈ K};×〉 называется полугруппой элементарных ти-

пов класса K.
Предложение 1. а) Элементарная характеристика произвольной булевой алгебры

выразима одной формулой языка полугруппы элементарных типов.
б) Элементарная характеристика произвольной суператомной булевой алгебры с

выделенным идеалом выразима одной формулой языка полугруппы элементарных ти-
пов.

Теорема 1. а) Полугруппа EB элементарных типов булевых алгебр изоморфно

вкладывается в полугруппу ESBI элементарных типов суператомных булевых алгебр

с выделенным идеалом.
б) Полугруппа ESBI не вкладывается изоморфно в полугруппу EB .
в) Подполугруппа идемпотентов полугруппы ESBI не вкладывается изоморфно в

полугруппу EB .
Предложение 2. а) Конечно аксиоматизируемые элементарные типы булевых

алгебр образуют полугруппу EBf .
б) Не конечно аксиоматизируемые элементарные типы булевых алгебр образуют

полугруппу EBnf .
в) Конечно аксиоматизируемые элементарные типы суператомных булевых алгебр

с выделенным идеалом образуют полугруппу ESBIf .
г) Не конечно аксиоматизируемые элементарные типы суператомных булевых ал-

гебр с выделенным идеалом образуют полугруппу ESBInf .
Теорема 2. а) Полугруппа EBf изоморфно вкладывается в полугруппу ESBInf ,

но не вкладывается изоморфно в полугруппу ESBIf .
б) Полугруппа EBnf изоморфно вкладывается в полугруппу ESBInf , но не вклады-

вается изоморфно в полугруппу ESBIf .
в) Полугруппа ESBIf не вкладывается изоморфно в полугруппу EB .
г) Полугруппа ESBInf не вкладывается изоморфно в полугруппу EB .

ИМ СО РАН, Новосибирск

E-mail: palch@math.nsc.ru

196

mailto:palch@math.nsc.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

Обогащения категоричных квазимногообразий до аддитивных хорновых

теорий

Е. А. Палютин

Хорнова теория — это элементарная теория, класс моделей которой замкнут отно-
сительно фильтрованных произведений. Квазимногообразие — это класс структур с
хорновой теорией, замкнутый относительно подструктур.

Сведения по хорновым теориям можно найти, например, в [3], [2] и [1].
Под категоричной теорией T понимается теория, категоричная в мощностях, боль-

ших мощности |T |.
В дальнейшем под хорновой теорией будем понимать категоричную хорнову тео-

рию, имеющую бесконечные модели.
Категоричные хорновы теории делятся на 2 класса: антиаддитивные и аддитив-

ные. Антиаддитивными называются теории, в которых нельзя проинтерпретировать
никакую бесконечную группу. Данное название обусловлено тем, что в категоричных
хорновых теориях интерпретируются только бесконечные абелевы группы.

Теорема. Существует категоричное квазимногообразие, которое нельзя обогатить
до аддитивной хорновой теории.

Идея доказательства состоит в том, что дается характеризация групп G подста-
новок множеств A, которое является носителями структуры с категоричной хорновой
теорией и в которой определима некоторая бесконечная группа, а также каждая под-
становка из группы G примитивно определима. Известно (см. [4]), что любая группа
примитивно определяется в некотором категоричном квазимногообразии. Так как не
каждая группа подпадает под данную характеризацию, то мы получаем данную тео-
рему.

Работа выполнена при финансовой поддержке Совета по грантам Президента Рос-
сийской Федерации для государственной поддержки ведущих научных школ (проект
НШ-6848.2016.1) и Комитета науки Министерства образования и науки Республики
Казахстан (грант 0830/ГФ4).

Список литературы

[1] Палютин Е. А. Категоричные хорновы классы 1., Алгебра и логика, т. 19, 5 (1980), с. 582–614.

[2] Палютин Е. А. Категоричные хорновы классы 2., Алгебра и логика, т. 49, 6 (2010), с. 782–802.
[3] Ершов Ю. Л., Палютин Е. А. Математическая логика. М.: Физматлит, 2011.

[4] Палютин Е. А. Описание категоричных квазимногообразий, Алгебра и логика, т. 14, 2 (1975),
с. 145–185.

Институт математики им. С.Л.Соболева СО РАН, Новосибирск
E-mail: palyutin@math.nsc.ru

197

mailto:palyutin@math.nsc.ru


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

Элементарные подрешетки решеток всех клонов

А. Г. Пинус

Функциональный клон F на множестве A назовем ограниченно порожденным, если
существует множество функций на A ограниченной в совокупности арности, порожда-
ющее клон F . Совокупность всех ограниченно порожденных клонов на A образует
решетку Lrg

A (относительно теоретико множественного включения), являющуюся под-
решеткой решетки LA всех клонов на A. Свойства решеток LA и Lrg

A , выразимые в
языке логики первого порядка, совпадают.

Теорема 1. Решетка Lrg
A является элементарной подрешеткой решетки LA.

Как хорошо известно, для любого не менее чем трехэлементного множества A ре-
шетки LA не счетны (в отличии от счетной решетки L{0,1}, досконально описанной
Постом). Это является известным препятствием при изучении свойств решеток LA.
Поскольку же для конечных множеств A решетки Lrg

A счетны, то теорема 1 откры-
вает путь изучения элементарных свойств решеток LA через изучение элементарных
свойств счетных решеток Lrg

A .
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки

РФ, гос. задание 2014/138, проект 1052.
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Оператор параметрического замыкания на множестве гиперфункций

ранга 2

Л. В. Рябец

Пусть A — конечное множество, тогда 2A — множество всех подмножеств A и E2 =
{0, 1}. Определим P−

2 — множество всех гиперфункций ранга 2:

P−
2,n =

{
f | f : En

2 → 2E2 \ {∅}
}
, P−

2 =
⋃

n

P−
2,n.

Для E2 используем обозначение «−».
Пусть f(x1, . . . , xn), f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm) — гиперфункции. Суперпо-

зиция f(f1(x1, . . . , xm), . . . , fn(x1, . . . , xm)) определяет гиперфункцию g(x1, . . . , xm) сле-
дующим образом: если набор (α1, . . . , αm) ∈ Em

2 , то

g(α1, . . . , αm) =
⋃

βi∈fi(α1,...,αm)

f(β1, . . . , βn).

Замыканием [Q] множества Q называется множество всех гиперфункций из P−
2 ,

которые можно получить из Q с помощью операций введения фиктивных переменных,
отождествления переменных и суперпозиции.

Символами языка Par являются переменные x1, x2, . . . , xi, символы fi для обозна-
чения гиперфункций, символ включения ⊆, логическая связка конъюнкция &, квантор
существования ∃, левая и правая скобки, запятая.

Введем понятие терма. Переменная есть терм. Если xi1 , . . . , xin — переменные, а
fj — символ n-местной гиперфункции, то fj(xi1 , . . . , xin) — терм. Если t1, . . . , tm —
термы, fi — символ m-местной гиперфункции, то fi(t1, . . . , tm) есть терм.

Если t1, t2 — термы языка Par, то выражение (t1 ⊆ t2) есть элементарная формула.
Остальные формулы определяем следующим образом: если Φ1,Φ2 — формулы, а xi —
переменная, то (Φ1 & Φ2), (∃xi)Φ1 — формулы языка Par.

Пусть Q ⊆ P−
2 , f(x1, . . . , xn) ∈ P−

2 , Φ(x1, . . . xn, y) — формула языка Par со свобод-
ными переменными x1, . . . xn, y, все функциональные символы которой являются обо-
значениями функций из [Q]. Формула Φ параметрически выражает f через функции
множества Q, если множества истинности Φ и отношения y ⊆ f(x1, . . . , xn) совпадают.
Множество гиперфункций, параметрически выразимых через функции множества Q,
есть параметрическое замыкание Q.

В [1] описаны все 25 параметрически замкнутых классов булевых функций.
Пусть S− — множество гиперфункций, которые на любой паре противоположных

наборов принимают либо значения (0, 1) или (1, 0), либо прочерки (−,−), и L− — мно-
жество линейных булевых функций в объединении с функцией прочерк.

Теорема. Существует ровно 13 параметрически замкнутых классов гиперфунк-
ций, из которых предполными являются классы S− и L−.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 16-31-00209 мол а.
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Ранги планарности перестановочных многообразий полугрупп

Д. В. Соломатин

Настоящая работа посвящена изучению свойства планарности графов Кэли по-
лугрупп для перестановочных многообразий. А именно, исследуется предложенное
Л.М.Мартыновым понятие ранга планарности многообразия полугрупп. Напомним со-
ответствующее определение. Пусть V — произвольное многообразие полугрупп. Если
существует такое натуральное число r, что все V -свободные полугруппы ранга ≤ r
допускают планарный граф Кэли, а V -свободная полугруппа ранга r+ 1 уже не допус-
кает планарный граф Кэли, то рангом планарности V называется это число r. Если
для многообразия V такого натурального числа не существует, то говорят, что много-
образие V имеет бесконечный ранг планарности. Ранее автором в [1] найдены ранги
планарности многообразий коммутативных полугрупп. Оказалось, что нетривиальное
многообразие коммутативных полугрупп либо имеет бесконечный ранг планарности и
при этом совпадает с многообразием полугрупп с нулевым умножением, либо имеет
ранг планарности 1, 2 или 3. Здесь мы приводим описание рангов планарности пере-
становочных многообразий полугрупп и классификацию по рангам планарности таких
многообразий. Напомним, что многообразие полугрупп называется перестановочным,
если оно задано тождеством вида x1x2 . . . xn = x1σx2σ . . . xnσ, где σ — нетривиальная
перестановка множества {1, 2, . . . , n}. Доказана следующая

Теорема. Перестановочное многообразие полугрупп имеет ранг планарности 1 или
2. При этом ранг планарности 2 имеют многообразия полугрупп, заданные тождеством
вида x1x2 . . . xkxk+1 = x1x2 . . . xk+1xk, где k ≥ 1, а все остальные перестановочные
многообразия полугрупп имеют ранг планарности 1.

В частности, заданное тождеством x1x2x3 = x1x3x2 многообразие полугрупп имеет
ранг планарности 2, а многообразие, заданное тождеством x1x2x3 = x3x2x1, имеет ранг
планарности 1.
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Об одном соответствии между коммутативными кольцами и йордановыми

лупами

В. И. Урсу

Известным примером о соответствии между классами моделей является пример А.
И. Мальцева, который указал о соответствии между классом всех колец и некоторым
классом метабелевых групп [1]. Здесь мы излагаем одно соответствие между классом
всех коммутативных колец и некоторым классом 2-нильпотентных Йордановых луп.
Отметим, что коммутативная лупа с тождеством x2 · (yx) = (x2 · y)x называется Йор-
дановой.

Рассматривается одно отображение ϕ, ставящее в соответствие произвольному ком-
мутативному кольцу R квазигруппу ϕ(R), элементами которой являются кватернионы
множества R4, перемножающиеся по некоторому закону. Для любого коммутативного
кольца R квазигруппа L = ϕ(R) является 2-нильпотентной Йордановой лупой. Если
R обладает единицей, то R воспроизводимо из L, и в результате получается взаимно
однозначное соответствие с точностью до изоморфизма класса коммутативных колец
с единицей особому классу 2-нильпотентных Йордановых луп с выделенной тройкой
элементов. Как известно, неразрешимость элементарных теорий установлена для мно-
гих классов колец [2], то отсюда указанное соответствие позволяет получить серию
луп и классов луп с неразрешимыми теориями. Среди них являются, например, класс
всех Йордановых 2-нильпотентных луп, класс всех Йордановых 2-нильпотентных луп
с тождеством xp = 1 (р – простое число), свободные m-нильпотентные коммутативные
А-лупы (определение см. в [2]) с n свободными образующими при m,n ≥ 2 и некоторые
другие.
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Разложения в полных решетках

М. В. Швидефски

Дана характеризация полных решеток, в которых несократимые разложения обла-
дают свойством замены, а также решетки с единственными несократимыми разложе-
ниями, в шести классах:

– в классе непрерывных вверх и вниз решеток;
– в классе непрерывных вверх вполне полудистрибутивных вверх решеток;
– в классе полумодулярных вверх непрерывных вниз решеток;
– в классе полумодулярных вверх вполне полудистрибутивных вверх решеток;
– в классе консистентных непрерывных вниз решеток;
– в классе консистентных вполне полудистрибутивных вверх решеток.

В частности, полная решетка, принадлежащая одному из шести перечисленных выше
классов, имеет единственные несократимые разложения тогда и только тогда, когда
она изоморфна решетке замкнутых подмножеств выпуклой геометрии.
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О конечности 3-порожденной решетки с ограничениями типа
модулярности на порождающие элементы

М. П. Шушпанов

Элемент a решетки L называется левомодулярным, если

∀x, y ∈ L : x < y → x ∨ (a ∧ y) = (x ∨ a) ∧ y.
Элемент a решетки L называется правомодулярным, если

∀x, y ∈ L : x < a→ x ∨ (y ∧ a) = (x ∨ y) ∧ a.
Элемент a решетки L называется коправомодулярным, если

∀x, y ∈ L : a < x→ x ∧ (a ∨ y) = (y ∧ x) ∨ a.
Если элемент решётки обладает хотя бы одним из этих свойств, будем говорить,

что для него выполнено ограничение типа модулярности.
В [1, 2] в терминах этих свойств были найдены достаточные условия модулярности

3-порождённой решётки. Например, решётка, порождённая тремя левомодулярными
элементами, модулярна ([2]). В этих случаях решётка автоматически конечна. Для
других комбинаций указанных свойств решётка может уже не быть модулярной, но,
тем не менее, может также оказаться конечной.

Теорема. Решётка, порождённая тремя элементами, один из которых левомо-
дулярен и правомодулярен, а другой левомодулярен и коправомодулярен, конечна и
содержит не более 45 элементов.

Указанная оценка является точной.
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Квазимногообразия графов и независимая базируемость

А. В. Яковлев

В докладе рассматривается такая мера сложности решеток квазимногообразий как
наличие континуума элементов, не имеющих независимого базиса квазитождеств. Ра-
нее подобный результат был доказан для квазимногообразий унаров и орграфов, а также
антимногообразия унаров.

Теорема. Существует квазимногообразие V неориентированных графов такое,
что решетка квазимногообразий Lq(V) содержит континуум элементов, не имеющих
покрытий.

Ранее было известно что решетка квазимногообразий графов имеет мощность 2ω,
является Q-универсальной, а множество ее конечных подрешеток невычислимое.

Новосибирский государственный университет, Новосибирск
E-mail: yakor1191@gmail.com

204

mailto:yakor1191@gmail.com


Мальцевские чтения 2016 Теория моделей и универсальная алгебра

Groupoids of quasivarieties

A. Basheyeva, M. Bekenov, D. Kozybayev, S. Lutsak

Authors study properties of axiomatizable classes of models of a countable language.
An A-tree of models is the class of all models of some complete theory. Every axiomatizable
class K of models is a join of some set of A-trees of models.

Let K, R are two A-trees. Then K⊗R is a closure of the class {K×R : K ∈ K,R ∈ R}
with respect to elementary equivalence. K⊗R is called a direct product of A-trees K, R.

Lemma. Direct product of the complete theories is a complete theory.
Thus, if RA is a class of all A-trees of a class R then we may consider algebra 〈RA;⊗〉

with operation of a direct product of A-trees. In general, the direct product of models allows
to define product of any number of axiomatizable classes. By duality, we may consider this
product as a direct product of theories and algebra as an algebra of theories.

The main purpose of the paper is to study connections between subalgebras of algebra of
theories and properties of categoricity, stability, finite generation of Horn theory of algebras
and quasivariety algebras, etc.

Let V be a quasivariety. The direct product of subquasivarieties of V defines a sub-
quasivariety of the quasivariety V. Thus, the lattice of a quasivarieties is a groupoid of
quasivarieties with binary operation of a direct product of subquasivarieties of a quasivari-
ety V. Authors study properties of classes of subgroupoids of groupoid of subquasivarieties
by the model theory’s methods.
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On varieties of groupoids of relations

D. A. Bredikhin

A set of binary relations closed with respect to some collection of operations on relations
forms an algebra that is called an algebra of relations. We consider algebras of relations
with a binary operation, i.e., groupoids of relations. Motivation for these researches can be
find in [1].

For any set Ω of operations on binary relations, let R{Ω} denote the class of algebras
whose elements are binary relations and whose operations are members of Ω. Let V ar{Ω}
be the variety generated by R{Ω}.

We concentrate our attention on operation ∗ that is defined as follows. For any binary
relations ρ and σ on U , put

ρ ∗ σ = {(x, y) ∈ U × U : (∃z)(x, z) ∈ ρ ∧ (y, z) ∈ σ} .
Note that this operation can be expressed by the operations of relation product ◦ and

relation inverse −1 as follows: ρ ∗ σ = ρ ◦ σ−1.
Theorem. A groupoid (A, ·) belongs to the variety V ar{∗} if and only if it satisfies the

identity (x(yz))t = x(t(yz)).
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A minimal complicated variety of unary algebras

A. V. Kravchenko

In [1], the author found an example of a minimal Q-universal variety K of algebras with
two fundamental unary operations.

Notice that Q-universality is one of measures of complexity for quasivarieties of finite
signature meaning that “the lattice of subquasivarieties is very complicated.” Among other
such measures, we mention the notion of unreasonable lattices of quasivarieties [2] and
the existence of 2ω subquasivarieties without independent bases for their quasi-identities [3,
4].

We find that K is very complicated with respect to these two measures too. Namely,
we prove the following assertions.

Theorem 1. There exist 2ω subclasses V ⊆ K such that the set of isomorphism types
of finite sublattices of Lq(V) is not computably enumerable.

Theorem 2. There exist 2ω elements of Lq(K) without covers. Hence, there exist 2ω

subquasivarieties V ⊆ K without independent bases for their quasi-identities.
Two results that are similar to Theorem 2 can be found in this collection of abstracts [5,

6].
The work was partially supported by the Grants Council (under RF President) for State

Aid of Leading Scientific Schools (grant NSh-6848.2016.1).
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There is a virtual isomorphism between any two undecidable predicate calculi
of finite signatures

M. G. Peretyat′kin

We consider theories in first-order predicate logic with equality and use general concepts
of model theory and algorithm theory. Special concepts used in this paper can be found in
[1]. Generally, incomplete theories of either enumerable of finite signatures are considered.

We denote by ≈a the relation of an algebraic isomorphism of theories, cf. [1]. Notation
⊕ stands for a known operation of the direct sum of theories, while ⊗ stands for a natural
operation of the direct product of theories. By FinSuc, we denote a theory of signature
{<2,⊳2, B1, E1} whose axioms state that < is a discrete linear order, x ⊳ y ↔ (x < y) ∧
(∀z)[x < z → y 6 z], moreover, the order < has both a minimal element distinguished by
B(x) and a maximal element distinguished by E(x).

Given a theory T of signature σ and a finite sequence of formulas of this signature

κ = 〈ϕm1
1 , ϕm2

2 , . . . , ϕms
s 〉 (1)

satisfying the following technical condition:

(∀k 6 s)
[
ϕk(x̄k) is ∃ ∩ ∀-presentable in T

]
. (2)

In the work [1], it is possible to find a definition of the concept of a Cartesian extension
T 〈κ〉 of a theory T by a sequence κ of formulas of the form (1).

The following property of ω-pushdown takes place:
Lemma. [First-order Pushdown Lemma] Let T be an arbitrary computably axioma-

tizable theory of an enumerable signature. The following algebraic isomorphism of theories
takes place: L(T ⊕ FinSuc) ≈a L(T ⊗ (T ⊕ FinSuc)).

This technical lemma together with a standard release of the finite-to-finite signature
reduction procedure allow us to establish the following statement:

Main Theorem. Let σ1 and σ2 be arbitrary finite rich signatures. There are sequences
κ1 and κ2 of formulas of the form (1) satisfying (2) in appropriate signatures, such that
PC (σ1)〈κ1〉 ≈a PC (σ2)〈κ2〉.

We can establish the following link between the predicate calculi:
Corollary. Let σ1 and σ2 be two finite rich signatures. There exists a computable iso-

morphism µ: L(PC (σ1)) → L(PC (σ2)) that preserves model-theoretic properties from the
semantic layer ACL (thereby, µ preserves all available model-theoretic properties). More-
over, µ preserves globally the following general-model properties: decidability, computable
axiomatizability, to be a theory of a given degree of unsolvability, finite axiomatizability,
Πn-axiomatizability, for any fixed n > 2.

The part stating that the pointed out isomorphism µ preserves globally the general-
model property of Πn-axiomatizability, n > 2, gives the positive answer to an open question
asked by V. L. Selivanov in 2007.
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On relative closures and relative e-spectra for families of theories

S. V. Sudoplatov

We continue to study topological properties of families of theories with respect to natural
closure operators [1, 2].

Definition. Let T be a class of theories. For a set T0 of theories we denote by ClE,T (T0)
the set ClE(T0) \ T . The set ClE,T (T0) is called the relative E-closure of the set T0 with
respect to T , or T -relative E-closure. If T0 \T = ClE,T (T0) then T0 is said to be (relatively)
E-closed with respect to K, or T -relatively E-closed.

Let T0 be a closed set in a topological space (T ,OE(T )). A subset T ′
0 ⊆ T0 is said

to be generating with respect to T , or T -relatively generating, if T0 \ T = ClE,T (T ′
0 ). The

T -relatively generating set T ′
0 (for T0) is T -minimal if T ′

0 \T does not contain proper subsets
T ′′
0 such that T0 \ T = ClE,T ((T ′

0 ∩ T ) ∪ T ′′
0 ). A T -minimal T -relatively generating set T ′

0

is T -least if T ′
0 \ T is contained in T ′′

0 \ T for each T -relatively generating set T ′′
0 for T0.

For a set T ⊂ T of theories in a language Σ and for a sentence ϕ with Σ(ϕ) ⊆ Σ we
denote by Tϕ the set {T ∈ T | ϕ ∈ T}.

Theorem. If T is a E-closed set and T ′
0 is a T -relatively generating set for a E-closed

set T0 then the following conditions are equivalent:
(1) T ′

0 is the T -least generating set for T0;
(2) T ′

0 is a T -minimal generating set for T0;
(3) any theory in T ′

0 \ T is isolated by some set (T ′
0 ∪ T )ϕ;

(4) any theory in T ′
0 \ T is isolated by some set (T0 ∪ T )ϕ;

(5) any theory in T ′
0 \ T is isolated by some set (T ′

0 )ϕ;
(6) any theory in T ′

0 \ T is isolated by some set (T0)ϕ.

The notion of e-spectrum and a series of related results [1, 2] have been transformed
for the relative case.
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On free strong doppelsemigroups

A. V. Zhuchok

A semigroup (D,⊢) is called an interassociate of a semigroup (D,⊣) (see, e.g., [1]), if the
axioms (x ⊣ y) ⊢ z = x ⊣ (y ⊢ z) (D1) and (x ⊢ y) ⊣ z = x ⊢ (y ⊣ z) (D2) hold. In this
case (D,⊣,⊢) is called a doppelsemigroup [2]. Semigroups (D,⊢) and (D,⊣) are strongly
interassociative [3], if the axioms (D1), (D2) and x ⊢ (y ⊣ z) = x ⊣ (y ⊢ z) (D3) hold.
If semigroups (D,⊢) and (D,⊣) are strongly interassociative, then (D,⊣,⊢) will be called
a strong doppelsemigroup. Equivalently, a strong doppelsemigroup is a doppelsemigroup
satisfying the axiom (D3).

The class of all strong doppelsemigroups forms a variety. A strong doppelsemigroup
which is free in the variety of strong doppelsemigroups will be called a free strong dop-
pelsemigroup.

As usual, N denotes the set of all positive integers. N with zero will be denoted by N0.
Let X be an arbitrary nonempty set, n ∈ N. We denote the union of n different copies of
Xn by Yn and assume D(X) =

⋃
n≥1 Yn. Denoting by x1 . . . x̆i . . . xn an element in the i-th

summand of Yn, define operations ⊣ and ⊢ on D(X) by

(x1 . . . x̆i . . . xk) ⊣ (xk+1 . . . x̆j . . . xl) = x1 . . . x̆i+j−k . . . xl,

(x1 . . . x̆i . . . xk) ⊢ (xk+1 . . . x̆j . . . xl) = x1 . . . x̆i+j−k−1 . . . xl

for all x1 . . . x̆i . . . xk, xk+1 . . . x̆j . . . xl ∈ D(X). The algebra (D(X),⊣,⊢) will be denoted
by FSD(X).

Theorem 1. FSD(X) is the free strong doppelsemigroup.
Let F [X] be the free semigroup in the alphabet X. The length of w ∈ F [X] will be

denoted by lω. Define operations ⊣ and ⊢ on C = {(w,m) ∈ F [X]× N0 | lw > m} by

(w1,m1) ⊣ (w2,m2) = (w1w2,m1 +m2 + 1),

(w1,m1) ⊢ (w2,m2) = (w1w2,m1 +m2)

for all (w1,m1), (w2,m2) ∈ C. The algebra (C,⊣,⊢) will be denoted by F̃ [X]. It is

immediate to check that F̃ [X] is a strong doppelsemigroup generated by X × {0}.
Proposition 1. FSD(X) and F̃ [X] are isomorphic.
We also consider separately free strong doppelsemigroups of rank 1 and establish that

the automorphism group of the free strong doppelsemigroup FSD(X) is isomorphic to the
symmetric group on X.
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Правила индукции достаточно для аксиоматизации логики процессов

Пратта

М. К. Валиев

Известны различные варианты обобщения пропозициональной динамической ло-
гики (ПДЛ), позволяющие выражать свойства процессов выполнения программ (а не
только отношений вход-выход как в ПДЛ). В частности, В. Пратт [1] определил логику
процессов с програмно-модальным оператором, который мы будем здесь обозначать как
{a], где a - (вообще говоря, недетерминированная) программа, а формула {a]p.q означает
”для любого результативного процесса x исполнения a в конечном состоянии процесса
x верно свойство q или в каком-то промежуточном состоянии верно свойство p”. Эта
логика объединяет подходы ПДЛ ([a]q из ПДЛ выражается как {a]false.q ) и логики
Кампа с временным оператором Until (и Since, если допускается операция обращения
программ).

В зависимости от того, как интерпретируются элементарные программы (напри-
мер, как бинарные отношения или множества траекторий), имеются некоторые вари-
анты логики процессов Пратта. В моей работе [2] предложены полные секвенциаль-
ные аксиоматизации для некоторых из этих вариантов. Все они содержат правило
индукции X → r, Y r → {a]p.r r → p, q ⊢ X → {a∗]p.q, Y (Ind) и правило сечения
(cut) (выбор инварианта r в (Ind) и формулы сечения можно сильно ограничить),
т.е. для варианта PLV аксиоматизация имеет вид AxV + {Ind, cut}. AxV для раз-
личных вариантов PLV в основном отличаются друг от друга правилами для элемен-
тарных программ, а правила для программных операторов получаются как простые
обобщения правил из ПДЛ (например, для композиции программ имеются левое пра-
вило X, {a]p.{b]p.q → Y ⊢ X, {a; b]p.q → Y и аналогичное правое правило).

Пусть PLR - вариант логики процессов без операции обращения программ, причем
элементарные программы интерпретируются как бинарные отношения.

Теорема. Система AxR + Ind является полной аксиоматизацией для PLR.
Это дает непрямое доказательство допустимости правила сечения в AxR+Ind. Эти

результаты легко перенесятся на некоторые другие варианты логики процессов, но в
некоторых случаях имеются дополнительные технические трудности.

Доказательство теоремы использует идеи доказательства аналогичной теоремы для
различных вариантов ПДЛ из [3].
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Континуальные цепи и иррефлексивный оператор

А. Г. Макаров

Рассматриваются два вида континуальных цепей — типа ”континуум без наиболь-
шего элемента” (полуинтервал числовой прямой, например [0; 1)) и типа ”континуум
с наибольшим элементом” (отрезок числовой прямой, например [0; 1]) как модели су-
перинтуиционистской логики Даммета LC = Int + (A → B) ∨ (B → A) [1]. Эти цепи
снабжаются иррефлексивным модальным оператором

x 
 ϕ(A) ⇔ ∀y > x(y 
 A),

рассматриваемым как дополнительная логическая связка в пропозициональном языке.
Множество формул расширенного языка, тождественно истинных в некоторой шка-

ле, называют ϕ-логикой этой шкалы. В данном случае рассматриваем две ϕ-логики:
L([0; 1)) и L([0; 1]).

Теорема.
Обе рассматриваемые ϕ-логики являются консервативными расширениями LC.
Обе рассматриваемые ϕ-логики содержат аксиому замены для ϕ:

(A↔ B)→ (ϕ(A)↔ ϕ(B)).

Обе рассматриваемые ϕ-логики не содержат явных соотношений для ϕ, т.е. формул
вида ϕ(p)↔ B, где ϕ не входит в B.
Обе рассматриваемые ϕ-логики несовместимы, т.е. их объединение является не-

консервативным над LC.

Другими словами, эти ϕ-логики являются примерами ϕ-логик, определяющих но-
вую логическую связку в LC в смысле П.С.Новикова (подход П.С.Новикова к понятию
новой логической связки описан в работе [2]).

В [3] построено некоторое счётное семейство {Lk | k ∈ ω} попарно несовместимых
расширений LC, каждое из которых определяет новую логическую связку в LC.

Предложение.
Каждая из ϕ-логик L([0; 1)) и L([0; 1]) несовместима с каждой из {Lk | k ∈ ω}.
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Предтабличные расширения минимальной логики

Л. Л. Максимова, В. Ф. Юн

Работа посвящена проблеме табличности над минимальной логикой J Йохансона
[1]. Логика называется табличной, если она характеризуется некоторой конечной мо-
делью.

Известно, что проблема табличности разрешима над интуиционистской логикой Int
и ее позитивным фрагментом [2], [3].

Для решения проблемы табличности над минимальной логикой нам потребуется
описание предтабличных логик над J. Логика является предтабличной, если она не
является табличной, но все ее собственные расширения табличны.

Доказана следующая

Теорема 1. Существуют точно семь предтабличных логик над J.
Все они разрешимы и узнаваемы над J.

Найдены аксиоматизация и семантическая характеризация всех семи предтаблич-
ных расширений минимальной логики.

Кроме того, логика над J является табличной, если и только если она не содержится
ни в одной из предтабличных логик. Отсюда, из теоремы 1 и финитной аппроксимиру-
емости предтабличных логик вытекает

Теорема 2. Проблема табличности разрешима над J.

Доказано, что проблема табличности над J является NP-полной. Найдены эффек-
тивные критерии табличности и предтабличности над минимальной логикой.
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Эффективная версия теоретико-игровой семантики для логики первого
порядка в языке без импликации

И. Ю. Шевченко

В докладе будут рассмотрены взаимосвязи между теоретико-игровой семантикой
(GTS) и семантикой реализуемости Нельсона. Сперва мы рассмотрим описание GTS
из [1] и предложим эффективную версию определения теоретико-игровой стратегии.
Отталкиваясь от нового определения, мы получим эффективную версию GTS для ло-
гики первого порядка. Затем будет показано существование эффективных процедур,
которые по эффективной теоретико-игровой стратегии строят реализацию по Нельсону
и наоборот:

Теорема. Существуют такие общерекурсивные функции µ+ и µ−, что
erps,Φ⇔ µ+(e, s,Φ) — индекс Hσ∃

для некоторой выигрышной эффективной стра-
тегии Элоизы σ∃ в игре G(s,Φ);

erns,Φ⇔ µ−(e, s,Φ) — индекс Hσ∀
для некоторой выигрышной эффективной стра-

тегии Абеляра σ∀ в игре G(s,Φ).
Теорема. Существуют такие вычислимые с оракулом X (X — множество индексов

пустого множества) функции τ+(e, s, ϕ) и τ−(e, s, ϕ), что
e — индекс Hσ для выигрышной эффективной стратегии Элоизы σ в игре G(s, ϕ)

⇔ τ+(e, s, ϕ)rps, ϕ
e — индекс Hσ для выигрышной эффективной стратегии Абеляра σ в игре G(s, ϕ)

⇔ τ−(e, s, ϕ)rns, ϕ
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Узнаваемость WIP-минимальных логик

В. Ф. Юн

Работа посвящена проблеме узнаваемости над минимальной логикой J Йохансона
[1]. Более точно, исследуется узнаваемость WIP-минимальных логик.

В [2] было доказано, что существует континуум J-логик со слабым интерполяци-
оным свойством WIP, тем не менее, WIP разрешимо над минимальной логикой. При
этом все логики с WIP разбиваются на восемь попарно не пересекающихся интервалов.
Нижние концы этих интервалов названы WIP-минимальными логиками. В [3] найдены
аксиоматизация и семантическая характеризация WIP-минимальных логик.

Понятие узнаваемой логики введено в [4]. Логика L узнаваема над J, если она
конечно аксиоматизируема и существует алгоритм, который по любой конечной системе
Ax схем аксиом устанавливает, верно ли равенство J +Ax = L. Там же доказано, что
конечно аксиоматизируемая логика L узнаваема над J тогда и только тогда, когда
L разрешима и ее аксиома различима над J. Формулу A называем различимой (или
разрешимой) над J, если существует алгоритм, который по любой конечной системе
Ax схем аксиом проверяет выводимость A в J +Ax.

Узнаваемость над J пяти из восьми WIP-минимальных логик была доказана ранее
[4]. Различимость аксиом над J всех WIP-минимальных логик следует из [2]. В дан-
ной работе доказано, что оставшиеся три WIP-минимальные логики финитно аппрок-
симируемы, то есть характеризуются классами конечных моделей и, следовательно,
являются разрешимыми. Таким образом, доказана

Теорема. Все WIP-минимальные логики разрешимы и узнаваемы над J.
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Иррефлексивный оператор на цепи типа ω и полнота по П.С. Новикову

А. Д. Яшин, А. Г. Макаров

Иррефлексивный модальный оператор

x 
 ϕ(A) ⇔ ∀y > x(y 
 A)

рассматривается на линейно упорядоченной по типу натуральных чисел шкале как
дополнительная логическая связка в суперинтуиционистской логике Даммета LC =
Int+ (A→ B) ∨ (B → A) [1]. Соответствующую ϕ-логику обозначим через L(ω).

Теорема.
L(ω) является консервативным расширением LC.
L(ω) содержит аксиому замены для ϕ:

(A↔ B)→ (ϕ(A)↔ ϕ(B)).

L(ω) не содержит явных соотношений для ϕ, т.е. формул вида ϕ(p)↔ B, где ϕ не
входит в B.
L(ω) не допускает присоединения никакой новой формулы, т.е. для любой формулы

A ϕ-языка расширение L(ω) +A оказывается неконсервативным над LC.

Иначе говоря, L(ω) является примером полного расширения логики Даммета, опре-
деляющим новую логическую связку в LC в смысле П. С. Новикова (подход П. С. Но-
викова к понятию новой логической связки описан в работе [2]).

Замечание. В [3] установлено, что семейство всех полных по П.С.Новикову рас-
ширений LC, каждое из которых определяет новую логическую связку, по меньшей
мере счётно.
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Unification through the projective formulas in linear discrete temporal logics
of knowledge

S. I. Bashmakov, A. V. Kosheleva, V. Rybakov

Linear temporal logic LFPL over the integer numbers can be viewed as a linear discrete
temporal logic [1] or as a particular case of modal logic with linear alternative relations [2].

Research of the unification problems is actively developing area in the non-classical logics
nowadays [3]. General unification problem here can be viewed as a possibility to convert
formula into a theorem after replacing the variables. Following closely to the technique
from [4], in [5, 6] we found a criterions of non-unifiability and construct a basis for passive
inference rules in LT K and LFPK.

Based on the approach and technique using projective formulas proposed in [7, 8], in this
research we consider some linear discrete temporal logics of knowledge over the integers, for
the case with future and past (with and without the operators Until, Next and Previous).
Here we prove that any formula unifiable in these logics is projective, and hence give an
algorithm for construction the most general unifier for any unifiable formula.
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Displaying non-normal negative operators

S. A. Drobyshevich

This work is dedicated to providing a display treatment for some non-normal negative
modal operators.

Display calculi are a substantial generalization of Gentzen-style sequent calculi formu-
lated by Nuel Belnap in [1], which are well suited for studying substructural logics. The
main features of display calculi include a very general cut elimination result as well as a
build-in subformula property.

Here we extend results of Takuro Onishi [2], who formulated a display calculus for normal
modal operators of impossibility and unnecessity over bi-intuitionistic logic (sometimes also
called Heyting-Brouwer logic). The fact that bi-intuitionistic logic is used for non-modal
base is mostly for technical reasons and the whole framework can be naturally modified to
obtain display treatment of these operators over intuitionistic or classical logics.

Two generalizations of impossibility and unnecessity operators were considered by Di-
miter Vakarelov in [3] and were called regular and co-regular negations, respectively. These
are essentially the non-normal versions of impossibility and unnecessity and were considered
by Vakarelov over the so called distributive logic, which can be characterized as the logic
of distributive lattices formulated in a language without conditionals. Let us point out
that both intuitionistic and bi-intuitionistic logics are conservative extensions of distributive
logic.

In this work we bridge Vakarelov’s study of negations with Onishi’s work. First, we
introduce a display calculus for regular and co-regular negations over bi-intuitionistic logic,
which is an extension of Onishi’s calculus. Further, we establish the corresponding com-
pleteness result and show how this system can be modified to obtain display treatment of
regular and co-regular negations over other non-modal bases, including intuitionistic, clas-
sical and distributive logics. We also provide a decidability proof for our display calculus,
which can be trivially modified to obtain a decidability result for a large number of other
display calculi.

This work was supported by the Grants Council (under RF President) for State Aid of
Leading Scientific Schools (grant NSh-6848.2016.1).
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Proof search for non-prenex sentences of rational first-order Pavelka logic

A. S. Gerasimov

We continue our work on automation of proof search for infinite-valued first-order
 Lukasiewicz logic  L∀ and some its extensions [2, 3]. Rational first-order Pavelka logic
RPL∀ is the extension of  L∀ by truth constants for all rational numbers in [0, 1]. Earlier
(see [3]), for  L∀ we introduced the cumulative hypersequent calculus G1 L∀, which does not
have structural inference rules and proves any G L∀-provable sentence, where G L∀ is the
hypersequent calculus for  L∀ (with structural inference rules) defined in [1]. In [3], for the
calculus G2 L∀ (a non-cumulative variant of G1 L∀) we described the family of bottom-up
proof search algorithms, which construct some proof of any prenex G L∀-provable sentence.
In this talk, we present a hypersequent calculus G3 L∀ for RPL∀ and bottom-up proof search
algorithms that prove any (in general, non-prenex) G L∀-provable sentence.

In essence, we obtain G3 L∀ from G2 L∀ by changing its inference rules (→⇒), (∀ ⇒), and
(⇒ ∃) to ones in each premise of which no designation of a multiset of formulas is repeated.
Particularly, the G3 L∀-rules (∀ ⇒) and (⇒ ∃) are

G | Γ, p⇒ ∆ | ∀xA⇒ p | [A]xt ⇒ p

G | Γ, ∀xA⇒ ∆
and

G | Γ⇒ q,∆ | q⇒ ∃xA | q⇒ [A]xt
G | Γ⇒ ∃xA,∆ ,

where G is a hypersequent, A is an RPL∀-formula, t is a closed term, p (respectively, q)
is a special (so-called semi-propositional) variable that is assigned a value from (−∞, 1]
(respectively, [0,+∞)) in a model and does not occur in the conclusion of the corresponding
rule, Γ and ∆ are finite multisets of RPL∀-formulas and semi-propositional variables.

We show that the calculus G3 L∀ is sound, its inference rules are depth-preserving in-
vertible, and G3 L∀ proves any G1 L∀-provable sentence (and so it proves any G L∀-provable
sentence).

Then we investigate permutability of adjacent applications of G3 L∀-rules and partial
weeding of G3 L∀-proofs. Based on this investigation, for a free-variable tableau variant of
G3 L∀ we describe a family of proof search algorithms (parameterized by a fair tactics), such
an algorithm constructs some proof of any G3 L∀-provable sentence.
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On realizability semantics for independence friendly logic

S. P. Odintsov, S. O. Speranski, I. Yu. Shevchenko

In his famous monograph [1], Hintikka discusses independence-friendly first-order logic
(IF-FOL for short) and how drastically different the situation in the philosophy of math-
ematics would be if classical FOL were replaced by IF-FOL. IF-FOL extends FOL in the
following way: syntactically, we need to add expressions of the form ∃x\X with {x} ∪X a
set of individual variables, called independence quantifiers; semantically, for each occurrence
of ∃x\X we assume that a choice of value for x does not depend on a choice of values for
X (including the cases when ∃x\X occurs in the scope of universal quantifiers over vari-
ables from X). Hintikka emphasizes constructive features of IF-FOL defined with the help
of game theoretical semantics GTS (via games with imperfect information). Due to this
reason we compare IF-FOL with one of traditional constrictive semantics for FOL, Nelson’s
realizability [4].

Two main results of this talk may be formulated as follows. First, we established that
Nelson’s realizability semantics restricted to implication-free formulas can be considered as
an effective version of GTS for FOL, namely, there is one-to-one correspondence between
Nelson’s realizations and effective winning strategies in GTS for IF-FOL (effective strategies
are those that can be codified by natural numbers). Second, starting from trump semantisc
by Hodges [2, 3] we extend Nelson’s realizability to IF-FOL formulas and prove that the
obtained constrictive semantics (trump realizability) relates to GTS for IF-FOL in exactly
the same way as Nelson’s realizability to GTS for FOL. Moreover, it turns out that relations
between trump and Nelson’s realizabilities are very remarkable too. For implication-free FOL
formulas, trump realizations w.r.t. computable teams can be identified with computable
sequences of Nelson’s realizations.
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of Leading Scientific Schools (grant NSh-6848.2016.1).
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Comparing FDE-based paraconsistent modal logics

S. P. Odintsov, H. Wansing

The relationships between various modal logics based on Belnap and Dunn’s paracon-
sistent four-valued logic FDE are investigated. In [3] we defined a modal logic BK based on
FDE and proved that its extension BS4 relates to paraconsistent Nelson’s logic in the same

way as S4 to intuitionistic logic. Here we introduce the paraconsistent modal logic BK
�,

which lacks a primitive possibility operator ♦, and prove that it is definitionally equivalent
with the logic BK, which has ♦ as a primitive modality. Next, a tableau calculus for the
paraconsistent modal logic KN4 introduced by L. Goble [1] is defined and used to show

that KN4 is definitionally equivalent with BK
� without the absurdity constant. Moreover,

a tableau calculus is defined for the modal bilattice logic MBL introduced and investigated
by A. Jung, U. Rivieccio, and R. Jansana [2, 4]. MBL is a generalization of BK that in its
Kripke semantics makes use of a four-valued accessibility relation. It is shown that MBL

can be faithfully embedded into the bimodal logic BK
� × BK

� over the non-modal vocab-

ulary of MBL. On the way from BK
� to MBL, the Fischer Servi–style modal logic BK

FS is

semantically defined in terms of models for BK
� × BK

� and is axiomatized.

References
[1] Goble, L., Paraconsistent modal logic, Logique et Analyse, 49: 3–29, 2006.
[2] Jung, A., U. Rivieccio, Kripke semantics for modal bilattice logic, in Extended Abstracts of the 28th

Annual ACM/IEEE Symposium on Logic in Computer Science, IEEE Computer Society Press, 2013,
pp. 438–447.

[3] Odintsov, S.P., H. Wansing, Modal logics with Belnapian truth values, Journal of Applied Non-Classical
Logics, 20(3):279–301, 2010.

[4] Rivieccio, U., A. Jung, R. Jansana, Four-valued modal logic: Kripke semantics and duality, J Logic

Computation, published online, doi: 10.1093/logcom/exv038, 2015.

Sobolev Institute of Mathematics, Novosibirsk
E-mail: odintsov@math.nsc.ru
Ruhr University, Bochum

E-mail: heinrich.wansing@ruhr-uni-bochum.de

222

mailto:odintsov@math.nsc.ru
mailto:heinrich.wansing@ruhr-uni-bochum.de


Мальцевские чтения 2016 Неклассические логики

Interpolant computation in consequence-based calculus for description logic EL
D. K. Ponomaryov, S. Yakovenko

Description Logics (DLs) are counterparts of multimodal logics with the global conse-
quence relation, which have a similar Kripke-style semantics, but slightly different family
of syntactic sorts. Perhaps, the most known DLs are EL (Existential Language) and ALC
(Attributive Language with Complements). These DLs have two syntactic sorts, namely
concept (concept expression, term) and concept inclusion (formula). In EL concepts are
defined inductively using the distinguished symbol ⊤ and a signature of primitive concepts
(counterparts of propositional symbols) and roles (modality labels) by applying conjunction
⊓ and existential restriction ∃r. (the analogue of the modal diamond labelled with a role
r). Concept inclusions are expressions of the form C ⊑ D, where C,D are concepts. A
theory is a set of concept inclusions. The DL ALC is obtained from EL by adding negation
to the definition of concept (in particular, it allows for using disjunction ⊔). The logic EL
enjoys the concept interpolation property : if T1,T2 are theories and C1, C2 concepts such
that sig(T1) ∩ sig(T2) ⊆ Σ, for a signature Σ, and sig(Ci) ⊆ sig(Ti), for i = 1, 2, then
there exists an interpolant concept D such that sig(D) ⊆ Σ and it holds T1 |= C1 ⊑ D,
T2 |= D ⊑ C2 (⋆).

Recently the so called consequence-based calculi and very efficient reasoning techniques
for DLs have been introduced, which operate with concept inclusions and expressions of the
form init(C), where C is a concept. We propose an extension of a calculus for EL with
labels, which allows to obtain interpolant concepts directly from a set of expressions closed
under the inference rules. The latter are defined as

R0
init(C)
C⊑{}C

R⊤
init(C)
C⊑{}⊤ : ⊤ ∈ left(T ) R⊑

C⊑{G}D
C⊑{G⊔D}E ; C⊑{G}E

: D ⊑ E ∈ T

R−
⊓

C⊑{G}D1⊓D2

C⊑{G}D1, C⊑{G}D2
R+

⊓
C⊑{G1}D1 C⊑{G2}D2

C⊑{G1⊓G2}D1⊓D2
: D1 ⊓D2 ∈ left(T )

Rinit
E⊑{G}∃r.C

init(C) R∃
E⊑{G1}∃r.C, C⊑{G2}D

E⊑{G1⊔∃r.G2}∃r.D ; E⊑{G1}∃r.D : ∃r.D ∈ left(T )

where C ∈ left(T ) means that concept C occurs as a subexpression of the left-hand side of
a concept inclusion in T and, given a signature Σ, the rules R⊑, R∃ are read as follows. R⊑
derives C ⊑{G⊔D} E if sig(D) ⊆ Σ; else C ⊑{G} E is derived. R∃ derives E ⊑{G1⊔∃r.G2}

∃r.D if r ∈ Σ ; else E ⊑{G1} ∃r.D is derived.

Theorem. Let T1,T2, C1, C2, and Σ be theories, concepts and a signature satisfying
the conditions in (⋆). Let Ω be the closure of {init(C1)} under application of the inference
rules above wrt T = T1 ∪ T2 ∪ {C2 ⊑ ⊤} and Σ. Then the following holds:

- there is a subset ∅ 6= Θ ⊆ Ω of inclusions C1 ⊑L C2, where L is a label ALC-concept;
- each conjunct of the expression ⊔C1⊑LC2∈Θ L given in DNF is a EL-concept and it is an
interpolant for C1, C2.
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