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� ��"%����HD ����B������HD ���5����HD �"0�(�
aN SLW δ!^WYMdTSMONZ O\ ZMPQVW `NMSW ^MPWNZMONTV iOY^TN ZRQWYTVXWUYTZ TN^ ZWPMZMPQVW
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qONZSYRJSMNX SLW WcQVMJMS UTZMZ O\ T^PMZZMUVW YRVWZ \OY WcSWNZMONZ O\ S4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	7

=/�/ �5>�?2 �/�/ ��45�
*"0���� %�����"���� �(��4��B����� ����%"H τsr!"�0���
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aYSLOXONTV XYORQZ TN^ SLW QYOUTUMVMS] O\ SLTS T PTSYMc PT] UW ^MTXONTVMfW^� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
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eRSOPTSMJ ^WSWYPMNTSMON O\ SLW ZVMJW \OY T PO^TV JTVJRVRZ WcSWN^MNX _� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�������� 2 �������� � �������������A �����;
#$.)$*&B2 *.C.".#B2 !'( )!*+$)!*,-!" !'!"BD,D

�/�/ �
�:1
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�%�������"� ��""����
_RY\TJWZ O\ YWdOVRSMON MN SLW pWMZWNUWYX XYORQ TN^ SLW ZQWJSYTV XWNWYTVMfTSMON
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qOPQVWcMS] WZSMPTSWZ \OY 	!PTNM\OV^Z UYTNJLW^ OdWY SbO!UYM^XW^ lNOSZ� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� 
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_SR^] MNSO JONdOVRSMON MNSWXYTV WoRTSMONZ bMSL QWYMO^MJ lWYNWV ON TN MNSWYdTV � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
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�/�/ �5�8��1
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F%�< T 8 �������� ������ :? 0"���H�� ���;�������� ��4H��#�� ���;������ ��5�
T [ϕ] = KL(T ∪ {ϕ}) = {ψ 8 ���5"�k���� | T,ϕ � ψ} 5"� �������0� ���5"�k���� ϕ�

F%�< T 8 �HB��"��� ����B��"���� ,��������4��%����1 ������ =������� B� % T ��"�
�� �� ���;������� ��"� ��k5�� �? �� �� ���;������ T ′ ⊇ T ���� ��5 T [ϕ]� E������ B� T [ϕ]
���05� ��"���� �� �� ���;������� ����� T � @ ��� (H" ��"%B�� ��5 ��4%"<��� 5"� �%��������
����4��;��HD ����� � ���� ���������

+�k� �H (%5�� ����������< �"<�� ��4��;��H� ����� T � ����4 B(T ) �(�4��B�� �"0�(�%
'��5��(�%�� 8 3�����0� ����� T � �? ��k�� ����������< ��� �HB��"��%# (%"��% �"0�(�%�
C���;� �4������ B�
,�1 ���;������ ����� T �������%# �5��"�� � B(T )�
,/1 �� �� ���;������ T �������%# �� �� �5��"�� � B(T )�
,	1 % T ��"� �� �� ���;������ �05� � �"<�� �05�� ��05� "#(�� �� �� �5��" � B(T ) ��"����
0"���H� ,�5��!����k5?��H�1�

=������� B� �HB��"���� (%"��� �"0�(�� B ��"���� ������ ��"� "#(�� �� �� �5��" � B
��"���� 0"���H� ,I� ������ (H"� ���5"�k��� � �/�1� &"�5%#��� ������ ����H��� �"0�(!
���B���%# ��%�%�% ����D �HB��"��HD (%"��HD �"0�(��
����� r/ ����� B � ��� 	
������� ���	� ������� ����� �������� ��	��������

��	�	�����
2
,�1 B ∼= B′� ��� B′ � ������ 	
������� ���	� �������
,/1 B � ������� ���	� �������
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�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
�
1 ���������	�� 2 ������������	�

@ ��(�� ��� (H"� ������H 0�%��H U(Z(ZAn)) �����"<�HD �5���� ��"�B��"���HD 0�%�!
���HD ��"�� ZAn 4������������HD 0�%�� An 5"� n < 7� *��"�4 �("�� D�������� 0�%�� An
��4��"�� 5���4�< �"�5%#��� ��4%"<��

����� r/ ����� n < 10 � n /∈ {5, 6}� �� n = 12� ����� ���&&� U(Z(ZAn)) ���	������
�� �����

U(Z(ZAn)) = 〈−1〉 × Z(An),

05� Z(An) 8 ���� An�

)������� ��"< 5��"�5� 8 5�< ��"��� �������� 0�%��H U(Z(ZA10))� @ ��(�� �/� (H"�
���5��H "���"<�H� �5����H �������"<��� 0�%������ �"0�(�H ����B��� 0�%��H G � (H"� 5�!
��4���� B� ��5D�5���� "���"<�H� �5����H ����k5�# ��50�%��% ����B��0� ��5���� � 0�%���
�����"<�HD �5���� ��"�B��"����0� 0�%�����0� ��"<�� 0�%��H G� F���H� �%�������H� ��!
4%"<� 5"� �������� U(Z(ZA10)) ����� � �"�5%#����

����� s/ '&��	���	� ��	����	�

U(Z(ZA10)) = 〈−1〉 × 〈u(λ)〉.
(���� u(λ) � ������� �����)�� �&��������� *��������� ���&��� 384 ���&&
 A10� �� ����+
����, �����)
 λ ���)� )�
* �	����������� &�� Q(

√
21)�

��"�� ��D�5�� λ � ��"%B��� ����B��"<�H� ��4%"<��

����� t/ '&��	���	� ��	����	�

U(Z(ZA10)) = 〈−1〉 × 〈u(λ)〉.
(���� u(λ) � ������� �����)�� �&��������� *��������� ���&��� 384 ���&&
 A10 �

λ =

(
2 +

1 +
√

21
2

)3780
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�� -.""/ $� 01 pMXPTN~Z JWNSYTV RNMS SLWOY]� RNMSZ O\ MNSWXYTV XYORQ YMNXZ O\ `NMSW J]JVMJ XYORQZ TN^
zMUONTJJM NRPUWYZ 66 �NSWYN� i� O\ eVXWUYT TN^ qOPQ� �[[�� x� �� � 	� h� 	 [.	�7�

/� 2��	 3�4� :5����H ��"�� D�������� � �����"<�H� �5����H ��"�B��"���HD 0�%����HD
��"�� ����B�HD 0�%�� 66 
���� �%5H� /   � K� 	� � �� q� 	.	-�
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F%�< Mc 8 ���0��(��4�� ���(�"��HD ��"<�����HD 0�%�� �%���� ��"<�������� c≥1�
F� ���5�"���#� I� ���0��(��4��� ������ ��k�� 4�5�< � �����<# 5�%D �k5���2

∀x, y, z, t [[x, y], [z, t]] = 1 ,�k5���� ���(�"�����1,
∀x1, x2, . . . , xc+1[x1, x2, . . . , xi+1] = 1 ,�k5���� ��"<�������� �%���� c1�

@ ��(�� ��� 5"� "#(�� ������������� 0�%��H G �4 ���0��(��4�� M � ���k���� (%�� X
����5�"��� ������ G!���(�5��� 0�%��H � ���0��(��4�� M� ��"�� ������ I% 0�%��% (%5��
��4H��< (G,M)!���(�5��� 0�%����� &�%�%��� (G,M)!���(�5��� 0�%��� ��< 0�%���

GM[X] = G ∗
M

FM(X),

05� ∗
M

��< ���(�"<��� ����4��5���� � ���0��(��4�� M� � FM(X) . ���(�5��� 0�%��� � (�4�� X

� ���0��(��4�� M�
3�� k� �(������� ��k���< ����5�"���� ��%�%�H 0�%��H GM[X] ��� ��������� �"0�(!

���B����� 0������� ��5 0�%���� G�
@ ��(�� �	� ,������ �1 �H ����5�"��� ��%�%�% I�� 0�%��H 5"� ���0��(��4�� Mc� ���!

����< �� ��(�% �/� � ��%�%�� GM[X]� 05� M . ���0��(��4�� ���(�"��HD 0�%���

����� u/ 5��)�	���, ��6�, ���&&
 GM[X] ����� ��6���
� ����������
 �6 W ���+
&��� c � ����7��

������5��

�� 2������� 5�8�� 3����������	 9�:� G �k5���� � G ���0��(��4�� 66 *"0�(�� � "�0����
/   � 3� 	[� � 	� &� /�[./-/�

/� 3����������	 9�:�� 3�����	���, :�'� ) ���(�"��HD ����4��5����D 0�%�� 66 *"0�(�� �
"�0���� /   � 3� �	� � 	� &� 	��.	�/�
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&������ ω(G) ����B��� 0�%��H G ��4H����� ���k���� ����5��� �� I"������� =�%��� G
��4H����� �����4�������� �� �����%� ��"� "#(�� ����B��� 0�%��� H ����� B� ω(H) = ω(G)�
�4������� G� F����"<�% "#(�� 0�%��� � �������"<�H� ��4��;��H� ��5���"�� �������4��!
������ ���("��� �����4��������� � ����%# �B���5< ���5���"�� ������ 5"� ���(�"��HD ���!
�HD 0�%��� ��� ����4H��� ������� ���"�5������� ��� ��;���� ���("��H �����4���������
5"� ����� ����HD 0�%�� ��4����� ���(D�5����< � ������� �����5"�k���� 5����0� ��%!
��"<��0� B��"� �����% �� �"� ���� ������ 0�%��H� &�0"���� �"��������������� �������
��� ���(�"��H ����B�H� ����H� 0�%��H ��B���H��#�� 4������������H�� 0�%����� �������
(�"<;�� �� �����5�B������ 0�%����� � ����H�� 0�%����� "���� ���� &����H �����5�B����D
0�%�� �4����H� �"� 4������������HD 0�%�� ��(%��H� ������� ��k� (H< "�0�� ��"%B��� @
���"#B��"<�HD 0�%���D "���� ��� ������H �"���H �����k���HD I"������� � ���� �(��4���
�����H I�D 0�%�� ��k� ������H� +�;�� ��"<# ��"���� ��D�k5���� ��5�(��0� ������� 5"�
��k5�� �"����B����� 0�%��H "���� ���� ������ ��(�� ��������� "�����H� 0�%�����

F%�< G 8 ����B��� 0�%��� "���� ��� ��5 ��"�� D����������� p� 3�05� ����� ω(G)
0�%��H G ��������H� �(��4�� �����5���� �� �� ��5���k����2 ���k���� ωp(G) ����5���
%�������HD I"������� ��� I"������ B�� ����5�� ��< �����< B��"� p� ���k���� ωp′(G)
����5��� ��"%����HD I"������� ��� I"������ B�� ����5�� �4����� ���� � p� � ���k����
ωm(G) ����5��� ���;���HD I"������� )������� ��5���k���� ωp(G) 5"� ���D �"����B����D
0�%�� "���� ��� ��5��k��� � ���� @ �/� ������ �������� � 
�*� =��B�������� (H"� ��"%B�!
�� �������� ���"�B����0� ������� �������"<�HD ���� � �"����B����D ����HD 0�%���D� ��
�"�5����"<��� ������� ���k���� ωp′(G)� 3���� �(��4��� 5"� 4����;���� �������� �������
����B�HD ����HD "�����HD 0�%�� ��(%��� �����< ���k���� ωm(G)�

F%�< μ(G) 8 ���k���� �������"<�HD ������"<�� 5�"����� I"������ �4 ω(G)� )B�!
��5��� ���k���� μ(G) �5��4��B�� ����5�"�� ω(G)� )(�4��B�� B���4 μm(G) ���k���� μ(G)∩
ωm(G) � B���4 lcm{m1,m2, . . . ,ms} ������<;�� �(��� ������ B���" m1,m2, . . . ,ms�
������ ����� G = PSLn(q)� n ≥ 2� � q � ���&��� &������� ���� p� ������ d =

(n, q − 1)� ����� �� ������� k > 1 ������� ��� n0 = pk−1 + 1 < n� � �� ����� ��6������
n−n0 = n1 +n2+ · · ·+ns �������	� η(G) �������� ���� pk(qn1−1)/d� ��� s = 1� ��������
���� pk lcm{qn1 − 1, qn2 − 1, . . . , qns − 1}� ��� s > 1� � �� �������� ������* �����* �������	�
����� μm(G) ⊆ η(G) ⊆ ωm(G)� �� �� ���� &��������� ωm(G) ����� � ����� ������ �����
��� ���� �������
, ������ �6 η(G)�

������5��
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F%�< G 8 ����B��� 0�%���� π(G) 8 ���k���� ����HD 5�"��"�� �� ����5��� � ω(G) 8 ��
������ � �� ���k���� ����5��� �� I"������� =��� ����HD B���" GK(G) 0�%��H ����5�"��!
�� �"�5%#��� �(��4��� 
��k���� ���;�� 0���� GK(G) 8 I� ���k���� π(G)� � 5�� ����HD
B��"� r, s ∈ π(G)� ������������H� ��� ���;��H 0����� ���k�H � �� � �"<�� � �� �"%B���
��05� rs ∈ ω(G)� F����� 0���� ����HD B���" (H"� ���5��� ��@� =�#�(��0�� � )���0�"��
� ����5��� ����5���HD 0�5�� ���;"�0� ���� ,��I��% 0��� ��k� ��4H����� 0����� =�#�!
(��0� 8 ��0�"�1� $� k� �����5"�k� ������ � ������� ����B�HD 0�%�� � �����4�H� 0�����
����HD B���"� �� 0"%(���� ��4%"<� ����� � �"������������ ����B�HD ����HD 0�%�� �
���� 0������ ��"%B����� � ��(��D �k�@�"<���� � *�&����5��<��� ,��� ���/�1� ��" �����!
��� �B��� ��"�0� ��5� �������HD � ��k�HD ���"�5�������

����4��"<��� �����H =�#�(��0�.��0�"� �%�������� ����"<4%� � ���� B� 0�%���
G B���0� ����5�� ��5��k� I"���� ��B���0� ����5��� �����4���H� ,� �� "�k���� � 5�%0��
��������� ���4����1 � B��"�� 2 � GK(G)� )��4�"��<� B� %�"���� �����4���� ��k� (H< �
(�"<;����� �"%B��� %���;�� 4������� �� (�"�� �"�(�� %�"���� �����k���� B��"� 2 � D�� (H
�5��� ��B��H� ����H� B��"���

)(�4��B�� B���4 t(G) ���(�"<;�� B��"� ����HD 5�"��"�� ����5�� 0�%��H G �������
�����k�HD � GK(G)� $�H�� �"������ t(G) 8 ���(�"<;�� ������< ��4�������0� ���k����
���;�� � GK(G) �"� ���"����< 0���� GK(G)� F� ���"�0�� ��4���� r!���"����<# t(r,G)
0���� GK(G) ���(�"<;�� B��"� ���;�� � ��4������HD ���k����D ���;�� 0����� ��5��k���D
������ B��"� r� +�5���� � �	� (H"� 5��� D�������4���� ����B�HD 0�%��� 5"� ����HD t(G) ≥ 3
� t(2, G) ≥ 2� � � ��� (H"� 5���4���� B� ��� ����B�H� ���(�"��H ����H� 0�%��H 4� ���"#B�����
4������������HD 0�%�� ��5������� %5��"�����# %�"���# t(2, G) ≥ 2� @ 5����� ��(�� �H
%��"����� �������� ��4%"<� �4 �	��
����� r/ ����� G � �������� ���&&�� ���	��	������� ���	��� t(G) ≥ 3 � t(2, G) ≥ 2�

����� 	
&������� �������� ��	���������
,�1 '�����	��� �������� ������	� &������ ���&&� S ������ ��� S ≤ G = G/K ≤ Aut(S)�

��� K � ����������� ��������� ��6��7���� &�����&&� ���&&
 G�
,/1 C� ����� ��6�	������� �������	� ρ 	��7�� ���D� GK(G) � ���	��� |ρ| ≥ 3 �� ����

��� ���� &������ ���� �6 ρ ���� &���6	������ |K| · |G/S|� 9 ���������� t(S) ≥ t(G) − 1�
,	1 E���� ����� ���� �6 �	�* ��	�������,�

,�1 F����� &������ ���� r ∈ π(G)� ��������� 	 GK(G) � ����� 2� �� ���� &���6	�+
����� |K| · |G/S|� 9 ���������� t(2, S) ≥ t(2, G)�

,(1 '�����	��� ������	����� &������ ���� r ∈ π(K)� ��������� 	 GK(G) � ����� 2�
9 ���� ����� t(G) = 3� t(2, G) = 2� � S � Alt7 �� A1(q) �� ���������� ��������� ���� q�

F��5"�k����� D�������4���� ����� � ��������� 0���� ����HD B���" ���D ����B�HD ���!
(�"��HD ����HD 0�%�� ,��� ���1 ����������� � B������� ��� ���"�5������ ���("��H �����!
4������� 0�%�� �� �����%� �"� 5����� ����B��� 0�%��H G �(�4��B�� B���4 h(G) B��"� �������
���4������HD ����B�HD 0�%�� H� 5"� ����HD ω(H) = ω(G)� =�%��� G ��4H����� �����4��!
������ ,�� �����%1� ��"� h(G) = 1� ��B� �����4��������� ��"� 1 < h(G) <∞� � �������4����!
����� ��"� h(G) = ∞� �%5�� 0�����<� B� 5"� 0�%��H G ���("��� �����4��������� ��;����
��"� 5"� ��� �4����� �B��� 4��B���� h(G)� F����"<�% "#(�� ����B��� 0�%���� ��5��k����
�������"<�%# �����"<�%# ��4��;��%# ��50�%��%� ��"���� �������4��������� ���("��� ���!
��4��������� �H4H��� ������ ���k5� ���0� 5"� ���(�"��HD ����HD 0�%�� � 0�%��� ("�4��D
� ���� F%�< L 8 ����B��� ���(�"��� ������ 0�%��� � G 8 ����B��� 0�%��� �� ������� ��� %
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L� ����� B� �����5���� ������� 0�%�� L � G �"�B� �����5���� �D 0����� ����HD B���"� 3�!
��� �(��4��� ��"� 0�%��� L %5��"������ %�"����� �����H �� � �� %5��"������ � 0�%���
G� $4 �%��� ,�1 4��"#B���� �����H �"�5%�� B� G ��5��k� �5�������H� ���(�"�� ���!
��4������H� ����� S� ����k5���� �%���� ,/1 � ,	1 �����H ����0�# 5���4�<� B� I�
����� S �4������� L� :�"� I� ��� %�����"��� 0������ B� 0�%��� L ���4������4��������
)B���5��� 5���4��"<��� ���4������4��������� 0�%��H L ��"���� �%�������H� ;�0�� ���
5���4��"<��� �����4��������� �"� ��B� �����4��������� 0�%��H G�

)������� 0���� ����HD B���" ��� ����4H���� B� ���������� t(2, L) ≥ 2 ����� 5"� ���D
����B�HD ���(�"��HD ����HD 0�%�� ���"#B�� 4������������H� 0�%��H ��5������� Altn� 05�
n ������ B� ���5� B���" n, n − 1, n − 2, n − 3 �� ����HD� & 5�%0�� �����H� 5"� ��k5��
���(�"���� ������ 0�%��H L � %�"����� t(L) < 3 ���("��� �����4��������� %k� ��;����

&"�5%#��� ��4%"<� ����4H���� B� �"%B�� ,(1 �4 �%��� ,	1 �����H � ��k� (H< ��!
�"#B�� �4 ����������� ��� ���������� I�� �����H � 5���4��"<��� �����4��������� ���!
(�"���� ������ 0�%��H�
����� s/ ����� L � �������� ������	� &������ ���&&�� ���	��	������� ���	���

t(L) = 3 � t(2, L) = 2� ����� G � �������� ���&&� � ���	��� ω(G) = ω(L)� � K� S� G �����
�� ��� 	 ������� 1� ����� ������ &������ ���� r ∈ π(G)� ��������� 	 ���D� GK(G) � �����
2� �� ���� &���6	������ |K| · |G/S|�

������5��
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/� F��������	 2�K� ) ���������D 0���� ����HD B���" ����B�HD ����HD 0�%�� 66 
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	� 9�����	 2�9� ) ���4� ��k5% �������� ����B��� 0�%��H � ��������� �� 0���� ����HD
B���" 66 &�(� ����� k%��� /  �� 3� �g� � 	� &� ���!�//�

�� 9�����	 2�9�� 9��	�� L��� ������� ���k���� � 0���� ����HD B���" ����B��� ������
0�%��H 66 *"0�(�� � "�0���� /  �� 3� ��� � g� &� g7/.-/��

�� 9�����	 2�9�� 8��������	� 5�2� ) �����4������� �� �����% ����B�HD ����HD "�����HD
0�%�� ��5 ��"��� D����������� / 66 &�(� ����� k%��� /  �� 3� �g� � �� &� -�[.-�7�
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��������� 0�%��% G � ���5��"�k��� B� G 5����%� �� ���k���� Ω� 3�05� 5������
0�%��H G �� 5�������� ������ Ωk ����5�"���� ��������H� �(��4��2 g : (x1, . . . , xk) �→
(xg1, . . . , x

g
k)� )�����H� ��4%"<��� �������� ��(�H ��"���� �"�5%#��� �������

����� r/ ����� G � ��6��7���� &�����&&� ���&&
 GLn(q) � (|G|, q) = 1� ����� ����+
��	��� ��������� G+������ �������	� V × V � �� �� ������	��� ����� 	�����
 u, v ∈
GF (q)n� ��� CG(u) ∩ CG(v) = {e}�

+���5"���H�� �"�5������ �4 5����� �����H ��"�#�� �"�5%#��� ��4%"<�H�
����� s/ ����� G � �������� π+��6��7���� ���&&� � H � �M *��	� π+&�����&&�� �����

������	��� ����� ������
 x, y ∈ G� ��� H ∩Hx ∩Hy = Oπ(G)�
����H� ��4%"<� �(�(��� ���5H5%��� ��4%"<�H ��4"�B�HD ������ � ������B���� ��!

"�����D p!��50�%�� � D�""��HD π!��50�%�� ��B?��0� ����5�� � p! � π!��4��;��HD 0�%���D
������������
����� t/ ����� G � ��6��7���� &�����&&� ���&&
 GLn(q) � (|G|, q) = 1� ����� ����+

��	��� ��������� G+������ �������	� V × V � 	 ��������� |G| < |V |2�
����� u/ ����� G � ��6��7���� π+&�����&&� ���&&
 �	�����D�6��	 π′+���&&
 H� ��+

��� ������	��� ����� ������
 x, y ∈ H� ��� CG(x) ∩ CG(y) = {e}�
$4����H� ������H ����4H��#� B� �����H � � 	 (�4 �0����B���� (|G|, q) = 1 ������H�
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'&������ ω(G) ����B��� 0�%��H G ��4H����� ���k���� ����5��� �� I"������� =�%���
G ��4H����� �����4�������� �� �����%� ��"� 5"� "#(�� ����B��� 0�%��H H �4 ��������
ω(H) = ω(G) �"�5%� �4������4� H � G� ��%0��� �"������ ��"� �(�4��B�< B���4 h(G) B��"�
������� ���4������HD 0�%�� � ���� k� �������� B� � G� � �����4��������< 0�%��H G
�� �����% �������"<�� %�"���# h(G) = 1� =�%��� G ��4H����� ��B� �����4�������� ��
�����%� ��"� 1 < h(G) < ∞� � �������4�������� �� �����%� ��"� h(G) = ∞� =������ B�
5"� 0�%��H G ���("��� �����4��������� �� �����% ��;���� ��"� �4����� �B��� 4��B����
h(G)� F����"<�% "#(�� ����B��� 0�%���� ��5��k���� �������"<�%# �����"<�%# ��4��;��%#
��50�%��%� ��"���� �������4��������� ���("��� �����4��������� �H4H��� ������ ���k5�
���0� 5"� ���(�"��HD ����HD 0�%�� � 0�%��� ("�4��D � ����

@ �"%B�� ����B�HD ����HD "�����HD 0�%�� ��5 ��"��� D����������� / ���("��� ���!
��4��������� ��;��� 5"� 0�%�� L2(2k) ���� L3(2k) �/�� L4(2k) �	�� Ln(2k)� 05� n = 2m � 16 ����
� ��k� 5"� ���D 0�%�� Ln(2) ���� )��4�"��<� B� ��� I� 0�%��H �����4������H� �"� ���"<!
�HD 0�%�� �4 I�0� �"���� ��"%B��H ��4%"<�H� ��4��"�#��� ��;�< ������H� ��������H�
�����k%�B�H� 4�5�B� ���("��H �����4���������� E������ B� 5"� 5���4��"<��� �����!
4��������� ����B��� ������ ���(�"���� 0�%��H L �� �����% 5����B�� ��;�< �"�5%#���
�� ��4������H� 4�5�B�2 5���4�<� B� L ���4������4�������� ��� "#(�� ����B��� 0�%��� H
����� B� ω(H) = ω(L)� �("�5�� �5�������H� ���(�"��H� �����4������H� ������� � I�
����� �4������� L� ����4�<� B� 5"� "#(�0� ��(������0� ����H�� H = K · L �H��"��!
�� ω(H) �= ω(L)� %������<� B� 5"� "#(�0� ���;������ H 0�%��H L �����5���� ���;��D
��������4��� �H��"���� ω(H) �= ω(L)�

��� �"�5%� �4 ���� ��� n �= 5 ����� "#(�0� ��(������0� ����H�� 0�%��H Ln(2k) �"�B��
� ������ ����� 0�%��H� @ 5����� ��(�� �H 5���4H����� B� ��� n > 24 0�%��H Ln(2k)
���4������4������H� @ ��B���� �"�5���� �4 I�D 5�%D ��4%"<��� ��"%B���
����� r/����� n > 24 � L = Ln(2k)� L�� G � �������� ���&&� ������ ��� ω(G) = ω(L)�

�� L � G � Aut(L)�
����� �0�� ��"%B�� ������� �����4��������� 0�%��H Ln(2k)� 05� n > 24� �� �����%� @

����%"������ �����H B���4 mr �(�4��B��� r!B��< B��"� m�
����� s/ ��� n > 24 &������ ���,��� ���&&� Ln(2k) ���&�6��	���� &� �&����� �����

� ����� ������ ����� 	
&����� *��� �
 ���� �6 �������, ���	�,2
�1 n = 2m + 1 �� ���������� ����������� mN
/1 �� ����� &������� ������ r ���� gcd(n, 2k − 1, k) 	
&����� ���	�� nr � (q − 1)r�
)����� B� ��"� n �= 2m + 1� � 5"� "#(�0� �����0� 5�"��"� r B��"� gcd(n, 2k − 1, k)�

%5��"�����#��0� %�"���# nr < (q − 1)r� ����� 0�%��H Ln(2k) �����5�� �� ������� �� ���!
;������ � �����<# ��"���0� �������4�� ����5�� r� 3���� �(��4��� 5"� "#(�� ��4�������
n �= 2m� 2m + 1 ���5��� (������B��� ���k���� B���" k ���D� B� 0�%��� Ln(2k) �� ��"����
�����4�������� �� �����%�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������# # 
� �&����' ���!  )��*���� +, �-. �
�����/�

�� ������ � 0��&"�"0!"
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������5��

�� JOH G� e JLTYTJSWYMZSMJ QYOQWYS] O\ J1 TN^ PSL2(2n) 66 e^d� MN vTSL� �[7-� x� �g� h� 	[-.� ��
/� 5�6���	 9C�� '� 5�P�� P�� Q��� �����4������� ����B�HD ����HD 0�%�� L3(2m) � U3(2m)

�� ����5��� �D I"������ 66 *"0�(�� � "�0���� /   � 3� 	[� � �� &� �g-.�7��
	� 5�6���	 9�C�� P�� 8�R� �����4��������< ����B�HD ����HD 0�%�� L4(2m) � U4(2m) ��

�����% 66 *"0�(�� � "�0��� ,� ��B��1�
�� 9�����	 2�9�� 8��������	� 5�2� ) �����4������� �� �����% ����B�HD ����HD "�����HD

0�%�� ��5 ��"��� D����������� / 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �g� � �� &� -�[.-�7�
�� 5�6���	 9�C�� (�	����)�� 2�9� F���5�� I"������ � ����H��D ����B�HD ����HD "�!

����HD � %�����HD 0�%�� � �����4��������< Ln(2) �� �����% 66 �*+� /  g� 3� � [� � g�
&� -	g.-	[�
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����	���� ���(�	�� Δ',-' � Δ',�'	����(

��	� ������

'������ ���
�� ���� �����	��!� ����	����	� ��� (� �� )�
	����� '������ �� '�&�*�����
��������������	�

@ 5����� �4��� �H ��������� ������� h!Δ!�"0�(���B���� ����HD ��5�"�� ������"<!
�� Δ!PJ!������ ���5���HD � ���� * ��k� ������� �B��HD (Σ+,Σ+)!����HD ��5�"�� Δ!PR!
������ )������� ��4���� ��k5% �������%#���� ,(�4���H��1 �������� I�D ����� � ���!
���������� ������� 4��"#B���� � ��� B� � �������D 4�5�#��D Δ!PJ!����# %B���%#
�"<�� ��4����H� ���5"�k����� � ��k� �"�k���� ��k5% ��5�"��� 4�����#�� �� ���5�"!
k���� � ��0�%k����� ��� � �/� 	��
�<�80�� r/ ��� :�"� C �"��� L!��%�%�� � �H 0������� B� I"���� M �4 C Δ!

��4����� I�4���������"<�� 4����% � C� ��"� ��k5H� Δ!0��������4� �4 M � "#(�� I"����
�4 C ��"���� Δ!��0�%k������
�<�80�� s/ �1 ��� 3����� T ��4H����� Δ!��4������ ������������ ,Δ!PJ1 �������

��"� ��� %5��"������ �"�5%#��� %�"�����2
�1 T ���� (������B�%# ��5�"<�
/1 T ��4����� ∀∃!��������4��%����
	1 T 5��%���� Δ!JEP �
�1 T 5��%���� Δ!AP �
(1 3����� T ��4H����� Δ!��4������ ��(����������� ,Δ!PR1 ������� ��"� ��� %5��"������
�"�5%#��� %�"�����2
�1 T ���� (������B�%# ��5�"<�
/1 T ��4����� ∀!��������4��%����
	1 T 5��%���� Δ!JEP �
�1 T 5��%���� Δ!AP �

$4 ����5�"���� �"�5%�� B� "#(�� Δ!PR!����� ��"���� Δ!PJ!�������
��05� Δ = B(At) � ��� Δ!���5�"k���� ��"�#�� Δ!��0�%k������� � �H ��"%B��� �(HB!

�%# ����������%# ����# � �� "�;< ��4������ B� % ��� �"<�� ��4����H� ∀∃!������H� 3��
���H� �������������� ����� %���B��� ������"<�� 0��������4���� @ �� �"%B��� ��"� ���
�������� ������������� Δ �������������� Δ!PJ!����� ��"���� ������������ � �"����B�!
���� ��H�"�� � �H ��������� ������"<�� ��? ��� �(�4��B���� � ��4%"<�H �4����H� ������
��������� ��� � ���� @ �"%B�� ��05� Δ!PJ!������ ���(�� 0������ �� ������������� ��"< �����!
�B����� ��5�"� �0��� "#(�� �? κ!%�������"<��� �("��< U ,��� � �	�1� �� ������������ �
I�� �"%B�� ������ ������ �����;������ Δ−PJ!����� ����5�"�#�� �"�5%#��� �(��4���
�<�80�� t/ ������ Δ!PJ!����� T ��4H����� ����� T ∗Δ = ThΔ(U)� 05� U ! κ!

%�������"<��� �("��< 5����0� �4H�� L� ��"�#����� ��5�"<# 5����� ����� T � ����%# (%5��
��4H��< ������B����� ��5�"<# Δ!PJ!����� T �
�<�80�� u/ Δ!PJ!����� T ��4H����� Δ!PJ!�����;������ ��"� �? ������B����� ��!

5�"< U ���H����� � ����� ������� 5"� ���D Δ!�����
�<�80�� v/ 
�5�"< A Δ!PJ!����� T ��4H����� h!Δ!�"0�(���B���� ������� ��"�

5"� "#(�� ��5�"� B Δ!PJ!����� T �%����%� h!Δ!��0�%k���� ��5�"� A � B�
�<�80�� w/ φ ∈ Γ+ ⇔ φ ∈ L+

⋂
Γ� 05� Γ ! ��5 ����%"H φ�

@ �����D �H;� %��4���HD ����5�"���� ��"%B��H �"�5%#��� ��4%"<�H� F%�< Δ=B+(At)�
����� r/ ����� T + Δ+PJ+��	��7����� Δ+PJ+������� &���� �� ∃++&��������,� ��+

��� �������� ���	�� ��	�	�����
S
TU T ����� h+Δ+������������ &������ �����N
VU T ∗Δ ����� (Σ+,Σ+)+������� ������
����� s/ ����� T + Δ+PJ+��	��7����� Δ+PR+������� &���� �� ∀∃++&��������,�

����� �������� ���	�� ��	�	�����
S
TU A + ������� � (Σ+,Σ+)+������� ����� T ∗ΔN
VU A + ������� � Δ+&�6���	�� ��6�����)����� 6�������� Σ++!HW" ����� T �
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�� ��4%"<�H ��"�#�� Δ!PJ !���"�0��� ��� %��4����� Δ �������%#��D ��4%"<���
�4 ��(�H ����

@�� ������5�"���H� � 5����� �4��� ������ ��k�� ���� � ���� ���� �g��

������5��

�� L7���	 2�3� ���0���B�H� ��4����H� ����� 66 &������� � �������� "�0�B����D ������

�����"H ���������� ;��"H!��������� ����������� �  "��# �� 5�� ��k5���� �%��
=�5�"�� /	./- ��0%�� /  g 0�� $��%��� $���% �������� &) �*+� $45!�� =��� ��5�
%�!�� /  g� &� /7.	/�

/� X"!+Y@@W�/ Z� hOZMSMdW PO^WV SLWOY] TN^ JOPQTJS TUZSYTJS SLWOYMWZ 66 iORYNTV O\ vTSLWPTSMJTV
sOXMJ� /  	� x� 	� NO� �� h� 7�.��7�

	� X"!+Y@@W�/ Z� qOPQTJSNWZZ TN^ MN^WQWN^WNJW MN NON `YZS OY^WY \YTPWbOYlZ 66 �RVVWSMN O\
_]PUOVMJ sOXMJ� /  �� x� ��� NO� �� h� /7.� �

�� L7���	 2�3�� [�&���	 3�5� ������������ ����� � �D ������<��H 66 
�����"H � !��

�k�%4������ ����������� �� �������� � ��D������ 3� �� *"��H� /  �� &� 7�.[ �

�� X@.\ H! I�;�� ]^"_"> ��G� eVXWUYTMJTVV] QYMPW PO^WVZ 66 eNNTVZ O\ vTSLWPTSMJTV sOXMJ� �[7��
x� / � h� /7[.		 �

g� B��	�,� C��,��5�1 &�����B��� ���0� �� ������B����� "�0���� �� �2 3����� ��5�"��� 
�2
+�%��� �[7/�
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� !���	�$ ��%��#��$ BL'�������$. ������
��	��!��"������ ���(�	�� %� �����/

���	��	�	� 0*�$ ���������&��/
!���1%2���� ����
����
��%��#���� G'����������

 ��� !�������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �������	����������	���

��������� ����5�(%"��% �"0�(�% C = 〈C,∩,∪,⇒, δ, η, 0, 1〉� 05� 0 8 ������<;�� I"����� 1
8 ���(�"<;�� I"����� 5"� "#(HD a, b ∈ C I"���� (a ⇒ b) 8 ����5�5���"����� I"����� a
������"<�� b� �������� δ, η %5��"�����# �"�5%#��� %�"�����2 5"� "#(HD a, b ∈ C �����

�1 δ1 = 1�
/1 δa ≤ a �
	1 δδa = δa�
�1 δ(a ∩ b) = δa ∩ δb�
�1 η(a ∩ δb) = (ηa ∩ δb)�
g1 ηa = δηa�
-1 a ≤ ηa�
��80�m�� r/ L�� ������ C �	����� &�����,� �� �&���)�� δ � η ����� 	��S

δx =
{

1, ��� x = 1,
0, ��� x < 1, ηx =

{
0, ��� x = 0,
1, ��� x > 0.

��������� ����B�H� �"0�(�H '%������B�� � ������ �"0�(�H ��5�2 Ln = 〈Ln, ∗,⇒, 0, 1〉� 05�
Ln = {l1, l2, . . . , ln} = {0, 1

n−1 ,
2

n−1 , . . . ,
n−1
n−1}� n ≥ 2� �������� ����5�"�#�� �"�5%#��� �(��4��2

x ∗ y = max(0, x + y − 1), x⇒ y =
{

1, ��"� x ≤ y,
1− x + y, ��"� x > y.

��80�m�� s/ 2����
 Ln �	����� &����
���
)���5�"���� BL!�"0�(�H� G!�"0�(�H 5��H � �/� � � ����
��80�m�� t/ 5��������6�� V (G) 	��* G+����� ������ ��������
��������� ����B�%# ��5�"<�%# G!�"0�(�% �"�5%#��0� ��5�2 Gn = 〈Gn, ∗,⇒, δ, η, 0, 1〉, 05�

Gn = {g1, g2, . . . , gn}� n ≥ 2 ���B�� gi ∈ [0, 1] 5"� ��k5�0� i ∈ {1, . . . , n}� g1 < g2 < · · · <
gn� g1 = 0� gn = 1� )������� ����5�"�#�� �"�5%#��� �(��4��2 x ∗ y = min(x, y), x ⇒
y =

{
1, ��"� x ≤ y,
y, ��"� x > y,

�������� δ, η %5��"�����# %�"����� �1.-1� �"� "#(�0� ���%��0�

���k���� W ���5�� �(�4��B����2 a � {ai}i∈W � 05� ai = a 5"� ���D i ∈W �
�"� "#(�0� ���%��0� ���k���� W ����5�"�� �"0�(�% GW

n = 〈GW
n , ∗W ,⇒W ,�, �, 0, 1〉, 05�

GW
n = {{gi}i∈W | gi ∈ Gn 5"� ���D i ∈W}� �������� ����5�"�#�� �"�5%#��� �(��4��2

({gi}i∈W ) ∗W ({hi}i∈W ) = {gi ∗ hi}i∈W , ({gi}i∈W ) ⇒W ({hi}i∈W ) = {gi ⇒ hi}i∈W ,

�({gi}i∈W ) = min
i∈W

gi, �({gi}i∈W ) = max
i∈W

gi,

)(�4��B�� x∩ y � x ∗ (x⇒ y), x∪ y � ((x⇒ y) ⇒ y)∩ ((y ⇒ x) ⇒ x). )���5�"�� ��������
5"� GW

n 2 g ∩W h � g ∗W (g ⇒W h), g ∪W h � ((g ⇒W h) ⇒W h) ∩W ((h ⇒W g) ⇒W g). 3�05�
�B���5��� B� ({gi}i∈W ) ∩W ({hi}i∈W ) = {gi ∩ hi}i∈W , ({gi}i∈W ) ∪W ({hi}i∈W ) = {gi ∪ hi}i∈W .

F%�< G = 〈G,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1〉, 8 ����4��"<��� G!�"0�(��� )���5�"�� �������%#�%# ��
�"0�(�% GW � ��5�"<������ �� C����% �"�5%#��� �(��4��2 GW = 〈GW , ∗W ,⇒W ,�, �, 0, 1〉,
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05� GW = {{gi}i∈W | gi ∈ G 5"� ���D i ∈ W}� �������� ∗W ,⇒W ,�, � ����5�"�#�� ��� k�
����������� B� � �������%#��� �������� �"0�(�H GW

n � � �������� ∩W ,∪W � �H��k�#��
B���4 ∗W ,⇒W �
��80�m�� u/ ����� A � ������� &���������� &������ ������ ���������6�� V (GW )�

����� A �	����� �������,�
+�4���� �������, BL+������, �"0�(�% L = 〈L,∩,∪, ∗,⇒,�, �, 0, 1〉� 05� 〈L,∩,∪, ∗,⇒, 0, 1〉

��"���� BL!�"0�(���� � �������� �, � %5��"�����# �"�5%#��� %�"�����2

�(a⇒ b) ≤ (�a⇒ �b), �(a⇒ b) ≤ (�a⇒ �b), �1 = 1.

��80�m�� v/ x-$C 80? ��8�07��> BLT�0�4�y ����� A,B � ������
� BL+
�����
� &����� A ⊆ B� C� ���, ��������)�� θ �� ������ A ������	��� ��������)�� θ′ ��
B� ������ ��� θ′ ∩A2 = θ�
�����/ F��� 	��* &����
* ����� ���������6�� V (GW

n ) ��	&����� � ������ 	��* &��+
��
* ����� ���������6�� V (S5)�

=������ B� "�0��� L �("�5�� �"�(H� ������"������H� ��������� ��"� �H��"���� �"�!
5%#���2

m�h2 :�"� A(p, q), B(p, r) �L⊥� � �%����%� ����%"� C(p) ����� B� A(p, q) �L C(p)� �
C(p), B(p, r) �L⊥�
�086�1�/ xp,Cy `����� MGn� ����	����	����� ���������6�� V (GW

n )� ������� ��+
�
� �����&��)����
� �	�,��	���

+�%B�H� �%����5��"<2 ������ 5� ��!�� �� '�'� 
���������

������5��

�� 3��M	� a�� '�������, 3� 
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F����� 5���������������� �"0�(�H �(�(��"��< ���0��� ���������� � ���HD ��4"�B!
�HD ������"����D� @ B������� @�3�G�"����� �4%B�" δ!5����������������� ��� ���� "����!
�H� ��(��k���� φ �"0�(�H� B� φ(xy) = δ(φ(x)y + xφ(y))� 05� δ 8 ������H� ����������!
�H� I"���� �������0� ��"�� )� ��������" ��� /� �����B�H� �"0�(�H '� ��5 �����������!
����%����H� ��"<��� Φ � �5������ � 1

2 � @�3�G�"����� 5���4�"� B� "#(�� �����B��� Φ!
�"0�(�� '� � ���H��k5����� �������B����� ����������� (�"������� ������ �� ���� ���%!
"���0� δ!5����������������� ��"� δ �= −1, 0, 1

2 , 1� 3��k� �� 5�" �������� 1
2 !5����������������

����4��"<��� �����B��� Φ!�"0�(�H '� A ,1
6 ∈ Φ1 � ���H��k5����� �������B����� ������!

����� (�"������� ������� $� 5���4���� B� "������� ��(��k���� φ2 A → A ��"���� 1
2 !

5����������������� �05� � �"<�� �05�� ��05� φ ∈ Γ(A)� 05� Γ(A) 8 ������5 �"0�(�H
A� )�#5� �"�5%�� B� ��"� A 8 �����"<��� ������ �"0�(�� '� ��5 ��"�� D���������!
�� p �= 2, 3 � ���H��k5����� �������B����� ����������� (�"������� ������� � "#(��
1
2 !5���������������� φ ���� ��5 φ(x) = αx, α ∈ Φ� @ 5�"<���;�� @�3�G�"����� �����"
δ!5���������������� �����B�HD �"<�������HD � ��"���HD ��"<������D Φ!�"0�(� � �����!
�H�� �0����B������ �� ��"<�� ��������� Φ� )� 5���4�" �	�� B� �"0�(�H �4 I�D �"����� ��
���# ���%"���0� δ!5����������������� ��"� δ �= 0, 1

2 , 1�
3�����"<�H�� ��4���� �%"��H� ��(��k����� � ��k�  !5���������������� � �!5�������!

���������� @ 5��"�5� ����������#�� �������"<�H� δ!5���������������� �� ��"%����HD
����B������HD ���5����HD �"0�(��D � ����HD ����B������HD ���5����HD �%����"0�(��D� ��!
4%"<�H �(�(��#�� � �"�5%#��D ������D�
����� r/ ����� φ � �����	������ δ+��DD����)���	���� &��&�����, ������������,

,������	�, �����
 A =
n⊕
i=1

Ai� ��� Ai � &����
� �����
� ��� ������������ 6������
� &���

*������������� ������, �� 2� ����� δ = 1
2 � �� x =

n∑
i=1

xi, ��� xi ∈ Ai 	
&������� φ(x) =
n∑
i=1

αixi, αi ∈ F �

����� s/ ����� A � &������ ������������� ,������	� ��&��������� ��� ������������
6������
� &��� *������������� e� φ � �����	������ δ+��DD����)���	���� ��&�������

A� ����� δ = 1

2 � φ(x) = αx �� ���������� α ∈ F � &���6	������ x ∈ A�

������5��

�� f��&&�	 9��� ) δ!5����������������D �"0�(� '� 66 &�(� ��� k%��� �[[7� K� 	[� � g�
&� �� [.��//�

/� f��&&�	 9� �� ) δ!5����������������D �����B�HD �"0�(� '� 66 &�(� ��� k%��� �[[[�
K� � � � �� q� / �./�	�

	� f��&&�	 9� �� ) δ!5����������������D �����B�HD �"<�������HD � ��"<������D �"!
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����������	 
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����� ��	��!��"� � ���+�����$
��%��#��( ������ S4

���� #��%����

����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� ����
�������	
��	�

@ ��(�� ����������#�� ���;������ ��5�"<��� "�0��� S4�
=������ "�0��� L �("�5�� �"�(H� ������"������H� �������� ��"� �H��"����2
m�h2 :�"� A(p, q), B(p, r) �L ⊥� � �%����%� ����%"� C(p) ����� B� A(p, q) �L C(p) �

C(p), B(p, r) �L ⊥�
$4������ B� ��k5�� "�0��� L ��5 S4� �������%� ���0��(��4�� V (L) ���(%"��HD �"0�(�

,3�*1�
����� �/�2 C� 	����, �������, ����� L �������� ���	�� ��	�	�����
S
T� L ������� GZdN
V� ���� &����
* ����� ���������6�� V (L) ������������N
g� ���� ������� &��������
* &����
* ����� ���������6�� V (L) �������������
F�"%B��H �"�5%#��� ��4%"<�H2
���� r2 ��&����	� ������ �	����� &�����,� ����� � ����� ������ ����� �&���)��

	6���� 	����������� �&������� �������� ����6�� �x =
{

1, &�� x = 1;
0, &�� x �= 1.

���� s2 `���� ������� &�����M���� &������ ��&����	� ������ �	����� �������,�
$4 "��� � � / �"�5%�� B� ����B�� ����k5���H� ����H� 3�* 8 I�� � �B���<# 5�

�4������4��� ����B�H� N!����H� 3�* Vn� �������H� � ��(��D '� '� 
����������
����� r2 `����� L� ���7������� ����� S4� ������� GZd ����� � ����� ������ �����

	
&����� ���� �6 ���	�,S
TU Vn ∈ V (L) �� 	��* n > 0N
VU V3 /∈ V (L)�
����� s2����� ����� L &�������� �6 S4 ����	����� ��	��� �&���� ������ A1, . . . , Am�

[��6����� ����6 - ���h���)�� A1& . . .&Am� ����� L = S4 + A ������� ���
� �����&��+
)����
� �	�,��	��� ��� � ����� ��� 	
&����� ���� �6 ���	�,S

TU A ������� �� 	��* Vn, n ≥ 1N
VU A �&��	�������� �� V3�
�086�1�2 '���� �����&��)����
� �	�,��	� ��6��7��� ��� S4�
$4������ B� "�0��� S4 D�������4%#�� ;��"��� � ���"������H� � ���4����H� ���!

;����� R�
E�������%�� ;��"% F = 〈T,R〉� 05� T 8 ���k���� � ���4����H� � ���"������H�

���;����� R� �"���� 0 ∈ T ��4H����� R!������<;��� ��"� �� %5��"������ %�"���#
(∀x ∈ T ) 0Rx� )���5�"��� �� T ���;���� I�����"������ x ≈ y � xRy ∧ yRx.

�"���H (x/ ≈) = {y | y ≈ x} (%5�� ��4H��< ���������� � ���k���� T/ ≈ � B���B�H�
����5��� (x/ ≈) ≤ (y/ ≈) ⇔ xRy 8 ����	�� ;��"H� 
������"<�H�� � ��H�"� ����5�� ≤�
�0%��� C� ��� %5��"�����#��� %�"���# ¬(∃x ∈ T )(C < x/ ≈)� (%5�� ��4H��< 	��7����� �
���"<�H� 8 	�����������

)(�4��B�� μ1(F ) = sup{card(C)|C 8 ���;��� �0%��� F}�
����� �0�� 5"� ����4��"<��� "�0��� ����������B���� "�0��� L ����5�"�� �"�5%#���

������2

μ1(L) = sup{μ1(F ) | F |= L ∧ card(F ) < ω}.
$4 I�0� ����5�"���� �"�5%�� B� 5"� ����������B���� "�0��� s� μ1(L) ∈ {1, 2, .., ω}� �����

�0�� �B������ B� μ1(For) = 0�
'� '� 
��������� � ��� 5���4���� B� 5"� "#(�� ��5�"<��� "�0��� L � "#(�0� n < ω

�H��"���� �"�5%#��� %�"����2 μ1(V ) ≥ n⇔ Vn ∈ V (L)�
����� t2 5������� ������ ���7������� ����� S4 `������ ������� ���
� �����+

&��)����
� �	�,��	�� ����� � ����� ������ ����� μ1(L) ∈ {0, 1, 2, ω}�
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C���;� �4������ B� %��������� "������� 0�%��� ��"<������ ��� ������ �[������ :5��!
������ ��4��� ������2 ����� "�� B� %��������� 0�%��� ��������4��� ����B�������0� ���!
����0� ���������� ��5 ����4��"<�H� �"�� ��"<������ �/� ������ /�g/�� �� k� ������
��k�� �����< � �	�� @ �"%B�� ��"�k��"<��� D����������� I� I�����"���� ���("���
�������5� 5"� 0�%��H ����� ��5 �"��� F�"�k��"<�H� ���H (H"� ��"%B��H &%��%�����
��� 5"� 0�%��H ��4�������� �� ������D�5���� � � D����������� / �"� 	� 
�B�4%�� ��� 5"�
D�����������  �"� 5����B�� (�"<;�� ,(�"<;� B�� (n − 1)(n − [n2 ])� 05� n ��4������<1� �
��<� �g� 5"� D����������� /� )����� "� ��� ��"�k��"<�H� �� ���D �"%B��D� �� ��D
��� I� (H"� ���4������
�����/ k��&�������� ���&&� �	�����D�6��	 �������������� 	��������� &�������+

��	� ��� &���6	���
� ���� ���&�������� �������� � ��������������
�086�1�/ ����� V l ������������� 	�������� &���������	� ��� ���� &�������+

��, *������������� p� ����� 	����� p+���&&� �	�����D�6��	 	��������� &���������	� V
������ ��������

������5��

�� 5��6���	 R�E� �������"<�H� 0�%��H� 
�2 +�%��� �[7-�
/� ��%������� ���5<2 +���;���H� ������H ����� 0�%��� /!� �45� +�����(����� �[g-�
	� ������ B�E� =�%��H ��������4��� �"0�(���B����D ������ 
�2 +�%��� �[gg�
�� '�&������� C�2� )( %�������HD 0�%���D ����� ��5 �"�� 66 ���"� *+ &&&�� �[-[�

3� /�-� � /� &� /7[./[��
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	g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

�!������ n'����$ ���&��� !! !��%�� 3�

&�� #�����1� ��'� ����%��2

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� 1 �����������	
��	�� 2

�������������	
��	�

*"0�(���B����� ������� �������� �4 ���k���� Σ ������� k � n!����� ��������
f : Σn → Σ� �5��4��B�� �(������ �� ��k5�� ����� ����������� ��4H����� n!���4�0�%����
����5�� k� F����� ,��� ���1 ��4H��< n!���4�0�%���� ����5�� k ��k� � �������%#�%#
�%����# f � 3�("��� 4��B���� n!���4�0�%��H ����5�� k ��4H����� "������� n!�%(�� �4��!
����� k ,��"� n = 2� � "������� ���5����1�

E6���&��, ��4H����� %����5�B���H� ��(�� �4 n+1 ����������� τi : Σ → Σ� i ∈ {0, . . . , n}�
n!���4�0�%��H f � g ��4H��#�� �6���&�
��� ��"� 5"� �������� �4����� (τ0, τ1, ..., τn) �����
f(x1, . . . , xn) ≡ τ0g(τ1x1, . . . , τnxn)�

3�������� ��6�������� m n!���4�0�%��H f ��4H����� m!���4�0�%��� g� 4�5������� �k!
5����� g(x1, . . . , xm) ≡ f(a1 . . . ai1−1x1ai1+1 . . . xmaim+1 . . . an)� 5"� �������0� ā ∈ Σn � ��(���
������� ����5��� i1, . . . , im� 1 ≤ m ≤ n�

n!���4�0�%��� f ��4H����� ��6�����,� ��"� ���5%��2 ��"�� B��"� m� 2 ≤ m < n� (n −
m + 1)!���4�0�%��� h� m!���4�0�%��� g � ����������� σ : [n] → [n]� . ���� B�

f(x1, . . . , xn) ≡ h(g(xσ(1), . . . , xσ(m)), xσ(m+1), . . . , xσ(n)).

+��%5�� ����4�<� B� 5"� ��k5�0� n �%����%# �"<�� 5�� n!���4�0�%��H ����5�� 2
� 3 · 2n ��4"�B�HD n!���4�0�%�� ����5�� 3� ����H� ��"�#�� ��45�"��H�� ,��� n > 21 �
�4����H���

3���� �(��4��� B��"� � ��"���� ����H� �������"<�H� ����5��� n!���4�0�%��H� @ �	�
��"%B��� ��������� B��"� n!���4�0�%�� ����5�� �� ��"<���;�� ����5�"���� � %���k5����
������� �"<�� � n!���4�0�%���� ����5�� �� 
�k�� �B��<� B� Σ = Z2 × Z2�

F%�< ⊕ 0�%������ �������� � Z2 × Z2� n!���4�0�%��� f ����5�� �� 4�5����� ���������

f(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ · · · ⊕ xn

� ��� �4����H� �� n!���4�0�%��H ��4H��#�� ���,�
���
n!���4�0�%��� f ��4H����� &�����,��,� ��"� ���5%�� ���� a, b ∈ Σ� B� f−1(a) ∪

f−1(b) = g−1(a) ∪ g−1(b)� 5"� �������� "������� n!���4�0�%��H g�
��� ����4��� � �/�� "#(%# ��"%"�����%# n!���4�0�%��% ��k�� 4�5�< ����� �4 �4����� �

(%"���� �%����� λ : {0, 1}n → {0, 1}�
&"�5%#��� ������ 5�? �������� n!���4�0�%�� ����5�� ��
����� r/ F����� n+�	�6����&&� &������ 4 �	����� ��6�����, �� &�����,��,�
����4��"<��� �����5��� ��5%����� �� n� )5�"<�� ������������� �����"<�� �"%B���

��05� ���(�"<;�� ��4������< m ����45�"���0� ������ n!���4�0�%��H �������� 4��B����
m = 2� 3 < m < n− 2� m = n− 2 � m = n− 1�

������5��

�� B�����	 9�C� n!*��H� ���4�0�%��H� ��;��?�2 �A������� �[-/
/� F����	 C�'� +�k��� ������ B��"� m!���4�0�%�� ����5�� 4 � B��"� �����;���HD 5���B�HD

��5�� 66 ������� ���"�4 � ���"�5� ��������� &��� �� /   � 3� -� � /� &� �-.�	�
	� ����&�	 9�:�� F����	 C�'� *�������� B��"� n!���4�0�%�� ����5�� � 66 &�(� ��� k%��

/  g� 3� �-� � �� &� 7-	.77-�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������'&4!"



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	-

$������ ���(�	�� ����
��$ �� !!�

&� � 	����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ���
�����	
��	�

&�0"���� ����5�"���# G�C�""�� ��"� 5"� 5����0� ���k���� π ����HD B���" ����B���
0�%��� G �("�5�� D�""���� π!��50�%���� H� � ������ π!��50�%��� � G �����k��� � ��50�%����
�4 H� � 0������ B� G ������� �	�,��	�� Dπ�

& �����<# �"����������� ����B�HD ����HD 0�%�� 5���4��� �"�5%#���
����� r/ ����� π � ��������� �������	� &����
* ����� G � �������� ���&&��

����� ���&&� S ������� �	�,��	�� Dπ ��� � ����� ��� ����
, �� ���&�6�)����
, D�����
������� ���� �	�,��	���

@ ��������� J �"��������������� ������� ������ ������ ����B��� 0�%��� "�(� ����
������ ����5��� "�(� �4������� �������� 4�������������� 0�%��� An ������ n ≥ 5� "�(�
�4������� 0�%���� �����5"�k���� �5��� �g ����� 0�%�� "���� ��� ��5 ������H� ����B�H�
��"��� "�(� �4������� �5��� �4 /g �����5�B����D 0�%���

@ 5��"�5� 5"� ���H (S, π)� 05� S 8 ������ ����B��� 0�%���� π 8 ���k���� ����HD B���"�
� ������D ���������� 4�5�#��D 0�%��% S� �����%"������H %�"���� �.x�� ��� B� ������5!
"��H �"�5%#��� %���k5�����
����� s/ ����� π � ��������� �������	� &����
* ���� � S � �������� &������

���&&�� ����� ���&&� S ������� �	�,��	�� Dπ ��� � ����� ��� &��� (S, π) ���	��	�����
������ �6 ���	�, �.x���
�086�1�/ ����� π � ��������� �������	� &����
* ����� ����� �������� ���&&� ��+

����� �	�,��	�� Dπ ��� � ����� ��� �� ������� �� ���&�6�)������� D������ S &���
(S, π) ���	��	����� ������ �6 ���	�, �.x��� 3���� �(��4��� ��"%B��� ��B���H��#��� D�!
������4���� ����B�HD 0�%�� �� �������� Dπ�

������� ����	
�
� �� ��������� �$$%( ������ ��������# #  +, �-.( ���
� � 0 �	1 ��	���� �7�
��
 
�����/�

�� ������ 0��&"�"0"



	7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

!��	������ ��&��� !����� ����%�/ %�! �	���$
� ���+�����$ ���	��� S4

���� 	���(��$

�������� ��*��	
���! � ������	�������
������
�� +	 	�����!� ����	����	�� '�����#��
� �����
�������	�

=������� B� "�0��� λ� ���;���#��� "�0��% S4� ���� ����� �	�,��	� ��+����
��,� ��"�
5"� "#(�0� ����B��0� �������0� λ!������ F � ����4��"<��� �������"<��� ������� X ⊂ F �
����� F1� ��"%B���H� 5�(��"����� ��� ����� �5��I"������0� ���"�������0� ��!����H�� ��
�����%

⋃
c∈XR cR� ��k� ��"���� λ!��������

�"� ���D B���" n > 1, n ∈ N, ����5�"�� ����%"H2

An :=
∧

1≤i≤n
♦pi; An,1 := �

[ ∧
1≤i≤n

pi → ¬♦q
]
; B := q ∨ ¬♦q.

)���5�"�� ��k� 5"� n > 1, n ∈ N, ���"�5����"<���< �����" �H��5�2

Rn :=
�
(
An,1 ∧ ¬(An ∧B)

)
�¬An .

����� r/ ����� 6����� �������� ����� λ ⊇ S4 ����� ���S qHU D������ �&&�����+
�������N qHHU ����� ����� �	�,��	� ��+����
��,� ����� �������	� &��	� {Rn, n ∈ N}
����6��� ��6�� λ+��&�����
* &��	� 	
	����
�086�1� r/ 5������	� &��	� {Rn, n ∈ N} ����6��� ��6�� ��&�����
* &��	� 	
	���

����� S4, S4.1, Grz�
����� s/ ����� 6����� �������� ����� λ ⊇ S4 ����� ���S qHU D������ �&&�������+

�����N qHHU ����� ����� k+�	�,��	� ��+����
��,N qHHHU 7����� ����� ������� � ��	�� k� �����
�������	� &��	� {Rn, 1 < n ≤ k}� ����6��� ��6�� λ+��&�����
* &��	� 	
	����

+��"�k�� ����4�<� B� B��"� ������ �����������%��HD "�0��� %5��"�����#��� %�"�!
���� ����� � � / �� ����� ��� �������
����� t/ ����� ��&�������)���������� ����� λ ⊇ Int� ���	��	����� ���	��� ���+

���
 T �� ������
 V� ����� �������	� &��	� {Ri
n : T (Ri

n) = Rn, n > 1, n ∈ N} ����6���
��6�� ��&�����
* &��	� 	
	��� ����� λ� L�� 7����� ����� ������� � ��	�� k� �� �����
λ ����� ������
, ��6�� {Ri

n : T (Ri
n) = Rn, 1 < n ≤ k} �� ��&�����
* &��	� 	
	����

�086�1� s/ 5������	� &��	� {Ri
n, n ≤ k + 1} ����6��� ��6�� ��&�����
* &��	�

	
	��� ����� C� r���� Dk�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	[

������	�  �	�������� ��*�&��
����	�
)��� �� τsr'������

)��� 	�*�+1� ,��� -����2

$%�� �������� ,��
�� ��� ���	����
� ��� ���� -	
��� $������� %��&�#�
1 �����������	���	���	��� 2 ����������	���	���	��

@ ��<� ������ �"0�����B����� ������� %�����"���� �(;�4��B����� ������HD ��5��
����%" τsr !"�0���� ����H� ����������� �� ������B����� 5���4��"<��� ����� ����

��"������� B� ��k5�� �4 ���(%�� A,B,A1, B1, ... ,�1 ,����������� T,U, T1, U1, ... ,/11��!
"���� ������������� �("��<# ����5�"����� ������ ��"���� �"��� ���D ����%" ,�����!
������ �����1 τsr!"�0���� � ���(%��H x, y, x1, y1, ... ,	1 (%5% �(�4��B� "#(H� ��4"�B�H�
���5���H� (%��H τsr!"�0����/��


������%"H ������5�����H� � �������� ����%"� τsr!"�0���� ����5�"�#�� �"�5%#���
�"0������2

+� ������ ���B�� ����;�� ����%"%� +��5�� � %��4����� ����%"� ��� ���� τ !��������H�
4����� % ����HD ��������H� (%��H �H(���H �4 ���"�5����"<���� ��������HD �4H�� τsr!
"�0��� � ����H� �� 5����%# �� 5�%0�� ������H ���0� ���� :�"� ���� ������H �%��!
��%# � ��� 0�%��H (%�� �	�� ���4���H� I��� ���������� 4������ ����� �����������H��
,	1!�� ���"�5����"<����� ����H� �� �D�5� � I% ����%"%� 3���� �����(�� ��"%B���%# ��!
�����%"% � ����4��5���%# ��5������% ����;�� �� ����� ���B��� *��"�0�B�H� �%��� �4
����� ���B��� ��"� ��� ��5��k� ������ %��4����0� ���� ��"%B�� ��<# ���B�%� ��
������� �(�4��"<�� 4����B��� 4����<# ����%"H � �������%#��� ��5������� �� �����!
��(%5< k ���B�� (k ∈ {1, 2, ...})�

@ 4��������� �� k ���B�� �������%"� � ������ �����H ������ ������ ���(�5��� �D�k5�!
��� (%��H� �4��� �4 ���"�5����"<���� ���������HD ��������HD �4H�� τsr!"�0���� =�%��%
���(�5�HD (%���	�� �4 ������ �H(���� %��4����� (%���� 4������ ���� ������������� ,	1!��
���"�5����"<����� ������ �� �D�5� � 5���%# ����%"%� F����%# ���� �%?� �������%!
"% � ��%����"���%# ��5������% 4���;�� �� (k + 1) ���B���

*��"�0�B��� ��"� � ��� ���< ���5��� ���(�5��� �D�k5���� (%��H �4 ���"�5����"<����
��������HD �4H�� τsr!"�0���� �4 (k + 1) ���B�� ��"%B�� (k + 2) ���B�%� �� ������� �(�4�!
�"<�� 4����B��� 4����<# ����%"H � �������%#��� ��5������� �� �����!� (k+e) ���B��
(e ∈ {1, 2, ...})�

@ 4��������� �� (k+e) ���B�� �������%"� ���5�� ����%# ���% ��%�����D ���(�� �������
&������� B��< I�D ���(�� ��k� ���< ��52[τxA] �"� [fnx1...xn]�"� [SxTA] �"� [x1 = x2]
�"� [Pnx1...xn] �"� [RxTA]� :�"� %��4����� �������� B��< ���� ��5 [τxA] �"� [fnx1...xn]
�"� [SxTA]� � 5���H� � �D 0����B���� ����H� B��� 4������ ������ ���� �������������
�4 ,/1!�� ���"�5����"<����� ������ �� �D�5� � 5���%# ����%"%� F�"%B���%# ���� �%?�
�������%"% � ����4��5���%# ��5������% 4���;�� �� (k + e + 1) ���B��� * ��"� %��4�����
�������� B��< ���� ��5 [x1 = x2] �"� [Pnx1...xn] �"� [RxTA]� � 5���H� � �D 0����B����
����H� B��� 4������ ������ ���� ������������� �4 ,�1!�� ���"�5����"<���� ������ ��
�D�5� � 5���%# ����%"% � ��"%B���H� ��4%"<�H 4���;�� �� (k+e+1) ���B��� *��"�0�B���
�4 I�� ���B�� ��"%B�� (k + e + 2) ���B�%� ��"� � ��� ���< ���k%�� B��� ���2 [τxA] �"�
[fnx1...xn] �"� [SxTA] �"� [x1 = x2] �"� [Pnx1...xn] �"� [RxTA]�

�� ������� �(�4��"<�� 4����B��� 4����<# ����%"H � �������%#;�� ��5������� ��
�����!� (k + e + n) ���B��(n ∈ {1, 2, ...})

@ 4��������� �� (k + e + n) ���B�� ����%"� ������ ����%# ���% ��%�����D ���(��� &�!
������ B��< I�D ���(�� ��k� ���< ��52 [¬A] �"� [A

∨
B] �"� [A

∧
B] �"� [A → B] �"�

[A ↔ B]� �05� %��4���H� � �D 0����B���� ����H� B��� ����%"H 4������ ������ ���� ��!
����������� �4 ,�1!�� ���"�5����"<���� ������ �� �D�5� � 5���%# ����%"%� F�"%B���%#
���� �%?� �������%"% � ��%����"���%# ��5������% 4���;�� �� (k + e + n + 1) ���B���
'�0�� %��5�<�B� %��4���H� �"0�����B����� ������� 4����B���� ����% B� B��"� �����"��
�D�5���D � 4��������� �� ��k5�� ���"�5%#��� ����� �������%"� %���<;����� ���� B� ��
����B��� ���B�� (%5� 4������� ������������� �4 ,�1!�� ���"�5����"<���� � �������%!
#��� ��5��������



� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

G���%"%� ��"%B���H� ����������H� �"0�����B����� ���������� ��4���� <��6�8���T
���� �������50���/

:�"� ������5������� ����%"� 5����� ����%"H ��5��k� �"<�� �����������H� ,�1!��
���"�5����"<���� � �����"H ¬,∨,

∧
,→,↔, � ��4���� �� <��6�8�����	 
 8����	 ���T

�50 <��<�H�������	 �������50�	/
:�"� �����4�������� �������%"�� ������������ ��� ����%"� "�0��� �H���4H������ ��!

"���� ���"�0����� ��� ��4H����� <��<�H�������	 ��1��0���96
�	 �����	/
F����4������%# ���"�0�B���%# ����% � ����%"% ��� [T = T ] ��4���� ��1��0���9T

6
�	 �����	/
+������5�����H� ��0 �H;� %��4����0� �"0����� �"�5%#����
����� r/ C� ����6��������� D����
 τsr+����� ����������� ����
 ������	�	��

&������������� ��	����������� D���� D����
 A�
����� s/ C� ����� ����
 D����� A τsr+�������
� &�������	���
� �����
� ��+

���� ��	������ ����� 	
���6
	���,� ����*����� � ����������� ����
 ������	�	�� &��+
����������� &��&�6�)������ ��	����������� D���� D����
 A�

������5��

�� P�� P�� `� 3� 
�����B����� "�0��� � ������B����� 5���4��"<��� ������ 
������
�[7	�

/� 3�*�� Q�5� )������� �����"<��� ������B����� ����� τsr � ���������� ��5������� 66
$��"�5������ �� ������B����� "�0��� � ����� �"0������� 3(�"���� �[7��

	� �*����6� s�'� +�����H� ������H ����� �(�4��B����� 3(�"���� �[--�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� ��

� �	����#��$ ������
����$ 4���)�($	���$
	����$ 5��+���� !������� ��$����6�

��� ���%�����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �������������	
��	�

@ ��(��D ��.	� �����5��H �������B����� ��5�������� 0�����B����� �����%���� C�%;��!
���0�8C����0� ��� ��� ��4��"�#��� ����< ������H ���H����HD ��5�"�� ��(�"<�HD 0���!
��B����D �"���HD ��0����� �g� � ��B� ���%�������H�� %����5�B���H�� ����������� �-��
$����� � I�� �����%����� �(�������� �4������ &������, `�*��� � �%���������� ��!
(�"<��� ����� T � ����B�H�� �� (�"<;�� �5����H B��"�� I(T, ω) ������� ���4������HD
�B��HD ��5�"��� 3����� T � 5"� ����HD 1 < I(T, ω) < ω� ��4H��#�� ����D�,*��	
��� '#(��
I������D��� ����� ��5��k� ��0"���H� �"���H� ��� ����H�� ��� ����4��� � �g�� � ���#
�B���5< "���"<�� ��5��k� ��%�%�% �"����0� ��0�����

&�(�"<���< ����� ������������HD �"���HD ��0����� �(����B������ (�"����� ��k5%
B��"�� I"������ � B��"�� (�����HD ���4�� � ����B�HD ��%�%��D A ,�����"�#��D 0���!
��B���%# ��5�"< �7�1 �����5���� �"�5%#��� &��������	�, �%����� y(·)� �0����B����� ���4%
��"�k��"<�H�� 4��B������ �B���� ����� �������� ��4����#��D ���"�5����"<����� ���!
���"<��0� ��5� � (������B�H�� ���5�"���2

y(A) = 2 · |Af |+ |Anf | −
∞∑
k=1

αQk · eQk (A),

05� Af 8 ���k���� ��4��"�B�HD ���;�� � A ,���;��� a � (�����%���� 0���� 〈X,Q〉 ��4H!
����� ��6	�����,� ��"� �%����%# ���;��H b, c, d ∈ X� � ��k� 5%0� (b, a), (a, c), (a, d) ∈ Q

�"� (a, b), (c, a), (d, a) ∈ Q1� Anf = A \ Af � eQ1 (A) 8 B��"� 5%0 � A� eQk (A)� k ≥ 2� 8 B��"� ���
(a, b) ∈ A2� ���4���HD "�;< ���;���� ��5 A ���B��;��� (a, b)!���;�%��� 5"��H k � ���!
��� B� ������� (a, b)!���;�% 5"��H k �� ��5��k� ���;��D &����������
* ��4��"��� ���
��4��"��� (�4 %B�� ����HD B��"� ���;��D ���4�� �������� 5����B�� (�"<;��� αQk 8 ����

���B��;�D ���;�%�� 5"��H k� 0 < αQk+1 " αQk < 1
2 �

�����%���� �������B����� ��5�������� �7� [� �"����� C�%;�����0� �� � ��� � ����"<4�!
������ ���5���0���� �%�����

y′(A) = 2 · |Af |+ |Anf | −
∞∑
k=1

αQk · eQk (A)−
∞∑
k=1

αPk · ePk (A)−
∞∑
k=1

αRk · eRk (A),

,05� ePk (A) 8 B��"� Pi,n!��(�� � ��%�%�� A� ���4H��#��D I"����H ���� n � I"�������
(��"<;�D ������ αPk 8 ���� Pi,n!��(��� k = c(i, n)� i ∈ ω� 0 < αPk+1 " αPk < 1

2 � e
R
k (A) 8 B��"�

Rk!��(�� � ��%�%�� A� ���4H��#��D �5������H� I"����H� αRk 8 ���� Rk!��(��� 0 < αRk+1 "
αRk < 1

21 ��4��"�� �������� �������� ��4%"<� ��(�H ��/� � �����4��k�HD ���"�4����D
������HD ��������� I������D����� �� �"��� ��(�"<�HD �����2
����� r/ C� ����� ��������� &����&������������ �������	� 〈X,≤〉 � �������7��

�������� x0 � ������7�� ������ x̃1 	 �&����������� D�����+�������	� 〈X,≤〉/∼ &�
����7���� ∼ q��� x ∼ y ⇔ x ≤ y � y ≤ xU� � ����� �� ���, D���)�� f : X/∼→ ω�
���	��	������, ���	��� f(x̃0) = 0� f(x̃1) > 0 &�� |X| > 1� f(ỹ) > 0 &�� |ỹ| > 1� ������	���
��������� ������������ ������ T � �6����D�6� g : 〈X,≤〉→̃RK(T ) ����,� ��� IL(g(ỹ)) =
f(ỹ) �� ����� ỹ ∈ X/∼�

3�� ���H� ������5"��� �"�5%#��� ������� ���5���"�#��� ��;���� ���("��H '�D"����
����� s/ C� ����� ����������� ���� n ≥ 3 ������	��� ��������� ������ Tn�

� ������, I(Tn, ω) = n�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������4��!( � ���5
�� +����� �� ���
��� )��*��
�� �$  �����������

�� ��������� ����8� 
��7
�� 9��	 �� .:�4#�#"0��&"�!"
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	� '���&���	 '�9� 
�"H� ��(�"<�H� 0�����B����� 0���H � (������B�H� ������ @"���H�
��0���H 66 &�<� �5��� � 
���� �%5H � /  g 0�

�� b>^<O�/<_H a� e ZSTUVW ℵ0!JTSWXOYMJTV QZWR^OQVTNW� hYWQYMNS� pWUYWb {NMdWYZMS]� iWYRZTVWP� �[77�
�� b"> Hn X� mWMXLS ω MN ZSTUVW SLWOYMWZ bMSL \Wb S]QWZ 66 i� _]PUOVMJ sOXMJ� �[[�� x� g � �O� /�

h� 	�	.	-	�
g� '���&���	 '�9� @"���H� ��0���H 66 &�(� ��� k%��� /  -� 3� �7� � �� &� / �./�	�
-� '���&���	 '�9� +��%�������H� ���������� � ��������� ��5�"�� 66 &�(� ����� k%���

/  	� 3� ��� � �� &� ��	/.�����
7� '���&���	 '�9� &������B����� ��5D�5 � ��������# 0�����B����D ��5�"�� 66 *"0�(�� �

"�0���� /  -� 3� �g� � /�
[� J^\�t.@=�/ J�u� aN SLW `NMSW JVOZRYW QYOQWYS] \OY \RZMONZ O\ XWNWYMJ JVTZZWZ 66 
�"<���!

���� B����� +�����(����� /  g� LSSQ266bbb�PTSL�NZJ�YR6JON\WYWNJW6PTVPWWS6 g6eUZSYTJS6
_R^OQVTS�Q^\
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��� X@^\H<WO -�� A@>=H!+dHm@>>� -�� 1H"n."> A� pYRZLOdZlM~Z zRZMON� hYWQYMNS� vTSLWPTSMZJLWZ
�NZSMSRS� zYWMURYX� /  g�
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$4������ B� ��5 ��"�� ����"����HD B���" �����B���� "#(�� �"%B���� �H(������ ���5!
����� ������ 5��0���"�4��%��� ,��5�(�� 5��0���"<���1� $������� ���� 5�"# 5��0���"�!
4��%��HD ����� ��5 ��"�� ���������HD B���" �"� ��5 ����B�H�� ��"����

F%�< Bn(r) 8 ;�� ��5�%�� r > 0 � ������ � �%"���� ������ ������"<�� ���5�����
���"�5���� ����H �� Mn(R) � Rn2

� �%�< Dn(r) 8 ���k���� ����� �4 Bn(r)� 5��0���"�4�!
�%��HD ��5 R� ���"�

Pn = lim
r→∞

volDn(r)
volBn(r)

��������� ��4��< ��������<# 5��0���"�4��%����� ���������HD ����� ����5�� n�

����� r/ 9���������� Pn ��������6��������� �����)
 &������ n � 2 ��� &���
	�����	���
* ���� ��	��

1√
π

n(n + 1)
4

Γ(n(n+1)
4 )

n−1∏
k=1

Γ(k+1
2 )

· Cn,

��� Γ � �����+D���)�� v,���� � Cn � �������∫
x2

1 + . . . + x2
n � 1

x1 � x2 � . . . � xn

∏
1�i<j�n

(xi − xj) dx1 . . . dxn.

E��B���� 0����!�%����� � %��4���HD �B��D ���� "�0��� $��0��" Cn %5�"��< ��5�B��<
�"<�� ��� n = 2 � n = 3�

�086�1� r/ P2 =
√

2/2, P3 =
√

2/4.

����4��"<��� �����H � ����"<4%� �����% A%�� � ��� B� ��k5�� ����������� ��!
����� 5��0���"�4��%���� ��5 R� ���0���"<�� ��5�(�� ��%0�"<���� � ��k� �������%#���
5������ ���0���"<��� 0�%��H�

F%�< ����< K 8 ����B��� ��"� ����5�� q � Pn(q) 8 5�"� ����� ����5�� n �4 Mn(q)�
5��0���"�4��%��HD ��5 K�

����� s/

Pn(q) =
|GLn(q)|
|Mn(q)|

n∑
s=1

∑
k1 + . . . + ks = n
k1 � k2 � . . . � ks

1
s∏
i=1

|GLki
(q)|

s∑
r=1

∑
n1+...+nr=s

q(q − 1) . . . (q − s + 1)
n1!n2! . . . nr!

.

�086�1� s/

lim
q→∞Pn(q) =

1
n!
.
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������ ��(�� ���5�"k�� ��(�H ��.7�� ���������H� ������B�����% �����4������# ��4!
"�B�HD ������ � ������HD �"����D ���"����B����D "�0���

=������ B� ��5�"<��� ��B��"���� L� ���;���#��� _�� <����80m�� 60�I n� ��"� � ���
�H��5��� ��� ����%"H σn 5"� 0 < n < ω� � �� �H��5��� ����%"� σn+1�

F��"�5����"<���< ����%" {σn} ����5�"���� �"�5%#��� �(��4��2

σ0 = ⊥;σn+1 = �pn+1 ∨�(�pn+1 → σn);

$�B��"���� ��4H����� ��B��"����� 
��9���� 60�?� ��"� � ��� �H��5��� ����%"� σn
5"� �������0� n > 0� � ��B��"����� 46
��9���� 60�?� � �������� �"%B���

'�'� 
��������� � ��(�� �[� (H"� 5���4���� B� ��� ��5�"<�H� "�0��� ����B�HD �"���
��"�#�� 0�
�07�� ��40�9���� ,��� 5"� "#(�0� ����B��0� ���k���� ��������HD ���5���
�"<�� ����B��� ��"�B���� ������� ��I�����"���HD � 5����� ��B��"���� ����%"�1

@ 5����� ��(�� ���5"�0���� �"0����� ��4��"�#��� 5"� ����4��"<��0� ��5�"<��0� ��B��!
"����� ��"%B����0� 5�(��"����� ����B��0� B��"� ���HD �D�� ������ � ��5�"<���% ��B��"���#
_�� ������B���� �������< ��"���� I� ��B��"���� ����B���"���H� �"� ��� @ �"%B�� ��"�!
k��"<��0� ���� ����5�"���� ����� �"��� � ������% �����5"�k� ���"�5%���� ��B��"�����

�%5�� �(�4��B�< B���4 L+A ��B��"����� ��"%B����� �4 ��B��"���� L 5�(��"����� ����%"H
A � ��B���� ����� �D��H ������� E������ B� 5����� ����5�"���� ��k�� �����������<
�� ����B��� B��"� ����%"� �4�� � ��B���� 5�(��"����� ����%"H �D ����#����#� ����4 Sk
�(�4��B�� k!I"�����%# "�����%# ;��"%�

*"0���� ������� �� �"�5%#��� ���5"�k����2
��80�m�� r/ ����� �������� ��������� L = S4 + A� &����� D����� A ��������

k ����������,� �����

�� E�������� L &��������� ������������ ��� ����� � ����� ����� ����� D����� A
�&��	�������� �� k + 1+��������, ���,��, 7����

/� E�������� L &��������� ��������� ��� n ����� � ����� ����� ����� D����� A
������� �� Sm �� 	��* 0 < m < n � �&��	�������� �� Sn+1�

��
�H��076�1� ��"%B���� � ����"<4������� F��5"�k���� ���� 3�����H ��/ � 5���4��"<!
��� 3�����H ��	 �4 �� ��

*����� ��45��� ���0������ ���"�4%#��� �H;��������H� �"0���� ������B����0� ����!
5�"���� �"�� 5"� ���;������ _��

E������ B� ��5�(��� ���0����� ��k� (H< ��45��� � 5"� ������B����0� ����5�"����
�"�� �%�����%����������D "�0���

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������'��!"
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/� 5������	� `�`�� s��,��� ��2� *"0����H �����4������� �("�B���� � ���5�("�B����
� ���;������D ��%����������0� ��B��"���� 66 @����� +=�� /  g� 3� g� � 	� &� �[.�7�
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�� JWO>"H!"> d� eRSOPTSMfW^ YWJOXNMSMON O\ SLW MNSWYQOVTSMON QYOQWYS] MN SLW WcSWNZMONZ O\ SLW _� 66
KLW [SL eZMTN sOXMJ qON\WYWNJW� /  �� eUZSYTJSZ� h� �/	.�/��

�� JWO>"H!"> d�-�� JOH.�/ w�u� @!\ %>"i"!"/@ I�u� _eK dZ� _vx \OY TRSOPTSMJ dTVM^TSMON O\ STURVTY
QYOQWYS] O\ ZRQWYMNSRMSMONMZSMJ VOXMJZ 66 �RVVWSMN O\ �OdOZMUMYZl qOPQRSMNX qWNSWY� xOVRPW O\
e� h� rYZLOd �NZSMSRSW O\ �N\OYPTSMJZ _]ZSWPZ� qOPQRSWY _JMWNJW _WYMWZ� /  g� x� /�� � /�� h� � �.
��-�

g� JWO>"H!"> d� eRSOPTSMJ JLWJlMNX QYOQWYSMWZ O\ NON!JVTZZMJTV VOXMJZ 66 iORYNTV O\ eQQVMW^ �ON!
JVTZZMJTV sOXMJ� eVXWUYTMJ TN^ YWVTSMONTV ^W^RJSMdW SOOVZ� /  g� x� �g� � 	.�� h� � -.��g�

-� JWO>"H!"> d� jWJOXNMSMON O\ SLW qYTMX �NSWYQOVTSMON hYOQWYS] TN^ hYO�WJSMdW �WSL hYOQWYS] MN SLW
VOJTV STURVTY QOZMSMdW JTVJRVRZ 66 sOXMJ qOVVOoRMRP /  g� �M�PWXWN� SLW �WSLWYVTN^Z� /  g� h� 	��
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F%�< x̄ = (x1, . . . , xm) ∈ Rm� Im = [0, 2π)m� m ∈ N � ����4 Lp̄(Im) �(�4��B�� ����������
�4�����HD �� '�(�0% 2π!�����5�B����D �%����� �� ���;����� ������

‖f‖p̄ =

[∫ 2π

0

[
· · ·

[∫ 2π

0
|f(x̄)|p1 dx1

] p2
p1 · · ·

] pm
pm−1

dxm

] 1
pm

< +∞,

05� p = (p1, . . . , pm)� 1 ≤ pj < +∞� j = 1, . . . ,m ,��� ���1�
F%�< 5��H �����H r̄ = (r1, . . . , rn)� p = (p1, . . . , pm)� τ = (τ1, . . . , τm)� 1 ≤ τj , pj < +∞�

rj > 0� j = 1, . . . ,m� ��������� �"��� )�@� ������

Br
p,θ

=

{
f ∈

◦
Lp (Im) : ‖f‖Br

p,θ
= ‖f‖p +

∥∥∥∥{2〈s,r〉 ‖δs (f)‖p
}
s∈Zm

+

∥∥∥∥
lθ

≤ 1

}
.

E5��< δs (f, x) =
∑

n∈ρ(s)
an (f) ei〈n,x〉� 05� 〈ȳ, x̄〉 =

m∑
j=1

yjxj � ρ(s̄) = {k̄ = (k1, . . . , km) ∈ Zm : 2sj−1 ≤
|kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m}� an̄(f) 8 ��I�������H G%�<� �%����� f ∈ L1(Im) �� ������ ��0�!
������B����� ������ {ei〈n̄,x̄〉}n̄∈Zm �

F%�< eM (f)p̄ 8 ���"%B;�� M !B"����� ���("�k���� ��0�������B������ ��"�������
�%����� f ∈ Lp̄(Im)� F�"�k��

eM (Br
p,θ

)q̄ = sup
f∈Br

p,θ

eM (f)q̄.

+��"%B;�� M !B"����� ���("�k���� 5"� �%����� �5��� ���������� � ���������� L2 (H"�
���5��� &��� &�B���H� �/� ��� ����%"������ ������� �(��"#��� �D�5����� ��5�� G%�<��
)����� ����5�� M !B"����0� ���("�k���� ��4"�B�HD �"����� ���"�5���"� ��&� $���0�"���
@� :� 
������� ��&� ��"������� @�+� 3��"����� �� ������ ��&� ��;��� *�&� �����#� ,���
(�("��0����# � �	.��1�

@ 5��"�5� (%5% ���5���"��H ��4%"<�H �( ������D ���"%B;�0� M !B"����0� ���("�k����
�"����� � ����������D �� ���;����� ������� @ B������

����� r/ ����� p = (p1, . . . , pm)� q = (q1, . . . , qm)� r = (r1, . . . , rm)� θ̄ = (θ1, . . . , θm)�
1 ≤ pj ≤ 2 < qj < +∞� j = 1, . . . ,m� 1 ≤ θj < +∞� 0 < r1 + 1

q1
− 1

p1
= . . . = rν + 1

qν
− 1

pν
<

rν+1 + 1
qν+1

− 1
pν+1

≤ . . . ≤ rm + 1
qm
− 1

pm
�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� �-

�� L�� rj >
1
pj
� j = 1, . . . ,m� (r1 − 1

p1
) 1
qj

< (rj − 1
pj

) 1
q1
� j = ν + 1, . . . ,m� ��

eM

(
Br
p,θ̄

)
q
≤M

−
�
r1+

1
2
− 1

p1

�
(logM)

(ν−1)
�
r1− 1

p1
+ 1

2

�
+

ν�
j=2

�
1
2
− 1

θj

�
+ .

/� L�� 1
pj
− 1

qj
< rj <

1
pj
� qj < θj� q′j = qj

qj−1 � j = 1, . . . ,m� ��

eM

(
Br
p,θ̄

)
q
≤M

− q1
2

�
r1+

1
q1
− 1

p1

�
(logM)

(q1−1)(ν−1)
�
r1− 1

p1

�
+

q′1
q1

ν�
j=2

1
θj

.

	� L�� 1
pj
− 1

q < rj <
1
pj
� j = 1, . . . ,m� θ1 = . . . = θm = θ ≤ q = q1 = . . . = qm� ��

eM
(
Br
p,θ

)
q
≤M

− q
2

�
r1+

1
q
− 1

p1

�
(logM)(q−1)(ν−1)

�
r1− 1

p1
+ q′

q
1
θ′
�
.

����� s/ L�� 2 ≤ pj < qj < +∞� 1 ≤ θj < +∞� j = 1, . . . ,m� �� &�� r1 > 1
2 �����

����� �)����

eM

(
Br
p,θ̄

)
q
≤M−r1 (logM)

(ν−1)r1+
ν�

j=2

�
1
2
− 1

θj

�
+ .

L�� 1 < pj < qj ≤ 2� 1
pj
− 1

q < rj� qj < θj � j = 1, . . . ,m� ��

eM

(
Br
p,θ̄

)
q
≤M

−
�
r1+ 1

q1
− 1

p1

�
(logM)

(ν−1)
�
r1− 1

p1
+ 1

q1

�
+

ν�
j=2

�
1
qj
− 1

θj

�
.

����� t/ ����� 1 < pj < qj ≤ 2� 1 ≤ θj < +∞� r1 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm�
β = min{2, p1, . . . , pm}�

�� L�� pj < θj� j = 1, . . . ,m� ��

eM

(
Br
p,θ̄

)
p
≤ C(r, p, q,m, θ)M−r1 (logM)

(ν−1)r1+
ν�

j=2

�
1
β
− 1

θj

�
.

/� L�� θ1 = . . . = θm = θ < β� ��

eM
(
Br
p,θ

)
p
≤ C(r, p, q,m, θ)M−r1 (logM)

(ν−1)
�
r1− 1

β
+ 1

θ

�
+ .

����� u/ ����� 1 < qj < pj < +∞� pj ≥ 2� j = 1, . . . ,m� r1 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm�
�����

eM

(
Br
p,θ̄

)
q
≤ C(r, p, q,m, θ)M−r1 (logM)

(ν−1)r1+
ν�

j=2

�
1
2
− 1

θj

�

	 ����� 2 < θj < +∞� j = 1, . . . ,m�
@ ������HD �"%B��D ��������� ����4��� �B���< ��"%B���HD �������
$4 �����5���HD ����� � �"%B�� q1 = . . . = qm� p1 = . . . = pm� θ1 = . . . = θm �"�5%#

��4%"<�H *�&� �����#�� ���� 05� ��k� ����4��� �B���< I�D �������

������5��

�� :�������, '�5� F��("�k���� �%����� ���0�D ��������HD � �����H �"�k����� 
�2 +�!
%��� �[--�

/� '������ '�B� )( �(��"#��� �D�5����� ���0���"<�HD ��5�� 66 ���"� *+ &&&�� �[���
3� � /� � �� &� 	-!� �

	� ;"?.#@_�/ u�w� �ONVMNWTY PWSLO^Z O\ TQQYOcMPTSMON 66 zORN^� qOPQRS� vTSL� /  	� x� 	� h� 		.
� -�

�� F�7�� B�'� ) ��k��D ������D 5"� M !B"���HD ���("�k���� 66 
���� 4���� /  �� 3� - �
� �� &� g	g.g	7�

�� 3������ 2�'� +��"%B;�� M !B"���H� ��0�������B����� ���("�k���� �"����� ������ ��!
���5�B����D �%����� ���0�D ��������HD 66 $4�� �*+� &��� ��� /  	� 3� g-� &� g�.�  �



�7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

!����$���	� ���*��� � �� !!� ��(&�������
� �!��	���#��� ����*����
) ��"������  ��������

&��� ���������$

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����
���������	���

&"�5%� ��5D�5%� �������% � �/� 	�� ���5"�k��� ������"<��� �(�(����� �%�������"� ��"!
"���� 5"� �����D����� � ��D������ 0�%��� =��4��(��0� Nil � "�������������� ������� �
B�H��D������ 0�%���� �4������� � �� ��5�"����� �5��� �4 0������� 3������ ��� ���� $�!
��"<4%� �����D���� ��������� ����4��� ���� B� 5"� �����D����� � ���������� Nil �(�(���!
�H� �%�������" ��""���� ���"�0�B�� �%�������"% ��""���� 5"� �����D����� � ���"�5����
���������� �� ���0�D ���;����D� @ ��� 5���4��� B� 5"� ���D ���� ��������� ���5��� ���!
��4�H � Nil� 4��B���� �(�(�����0� �%�������"� ��""���� �������� � ����� π� � 5"� ����
�������� �%�������" �������� 4��B���� (�"<;�� "�(� ����H� π � �������� 5���0���� �
�B���� �� �����D ��������� ���5��� �����4�H� ����� �0�� �� ���D �������� �%�������"
�������� 4��B����� (�"<;�� �%"��

@ ���"�5���� ���������� ����H ��������� ���5��� �����4�H �%< ��%0"H� ����H �
��;���� �4���������B����� 4�5�B�� �"� ���� � ���"�5���� ���������� �%�������" ��"!
"���� 5���0�� �� ��%0"HD �����D ����0� ������"<��0� ��4��k��0� 4��B���� �����0� π� &�!
0"���� ���� ��� ����H ��������� ���5��� �����4�H � Nil ��"�#�� ������� �������� � ���5��!
"�k��"<�� 5�# ��;���� �4���������B����� 4�5�B� ,I� ����� �� ������� ���� 5"� ��"HD
4��B���� �(����1� )(�(����H� �%�������" ��""���� ����� π �� �����D ��������� ���5���
�����4�H � Nil� � 5���0�� �� ��D ����0� ������"<��0� 4��B���� ���5� ���D ���� ���������

�� 0������B����� ��("#5���� ��5���k5�#� B� �(�(����H� �%�������" ��""���� ��!
"���� �����"<�H� �(�(������ �%�������"� ��""���� 5"� �"%B�� �����D����� � Nil�

������5��

�� -i>"<WO x�� $�<"!i">n b� wWNWYTVMfW^ pOQ\ ^MtWYWNSMTVZ 66 vTS� qONSWPQ� /  �� x� /7� h� �./7�
/� ;@H?@!�/ Z�-� vO^M`W^ �OdMlOd 8 xWZWVOd WoRTSMON TN^ ^MtWYWNSMTV XWOPWSY] O\ ZRY\TJWZ 66

ePWY� vTSL� _OJ� KYTNZV�� _WY� /� �[[-� x� �-[� h� �		.����
	� ��,����	 E�2� ��%����H� ������� ������ � ����� �����D����� 66 ����D� ����� ��%��

/  g� 3� g�� � �� &� 7�.�g��
�� B��������, C�2�� ��,����	 E�2� F����D���� � ��D����HD 0�%���D '� 66 &�(� ��� k%���

/  �� 3� �g� � g� q� �/�7.�/g��
�� B��������, C�2�� ��,����	 E�2� F����D���� �������� � 0�%��� =��4��(��0� � ������"<!

��� �(�(����� �%�������"� ��""���� 66 &�(� ��� k%��� /  -� 3� �7� � 	� q� �[g.����

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#������###!"
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�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� �[

	�!����� %����!����%�
����$ !���!��	���(

���� ��������� �� 	� ������� ����  ���������� ��"� ������� 0��� -��%%

���
��.	�	������
�� ���� �����	��!� ,����	*��/	�
�� ����	����	�� ���
��.	�	������
��� ��������
���	�

�����������5�B����� �"���H� ��%�%�H ,���� �1� ��5�(�� ���� �4����H� ���"�0�B�!
���� �(������ ��� ���H� %4"H � 4����"����� B��� ����B�#�� ��� � �D��B����D ,����"<!
�H� ��%�%�H ���1� �� � � ��4�B����D ,5�%����H� 5������H� ��5�"� � �����B����� ��!
4��� �/�1 ���"�k����D� ��� 5����������5�B����� ��%�%�H ���"�0�B���� I�����"���H 5�%0
5�%0%� ��"� ��� ��0% (H< ��"%B��H �5�� �4 5�%0�� �4������ ���������� R3� ��D����#���
5����������5�B���<� 3���� �4����� ��k� ���5���"�< ��(�� "�(� ������H��%# 5������!
��# R3 � �� k� �����5��� B� � ���� ��%�%��� "�(� ����4��"<��� "������� ����(��4�������
��D����#��� ��������# ���������� ,�������H� ������H� ����k����1�

a) b)

���� �� ��������	
��
���
� �������� �	����	��

�����������5�B����� ��%�%�� ��"���<# ����5�"���� 4�5����� ����0� ������"<��0�
������#��0��� I"����� 8 I"��������� �B����� )�k5���"���� ��������"�k�HD �����
�B���� ��4��"�� ����������< ���� ��%�%�H ��� 4����"���� ��5 �����

+��5��4��B���< �H(��� I"��������� �B���� �����5� � ���(D�5����� ����������< �!
��� ��%�%�H � �B���<# 5� ���%B������ ��� �5�"< ����5���� � ����""�"� ,���%B������
�I��1� �� �%�������� %���<;�� B��"� ���4����HD 5�%0 5�%0% ��%�%�� ����� �0�� I�
%������ �D ���"�4 �� �"�5����"<��� ��4��"�� ���5���%<�� �%�������� 5�"<;� � �D �4%B�!
����

)5��� �4 ������HD 4�5�B� ���4���HD � ����4��"<�H� ���"�0�B����� �(������ ��"��!
�� ��������� ���"�0�B����0� ��������� 8 �"0�(���B����0� �(���� ,B��"� �"� ��"�����1�
�� ����#��0��� ��� �4����� � ��4"�B�#��0� ��I�����"���H� ��%�%�H� @ ��(�� ����!
�� �4����B����� ��"������"<�H� �������� ��%���������0� ��� � 5�%D ��������HD 5"�
5����������5�B����D �"���HD ��%�%�� �� 4�������� � �H(��� �����5� �	��

&"�5%#��� ��5�������� 5"� ��"������� ���"�0�� ���("���� ��"���� 4�5�B� ����B��"�!
��� ���D ���4����HD 5�%0 5�%0% ���"�0�B����D �(������ �"� %4"�� � 4����"���� ��4��(����
(�"<;�� B��"� �"0������ ��;���� I�� ���("��H� )��(�����<# ������������HD ��%�%�
��"���� � ���� B� � �����B����D ���"�k����D ����B�#�� ��%�%�H � (�"<;�� B��"��
������������ @ ��(�� ������ (H��H� �"0����H 0������������ � ����������� 5���������!
�5�B����D �"���HD ��%�%� � �5������H� B��"�� ������������ �������"<�� %B�H��#���
��������% �������������� 4�5�B��

������5��

�� Jt"!W"> �� I� uNMSSMNX KWJLNOVOX]2 T JOPQYWLWNZMdW LTN^UOOl TN^ QYTJSMJTV XRM^W� 	!Y^ W^MSMON�
qTPUYM^XW2 mOO^LWT^ hRUVMZLMNX� /  �� 	7g Q�

/� B������ 3� 3�B�� ��;���H� ��5�"� � �����B����� ��D������ 
�2 
��� �[7��
	� %>H<O@!�/ J�-�� A"<O_�/ u�$�� p?".WO"!_� -�u� uTRtPTN!K]QW hOV]NOPMTV �NdTYMTNSZ \OY

nOVU] hWYMO^MJ _SYRJSRYWZ 66 iORYNTV O\ uNOSZ TN^ �SZ jTPM`JTSMONZ� /  -� x� �g� � g�
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�"���� ���1���	� 	��$�����$ ���������&�(/
��&��	������$ ��% %� $���	�����  &�����

��1� ������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ���
�
�����	
��	�

@��5����� &�@� 
�����H� ������ �������� c(M) ��D�����0� ���0��(��4�� M �0���
��k�%# ��"< ��� ���"�5������ � �"����������� ��D����HD ���0��(��4�� ���� F�� I��� 4�!
5�B� ���������� � �HB��"���� �"�k���� 4�5����0� ���0��(��4�� ��"���� ���<�� �%5���� @
�������� ����� �4����H �B�H� 4��B���� �"�k���� �"<�� 5"� �("�B�HD ���0��(��4�� �
5"� �����"<��D (������B�HD ����� ���0��(��4�� � ������

�"��� 5�%D�����HD %4"�� � 4����"���� ��"���� �5��� �4 ���(�"�� ���"�5%��HD � �����
%4"��� � ����H�� ��D������ ����H� ��4���"���H� ��5 5�%D�����H�� %4"��� � 4����"���!
���� 8 � ����� ��D����HD ���0��(��4���

����� r �/�� ����� K(p, q) � �	�*�����	
, �6� �� 6�)�&����� Mn(p, q)
∞
n=2 � ����,+

��	� n+����
* ����������+)��������* ����
��, ���*�����, �D��
� ��6	��	���
* ���
K(p, q)� ����� �� 	��* n ����� ����� 	��*��� �)���� �������� ���������6�,

c(Mn(p, q)) ≤ n(p− 1).

��
�H��076�1� �����H �������� �� ����� �����%���� �%�5�����"<��0� ���0�0�����!
�� 5"� Mn(p, q)� ���5"�k����� � �	��

F%�< K(p, q) 8 5�%D�����H� %4�" �"� 4����"����� � �(p, q) 8 �����%� ���5� 5"�� ���D
��"�k��"<�HD ������H��HD 5��(��� ���5���"�#��D ���� �������"<�H� B��"� p′/q′� B�
K(p′, q′) I�����"���� K(p, q)�

����� s �/�� L�� 	 ���	��* &���
����, ������
 K(p, q) �	����� ��&������������
�� �� 	��* n � 7 ����� ����� ������ �)���� �������� ���������6�,

c(Mn(p, q)) > n ·
(

1− cπ2

n2

)3/2

·max{2, 2�(p, q) − 2.6667 . . . },

��� c = 4� ���� ����� ��� K(p, q) ������ �� K(5, 2) � K(7, 3)� �� ���6����� ����	����	�
����� ����� �� 	��* n � 6 &�� c = 2

√
2�

��
�H��076�1� �����H ����"<4%� �����% �(���� 5���"����� � K(p, q) � ������D �(p, q)
�4 ��� � �����% �4������� �(���� ��� D��%�0�� �I�� �4 ����

������5��

�� A@=/""/ J�u� eVXOYMSLPMJ SOQOVOX] TN^ JVTZZM`JTSMON O\ 	!PTNM\OV^Z� eqv!PONOXYTQLZ� x� [�
�WYVMN.pWM^WVUWYX.�Wb �OYl2 _QYMNXWY!xWYVTX� /  	�

/� d"=>H!H� K�� u"<!H! -� KbO!ZM^W^ UORN^Z \OY SLW JOPQVWcMS] O\ J]JVMJ UYTNJLW^ JOdWYMNXZ O\ SbO!
UYM^XW VMNlZ� hYWQYMNS� PTSL�wK6 g�/7	 �

	� AH!_^< I� KLW UYTNJLW^ J]JVMJ JOdWYMNXZ O\ /!UYM^XW lNOSZ TN^ VMNlZ 66 vWP� ePWY� vTSL� _OJ�
�[7/� x� 	�� NO� /���

�� j@W_"!i# A� KLW dOVRPW O\ L]QWYUOVMJ TVSWYNTSMNX VMNl JOPQVWPWNSZ� mMSL TN TQQWN^Mc U] �TN
eXOV TN^ n]VTN KLRYZSON 66 hYOJ� sON^ON vTSL� _OJ� /  �� x� 77� h� / �.//��

�� o^="> ��� ]@.y@nH@!!H a�� d^>W".. I� J� nWLN `VVMNX� dOVRPW� TN^ SLW iONWZ QOV]NOPMTV� hYWQYMNS�
PTSL�wK6 g�/�	7�

������� ����	
�
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)(�%k5���� �4�������4< ����� ��������� &�(�"��� � ����� �%������ F��������� ��!
(�� &�'� &�(�"��� ��� � 5����B�HD %�"����D �� C1!5����������4� ���"�5��HD �("�����
��5%���%#��� �� �����"% 4����H ���������� �4������4� ��������� &�(�"��� � ����H��
�(�(����H�� ����4��5�H��� �5�D����"� ���"�5%#��D ���"�5����"�� �� 5��"<��� ������!
����� ��4"�B�HD ������� I�� ���("��H� F��k5� ���0�� (H"� ����4���� B� � ���0���� C1!
5����������4��� %��4���H� &�(�"��H� 5����B�H� %�"���� ��"�#�� � ��5� �"%B��� ��k�
� ���(D�5��H��� & ��4����� ����� ���4��������HD ��(��k���� � 0������B����� �����
���H ��"� ��4��k�H� ��;�< ���("��% &�(�"��� � 4��B��"<�� (�"�� �(��� ���������2 �6+
������� ����������� ϕ : D → D′� D,D′ ∈ Rn� n ≥ 2� ����)����� �6����D�6� &���������	
'����	� L1

p� 1 ≤ p <∞� ����� � ����� ������ ����� ��� ����� &����&������� �� �������	�
���	�, ���
 ���� ����
 ��� ���� �	�6����D����
� &�� p = n �/� � �	�6��6������������
&�� p �= n �	��

+��H� ����� I�� 4�5�B� ��4����� � �� �"%B��� ��05� ��(%��� ���� ���(D�5��H� � 5�!
���B�H� %�"���� �� ��(��k���� ϕ : D → D′� ��5%���%#��� �� �����"% 4����H ����������
������������ ������� ϕ∗ : L1

p → L1
q � 1 ≤ q ≤ p <∞ ���� F�� B���HD ����4��"�D �%����%���!

�� 0���������H� ��(��k���� I�0� �"���� �����5�# � ���4���������H�� ��(��k������
,q = p = n1 "�(� � ��(��k������� ���4��������H�� � ���5��� ,n − 1 < q < p ≤ n1� F��
q = p = n ��(��k���� I�0� �"����� ���#��� ��������"<�H� ���(���� �%< ��(��k���� �
�0����B���H� ����k������

)(�(��#��� ���������� ���"�5��0� �"���� �"%k� ��(��k���� � �0����B���H� (p, q)!
����k������ +�����H���� ��(��k���� ϕ : G → Rn� G ⊂ Rn� ��4H����� ������������ �
����������
� (p, q)+����������� 1 ≤ q ≤ p <∞� ��"�

�1 ϕ ���H� � 5��������
/1 ϕ ∈W 1

1,���(G)�
	1 J(x, ϕ) ≥ 0 �� �� � J(x, ϕ) ∈ L1,���(G)�

�1 "���"<��� ����k���� Kp(x;ϕ) = inf{k(x) : |∇f |(x) ≤ k(x)J(x, ϕ)
1
p } �����5"�k� "�(�

�"���% L∞(G) ��� 1 ≤ q = p <∞� "�(� �"���% L qp
p−q

(G) ��� 1 ≤ q < p <∞�

�1 ��(��k���� f �("�5�� N !�������� '%4����
�"� ��(��k���� � �0����B���H� (p, q)!����k����� ������5"�� ���"�0 �����H '�%��""� �

�"�5%#��� ������ +�������� B� ���0��(��4�� M ��4H����� r+&������������� ��"� �����<

cap
(
e;
◦
L1
r(M)

)
"#(�0� ������� e ⊂M ����� �%"#

�����/ ����� M → M′ � ������	
 ���������6��� � f : M → M′ � ����������� �
����������
� (p, q)+����������� q > n−1� L�� ���������6�� M r+&������������ � r = q

q−n+1 �
�� ���������6�� M′ s+&������������ � s = p

p−n+1 �

3������ � �"%B�� q = p �= n 5���4��� � ����

������� ����	
�
� �� ��������� �$$% ����
� �&������#'�!(  +����� �� ���
��� �	1 �������� ����8�

��7
�� 9��	 ���� ����
� .:���0&"0��&"�!"
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�� '����	 '�`� ) ������HD 0�%���D ����(��4������ n!�����0� ���������� 66 ���"� *+
&&&�� �[��� 3� 	/� &� 	7 .	7	�

/� 9���&����	 '�F�� 8���7��,� 9�5� ���4���������H� ��(��k���� � ���������� �%��!
��� � ����H�� �(�(����H�� ����4��5�H�� 66 &�(� ��� k%��� �[-g� 3� �-� � 	� &� ���.�	��
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�� 9���&����	 '�F�� k*�	 2�C� )������H �%�����4���� � ����������D &�(�"��� 66 $4��
�%4��� 
�������� /  /� 3� �7g� � � � &� ��.		�
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����������#�� ���0��"<�H� %�������� /!0� � �!0� ��5� � ������D �� ����B��� ������"�
(0, b)�

λu(t)−
b∫

0

k(t− s)u(s) ds = f(t), t ∈ (0, b), λ = 1, 0, (1)

��� �"�5%#��D �0����B����D�

k ∈ L1(−b, b), f ∈ L1(0, b), b > 0. (2)

����� �0�� ���5��"�0����� B� �5�� k ��"���� �����5�B����� �%������ �� (−b, b)�
k(t + b) = k(t), t ∈ (−b, 0). (3)

@ 5����� ��(�� ���5��H � 4����%�� ����� ��� J� �	/� %�"���� ��4��;������ ����������
� ��� ��;���� 4�5�B� ,�1.,	1� 3���� �(��4��� � ��(�� 5"� 4�5�B� ,�1.,	1 ��"%B��H ��4%"<�H�
���"�0�B�H� ������H� ��4%"<��� ����� %�������� � ������D /!0� ��5� �� ��"%(������B!
��� ������"� �/� 	�� E������ B� ����� %�������� � ������D �!0� ��5� �� ��"%(������B���
������"� ��4��� "�;< 5"� ���<�� ������"<��0� �"���� �5�� �/.���

� ��������% ������� �� �%����%� ��"��� ����� 4�5�B� ,�1.,/1� ��"�� �0�� �� �%����%!
� ����� ���������� 4�5�B� ,�1.,/1 � �(�4���H�� %�"������ ����������� ����D � ���"�!
5������ 4�5�B� ,�1.,/1 5���0�% "�;< � B���HD �"%B��D� @ ���� ��� %�"����� B� �5�� ����
�"�5%#��� �(��� ��52

k(t) =
m∑
j=1

mj∑
l=1

clje
pjttl, t ∈ (−b, b),

05� clj , pj 8 ����"����H� �������H�� 4�5�B� ,�1.,/1 ��"���<# ���"�5������ @ �g� �����5��H
��4%"<�H ��"��0� ���"�5������ ���������� 4�5�B� ,�1.,/1 ��� λ = 1 � %�"���� B�����
�5�� k� ��("��0����� ���"�5������ %�������� ,�1 5��� � �-�� �� k� 4�5�B� ,�1.,/1 ���5���
� �"����B����� ������� 4�5�B� ������ 5"� ���"��B����D �%����� � ����B�H� ��I�����!
���� G(p)� )5���� ����� 4�5�B� ������ � ����B�H� ��I��������� ��D�5��� � ��5��
��4����� B� 4��%5��� �������5������� �� ����������� @ �7� (H" ���5"�k�� ���5 ������!
B����� ������4���� �����!�%������ � �����<# �����0� � �g� (H"� ���5��H B���H� ��5��!
�H ����B��0� ��I�������� G(p)� ����H�� ��0"���� ����� �������� 4�5�B� ������ ��� ���
��"���<# ����5�"�# �� ���������<� $4 ��"%B���HD %�"���� ���������� 4�5�B� ������
�"�5%#� ��0"���� "���H ��� �-�� 5����B�H� %�"���� ���������� %�������� /!0� ��5� ,�1
,����H� ��"�#�� � ���(D�5��H�� � �������������� � �g� �"%B��1�

@ �������� ��(�� ���5�"k��H ���"�5������ �4 �-� ��� 5���"���"<��� �0����B���� ,	1�
���"�5��� %������ ��%���# � �����5� � ���"����� 4�5�B� ������� ������ � �(��� �"%B��
���"�5����� � ��� /�� &�0"���� "���H ��� �-�� ��� �H��"����� �������0� %�"����� ��4%"<�H
���"�5������ ���"����� 4�5�B� ������ ���������� �� %�������� ,�1�
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������5��

�� 8�*�	 f�C� �����H� 4�5�B�� 
�2 +�%��� �[--�
/� 8�*�	 f�C�� P�����, R�E� ��������� ��� ������� 
�2 +�%��� �[-7�
	� F��,� 5�8� $��0��"<�H� %�������� �� ��"%������ � �5���� 4�������� � ��4���� ��0%!

����� 66 ����D� ��� ��%�� �[�7� 3� �	� � � ,7	1� &� 	.�/ �
�� ��{"����D (� +�����H� �"���H ���0%"���HD %��������� 
�2 
��� �[-[�
�� 8���� 5��� )( �5��� ���0��"<��� %�������� G��50�"<�� � �5���� 4�������� � ��4����

��0%����� 66 $4�� �%4��� 
�������� �[g	� � /� q� 	�.�	�
g� 9������ 2�f� ��"���� ���������� %�������� /!0� ��5� � ������D �� ����B��� ������"�

� B��H� �5��� 66 ���"� *+� /  -� K� ��	� � �� q� �[�.�[��
-� 9������ 2�f� F�"��� �(�(����� ���5� @����� 8 C���� 5"� ���0��"<�HD %�������� �

������D �� ����B��� ������"� � ���0���%��H�� �5���� 66 ���� %����� /  �� K� � � � [�
q� ���	.��g �

7� 9������ 2�f� ) ���������� ������� 4�5�B� ������ � ����B�H� ��I��������� 66��!
�"� *+� /  -� K� ���� � /� &� �/�.�/	�
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F�"������"<�� �H�%�"�� �(�"�B�� Q̂ ������� Q � ����"������ �������� ���������� V
����5�"���� ���������

Q̂ = {v ∈ V : |p(v)| ≤ sup
q∈Q

|p(q)| 5"� ���D 0�"������HD ��"������ p �� V }.

)(�"�B�� ������� ��(��0� ��"�k����� ��k� (H< %������ �B��< �"�k��� +�������� � ��B�!
"� g !D 0�5�� �4������ B� �%����%# Q� 5"� ����HD Q̂ �= Q� �� Q̂\Q �� ���� ���"��B�����
��%�%�H� � �� �� ��5��k� �5������HD ����"����HD ��5���0��(��4�� V ,��� ���1� & 5�%0��
�����H� �%����%# ���"�� �����4�H� ���k���� Q ⊂ Cn� 5"� ����HD Q̂ ���� ���%�%#
��%������< ,��� �/�1� �� � 5�%0�� ������H ����4H��#� B� 4�5�B� �������� Q̂ � �(��� �"%!
B�� ���5 "� ���� ��4%���� ��;����� $��05� Q̂ %5���� ����� �(HB�� I� ��4��k��� ��"� Q
���� (�"<;%# 0�%��% ��������� +�������� ��"� Q = Tnz� 05� z ∈ Cn� Tn 8 0�%��� 5��0���"<!
�HD n!����� � 5��0���"<�H�� I"������� �4 �5���B��� ���%k���� T = {ζ ∈ C : |ζ| = 1}�
� Q̂ = Dnz� 05� D 8 4����%H� �5���B�H� ��%0 � C� :�"� Q 8 Tn!���������H� ������� �
������ �"��� ���k���� Q0 ������� � ���%"��H�� ������������ �

Q̂ = Dnclos exp conv ln |Q0|,
05� �%����� | · |� ln � exp �������#�� � �����% ������������� clos �(�4��B�� 4��H������
� conv 8 "������ �H�%�"%# �(�"�B�%� :�"� B��"� ��(� Tn � Q ����B��� � Q̂ ��k�� 4�5�<
����B�H� ��(���� ����������

F�����;�� 5���"<�� �(��� ��%����� � ������ 4�5�B� �������� Q̂ �� �H0"�5� (�4��!
5�k���� 8 �"%B��� ��05� Q = Gv� 05� V 8 ����"������ "������� ����������� v ∈ V � G 8
��������� ��50�%��� GL(V )� +��(�"�� 4����H� ��4%"<� 45��< 8 �������� �(�"�B�� ��(�
0�%�� �4������ �0����B���HD �������B����D �("���� � ����"����HD "�����HD �������!
���D ,��� �	� ��1� �"� "#(�� ���� �("��� ����5�"�#�� ���0%"���H� 4��B���� σ1(v), . . . , σn(v)
������ v �4 �����"<��0� ���������� ,��� �(�(��# ������ ���0%"���HD 4��B���� ��!
���H1� ����H� %����5�B���#�� �� %(H����# ,σ1(v) ≥ · · · ≥ σn(v)1� �(�"�B�� Gv 4�5����
������������ μk(z) ≤ μk(v)� 05� μk(z) = σ1(z) · · · · · σk(z)� k = 1, . . . , n� � n 8 ���0 �������!
B����� �("���� F� �%����%� 4�5�B� ���5��� � ���������% �H;� �"%B�# ���� ���;������0�
0�%���� @��"� �����H ������ �������B����0� ���������� ,���"�� �����H �������1� :�!
"� �("��< �������5���� � ��"�� ������ ������ ��k� ���< �� Cn �"� BCn� � �� 0�%��%
@��"� ��k�� ���"�4���< ��� 0�%��% ���D ����������� ����5��� � �4������� �D 4����� �
��5D�5���� (�4���� @ ��(�� ��� ���"�5���"�� �"%B�� 0�%��H G� ��"%B����� ���;������� ���
����B��� 0�%����� :�"� ��(�� GCv ���4��� � �(�"�B�� Ĝv ��(�H Gv ��5��k��� � 4��H��!
��� GCv � �H5�"���� � ��� ����B�H� B��"�� ��������� ��5� |z1|s1 . . . |zn|sn ≤ c� :�"� ���
I�� ������ s1, . . . , sn �� 4����� � v� �� ��� ������HD 5���"���"<�HD %�"����D� G ��k��
���"�4���< ��� 0�%��% ���D "�����HD ��������4��� �0����B����� �������B����� �("����
��D������D �������� �������"<��� �(�"��� ��5���������� � �� �������"�#��D �������!
5��H� ��������H�

&�� ����<� B� ��"������"<�� �H�%�"%# �(�"�B�% Ĝ ����� 0�%��H G � ����������
"�����HD ��������� � V �k� ��k�� �����< ���� ,��� I�� ��������� � �������� ��H�"��
�k� ���5��� � �"%B�# ���1� )�� ��"���� ��"%0�%���� ,��� �g�1� )B���5��� Ĝv ⊆ Ĝv 5"� ���D
v ∈ V � � ������HD �"%B��D ��k�� 5���4�< ��������� )5���� �(HB�� �������� ��2 ���������



�g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

��"�G ��"%������ � ���05� Ĝ = G� �� �B��< B��� Ĝv �= Gv ,I� �� 5"� ���������0� 5������
_{,/1 � C2� �����"<�% ��� �������"<�H� ��(�H 8 ����H1�

:�"� Q̂ = Q� � Q ��4H����� &���������� 	
&��
�� F�"������"<�� �H�%�"H� ��!
(�H �������HD "�����HD 0�%�� G �D�������4����H � ��(�� �-� ��� ���������H� ����H
4����%HD ��(� 0�%�� GC ,���k���� ����5��k�HD �B�� ���0�"������HD ����"#���� ���!
�%��%#��D � 5������� G1� ��"�� �0�� 4����%��< ��(�H GCv �������"<�� ��%� B� ���
��5��k� ��"������"<�� �H�%�"%# G!��(�%�

@�5���� �"�5%#��� ;�0 5�"k�� �����< � �������� �(�"�B�� ��(� ������5������0� ���5!
���"���� ��������� 0�%��H G � ����"����������� gC �� �"0�(�H '� g� )�(�H I"������ g
��5 5������� 0�%��H GC 4����%H� � �D G!��(�H ,�"�0��H� ���0��(��4��1 ��"�#�� ����!
�����H�� ������� GC!��(�� F%�< x ∈ g� z ∈ GCx� 3�05� ��"������"<��� �(�"�B�� ��(�H
Ĝz ��5��k��� � GCx � �����5�� � �� �(�"�B��� ������"<�� �"0�(�H ���D ���"��B����D
�%����� �� GCx� � B������� ��� ����5�"���� ��%������ 0�������� ����"�����0� �5����5!
��0� ���������� GCx ,� 5������"<���� 5�k� 0�������� �5����5��0� CR!���0��(��4��
Gz1� &��B�� ����� B� 5"� x �(��0� ��"�k���� �������� Ĝz �� ��k� (H< ����H�� E�5�B%
��k�� ����� � �"%B�# �������B����D �("����� ��"� x �����k�� ��������% ,5�%0��� �"���!
��� ad(x) ���� ��(�����H� B��"� 0� ±i1� $������ ��(�� Gx ��"���� �������H� I�����H�
�������B����� ����������� ,�("��< 8 5���������� ���������� ����������0� ���1�
����4 x ���D�5� ���� ����"����� ������HD ��5��������� gC� ����H� ��"���� ��5��k���
� GCx� F%�< l 8 �5�� �4 ��D� :��������� ���5���"���� ����������� ��50�%��H Gx �B�� x
� l �������� "�����H�� ��"� x �H(��< ��B�"��� )�� I�����"���� ���5���"���# �4���!
��� �������B����� �("���� '#(�� G!��(�� � GCx ��������� l� ��I��% %�"���� �"�5%#���
�����H �� �0����B���� �(������

����� r/ L�� z ∈ l� �� Ĝz = GĜxz�

�"� ����4��"<�HD x ∈ g ��4��k�� ���"�0 I�� �����%����� �� ������ � �(��� �"%B��
��������

������5��

�� J=�.m"!i">n %� e LRVV bMSL NO TNTV]SMJ ZSYRJSRYW 66 i� vTSL� vWJL� �[g	� x� �/� h� � 	.��/�
/� 9���7��� 2�8� )( �5��� 4�5�B� ���%5��� 66 ���"� *+ &&&�� �[-	� 3� /�	� � �� &� ��.���
	� ]@^t G�� �ORN^W^ Z]PPWSYMJ ^OPTMNZ TN^ QOV]NOPMTV JONdWcMS] 66 vTNRZJY� vTSL� /  �� x� ����

�O 	� h� 	[�.	[7�
�� ]@^t G�� 1@H=<"/ ��� aN SLW qj!ZSYRJSRYW O\ JOPQTJS XYORQ OYUMSZ TZZOJMTSW^ bMSL UORN^W^

Z]PPWSYMJ ^OPTMNZ 66 �NdWNS� vTSL� /  	� x� ��	� h� ��.� ��
�� %HWO"/ u�A�� aYUMSZ O\ SOYM WcSWN^W^ U] `NMSW XYORQZ TN^ SLWMY QOV]NOPMTV LRVVZ2 SLW JTZW

O\ JONNWJSW^ JOPQVWc OYUMSZ 66 qONSWPQOYTY] vTSL� ,SO TQQWTY1� hYWQYMNS� TY�Md PTSL�qx
 - ��� [�d��

g� %HWO"/ u�A�� vTcMPTV M^WTV ZQTJWZ O\ MNdTYMTNS \RNJSMON TVXWUYTZ ON JOPQTJS XYORQZ� hYWQYMNS�
TY�Md PTSL�ze66 g 	��[�

-� %HWO"/ u�A�� j@=#t�/ Z�-�� hOV]NOPMTVV] JONdWc OYUMSZ O\ JOPQTJS sMW XYORQZ 66 KYTNZ\OYPTSMON
wYORQZ� /  �� x� g� NO� �� h� 	/�.		��
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�� �&����)�&�� ���#!�	��	��$ ����	��#��$
��� ��� %� ����	���$ ���&�	��!��$
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���� �������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����
�������	
��	�

F%�< U ⊂ RN 8 �������� �0����B����� �("��<� ��������� �� U ������H� Cr!0"�5���
������H� ��"� X1, . . . ,XN � r ≥ 1� 4��B���� ����HD � ��k5�� �B�� g ∈ U �(��4%# (�4�� ��!
���"<��0� ���������� TgU � ��k5��% ��������% ��"# Xn � �("��� U ��������� ��������
��%��"<��� B��"� degXn < N � ��4H������ �����"<��� �����<# �������0� ��"�� F�"�0����
B� �� U ���� ���� �"�5%#��� ��("��� ����%������2 [Xi,Xj ] =

∑
degXk≤degXi+degXj

CijkXk�

05� Cijk 8 ������H� Cr−1!0"�5��� �� U �%������ &����"�� Hi �(�4��B��� 5�"�� ��������
��5����"����� �����"<��0� ����"����� TU � �(��4������� ������H�� ��"��� Xj ������ B�
degXj ≤ i� 3�05� ����� degXj = min{i | Xj ∈ Hi}� � �%�< Υ = max

i=1,...,N
{degXi}� )����� B�

��5����"����� Hi �����%H� �� ������H� ��"� X1, . . . ,XdimHi
� �� ��"�#������ ���(�� 0���!

��� ����%������ �0���4���"<�HD� ������HD ��"��� ��I��% �H �� ��k�� 0���������<
�H��"����� %�"���� �����H ��;�����0� 8 ��%� �� ��� �"�5����� �%���������� � I�� �"%B��
������ ����� 8 ������5���� F�5�(�H� 0������B����� �(���H ����������"��< =�����H�
� ��(�� ����

�"� ��k5�� �B�� g ∈ U ���5�� � ����������� �����"<�%# �����% ����5���

θg(x1, . . . , xN , 1) = exp

(
N∑
i=1

xiXi

)
(g).

)�(��k���� θg ��%����"��� ��0"���� �4����H� ������� �(H�������HD 5����������"<�HD
%��������� 5����������4� �"���� Cr ��k5% ������H� ���"�5��H� ;���� Be(0, εg) � �����!
��� ��������<# Og ⊂ U �B�� g� F%�< Õ ⊂ U 8 �������� �("��<� �("�5�#��� �"�5%#���
��������2 5"� ��k5�� �B�� g ∈ Õ �H��"����� Õ ⊂ θg(Be(0, ε̂))� 05� ε̂ = inf{εg | g ∈ Õ}�

@ 5�"<���;�� ��"�0���� B� r = Υ − 1� ��"� Υ > 2� 3�05� θg ∈ CΥ−1� @ �"%B�� Υ = 2
5���"���"<�� ��"�0���� B� θg ∈ C2� F�� ���D %�"����D �H ���05� (%5�� ��� �����%� ���<
(θ−1
g )∗Xi = X̃i ∈ C1� ��� �"�5����� � �"%B�� ���������� ��0%"���HD ��������� ����� 8 ��!

����5��� �/� �� �� ��4H����HD� ���0��(��4�� ����� �	� %�"���� �� 0"�5���< ������HD ��"��
���� ��5 Xi ∈ C2Υ−1−degXi � i = 1, . . . , N � 05� Υ > 2� � � �"%B��� ��05� Υ = 2� 5���"���"<��
��"�0���� B� θg ∈ C2�

$4 ����5�"���� �("��� Õ �H����� B� 5"� "#(HD �B�� u, v ∈ Õ ���5��� �5������!

��� �������� ��"�
N∑
i=1

xiXi ����� B� v = exp
( N∑
i=1

xiXi

)
(u)� |(x1, . . . , xN )|∞ < ε̂� ���������

�%����# ρΥ : Õ × Õ → R+� ρΥ(u, v) = maxi=1,...,N{|xi|1/degXi}� +��"�k�� ����4�<� �"�5%��
��������� �/� ��� B� �%����� ρΥ ��"���� ���4��������� ������H���� �� ��k5��% ��0%���%�
)(�4��B�� Δτ = θg ◦ δτ ◦ θ−1

g � 05� δτx = (τdegXixi)i=1,...,N � g ∈ Õ�

����� r/ 9������
� &�� (Δ1/ε)∗(εdegXiX̃)� i = 1, . . . , N � �*������ ��	������� �� ����+
����, ������ Og ⊂ Õ &�� ε → 0 � 	������
� &��� X̂g

i � i = 1, . . . , N � ����6����� ��6��
��������, ��������	����, �����
 `�� &�� ����

[X̂g
i , X̂

g
j ] =

∑
degXi+degXj=degXk

ĈijkX̂
g
k , Ĉijk = Cijk(g).

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������4�0�>!"



�7 ����������	 
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F�"�0���� B� �("��< Og �("�5�� �"�5%#��� ��������2 5"� "#(HD �B�� u, v ∈ Og ���!

5��� �5��������� �������� ��"�
N∑
i=1

xiX̂
g
i ����� B� v = exp

( N∑
i=1

xiX̂
g
i

)
(u)� 05� ��� |xi| 5�!

���B�� ��"H� ��������� �%����# ρgΥ : Og × Og → R+� ρgΥ(u, v) = max
i=1,...,N

{|xi|1/ degXi}�

���B����� ���4����������� (Og, ρgΥ) ��4H����� ���&������
� ��������
� �������
����B����0� ���4����������� (O, ρΥ) � ���B����� �B�� g ∈ Õ�

F%�< CΥ−1!0"�5��� ������H� ��"� Yi� i = 1, . . . , N � ����H� B� 4��B���� ������� Yi�
i = 1, . . . ,dimHj� � ��k5�� �B�� g ∈ Õ �(��4%# (�4�� �����"<��0� ��5���������� TgHj(g)�
deg Yi = degXi� ��������� ���4����������� (Õ, �) � ���4��������� ��5%���������� ���!
���H�� ��"��� Yi �� �����"%� ���5�����% �H;�� F%�< (Dg, �g) �(�4��B�� ��"<�����H�
�����"<�H� ���%� ���4����������� (Õ, �) � �B�� g�

����� s/ 5���������� &���������	� (Og, ρg)� (Dg, �g) �6����D�
 	 ��������, ������+
����� ����� g�

@H;������5���H� �����H 5���4��H ����������� ����%"H 3��"��� 8 �I��(�""� 8 C�!
%�5��� 8 �H����� ���� ��k� ����4���� B� � �����D 5����0� ���5� ����4��"� 0"�5����
������HD ��"�� �� ��0% (H< %���<;��H ���� F�"%B���H� ��4%"<�H %"%B;�# �������%!
#��� ��4%"<�H ������ ��"%B���H� ����� � �/��

������5��

�� %>�?�/ A� qTYNOS 8 qTYTSLWO^OY] ZQTJWZ ZWWN \YOP bMSLMN 66 �N UOOl2 _RU!jWMPTNNMTN
XWOPWSY]� �TZWV2 �MYlL�TRZWY� �[[g� h� -[.	/	�

/� 8��7��	 2�9� 
����� ���������� ��0%"���HD ���4���������� ����� 8 ������5��� �
�D �����"<�HD ���%��� 66 &�(� ��� k%��� /  g� 3� �-� � /� &� /�[./[/�

	� 9���&����	 '�F� �����������%����< ��(��k���� � 0������� ���0��(��4�� ����� 66
&�(� ��� k%��� /  -� 3� �7� � /� &� /��./-��

�� 8��7��	 2�9� ) ����������D ����%"H 3��"��� 8 �I��(�""� 8 C�%�5���� 8 �H����� ��
������HD ���4�����HD �������HD ����������D 66 &�
$ ,� ��B��1�
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� !�%���� �%����%��$ !���	����	��$
� �� 	�����( ��	����(

"��� ����3���

���
�� ���� �����	��!� ����	����	� ��� 0�1� 2����	��
���� ���
� ��
���������	�

�<�80�� r/ 
���B����� ���������� X ��4H����� ������ &��
�� ��"� 5"� ��k!
5�� �0� �B�� x �%����%� ��"�k��"<��� B��"� r(x) ����� B� 4����%H� ;�� B(x, r(x)) �
��5%���������� �4 X ������� ��"���� ��"�H� ����B����� ������������ 3�B�%# ���D!
�## 0�����% ���D B���" r(x) 5"� ������������� �B�� x ,��4��k�� (������B�%#1 (%5��
�(�4��B�< c(x) � ��4H��< �������� &����
 ,&���������	� X 	 ����� x1�

�<�80�� s/ ������� f : X → X ����B����0� ���������� (X, ρ) �� ��(� ��4H�����
α!&������� ,α ∈ R+1� ��"� 5"� "#(HD �B�� x, y ∈ X �H��"����� ��������2 ρ(f(x), f(y)) =
αρ(x, y)� ������� f : X → X ��4H����� &�������� ��"� f 8 α!��5�(�� ��� �������� α ∈ R+�

�<�80�� t/ 
���B����� ���������� X ��4H����� ��������
� ,&������ �������+
�
�1� ��"� 0�%��� �0� �4������ ,��5�(��1 5����%� ���4����� �� X�

@ ��(�� �4%B�#�� ��5�(�� �5����5�H� ,���5����5�H�1� � �� 5��%���#��� ���4����%#
0�%��% ����B����D ��5�(��� ���������� � ��%������ �������� F�����;�� �������� �!
��0� ���������� ��"���� ���H�� ���"�5��� ��"%�������

+�B�"� �4%B���� ���D ��������� (H"� ��"�k��� � ��<� @�+� ����������0� ���� @ ��!
���� /�� ��<� ��� 5���4���� B� ��5�(�� �5����5��� ���������� �5����5�� �05� � �"<��
�05�� ��05� ��� ��"��� 3�� k� ������B����� �(��4�� �������� �5����5��� ����������� ���!
������ I�����"����� ��5�(�� �5����5���% ,����5�"���� ��� � ������ ��/ � ���1�

�<�80�� u/ F%�< (X, ρ) 8 ���������� � ��%������ ������� � λ = λ(x)� x ∈ X� 8
��"�k��"<��� ������H���� ����������� �%����� �� X� �"� ��k5�0� ��������4������!
0� 5"���� 5%0� �����"����0� �%� ξ = ξ(s)� 0 ≤ s ≤ a� � (X, ρ) ����5�"�� ���%# �0� ��+
�� l(ξ, λ) :=

∫ a
0 λ(ξ(s)) ds� E��� ����5�"�� ���%# ,	���������1 ������� ρλ �� X� ��"�0��

ρλ(z, y) 5"� z, y ∈ X ����H� �B��� ��k��� 0������ 5"�� l(ξ, λ) �� ���� �����"���H� � ��!
���� ρ �%�� ξ� ���5���#��� �B�� z, y� �%5�� 0�����< ��� I��� B� ������ ρλ &������
���D����
� �6�������� ������ ρ � ���DD�)������ ���D�������� λ �"� B� ������ ρλ
���D����� ��	�	������ ������ ρ � ���DD�)������ ���D�������� λ�

����� ,��� �����% ��/ � ���1� C� 	������ ������ &����� &������ ����������� &��+
�������	� (X, ρ) � 	��������, �������,� &���������	� (X, ρλ)� ,λ = 1/c� ��� (X, ρ) ������+
������ λ ≡ 1� ��� (X, ρ) ����������1 �	����� ��������
� &��
� &���������	�� � 	������+
��, �������,�

�<�80�� v/ F%�< (X, ρ) 8 ����B����� ����������� x ∈ X� $4������ g : X → X
��4H����� δ(x)!���������� ��"� ρ(y, g(y)) ≤ ρ(x, g(x)) 5"� "#(�� �B�� y ∈ X� F��������� �
��%������ ������� ��4H����� δ!��������
�� ��"� 5"� "#(HD 5�%D �B�� x, y ∈ X �%����%�
δ(x)!��������� ������5���� x � y�

��<��H� 3/�/ ��6��16
���/ 9����� ������+���&������ &������ ���������� ����+
�������� &���������	� � 	��������, �������, (X, ρ) ��������D�� &������ ��&�����������
&���6	������ c−1(a) × R+ ,����	������ c−1(a) × R1� ��� c−1(a) � &���6	����� �������	�
���	�� D���)�� c ,������� &����
1 �� (X, ρ)� 9 ���6�������* ������
 � ��&���������� ���&+
&� G ��������D�� &������ ��&����������� &���6	������ I × R+ ,����	������ I × R1�

@ ��(�� B���B�� �(�(���� ������ ���� �4 ��� � D�������4���� ��5�(�� �5����5�HD ���5!
����5�HD �������HD ���0��(��4�� �� �"%B�� "���"<��!�������HD ��5�(�� �5����5�HD ���5!
����5�HD ��������� � ��%������ �������� %5��"�����#��D 5���"���"<���% %�"���#�
B� ������B���� ��������� I�����"����� �5����5��� ���������� δ!�5����5�� �"� ����
�0����B���%# ���4% �����4�% �� *��� *"�����5���%� F�� �D k� %�"����D 5���4��� 0����4�
@�+� ����������0� � ���"�0�B����� ��%�%�� ���D ����������



g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

����� r/ ����� (X, ρ) � &������ ���������� ������������ ������+���&������ &��+
�������	� � 	��������, �������, � (X, ρλ) � ����	����	����� ��� ,������� ��/ 	 ���1�
λ = 1/c� ���������� ������+���&������ &���������	� � 	��������, �������,� ����&��+
���� ��� 	
&����� ���� �6 �������* ���	�,2

T1 &���������	� (X, ρλ) ����� ���	�6�� ≥ k &� 2� C� 2��������	� �
U1 &���������	� (X, ρλ) �	����� δ+��������
��

����� G � ������7�� �	�6��� ����6���	��� ������+���&������ ��&���������� ���&+
&� &�����, ,�	�����,1 &���������	� (X, ρ) ,(X, ρλ)1� ������	�	���� ������, ���������	���
&���������� ��� 	 ���� ���&&� I � ������7�� &�����&&� �6������, &���������	� (X, ρ) 	
���&&� G� x0 ∈ c−1(1) � H ⊂ I � ������6���� ����� x0 	 ���&&� G� �����
, ���� gH ∈
G/H ������	���� ��������	����� � �����, g(x0) &�� &����� ����������� f : G/H → X�
f(gH) = g(x0)� �����

�1 ���&&� G� �����M���� ���&�����+����
��, ��&�����, ����������� ��,��	�� G
�� X� �6����D�� ���������� &��&������ &���6	������ ��&���������* ���&& (R,+) � I ,�
��������, &�����&&�, I1 ���� ��� ,	 ����� �11 ������
 &�����&&
 (R,+) � {e} �����+
������ � ��������� ���&�����, &�����&&
 H ⊂ I � I/H � �DD����	��� ���������� &��+
�������	� ���&&
 I�

/1 (X, ρλ) = (G/H, ρλ) � ���������� �DD����	��� &���������	� � G+��	��������, 	���+
�����, �������, ρλ ����������� ������������� �	��� ��,��	�� G �� G/H�

	1 &���������	� (X, ρ) ������	���� �6��������� &���������	� (G/H, ρ)� D���)��
c : (G/H, ρ) → R+ � ��������� � ����	������� ������ &����
 &���������	� (G/H, ρ)� ���
c((t, i)H) = exp(t)� (t, i) ∈ (R,+) � I ,� ������ &� �11�

������5��

�� B������	���, 9�:� F�5�(�� �5����5�H� "���"<�� ��"�H� ���������� � ��%������ ��!
����� 66 $4�� �%4��� 
�������� /  �� � ��,�� 1� &� 	.//�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� g�

!���	����	�� CD0'��
���(
����$��� ���������

���� ������1� ���� #�%���2

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
�
1 �����
�����	
��	�� 2 �����������	
��	�

+� ����k���� ���0� ���� Q 8 ���%��� ������ ,� �� ��������� D�%�5������ ���"�!
0�B����� ����������1 (�4 �4�"�������HD �B��� ��� �(HB��� �����"�� C(Q) �(�4��B����
���k���� ���D ������H��HD ���������HD �%������ ����5�"���HD �� Q� � �����"�� c0(Q) 8
�����%����< ���D ���D �%����� f : Q → R� B� ���k���� {q ∈ Q : |f(q)| > ε} ����B�� 5"�
"#(�0� B��"� ε > 0�

F��������� CD0(Q) = C(Q)+c0(Q)� ���5����� 9�*� *(������B�� � *�@� @����5�� ��� /�
� ��B���� ������� (���D���� ��;��� � ������H�� ���(HB�H�� ����5����!���"�0�B������
���������� ���"%k�"� ���5���� 5�"<���;�D ��������HD ���"�5������ ,���� ��������� �	.7�1�
�5��� �4 ��4%"<��� ����HD ���"��< ���5���"���� CD0(Q) � ��5� ���������� C(Q̃) �����!
�H��HD �%����� �� ���k���� Q̃ = Q×{0, 1}� ���(k����� �������� ��������� D�%�5�������
���"�0��� ,��� ���1� @ 5����� ��(�� �H ���5�"k��� ������������H� � �g� ���"�5������� ���!
4���H� � ��������������� %�����%HD ��4%"<��� �� �"%B�� ��B���� (���D��HD ����"������

����D��� ����"����� ,�"�� �B���� ������H���� (���D��� ����"�����1 ��5 Q ��"���� ���!
��"�4����� ��%�����0� ���5���"���� � �������H����� �%����� X � ����5�"����� �� Q � ��!
�����"�#��� ��k5�� �B�� q ∈ Q �������� (���D��� ���������� X (q) ,��4H������ �"��� X
� �B�� q1� )5�� �4 �����"<�HD ��5D�5�� � ����5�"���# �������H������ X 4��"#B���� �
�H5�"���� �� ��4H������ ������H���� ��%�%�H � X 8 �������0� �������0� ��5�������!
��� CX ���������� ��B���� S(Q,X ) = {s : Q → ∪ MPX : s(q) ∈ X (q) 5"� ���D q ∈ Q} ���0��
B� ���B�B��� ����� |||c||| : q �→ ‖c(q)‖X (q) ��k5�0� ��B���� c ∈ CX ������H��� � ���k����
{c(q) : c ∈ CX } ��#5% �"��� � X (q) 5"� ���D q ∈ Q� +�����H���� ��%�%�� CX ��4��"�!
� ����5�"�< �����%����< C(Q,X ) ������H��HD ��B���� ����"����� X ��� ���k���� ���D
���D ��B���� u ∈ S(Q,X )� B� |||u − c||| ∈ C(Q) ��� c ∈ CX � F����� ������H���0� ��B���� (�!
��D��� ����"����� ��"���� ��������H� �(�(������ ������ ������H���� �����!�%�����2
5������"<��� ��"� X 8 (���D��� ����������� � C(Q,X) = C(Q,X )� 05� X 8 ���������
(���D��� ����"����� �� �"��� X� ���(k����� ������H���� ��%�%���� ��������� ���������
�4 �������HD �%����� c : Q→ X�

F%�< X 8 ����4��"<��� (���D��� ����"����� ��5 Q� F���H�� ���"�0��� (���D��HD ��;�!
�� c0(Q) � CD0(Q) ��"�#�� ���������� ��B���� c0(Q,X ) = {u ∈ S(Q,X ) : |||u||| ∈ c0(Q)} �
CD0(Q,X ) = C(Q,X ) + c0(Q,X )�

����� r/ E���� ����� ��6������ 	 &����� ����� CD0(Q,X ) = C(Q,X ) ⊕ c0(Q,X )�
����� ����6��� ������ ������� u ∈ CD0(Q,X ) ������	���
� ����6�� &������	����� 	 	���
����
 u = uc + ud� ��� uc ∈ C(Q,X )� ud ∈ c0(Q,X )�

����� s/ '������ u ∈ S(Q,X ) &��������� CD0(Q,X ) ����� � ����� ������ �����
�� ���, ����� q ∈ Q ������	��� &���� lim

p→q u(p)� ��� ���� lim
p→q u(p) = uc(q) �� 	��* q ∈ Q�

@��5�� ���"�0�# �� ���k���� Q×{0, 1} �"�5%#��� �(��4��2 Q×{1} ���(5�� 5�����!
��� ���"�0��� � 5"� "#(�0� I"����� q ∈ Q ��������<# �B�� (q, 0) �(����� ������ ��5!
���k���� U ⊂ Q×{0, 1}� 5"� �����0� �%����%� ���� ��������< V ⊂ Q �B�� q� B�
(V×{0, 1})\{(q, 1)} ⊂ U � F�"%B����� ���"�0�B����� ���������� �(�4��B�� �����"�� Q̃�

�"� f ∈ CD0(Q) ����5�"�� �%����# f̃ : Q̃ → R ���������� f̃(·, 0) = fc� f̃(·, 1) = f �
@ ��� -� ����4���� B� Q̃ ��"���� �������� � ��(��k���� f �→ f̃ ��%����"�� �4�����!
B����� � ����5���H� �4������4� ��k5% (���D��H�� ��;����� CD0(Q) � C(Q̃)�



g/ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

)���5�"�� �%����# X̃ �� Q̃� ��"�0�� X̃ (q, 0) = X̃ (q, 1) = X (q) ,q ∈ Q1� � 5"� ��k5�0�
��B���� u ∈ CD0(Q,X ) ��������� ��B���� ũ ∈ S(Q̃, X̃ )� ����5�"����� ���������� ũ(·, 0) = uc�
ũ(·, 1) = u� +��"�k�� ����4�<� B� ���k���� {ũ : u ∈ CD0(Q,X )} ��"���� ������H����
��%�%���� ��������#��� X̃ � (���D��� ����"����� ��5 Q̃�

����� t/ 9�������� &���������	� CD0(Q,X ) �	����� ����*�	
� CD0(Q)+������
����������� ��	�������, ����
 ‖u‖ = sup{‖u(q)‖ : q ∈ Q} � &���������� ���������� [���+
������� u �→ ũ �������	��� ���,��� �6������� CD0(Q,X ) �� C(Q̃, X̃ )� ��� ���� f̃u = f̃ ũ
�� 	��* f ∈ CD0(Q)� u ∈ CD0(Q,X )�

F%�< X � Y 8 (���D��H ����"����� ��5 Q� &����"�� S[X ,Y] �(�4��B�� �����%����<
�����4��k�HD �%����� H� ����5�"���HD �� Q � �������"�#��D �B��� q ∈ Q �0����B��!
�H� "�����H� �������H H(q) : X (q) → Y(q)� ��� "�0�� ��5�<� S[X ,Y] ��"���� ������H�
����������� ������"<�� ���B�B�HD ���������

�"� H ∈ S[X ,Y] � u ∈ S(Q,X ) %�"������ �(�4��B�< �����"�� Hu ��B���� ����"����� Y�
����5�"����� ����%"�� (Hu)(q) = H(q)u(q) ,q ∈ Q1� @��5�� � ����������� ������H� ��5���!
������� C[X ,Y], c0[X ,Y], CD0[X ,Y] ⊂ S[X ,Y]� �������� �4 �D �%����� H ∈ S[X ,Y]� 5"�
����HD �4 u ∈ C(Q,X ) �"�5%� Hu ∈ C(Q,Y)� Hu ∈ c0(Q,Y)� Hu ∈ CD0(Q,Y) ������������

����� u/ L�� H ∈ CD0[X ,Y]� �� sup{‖H(q)‖ : q ∈ Q} < ∞� F����� �6 &���������	
C[X ,Y]� c0[X ,Y]� CD0[X ,Y] �	����� ����*�	
� &���������	�� ����������� ��	�������,
����
 ‖H‖ = sup{‖H(q)‖ : q ∈ Q}�
����� v/ E���� ����� ��6������ 	 &����� ����� CD0[X ,Y] = C[X ,Y] ⊕ c0[X ,Y]�

9 ���������� ���� D���)�� H ∈ CD0[X ,Y] ������	���
� ����6�� &������	����� 	 	���
����
 H = Hc + Hd� ��� Hc ∈ C[X ,Y]� Hd ∈ c0[X ,Y]�
����� w/ L�� H ∈ CD0[X ,Y]� u ∈ CD0(Q,X )� �� Hu ∈ CD0(Q,Y)� (Hu)c = Hcuc�

(Hu)d = Hcud + Hdud + Hduc�

�"� H ∈ CD0[X ,Y] ����5�"�� �%����# H̃ ∈ S[X̃ , Ỹ]� ��"�0�� H̃(·, 0) = Hc� H̃(·, 1) = H�

����� z/ [���������� H �→ H̃ �������	��� ���,��� �6������� ����� ����*�	
+
�� &���������	��� CD0[X ,Y] � C[X̃ , Ỹ ]� ��� ���� �� ��
* f ∈ CD0(Q)� H ∈ CD0[X ,Y]�
u ∈ CD0(Q,X ) �&��	���	� ��	����	� f̃Hu = f̃ H̃ũ�

�"� C(Q)!��5��5%"� V ⊂ CD0(Q,Y) �(�4��B�� �����"�� pOP(C(Q,X ),V) ���k���� ���D
�0����B���HD C(Q)!0��������4��� �4 C(Q,X ) � V� �"� H ∈ CD0[X ,Y] ����5�"�� �%����#
TH : C(Q,X ) → CD0(Q,Y)� ��"�0�� (THu)(q) = H(q)u(q) 5"� ���D u ∈ C(Q,X ) � q ∈ Q�

����� {/ [���������� H �→ TH �������	��� ���,�
� �6������� ����� &�����
����*�	
* &���������	 C[X ,Y] ↔ pOP(C(Q,X ), C(Q,Y))� c0[X ,Y] ↔ pOP(C(Q,X ), c0(Q,Y))�
CD0[X ,Y] ↔ pOP(C(Q,X ), CD0(Q,Y))�

������5��

�� -i>@?�/HWO Y�-�� GHW_<="@\ -�G� jWXRVTY OQWYTSOYZ \YOP TN^ MNSO T ZPTVV jMWZf ZQTJW 66 �N^TX�
vTSL� ��_� �[[�� x� /� � 	� h� /�-./-��

/� -i>@?�/HWO Y�-�� GHW_<="@\ -�G� jWPTYlTUVW JVTZZWZ O\ RNMSTV ev!ZQTJWZ 66 i� vTSL� eNTV�
eQQV� �[[	� x� �7 � � /� h� 	[7.����

	� -i>@?�/HWO Y�-�� GHW_<="@\ -�G� KLW YWXRVTYMS] O\ OY^WY UORN^W^ OQWYTSOYZ MNSO C(K)� �� 66
}RTYS� i� vTSL� ac\OY^ _WY� /� �[[	� x� ��� � �-�� h� /�-./- �

�� -.t@# |J�� a>W@! 1� CD0(K,E) TN^ CDω(K,E)!ZQTJWZ TZ �TNTJL VTSSMJWZ 66 hOZMSMdMS]� /   � x� ��
� 	� h� /�	.//��

�� a>W@! 1� e JONJYWSW ^WZJYMQSMON O\ CD0(K)!ZQTJWZ TZ C(X)!ZQTJWZ TN^ MSZ TQQVMJTSMONZ 66 hYOJ�
ePWY� vTSL� _OJ� /  �� x� �	/� h� �-g�.�-g	�

g� b}�H? ;�� $�iiH!< ��-� _WJSMON ZQTJWZ O\ �TNTJL URN^VWZ bLMJL XWNWYTVMfW ZOPW \RNJSMON ZQTJWZ 66
_MUWYMTN e^d� vTSL� /  g� x� �g� � 	� h� -�.7��

-� ;>�H=<_# u�%� aN CD0(K)!ZQTJWZ 66 @"�5������4���� ��� k%��� /  �� 3� g� � �� &� -�.-	�
7� 2&�, s�� v����� (� E����� � ����������D CD0(K) 66 &�(� ��� k%��� /  g� 3� �-� � 	�

&� ���.��-�
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�
����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
�

�����������	
��	�

F%�< m,n ∈ N� 1 ≤ p < ∞� �"� K ≥ 1 �(�4��B�� B���4 Gp(K) �"��� ��(��k����
v ∈ W 1,p

loc (V ; Rm)� ����5�"���HD �� �("���D V ⊂ Rn � %5��"�����#��D 5����������"<��!
�% ���������%

F (v′(x)) ≤ KG(v′(x)) 5"� ���� x ∈ V.

E5��< v′ =
( ∂vμ

∂xν

)
8 ������ ���(� ��(��k���� v� F : Rm×n → R � G : Rm×n → R 8 ������H�!

�H� �%������ Rm×n 8 ���������� ���������HD m×n!������ �������������� � �������!
��� ������ |ζ| = sup{|ζ(x)| : |x|<1}� ζ ∈ Rm×n�

@ �"%B�� m = n� F (ζ) = |ζ| � G(ζ) = det ζ �"��� Gn(K) ����� �4 ��(��k���� � �0����!
B���H� ����k������ ��"�#��D�� �5��� �4 ��k�HD �(����� ���"�5������ � 0������B�����
����� ��(��k���� ,���� ��������� ����0����� ��.	�1�


H 5���4H���� �����% � ����%"%B;�#����� ���0���%����� ����4��5�HD ��(��k����
�4 �"���� Gp(K)� �� ��4%"<� ��"���� ���"�0�� 5"� ��(��k���� �"���� Gp(K) D���;�
�4������ �����H � ����%"%B;�#����� ���0���%����� ����4��5�HD ��(��k���� � �0����!
B���H� ����k������ ��"%B����� 3� $������ � =� 
������ ��� � 3� $������ ��� ,��� ��k�
����0����# �	�1� ������� 5���4��"<��� I�� �����H ��k�� ���� � ��<� �g��

+�������� B� ������H���� �%����� Φ: Rm×n → R ��4H����� �	�6�	
&���, � ��H�"�
���� 
���� �-�� ��"�∫

B(0,1)
(Φ(ζ + ϕ′(x)) − Φ(ζ)) dx ≥ 0 5"� ���D ϕ ∈ C∞0 (B(0, 1); Rm) � ζ ∈ Rm×n.

=������ B� �%����� Φ ��< ���+��������� ,���� ��������� �7� 	�1� ��"� Φ � −Φ ��"�#��
���4��H�%�"H�� �%��������

F%�< 2 ≤ k ≤ min{m,n}� F��5��"�k��� B� ������H��H� �%����� F � G %5��"�����#
�"�5%#��� ���5��"�k����� ,�H �"�5%�� �%������� �4 �[�12

,p/1 G ��"���� �%"<!"�0���k������
,p	1 F � G ��"�#�� ��"�k��"<�� �5����5�H�� �%������� ������ k�
,p�1 sup{K ≥ 0 : F (ζ) ≥ KG(ζ), ζ ∈ Rm×n} = 1�
,p�1 cF = inf{F (ζ) : |ζ| = 1} > 0�
�����/ ����&������ ��� 	
&����
 &���&������� ,p/1.,p�1� ����� ������	��� 	�+

����	���
� ���� q(F,G,K) � p(F,G,K) ������ ��� 1 < q(F,G,K) < k < p(F,G,K) � ��
������� ���� q(F,G,K) < p < p(F,G,K) ���� ����������� v : V → Rm �6 ����� Gp(K)
���� 	 &���������	� W 1,s

loc (V ; Rm) � ��
� &���6����� q(F,G,K) < s < p(F,G,K)� ���
���� �� �����, &�����, D���)�� ϕ ∈ C∞0 (V ) �&��	���	� ����	����	� ��&� F�����&&��

‖ϕv′‖Ls(V ;Rm×n) ≤ Cs(F,G,K)‖v ⊗ ϕ′‖Ls(V ;Rm×n).

�� ������ ��4��"�� %��"�< ��"%B���H� ����� ������ � ��(�� �[� ��4%"<�H �� %���!
B����� ������������HD �"����� ��;����� )����� B� � I�D ��4%"<��D ��(%#�� 5���"!
���"<�H� ���5��"�k���� �� �%����� F � G�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
�( +����� �� ���
���
)��*��
�� ��������� $�����/ �	1 �������� ��	���� �������� �7�
��  ����8� 
��7
�� 9��	( 2��5
��/�	
��
��� 
�����/�

��� ������� +, �-. ?-����	�
�� ����	��� ���� ��
�/�  �����
���@
�� ��#!  $�
�� ��������1 ���7�����

�� 
����"
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������5��

�� 3�7����� R�8� F�����������H� ��(��k���� � �0����B���H� ����k������ +�����(����2
+�%��� �[7/�

/� 3�7����� R�8� 3�����H %���B����� � 0������� � ���"�4�� /!� �45�� ������(� +�����!
(����2 $45!�� $�!� ������ �[[g�

	� Z @!H"W ;�� A@>=H! %� wWOPWSYMJ \RNJSMON SLWOY] TN^ NON!VMNWTY TNTV]ZMZ� ac\OY^2 ac\OY^
{NMdWYZMS] hYWZZ� /  �� ,ac\OY^ vTSLWPTSMJTV vONOXYTQLZ1�

�� Z @!H"W ;�� A@>=H! %� }RTZMYWXRVTY PTQQMNXZ MN WdWN ^MPWNZMONZ 66 eJST vTSL� �[[	� x� �- �
� �� h� /[.7��

�� Z @!H"W ;� Q!pTYPONMJ SWNZOYZ TN^ oRTZMYWXRVTY PTQQMNXZ 66 eNN� O\ vTSL� ,/1� �[[/� x� �	g�
� 	� h� �7[.g/��

g� o@>@W� ��� 1O�!n ~� e ZLOYS QYOO\ O\ SLW ZWV\!MPQYOdMNX YWXRVTYMS] O\ oRTZMYWXRVTY PTQQMNXZ 66
hYOJ� ev_� /  g� x� �	�� � �� h� �7-.�[/�

-� A�>>"# K�X� vRVSMQVW MNSWXYTVZ MN SLW JTVJRVRZ O\ dTYMTSMONZ� �WYVMN� pWM^WVUWYX� �Wb �OYl2
_QYMNXWY!xWYVTX� �[gg� ,wYRN^VWLYWN ^WY vTSL� mMZZ�� x� �	 1�

7� X@.. I�A� qONdWcMS] JON^MSMONZ TN^ WcMZSWNJW SLWOYWPZ MN NONVMNWTY WVTZSMJMS] 66 eYJL� jTSMON�
vWJL� eNTV� �[--� x� g	� h� 		-.� 	�

[� L����	 2�2� ����B����< �"����� ��(��k����� ���4��H�%�"��< � �%"<!"�0���k���H 66
���"� *+� /  -� 3� ���� � g�
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��0��(��4�� ��5���H 8 3?����� ,�31 8 I� R4� ���������4������� �� ��;��� �(!
��4������� �5���B�H�� �5��0��� �5�"< ���� x2, x3, x4 � �5��0�� (x1 + 1, x2, x3 + x2, x4)� ��
4����%�� ����"���B����� ���0��(��4���

&����� ��B���� "������0� ����"�����0� ����"����� ��5 �3 8 ���"�0 I�!�%����� ���!
(�� ����4��� ������ � �"�k���� �3 � CPn ��� ������ 5���HD I�!�%������

������5��

�� 5��D��� C� '����� � I�!�%�����D� 
������ 
��� �[77�
/� ;@H?@!�/ Z�-� _WJTNSZ O\ eUWVMTN xTYMWSMWZ� KLWST zRNJSMONZ� TN^ _OVMSON roRTSMONZ� hYWQYMNS�

TY�Md2TVX!XWOP6[g [ �[�
	� s�D���	�� E� 3� )����H �"0�(���B����� 0�������� 3� /2 &D��H� ����"����H� ���0��(��!

4��� 
�2 +�%��� �[77�
�� KO">! J� J� qOPQVWc PTNM\OV^Z� KWcSOZ ^W vTSWPTSMJT� �O� �� jWJM\W2 {NMdWYZM^T^W ^O jWJM\W�

�[�[�
�� %"Hn"< b� _]PQVWJSMJ ZSYRJSRYWZ ON T 2 URN^VWZ OdWY T 2 66 nRlW vTSL� i� �[[/� x� g-� h� �	[.����
g� %>H�=O< d�� b@>>H< I� hYMNJMQVWZ O\ TVXWUYTMJ XWOPWSY]� ����.qLMJLWZSWY.�YMZUTNW.KOYONSO2 iOLN

mMVW] TN^ _ONZ� �[-7�
-� %>�?�/ A� hTYSMTV ^MtWYWNSMTV YWVTSMONZ� �Wb �OYl.�WYVMN2 _QYMNXWY xWYVTX� �[7g�
7� ;H<WO."> �� qVOZW^ /!\OYPZ TN^ TN WPUW^^MNX SLWOYWP \OY Z]PQVWJSMJ PTNM\OV^Z 66 i� nMt� wWOP�

�[--� x� �/� h� //[./	��
[� ;O^><=�! G�d� _OPW ZMPQVW WcTPQVWZ O\ Z]PQVWJSMJ PTNM\OV^Z 66 hYOJ� ePWY� vTSL� _OJ� �[-g�

x� ��� h� �g-.�g7�
� � ;>@.." -�� pt>"@ I� _]PQVWJSMJ vTNM\OV^Z bMSL NO u�TLVWY _SYRJSRYW� sWJSRYW �OSWZ MN vTSL� �gg��

�WYVMN2 _QYMNXWY� �[[-�
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� ��$�1%���� ������$ &��
���( ��	������
���	������ 9 ��$����

��� #�(�����

.����	*��/	�
�� ��������� ������
�� +	 	�����!� ����	����	�� '�����#��
� ���
��������	�

@ ��(�� ����������#�� 0"���H� 4��B���� �� ��;� � � ��H�"� ���4���� 8 &���� ���!
0��"� 
�����""� 8 ��D���� � ���0� ����5��H�%�"HD �("���D �4 Cn�

F%�< D 8 ���0� ����5��H�%�"�� �("��< � Cn � 0������� ∂D �"���� C3� � ��

D = {z ∈ Ω : �(z) < 0},
05� �(z)!����������4��B��� ���0� �"#���%(0������B����� �%����� �"���� C3 � ��������
��������� Ω 4��H����� �("��� D � ����� B� d� �= 0 �� ∂D�

$4������ B� � Ω �%����%� (��<����� 0"�5��� �%����� Φ(ζ, z) ��������HD (ζ, z) ∈ Ω×Ω
����� B� Φ 0�"������� �� z ∈ Ω ��� ������������� ζ ∈ Ω�

2Re Φ(ζ, z) ≥ ρ(ζ)− ρ(z) + γ|ζ − z|2

5"� �������� ������H γ > 0�

Φ(ζ, z) =
n∑
k=1

Pk(ζ, z)(ζk − zk),

05� P = (P1, . . . , Pn) 8 0"�5��� �����!�%����� ��������HD (ζ, z) ∈ Ω × Ω� 0�"�������� ��
z ∈ Ω ��� ������������� ζ ∈ Ω�

)(�4��B�� B���4 U(ζ, z) �5�� 
�����""� 8 ��D���� ���� � ��

U(ζ, z) =
(n− 1)!
(2πi)n

· w
′
0(ζ, z) ∧ dζ

|ζ − z|2n =
(n− 1)!
(2πi)n

·
∑n

k=1(−1)k−1(ζk − zk) dζ[k] ∧ dζ

|ζ − z|2n .

)���5�"�� 0"����� 4��B���� d�Q� �� ��;� � d�Q�L� � ��H�"� ���4���� 8 &���� �	���

v.p.
∫
∂D

U(ζ, z) = lim
ε→+0

∫
∂D\Bz(ε)

U(ζ, z),

v.p.h.
∫
∂D

U(ζ, z) = lim
ε→+0

∫
∂D\Uz(ε)

U(ζ, z),

5"� z ∈ ∂D� 05� Bz(ε) = {ζ : |ζ − z| < ε}� Uz(ε) = {ζ ∈ ∂D : |Φ(ζ, z)| < ε}�
$4����� �/�� B�

v.p.
∫
∂D

U(ζ, z) =
1
2
, z ∈ ∂D.

����� r/ ��� n > 1 �&��	���	� D�����

v.p.h.
∫
∂D

U(ζ, z) =
1
2
, z ∈ ∂D.
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�� 2,6������ `�2�� R����	 2��� $��0��"<�H� ���5���"���� � �HB�H � ���0������� ���!
�"������ ���"�4�� +�����(����2 +�%��� �[-[�

/� F
�����	 2�5�� 5
��	�) '� 8� ) 0"����� 4��B���� �� ��;� ���(�0� ���0��"� C������ 8
������4� � ���0� ����5��H�%�"HD �("���D ���������� Cn 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �g�
� 	� &� g/�.g		�

	� -.= G� _MNXRV�TYW MNSWXYTVW PMS XWPMZJLSWN LOPOXWNMS�TSWN TR\ PTNNMXY\TVSMXlWMSWN RN^ TNbWN^RN!
XWN MN ^WY \RNlSMONWNSLWOYMW 66 vTSL� �WMS� �[-�� x� �	-� � 	� h� //-./�g�

�� ]">m?@! w�� J="H! a�A� KLW _fWX�O lWYNWV MN SWYPZ O\ qTRJL] 8 zTNSTQQM�W lWYNWVZ 66 nRlW
vTSL� i� �[-7� x� ��� � 	� h� �[-.//��
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%�� ����$ !�%$�%�
�  ��)���"�� 4���%�
����$ 	�����
� 	����� � �$�%����	� ���	�������

�� �� #���������$

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ��������	
��	�

����� �4����� "#(��H��� �����5���� ����5���� I�0�5�B����D ���5��D � ,�(������HD1
�����0�"��� ����� �0�� ��< ���0� �(��0� � 5���4��"<���D I�0�5�B����D ����� � �����
� �D�5����� �����0�"��� �� � �����"� ,�� ��4k� ����5��H � !D 0�5�� ���;"�0� ����1 �
����������% ���5��"�k���# � ��4��k���� %��������� I�0�5�B����D ���5��D � �����0�"��
�5���� �%�����%�%���� G����"<�� ������ (H" �����"�� &� ���%��� � ����

@ �/� ���5��� � ���"�5%#�� 5�� ���HD ��������HD �"���� ��D���B����D ���������2 ���!
��0�"<��!I�0�5�B����� � I�0�5���!�����0�"<�H�� F����5"�k���� � I�� �"����� ���"�5�!
���"<���� �"%B���HD ��"�B�� ���05� �D�5��� 8 � �� ��� � �� ������ I� ��� �����"��
�������� ��5��k���� �����0�"<��!I�0�5�B����� � I�0�5���!�����0�"<��� ����� ,�����H �
� / ��k�1� ��k5�� �4 ��D %�������%� ,��5��k� ��� B���H� �H��k5���H� �"%B��1 �� ;��<
�����2 � �(HB�H� I�0�5�B����� �����H ����0��� � ��� +������� � �����H �%(� � �D�5���!
�� �����0� � �(�������0� �����0�"� �� �� � �� ����� ,�����H ����0��� � �%(� � �D�5�����
�����0� �����0�"� �� �� 8 � ��(�"<;��� ��������H�� �0��������� ���"<�H� B�H�� ����!
�H 8 ��"���<#� (�4 �0������1� ����� �0�� �������"<��� � 5��������� ����������� D���;�
�4����H� 5"� I�0�5�B����D ���5��D � �����0�"��� ������5"��H � 5"� �����0�"<��!I�0�5�!
B����D � I�0�5���!�����0�"<�HD ��������� �/��

F����"<�% ���#����� 5���4��"<��� %�������%#��D ����� � � / ����"<4%# %���k5�!
��� ��� I�0�5�B����D ������ �� � ����� � �D�5����� �����0�"�� 8 � ��5D�5H 5�# ,����1
�"<�� ��4��k���< �D �5���� ����%"������� �� 5���� ��4�������0� %�������������0� 5���!
4��"<����

F%�< (Ω, F, λ) 8 ����������� ����������� T 8 �0� I�5������4�� f ∈ L1(Ω)� � �%�<
Fn 8 ��������� ���"�5����"<���< σ!��5�"0�(� F � Fn ↑ (↓)F∞ ��� n→∞� F�"�k��

Anf =
1
n

n−1∑
k=0

f ◦ T k, f∗ = lim
n→∞Anf, f∗∞ = E(f∗|F∞).

����4 L logL �(�4��B��� ��� �(HB��� �"��� E�0�%�5� ���D �4�����HD �%����� f � 5"� ����HD
���0���%��� |f | log+ |f | ,45��< 0 log+ 0 = 0� �B���5��� L logL ⊃ Lp ��� "#(�� p > 11�

����� r ,�����0�"<��!I�0�5�B�����1 �/��
�1 ����� f ∈ Lp� p ∈ [1, ∞)� ����� E(An1f |Fn2) → f∗∞ 	 Lp &�� n1, n2 → ∞� &�� ����

‖f∗∞‖p ≤ ‖f‖p�
/1 L�� sup

n
|Anf | ≤ h &� 	� �� ��������, ������������, ����,��, 	�����
 h ,��� 6�	�+

���� 	
&�������� ��&������ 	 ����� f ∈ L logL1� �� E(An1f |Fn2) → f∗∞ &� 	� &�� n1, n2 →∞�
&�� ���� Ef∗∞ = Ef � � ��� F∞ T +��	��������� �� � f∗∞ � �����

L�� T ���������� �� f∗∞ ≡ Const = Ef &� 	�

F�"�k�� 5�"��

f∞ = E(f |F∞) (= lim
n→∞E(f |Fn)), Anf

∞ =
1
n

n−1∑
k=0

f∞ ◦ T k, f∞∗ = lim
n→∞Anf

∞.

����� s ,I�0�5���!�����0�"<���1 �/��
�1 ����� f ∈ Lp� p ∈ [1,∞)� ����� An1(E(f |Fn2)) → f∞∗ 	 Lp &�� n1, n2 → ∞� &�� ����

‖f∞∗ ‖p ≤ ‖f‖p�
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/1 L�� sup
n
|E(f |Fn)| ≤ h &� 	� �� ��������, ������������, ����,��, 	�����
 h ,���

6�	����� 	
&�������� ��&������ 	 ����� f ∈ L logL1� �� An1(E(f |Fn2)) → f∞∗ &� 	� &��
n1, n2 →∞� &�� ���� Ef∞∗ = Ef �

L�� T ���������� �� f∞∗ ≡ Const = Ef &� 	�

;��9��� r/ ����k5���� ����� � � / � �H��k5����� �"%B�� Fn ≡ F ,� I�� �"%B��
� E(An1f |Fn2) ≡ An1f � � An1(E(f |Fn2)) ≡ An1f 5"� "#(�0� n21 �����5�# � %���k5������
I�0�5�B����D ����� ��� +������ ,��"���<#1 � ����0��� ,5"� f �"���� L logL1� @H��k5��!
�H� �"%B�� T ≡ id ,� I�� �"%B�� � E(An1f |Fn2) ≡ E(f |Fn2)� � An1(E(f |Fn2)) ≡ E(f |Fn2) 5"�
"#(�0� n11 5�� %���k5���� ����� �%(� � �D�5����� �����0� � �(�������0� �����0�"��2

� B��� �D�5����� �� ����� 8 ��"���<# ,�����"<�% ������ �����0�" Xn �D�5��� ��
����� �05� � �"<�� �05� ��05� �� ��������� � �� ���� ��5 Xk = E(X0|Fk) 5"� ���D k
� �������� ���0���%���� �"%B����� ��"�B��H X0� � �(������H� �����0�" ���05� ����
���� ��5 � ��0%"����1�

� B��� �D�5����� �� �� 8 5"� �(�������0� �����0�"� ��"���<#� 5"� �����0� ��0%"��!
��0� 8 ��"���<# ,� ����0%"���H� ����H� �����0�"H �"�D� %�������%#�� � I�0�5�B������
���5���� 8 %k� ����%� B� �� ����� �� �D�5���1�

;��9��� s/ $4(���<�� � %�"���� ��k����%����� � ����%"������D ���HD B����
�(��D ����� ,� �� ��"�(�< %�"���� f ∈ L logL 5� %�"���� f ∈ L11 8 ��"<4��

������5��
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E����%�� �������%���� ��D������ ���0��(��4�� ����� ��� /� ��"� �0� ��k�� ���5��!
��<� ��� �(��5������ 5�%D ��"�HD ����5�"�� ��5� /� � ��"<4� ���5����< � ��5� �(��5������
5�%D ��"�HD ����5�"�� ���<;�0� ��5�� $4����� 5���"<�� ���0� ���0��(��4�� ��5� /� ��� ��!
������� ��� ���4�H� �%��H "��4��HD ���������� 3��k� �4����H ��� ���0��(��4�� E������
��5� /� )�� ��"���<# ����H��#�� ��<# ����������#������ ������� ���0��(��4���

E����%�� �������%���� ��D������ ���0��(��4�� M ��4H����� ���D+���������6���� ��!
"� �%����%� ���� �������� ����������#��D�� ���� F � B� M \ F 8 �����%����< ���!
0��(��4�� E������� 
H ������������ �"<�� �� ��4H����H� &������� �����������
�
0���!���0��(��4��� �� ���� 0���!���0��(��4��� B� ��k5�� �4 ���0��(��4�� E������ ���!
� �������%��%# (�4%� � ���� ��"���� �������%��H��

��k5��% 0���!���0��(��4�# ��k�� ��������< 0���� � ������ ���;��H �������%#
���0��(��4��� E������� �� ����H� ��4��4���� ���0��(��4��� � ��(�� 8 ����� �� ����H�
��4��4���� ���0��(��4���

��4%"<��� ��(�H ��"���� ��"�H� ������ ���D ��"���<# �������%��HD 0���!���0��(!
��4�� ��5� /� �������%#��D 0������ �4�(��k���HD �� ���� ��

���� �� �	���� �����������
� �	����������	��
���

@ ������ ��(�H "�k� ��<� ��� /�� � ����HD ����H 5�"� ��"��� �������� �0�� ��� ��!
���D���< C�0���� � �� �����D���<� �� ������ ��"����#�� ����5�"� ��4(������ ���������
��k5�� �4 ���0��(��4�� E������� �� ����H� ��4��4���� ��"���<# �������%���� 0���!
���0��(��4���

��4%"<�H I�D ���� ���� ���<�� �(��� D������� 
H k� ��������� �D 5"� ������ ���D
0���!���0��(��4�� ��5� /�

������5��
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!�	�
�
��� ��������	�� %� ) ��"�( �������
�������� �� �� !!�$ ������

���� #�������1� "��� ��%3���2

1 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� �����������	�
2 ����������
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� ����������
� �������
��	�

@ ��(�� ����������#�� ���B�B�H� ���������� 5"� �%����� �"����� &�(�"��� �� 0�%�!
��D ������ $4������ B� �%����� �4 ��������� &�(�"��� � ���"�5���� ���������� %5��"�!
����# "���"<�H� ���B�B�H� ������������ �����%"�������H� � ��5� ������ 5"� ������
��"�������D ��4"�k���� B���4 ���;�� ����4��5�H�� �� ��4%"<�H ��"%B��H � ��(�� �� ��!
�����0� � F� C��"�;� ���� ��4%"<� ��"���� �(����H�2 � ��(�� �� �������0� �/� 5���4���
������ � ��� B� ��"� �%����� %5��"������ ���B�B�H� ������������ � ��� �����5"�k�
"���"<���% ���������% &�(�"���� @ ��(�� &��� @�5��<����� �	� ��"%B��� D�������4����
�%����� �4 ��������� &�(�"��� � ����H�� ����4��5�H�� �� 0�%���D ����� � �����<# ��!
�B�B�HD �����;�����

@ 5����� ��(�� ����������#�� ���������� &�(�"��� �� ���;��� ����4��5�H�� ��
0�%���D ������ ����4H��#�� ���B�B�H� ���������� 5"� �%����� �4 I�D ���������� �
��k� �(����� �������

����� r/ ����� D���)�� f ∈Wm
1,loc(G) � �� &���6	���
� Xαf � d(α) � m− 1� �&������


	 �����, ����� &� D�����

Xαf(x) = lim sup
r→0

∫
B(x,r)

−Xαf(y) dy.

����� ��� |f(y)| <∞ � |Xαf(x)| <∞ �� d(α) � m− 1� ��

|f(y)− Tm−1
x f(y)| � C

(
M6κρ(x,y)|∇m

L f |(y) + M6κρ(x,y)|∇m
L f |(x)

)
· ρ(x, y)m,

��� Tm−1
x f(y) � �������� ��,��� D���)�� f(y) ���&��� m− 1 � )������ 	 ����� x� ∇m

L f =
{Xαf}d(α)=m� ρ � ���������� ����� �� ���&&�� � MRg(x) = sup

r<R

∫
B(x,r)

− |g(y)| dy � �����������

D���)�� Q���� � `���	����

F�� 5���4��"<��� �����H � ����"<4%#�� "���� C�5(��0� �( ������ �������"� �����
B���4 �������"<�%# �%����# C��5� 8 '�"�%5�� ������� ���0�B"���� 3��"��� �� 0�%���D
������ ���������� ��� F%������ � ���0��"<�H� ���5���"���� &�(�"����

����� s/ ����� F = {fα : d(α) � m − 1} � (m − 1)+���� D���)�,� �&�������
* 	
7��� B� ����,� ��� �� �������
* D���)�, aiB = aiB(F ) ∈ Lp(B)

|Rm−1
i F (x, y)| � ρ(x, y)α−d(i)[aiB(x) + aiB(y)]

�� 	��* d(i) � m− 1� ����� 	 ���� 7��� B0 ⊂ B ������	��� D���)�� f ∈ Wm
p (B0) ������

���
Xαf |B0

= fα|B0
�� d(α) � m− 1

� ���7�����
, m+���� F̃ = {Xαf, d(α) � m} ���	��	����� ����	����	�

‖Xαf‖Lp(B0) � C ·
(

max{‖fi‖Lp(B), d(i) � m− 1}+
∑

d(i)�m−1

‖aiB‖Lp(B)

)
5"� d(α) � m.

������� ����	
�
� �� 7���7
�� �
�
����� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����5

� ������� � �&������#'�!  +����� �� ���
��� )��*��
�� ��������� $�����/ �	1 �������� ��	����
�������� �7�
��  ����8� 
��7
�� 9��	 ������� .:���0&"0��&"�!"
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F�� 5���4��"<��� ����"<4%#�� ������� ��"�������D ���0�B"���� �� 0�%���D ������
������ ���� � ��4"�k���� ���H�0� ���k���� �� ;��H � ������H� ���H �4 �%�����!
��"<��0� ���"�4��

3���� �(��4��� ��"%B��� �"<��������� �������� ��������� &�(�"��� �� 0�%���D ������

������5��

�� X�c@><_H X�� b@c�l@<m d� hOMNSbMZW MNWoRTVMSMWZ \OY _OUOVWd \RNJSMONZ TN^ ZOPW TQQVMJTSMONZ 66
_SR^MT vTSL� �[[	� x� � g� h� --8[/�
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���(�	�� !����	������ �%��
� ����$���� !���	����	��

�� �� ,�4�����

$���
�� ���� �����	��!� ����	����	�� $���
� ������� � ��"�����	�

@ ���4� � ���("���� �������� �("��� �%�� ��5� � (������B�������� (���D���� �������!
��� ��� �H ���5�"k��� �4%B���� �"�5%#��0� ������� ����������� ��5�� ,��� �/� 	�1�

�<�80��/ F%�< π, δ 8 ������������ M ∈ R� E 8 (���D��� ����������� 
H 0�������
B� &��������	�� δ &��������� �������	� M · π 	 &���������	� E� ��"� 5"� "#(�0� �D�!

5���0��� � �%"# ��5�
∞∑
k=1

xk � ���������� E �4 �D�5����� ��5�
∞∑
k=1

xπ(k) �"�5%� �D�5����<

��5�
∞∑
k=1

xδ(k)� ���B��
∞∑
k=1

xδ(k) = M ·
∞∑
k=1

xπ(k)� E����H���� I� %���k5���� ��2

δ ∈ (M · π)(E).

*��"�0�B�� ���k���% (M · π)(E) ������ ���k���� (π + σ)(E)� 05� π, σ 8 ������������
����� B� (M ·π)(E) ⊂ (M ·π)(R)� (π+σ)(E) ⊂ (π+σ)(R)� 
H 5���4�"� �(���H� ��"#B����2

����� r/ ����� E � ����*�	� &���������	�� π, σ � &��������	��� M ∈ R� ����� (M ·
π)(E) = (M · π)(R)� (π + σ)(E) = (π + σ)(R)�

)�����%# ��"< � 5���4��"<��� �����H � �0��� "������� ���������� ���"�5����"<��!
���

SC,π(E) = {X = (xk)∞k=1 :
∞∑
k=1

xk,
∞∑
k=1

xπ(k) �D�5��� � E},

��5�"����� (���D���� ������ |X|C,π = max{sup
n∈N

‖
n∑
k=1

xk‖, sup
n∈N

‖
n∑
k=1

xπ(k)‖}�
@ �"%B��� ��05� δ ∈ (M · π)(R) � ���������� E ���� (�4�� A�%5���� ���"�5����"<���<

������H��HD �%�������"�� δn(X) =
n∑
k=1

xδ(k) ���4H����� ���������� �0����B����� �� ��#5%

�"���� ��5���������� ���������� SC,π(E)� )�#5� �H���� �%���������� ���B�B��0�

���5�"� I�� ���"�5����"<����� � �� �%�������"� δ(X) =
∞∑
k=1

xδ(k)� 3����< "�0�� ��"%B�<�

B� δ ∈ (M · π)(E)�
+� ���������� E (�4 (�4��� A�%5��� I� ��4%"<� ���������� � �����<# �4�������0�

�"�k���� ���������� E � C[0; 1]�
��4%"<� �����H � 5"� ��"HD 4��B���� M ��k�� %��"�< � �����<# �"�5%#��� �����H2

����� s/ ����� Q � 	���� &����� ��&���������� &�����&&� ���&&
 (R,+)� M ∈ Z�
����� (M · π)(Q) = (M · π)(R)�

;��9��� r/ &������ ���������� SC,π(E) ��(%# 5���"���"<��0� �4%B����� F��"�!
5����"<���� � ����B�H� B��"�� ���%"��HD B"���� �� �(��4%# ��#5% �"���0� ���k����
� I�� ����������� ��"� ����������� π ����� �%��%� $�D�5� �4 ������(�"<���� �������!
��� E� %5���� 5���4�< ������(�"<���< ���������� SC,π(E) "�;< 5"� ������"<��0� �"����
����������� π� ����#��D �%��%�

;��9��� s/ �������H� ������H ��������� ����������� �4 ���k��� (M ·π)(E)� M ∈
Z� ��k�� ���� � �/�� �4 ���k��� (π + σ)(E) 8 � �	�� F��B�� �D �����%���� �� 4����� �
���������� E�
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��� �������

"	�#����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
�
�������� ���	����
� � �	*���
� ��� ���� (
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'#(�� 4����%�� �������5���� ��D������ ���0��(��4�� M ��k�� ��"%B�< ������H�
��"�������� 0����� �����"<��D ���I5���� 
�����"<��� B��"� ���D ���I5��� ��4H���!
�� ��������� ���0��(��4�� M � �(�4��B���� c(M)� )5�� �4 ��"�4�HD ������ �"�k����
����� � ��� 5"� B� "#(�0� k �(��� B��"� 4����%HD �������5��HD ��D����HD ���0�!
�(��4�� �"�k���� k ����B�� ���� �� ��� "�k� � ������ �"����������� ,�(%"��������1
���0��(��4�� ��"�� �"�k����� &"�5%#��� ��4%"<� (H" ��"%B�� � �����<# ����� ���!
0���� ������4�����"< ���0��(��4���� ��4��(�����0� ���%5������ ����5�H ����<#�����
���"�0�� � �"0�(�H ��"=� � �5�"� �"0�����B����� ���"�0�� $

 ��) �*+�

����� r/ ��� k ≤ 12 ���� N(k) 6������
* �����������
* ���*����
* ���������6�,
�������� k 6������� �������, ����)�,2

c ≤ 5 g - 7 [ � �� �/ @��0�
N(k) g� -� �-� �	g ���� 	 -7 7�/� /	�	� 	g7		

F����5�� �����"<�� �H��5��� ��"%B���HD �%�� ���"�4� �����"���HD �("���

�� F�� 7 ≤ k ≤ 12 ���;���� N(k)/N(k − 1) �������� ���� � /�	g 5� /�-7� )�#5�
��k�� �5�"�< I�����B����� �H��5� B� N(k) ����� �� ������� ����� I����������"<���
3� k� ����� ����� ��� 5"� ������HD ���0��(��4�� ,� �� 5"� ���0��(��4��� ���#��D
�������"<�H� i_i!��4(����� �� 0������B����� B���1� �� � 5"� ���D 0������B����D
���0��(��4��� ����� ���"�5��HD � �MV� F�� I�� ��� ;��< �%����%#��D I��"�5��HD
���0��(��4�� ���# �"�k���< g� � B��"� �MV!���0��(��4�� ���� "������ � %0"��H�
��I��������� ���

/� ��"� ���0��(��4�� E������ ���5� ���D ���0��(��4�� �"�k���� k �������� %���<;�!
��� � �  � ��� k = 6 5� �������� � � ��� k = 12�

	� F�� 7 ≤ k ≤ 12 B��"� ������HD ���0��(��4�� ���� �����"<�� (H����� B�� B��"� 0����!
(�"�B����D ���0��(��4��� �� ��� 4����"�� 4�5%��<�� � �����"<���� ���������!
�����0� ������� B� (�"<;����� 4����%HD �������5��HD ��D����HD ���0��(��4��
��"�#�� 0����(�"�B�������

�� $����� ����� [ ��4"�B�HD ���� i_i!��4(����� ���0��(��4�� �"�k���� ≤ 12� ���B��
B��"� �������� I�D ��4(����� ��"�("��� � �5��� 5� B�H��D�

�� '#(�� 4����%�� �������%���� 0����(�"�B����� ���0��(��4�� �"�k���� ≤ 12 ��k��
��"%B�< �������"<��� ����������� ��D������ ����H �� �5���% �4 ��� �������HD
��D���������HD 4����"����� 4�5�����HD 5��0������� � g� g� -� 7 � 7 5����H�� �B�����
����������� ,@�@� 3������1�
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F%�< (F ;μi, λi, 1 ≤ i ≤ n) 8 5��0����� C�0��� 4����%�0� ��D�����0� ���0��(��4�� M
��5� n� )���5�"�� �"�k���< C�0��� ch(M) ���0��(��4�� M ��� ������"<�� B��"� �B�� ��!
����B���� ����5����� μi � ����5������ λj � 05� 1 ≤ i, j ≤ n� 
����%� (����� �� ���� ��4��k!
�H� 5��0������ 4�5����0� ��5�� )����� B� ���0��(��4�� ��5� � ,"��4��H� ����������1
��"���<# �"�������������H� F����%����� ���0��(��4�� ��5� / ����� � ��� B� ���5���!
"�#��� �D �����5���H� 5��0����H %�"�5H��#�� � 5�� g!��������B����� ������ B� ��"<��
�("�0B�� �����5���� �������%#��0� ����<#����0� I���������� �� �D �����4������# �
�(%"�������#�

����� s/ [���� ���� 6������
* �����������
* ���*����
* ���������6�, �����+
��� Q����� ch ≤ 32 ��	�� 5697� 3��� ���� 6�,D���	
*� ��&����������* � �����	�
* �����+
����6�,� � ����� ������ ���� ���������6�, �������� Q����� k �� 10 ≤ k ≤ 32 &���6�� ��
���� ��

���� �� ��� �
�� �������	��
 	��� ! � ���

���
 �� ��"���
 ch�

F����������%�� ��"%B���H� ��4%"<�H�

�� @ ���5�"�D ���"�5������� �("��� 4��B���� �"�k���� C�0��� ch B��"� ���0��(��4�� ���!
� �� (�"�� B�� ��"������"<��� �"� ���������� �� ���� � �%������ ����4��� ����(�"�
y = 2(x − 10)2� )����� B� � I�� �"%B�� B��"� 0����(�"�B����D ���0��(��4�� ����
(H���� B��"� ������HD�

/� �"� �"%B�� ���0��(��4�� E������ I����������"<�H� ��4%"<�H ��"���<# ��0"��%!
#�� � �����B������� @ B������� ��"%B��H ��� ��H ���0��(��4�� E������ ��5� /�
�������H� � �/� 	��

	� @�� ��������H� 0���!���0��(��4�� ��5� / D���;� %�"�5H��#�� � �D��%� ���5"�k���%#
� ���� &������%#��� ���"�4 (H" �H��"��� G� =� ����("��H�� +%k�� ����<� B� 5�
��D ��� �������H� ������H 0���!���0��(��4�� ��5� / ����"�"��< "�;< I��4�5�B�����
F�I��% ����"���� (�"<;�0� B��"� ,�����"<�� ����1 ���HD �������� ��"���� ��"�k�!
�"<�H� ��0���

������5��

�� A@=/""/ J�u� eVXOYMSLPMJ SOQOVOX] TN^ JVTZZM`JTSMON O\ 	!PTNM\OV^Z� _QYMNXWY eqv!PONOXYTQLZ�
x� [� /  	�

/� X�H."@^ A�� 1H"<WO@!n b� pWWXTTY^ XWNRZ O\ JVOZW^ OYMWNSTUVW _WM\WYS 	!PTNM\OV^Z 66 �NdWNSMONNWZ
PTSLWPTSMJTW� �[7�� x� -g� h� ���.�g7�

	� A�>H@O Y�� JWO^.="!< I� �YYW^RJMUVW pWWXTTY^ ZQVMSSMNXZ O\ _WM\WYS `UWYW^ ZQTJWZ TYW WMSLWY dWYSMJTV
OY LOYMfONSTV 66 KOQOVOX]� �[[7� x� 	-� NO� �� h� � 7[.���/�

�� JWO^.="!< I� pWWXTTY^ ZQVMSSMNXZ O\ XYTQL PTNM\OV^Z 66 wWOPWSY] TN^ KOQOVOX]� /  �� x� 7�
h� 7	�.7-g�
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����	���� !����1���  ����� ���%�
%� ∂' � ∂

∗
'&���� 	�$ )���

-�'� '�������

.����	*��/	�
�� ��������� ������
�� +	 	�����!� ����	����	�� '�����#��
� ##$������
���	�

�"� ������HD �"����� �("���� 5���4H������ B� %�"���� ���0���"<���� ������"<��
��5D�5��� �H(�����0� ���������� 5����������"<�HD ���� ��"���� ���(D�5��H� � 5���!
�B�H� 5"� ∂!4����%��� 5����������"<��� ����H� %5��"�����#��� %�"���# ∂

∗
∂F = 0

� Ω� $��"�5%#�� ������H� ���"�k���� %�"���� �"�5� 5"� ∂!4����%HD ����� �� %�"�����
���4����� � �����"<��� B��<# �� ∂Ω ∂!��������� ��4��"� ��� �4%B�< 4�5�B% +�������
���4���%# � ��������� ∂

∗
∂� 5"� ���� ,���� ��������� ��.��1 � ∂!4�5�B% 5"� ���;��D 5����!

������"<�HD ���� � Ω � ��;������� ����5�"���H�� 0����B�H� %�"����� ,���� ��������� ���1�

r/ ��81����07�� �H507����/ F%�< Ω = {z ∈ Cn : �(z) > 0} 8 �0����B����� �("��<
� Cn � 0������� �"���� Cm� m ≥ 1� F��5��"�k�� � ∈ Cm � Cn � d� �= 0 �� ∂Ω�

)(�4��B�� B���4 pTYP(Λp,q,Ω) ���������� ����"����HD 0������B����D (p, q)!���� F � Ω
� ��I���������� �"���� C2(Ω)� � �� ����� %5��"�����#��D %�"���# �F = ∂

∗
∂F +∂∂

∗
F = 0

� Ω� G(Λp,q,Ω) 8 ���������� (p, q)!���� � ��I���������� �"���� C2(Ω)� %5��"�����#��D
%�"���# ∂

∗
∂F = 0 � Ω� Z(Λp,q,Ω) 8 ���������� ∂!4����%HD (p, q)!���� � Ω� Z∗(Λp,q,Ω) 8

���������� ∂
∗
!4����%HD (p, q)!���� � Ω� �"� ��k5�0� r� 0 ≤ r ≤ m� Gr(Λp,q,Ω) = G(Λp,q,Ω)∩

Cr(Λp,q,Ω) � ���"�0�B�� 5"� pTYPr(Λp,q,Ω)� Zr(Λp,q,Ω)� Z∗r(Λp,q,Ω)� E5��< Cr(Λp,q,Ω) �������!
��� (p, q)!���� � ��I���������� �"���� Cr(Ω)�

s/ i60�1� 608� 80? ∂TH��
�5��> ����/ ��������� �"�5%#��� %�"���� �� f 8 4��!
B���� �� 0������ ����H F ∈ C0(Λp,q,Ω)2∫

∂Ω
f ∧ ∗∂H = 0 ,∗1

5"� ��k5�� ����H H ∈ G1(Λp,q,Ω)�
��������� 4��B����< %�"���� (∗) 5"� ∂!4����%HD �����

����� r/ ����� ∂Ω ����� C1� L�� F ∈ Z0(Λp,q,Ω) ∩ C1(Λp,q,Ω)� q < n� ����� f �
6������� �� �����)� ��DD����)�����, D���
 F ���	��	����� ���	�� ,∗1�
����� s/ ����� ∂Ω ����� C1� L�� F ∈ Z0(Λp,q,Ω) ∩ C1(Λp,q,Ω) � F ∈ Z∗0(Λp,q,Ω)�

0 < q < n� ����� f � ∗f � 6������� �� �����)� ��DD����)����
* D��� F � ∗F ���	��	�����
���	�� ∫

∂Ω
f ∧ ∗∂H +

∫
∂Ω
∗f ∧ ∗∂ ∗H = 0 ,∗′′1

�� �����, D���
 H ∈ pTYP1(Λp,q,Ω)�

3�����H � � / ��k�� 5���4�< 5"� ���� F � 0������B������ ��I���������� ����B��0�
����5�� ���� � Ω� � ��k� 5"� ���� � ��I���������� �4 ���������� &�(�"����

F���k��� B� ��"� 5����������"<��� ����� ���� 5����B�� ��0%"���H� ��I�������H�
�4 %�"���� ,∗1 �"�5%� ∂!4����%��<�

����� t/ ����� ∂Ω ����� C1� L�� D���� F ∈ G1(Λp,q,Ω)� q < n � �� 6������� ��
�����)� ���	��	����� ���	�� ,∗1� ����� F ∈ Z1(Λp,q,Ω)�

����� u/ ����� ∂Ω ����� C1� L�� D���� F ∈ pTYP1(Λp,q,Ω)� 0 < q < n � �� 6������� �
6������� ∗F �� �����)� ���	��	����� ���	�� (∗′′)� ����� F ∈ Z1(Λp,q,Ω) � F ∈ Z∗1(Λp,q,Ω)�
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$4%B�� 4�5�B% +������� ���4���%# � ��������� ∂
∗
∂� 5"� ����2 4�5�� Φ �� 0������ ∂Ω�

���5�� ���(D�5��H� � 5����B�H� %�"���� 5"� ��4��;����� ∂!4�5�B� +������� ���4����� �
��������� ∂

∗
∂� 5"� ����2

(∂F )n = Φn �� ∂Ω � ∂
∗
∂F = 0 � Ω. ,�1

����� v/ ����� ∂Ω ����� C1� � Φ ∈ C0
p,q+1(∂Ω)� q < n� ����� ������	��� D���� F ,���+

�� G1(Λp,q,Ω)1 ������ ��� (∂F )n = Φn �� ∂Ω ����� � ����� ������ ����� Φ ���	��	�����
���	�� ∫

∂Ω
∗Φ ∧H = 0 ,∗∗1

�� �����, H ∈ G1(Λp,q,Ω)�

����� w/ ����� ∂Ω ����� C1� � Φ ∈ C0
p,q+1(∂Ω)� Ψ ∈ C0

n−q+1,n−p(∂Ω)� 0 < q < n� �����
������	��� D���� F ,����� pTYP1(Λp,q,Ω)1 ������ ��� (∂F )n = Φn � (∂ ∗ F )n = Ψn �� ∂Ω
����� � ����� ������ ����� Φ � Ψ ���	��	����� ���	��∫

∂Ω
∗Φ ∧H +

∫
∂Ω
∗Ψ ∧ ∗H = 0 ,∗∗′′1

�� �����, H ∈ pTYP1(Λp,q,Ω)�
@ �"%B��� ��05� Ω ��"���� ���0� ����5��H�%�"��� �4 %�"���� ,∗1 �"�5%�� B� 5���������!

�"<��� ������ �����5"�k���� ���������% ��;���� �����H ∂
∗
∂ � Ω� ��"���� ∂!4����%��

5�k� 5"� ���� � ������H��H�� ��I����������� � ��k� 5"� ���� F � 0������B������
��I���������� ����B��0� ����5�� ���� � Ω�

$4%B��� 4�5�B� +������ ,�1� ���4����� � ��������� ∂
∗
∂� 5"� ���� ����B��0� ����5��

�����

t/ ∂TH�8�9� 80? 1�:��> 8��������07��> ���� 6 �����9��� 560�1��/ $4%!
B�� ∂!4�5�B% 5"� 5����������"<�HD ���� � Ω � 4�5���H� 0����B�H� %�"������ F%�< α ∈
C0(Λp,q+1,Ω) 8 ∂!4����%�� ����� � ������H��H�� ��I���������� �� Ω � �%�< g ∈ C0

p,q(∂Ω)�
+��5�� ����% F ∈ C1(Λp,q,Ω) ��%#� B�

∂F = α � Ω, F = g ((F )τ = gτ ) �� ∂Ω. ,/1

����� z/ ����� Ω � ������ &��	��	
&���� ������ � �����, �����)�,� ����&������
��� α ∈ C0(Λp,q+1,Ω) � g ∈ C0

p,q(∂Ω)� q < n� ����� ������	��� F ∈ C1(Λp,q,Ω) ������ ���
	
&������� ��	����	� ,/1 ����� � ����� ������ ����� ∂α = 0 � �� �����, H ∈ G1(Λp,q,Ω)∫

∂Ω
g ∧ ∗∂H =

∫
Ω
α ∧ ∗∂H. ,∗ ∗ ∗1

����� {/ ����� Ω � ������ &��	��	
&���� ������ � �����, �����)�,� ����&������
��� α ∈ C0(Λp,q+1,Ω)� β ∈ C0(Λp,q−1,Ω) � g ∈ C0

p,q(∂Ω)� 0 < q < n� ����� ������	��� F ∈
C1(Λp,q,Ω) ������ ��� 	
&������� ��	����	�

∂F = α � ∂ ∗ F = ∗β 	 Ω, F = g �� ∂Ω

����� � ����� ������ ����� ∂α = 0 � ∂
∗
β = 0 � �� �����, H ∈ pTYP1(Λp,q,Ω)∫

∂Ω
g ∧ ∗∂H +

∫
∂Ω
∗g ∧ ∗∂ ∗H =

∫
Ω
α ∧ ∗∂H +

∫
Ω
∗β ∧ ∗∂ ∗H. ,∗ ∗ ∗′′1

3�����H - � 7 ��"%B��H ��k� 5"� ���� ����B��0� ����5�� ���� � 5"� ���� � ��I�����!
����� �4 ���������� &�(�"����
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u/ ;�8�9� �	����2 61?H����? 6 �<������� ∂
∗
∂2 80? ����/ $4%B�� 4�5�B% +��!

����� ���4���%# � ��������� ∂
∗
∂� 5"� ����2 4�5�� Φ �� 0������ ∂Ω� ���5�� ���(D�5��H� �

5����B�H� %�"���� 5"� ��4��;����� ∂!4�5�B� +������� ���4����� � ��������� ∂
∗
∂� 5"�

����2
(∂F )n = Φn �� ∂Ω � ∂

∗
∂F = ∂

∗
α � Ω. ,	1

����� |/ ����� Ω � ������ &��	��	
&���� ������ � ∂Ω ����� C1� ∂
∗
∂F = ∂

∗
α 	 Ω�

α ∈ Z0(Λp,q+1,Ω) ∩ C1(Λp,q+1,Ω)� � Φ ∈ C0
p,q+1(∂Ω)� q < n� ����� ������	��� D���� F ,�����

C2(Λp,q,Ω) ∩ C1(Λp,q,Ω)1 ������ ��� (∂F )n = Φn �� ∂Ω ����� � ����� ������ ����� Φ � α
���	��	����� ���	�� ∫

∂Ω
∗Φ ∧H =

∫
∂Ω
∗α ∧H ,∗ ∗ ∗∗1

�� �����, H ∈ G1(Λp,q,Ω)�

����� r}/ ����� Ω � ������������ ������ &��	��	
&���� ������ � ∂Ω ����� C1�
�F = ∂

∗
α+∂(−1)p+qβ 	 Ω� α ∈ Z0(Λp,q+1,Ω)∩C1(Λp,q+1,Ω)� β ∈ Z∗0(Λp,q−1,Ω)∩C1(Λp,q−1,Ω)� �

Φ ∈ C0
p,q+1(∂Ω)� Ψ ∈ C0

n−q+1,n−p(∂Ω)� 0 < q < n� ����� ������	��� D���� F ,����� C2(Λp,q,Ω)∩
C1(Λp,q,Ω)1 ������ ��� (∂F )n = Φn � (∂ ∗ F )n = Ψn �� ∂Ω ����� � ����� ������ ����� Φ� Ψ�
α � β ���	��	����� ���	��∫

∂Ω
∗Φ ∧H +

∫
∂Ω
∗Ψ ∧ ∗H =

∫
∂Ω
∗α ∧H − (−1)p+q

∫
∂Ω

β ∧ ∗H ,∗ ∗ ∗∗′′1

�� �����, H ∈ pTYP1(Λp,q,Ω)�

$4%B��� 4�5�B� +������ ,	1� ���4����� � ��������� ∂
∗
∂� 5"� ���� � ����������D &�(�!

"����
F�"%B��H ��k� ������H� ���"�k���� %�"���� �"�5� 5"� �"#��0������B����D � ∗ �"#!

��0������B����D �����

������5��

�� o�..@!\ %�X�� ]�O! I� I� KLW �WRPTNN QYOUVWP \OY SLW qTRJL] 8 jMWPTNN JOPQVWc� eNN� vTSL�
_SR^� x� -�� hYMNJWSON� �[-/� �� Q�

/� ]�O! I� I� _RUWVVMQSMJMS] O\ SLW ∂!�WRPTNN QYOUVWP ON QZWR^OJONdWc ^OPTMNZ2 ZR|JMWNS
JON^MSMONZ 66 eJST vTSL� �[-[� x� ��/� � �./� h� -[.�//�

	� F
�����	 2�5� $��0��" ��D���� 8 
�����""� � �0� ����������� +�����(����2 +�%���
�[[/�

�� :������� ��:� ∂!4����%��< ����� ���5�����HD ���0��"�� �����"<���� �� ������ "�!
0������B����0� �HB�� 66 $4�� �%4��� 
�������� /  g� 3� �/�� � �� &� � .�/�

�� Q����� 8�5� 
��5 ���0��"<�HD ���5���"���� � ����"������ ���"�4� 66 &��������H�
���("��H ��������� G%�5�����"<�H� ������"����� 
�2 @$+$3$� �[7�� 3� -� &� /	!�/��
,$�0� ��%�� � �D����1�
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������)���"� ���������&�( ���1���	� ���#

&� � '�������

"	�#����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
� ���
�%6�����	�

@ ��(�� ����������#�� �������H� �������%��H� �������5��H� 0����B�� �������5�!
�H� 	!���0��(��4�� �"�k����  � � �� �("�5�#��� ��B� ����H�� �������� (�4 �����HD
���;��� 3����� ������� � �"�k���� 	!���0��(��4�� ��5��(�� �4"�k��� � ����

�"� �"����������� ������������HD ���0��(��4�� ��� ����(%��� ������ ��4(�����
�k���� 8 AI"��� 8 ��0������� ,���������� i_i!��4(�����1� 3������ � i_i!��4(����� ���
%���k5��� B� "#(�� �������5���� 0����B�� �������5���� 	!���0��(��4�� M ��5��k� ��!
����B���%# �����% ,i_i!�����%1 ����������#��D�� 0�%(HD �%�������HD ���� � 0�%(HD
�%�������HD ��"��� ��4��4�#�%# M �� ����H� ���0��(��4��� 4�������H ���0��(��4�� �
�!����"������

��������� ��������� �������%���� �������5���� 0����B�� �������5���� 	!���0��(��!
4�� M � �("�5�#��� �"�5%#���� ���������2

�1 i_i!������ M "�(� �%��� "�(� ����� �4 ��"���
/1 i_i!������ ��4��4�� M �� i_i!�B���� 5�%D ����2 ���0��(��4�� E������ � ������!

�%��H� �!����"������
	1 "#(�� ��"<�� i_i!�����H ���"���� 5"� ��5��k���D �0� i_i!�B��� ������"<�� �����!

��0� �H(�����0� ����"������ &�%�%�% ����"����� �B����� ������"<�� ������ i_i!��"<��
���"���H� (%5�� ��4H��< ��&������,�

�"��� ���D ���D ���0��(��4�� (%5�� �(�4��B�< X� � �D �"������������ �����5���� ��
�� k� �D���� B� � �"����������� 0���!���0��(��4�� ,��� �/�11� �� ���5���"�� 4��%5������

���� r/ C� ���*������� 7��� �� ������	��� &������� �&�,�� ��������  �

��
�H��076�1�/ F%�< ������ ����� P �"�k����  ��D�����0� ;��� �%����%�� 3�05�2
�� P ��5��k� D�� (H �5�% ����%# "���# S1� � �� ������� �!����"����� � 4����%�� (�4��

�� ��"���� ;�����
/� ��0%"����� ��������< S1 �� ��"���� 0����������� �����"���% ������% ��"���%

,�����!���������% 5���� D2 �� ���(�5���% 5�����# 0�%��H Z3 �� ∂D21�
	� &��5� /!�������� P ��< D�� (H �5�� 5������� ,�(�4��B�� D1� � �� � ��4(����� 0��!

��B��� ����H ����������#������ ���%k������ ,����(��4��� ����HD "���� ��� ��������1
(%5% D�� (H 5�� 5����� � I� � �4��B�� ��"�B�� � P 5������� /!��������H�

�� F%�< ��(�����H� 5��� D �4����� ����(��4% 5���� D ��� ��������� D ∩ D = ∅� ��4!
��4�� 	!;�� �� D� ��"%B�� ��"�I5� P 1 ����� B� �1 B��"� ����HD "���� P 1 ���0� ���<;�
�������%#��0� B��"� 5"� P � (1 P 1 8 ������ ����� 	!;��� ,���"� ��""�����������1�

�� F������ ����%k5���� ��� 	.�� ��"%B�� ������ ����� Pn (�4 ����HD ���%k������ B�
��������B� �� ��

���� s/ ����� P � &�����, �&�,� �������� 0 ���&������� ��&��	������� ��������
��&��	������� ���������6�� M � ��&���
� ������ ����� P �� �������� �����	
* 2+���&�+
�����

��
�H��076�1�/ F%�< P ��5��k� 5�����%# ��������% D� 3�05�2
�� �B�H��� �� B� M �= L3,1� ������ ���%k���< ∂D ��0���������� �����"���% ���!

���% ��"���%�
/� F%�< ��(�����H� 5���D �4����� ����(��4% 5���� D ��� ��������� D∩D = ∅� ��4��4��

	!;�� ��D� ��"%B�� ��"�I5� P 1 ����� B� P 1 8 ������ ����� 	!;��� ,���"� ��""�����������1
� ��"% �������5����� � 0����B��� �������5����� M � F��"�5��� ����4��k�� �� "���� ��

����� r/ `���� ���&������ ��&��	������ �������� ��&��	������ 3+���������6�� M
�������� ��� &��������� X�

��
�H��076�1�/ �� @�� �������5��H� 4����%H� ���0��(��4�� �"�k���� ��"< � 	!;���
�B���5��� �����5"�k� X�
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/� F%�< M 8 ���0��(��4�� � ���%�H� ������ �"�B��� � 	!;���� P 8 �0� ����""�����%!
��H� ��B� ������ ����� �"�k����  �

��������� ��(������� ��"<�� � M � �4������ ����(��4% ������ "���� ��� ���������
@�� ���� ��"<�� (%5�� ��4H��< �H����B�H��� �4 "���H / �"�5%�� B� �H����B��� ��"<��
���05� ���k������� 3��k� ��k�� �B��<� B� �H����B�H� ��"<�� ������� �� ��������#���

����� B� �H����B�H� ��"<�� ��4��4�# M �� ��"������ � �!����"������ (�4H ����HD
��< /!��������H ������� 3���� �(��4�� "#(�� �������5���� 0����B�� �������5���� ���0�!
�(��4�� M �"�k����  ��"%B���� ��"����� ����5�"����0� ��(��� �!����"����� � ���0��(��4��
E������ �� ���"���H� ���k�����H� ��"<���� $4������ B� �!����"����� �� ��5��k� 0�%!
(HD ��"�� � ����� 4��B� i_i!������ M ����� �4 �H����B�HD ��"��� � ��"� ���"#B�<
��� ��0�%(H� � �4����� ����""�"<�H� �H����B�H� ��"<�� � ���0��(��4�� M � ��"%B�� i_i!
�����% M � i_i!�B������ (%5% ����������� �!����"����� � ���0��(��4�� E�������

F� ����5�"���# ���0��(��4�� X ��"%B���� B� M ∈ X�

����� s/ ����� M ∈ X� '������� c(M) = 0 ����� � ����� ������ ����� i_i+
���,�� M ����� ��&������� ��������� ������ �6 �������* ��&�	2 �1 L3,1� RP 3� S3� ���*+
����
, 7��� U1 ��������� (�,D���� (B; (αi, βi, i = 1..n))� ��� B � &�	��*����� � ��&���
�
������ � &�������
 αi = 2, 3� �1 ������������� �+����������

��
�H��076�1�/ F%�< ���� M ���%� ,5"� 4����%HD ���0��(��4�� ��4%"<� ��"%B��
����(���� ���1�

F%�< c(M) = 0� S 8 i_i!������ ��;�0� ���0��(��4�� ,���%���1� � P 8 �0� ������
����� �"�k����  � $4 ���5H5%��� �����H �4������ B� S ��"���� ����� �4 �H����B�HD
��"��� � 4��B� ��k�� �B��<� B� i_i!��"<�� ��4��4�# P �� ������H� ��"�I5�H Pi� ����
����HD ��< ���"���H� ���%k���� � ����H� ���"� ��""����������� ��"�#�� ��������
�������%#��D �B��� Qi�

F%�< Qi ��< ���0��(��4�� E������� :0� ����� � ����� Pi ,��"%B���H� ��4��4����� �� S1
�� ��k� ��5��k�< /!��������� ��0���������HD A2 � M2 ,� �� ���� Pi 8 ���"���H� ���%k!
����1�

:�"� Pi ��""�����%��� �� ���%k���<� 4��B� Qi ��< ��"������ � �("�5�� 5��%�����
��%�%��� (D2; (α, β))� :�"� 4��"��< �5�% �4 ���%k����� � ���� Pi 5������ � 4��� ��""��!
������< �� ������ ��5��"�I5�� �� �B���5��� �H ��"%B�� ����� "��4H Lα,β ,��5 L2,1 ���!
�������� ��������� ���������� ����������� � ��5 L1,0 8 �����1� &"�k���< ��� I���
���������� �� �������� � ����� �� ��4��k�HD �������2 L3,1� RP 3 �"� S3� � �� 5��%�����
��%�%�� Qi ��< (D2; (α, β))� 05� α = 1, 2, 3�

$��B� ��""�����%�� Pi �� �0� ������ ��5��"�I5� P ′i � ��4��4�� Qi �� �� �H����B�H�
��"<���� ����H� �����# � P ′i "��H 
?(�%�� � �����"�H� ����H� ��"����� ��"%B�� ��!
(�� ��"������ � ���0��(��4��� ���#��� ����� ������� "�(� ���%k���<� "�(� ��(�� ��"���
��"����HD �� ������ � �� Qi ��"%B��� ����"�������� �� ��"<��� � 4���������% ���0��(��4�#
(�4 ���(HD �"��� ��"������ (D2; (α, β))� 05� α = 2, 3�

��"��� �%�< i_i!�B���� M ���# 5��%���%# ��%�%�% %��4���HD ����� ��(H ����4�<�
B� c(M) = 0� 5����B�� ���5����< ������ ����� �"�k����  � ��(H �0� ������<� �H
����� �������� ����%k5���� ������ B��� 5���4��"<��� � �(����� ����5��� +��%5��
�������<� B� � ��4%"<�� �H 5������"<�� ��"%B�� ��(%��H� ������

������5��

�� A@=/""/ J�u� eVXOYMSLPMJ KOQOVOX] TN^ qVTZZM`JTSMON O\ 	!vTNM\OV^Z� �WYVMN pWM^WVUWYX2 _QYMNXWY!
xWYVTX� /  	�

/� 5��	��	 '�9�� f������ 2��� *"0�����B����� � ����<#���H� ���5H � ��D������ �!
��"�0��� 
�2 +�%��� �[[7�
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&��
��� t'��������	� �� ����$
���������&�$ &�()��	��

����  ���������

"	�#����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
� ��������	�

F�"�I5� P � 	!���0��(��4�� M ��4H����� �&�,��� ���0��(��4��� ��"� �0� 5���"�����
M\P 0���������� ������% ����4��5���# ���� ∂M �� ��"%������" [0, 1]� ��"� ���� ���%��
� 8 ���H��% ;��% IntB3� ��"� M 4����%��

��%����H� ��"�I5� ��4H����� &����
� &�������� ��"� % ��k5�� �0� �B�� ��< �����!
���<� ��"�5H������ � ����������

(R × {0} ×R+) ∪ (R2 × {0} ∪ ({0} ×R×R−)

:�"� ��� ���� �"�k���� ��������� �B�� �����0� ��"�I5�� ��(��k���� � �B�% (0, 0, 0)
����������� � ��� ��4H����� 	��7���, &�������

&���� ��4H����� &����
� �&�,���� ��"� �� ��"���� ����H� ��"�I5��� ,��� ���1�
t+E�	������ 	!���0��(��4�� M ����5�"���� ��� �%���

t(M) =
∑
Q⊂P

(−ε)−v(Q)εχ(Q),

05� Q �(�4��B�� ������ ��5��"�I5�� ��4��k�� �%���� v(Q) 8 B��"� ���;�� ��5��"�I5���
χ(Q) 8 I�"����� D����������� ��5��"�I5��� ε 8 ��;���� %�������� ε2 = ε + 1�

E��B���� t!��������� �� 4����� � �H(��� �����0� ������ � ���0��(��4�� �� ���� �(��!
4��� ��"���� ���"�0�B����� ���������� ���0��(��4�� ,��� �/�1�

$4������ B� t!�������� � �������� ��H�"� ��"���� �5��� �4 ���������� 3%����� 8
@��� ,��� �/�1� )5����� ����5�"���� t!��������� 4����� ������ B� 5�� 5���"���"<�H� ��4!
��k���� 5"� ���"�5������ ����5���� ������HD �����������

����� ����� M = (b, (O1, 0), (α1, β1), (α2, β2), (α3, β3)) � ���� ���������6�� (�,D�����
������ ��� α1α2α3 mod5 �= 0� �� 6������� t+��	������� �&��������� 6��������� k = (b +
β1(α1 mod5)−1 + β2(α2 mod 5)−1 + β3(α3 mod 5)−1)2 mod5 � l = α1α2α3 mod 5 	 ����	����	�� �
����)�,

l = −2 l = 1 l = −1 l = 2
k = 0 ε + 2 0 ε + 2 ε + 2
k = 1 1 ε + 1 1 2ε + 3
k = −1 ε + 1 1 ε + 1 ε + 3

L�� α3 mod 5 = 0� �� 6������� t+��	������� �&��������� 6��������� β2
3 mod5� (α2

1 mod5�
β2

1 mod5)� (α2
2 mod 5, β2

2 mod5) ������� ����)��

β2
3 mod5 = 1

α2
2 mod5 = 1 α2

2 mod 5 = −1 α2
2 mod 5 = 0 α2

2 mod5 = 0
β2

2 mod5 = 1 β2
2 mod 5 = −1

α2
1 mod 5 = 1 1 ε + 1 ε + 2 0

α2
1 mod 5 = −1 ε + 1 3ε + 2 4ε + 3 0

α1 mod5 = 0
β2

1 mod5 = 1 ε + 2 4ε + 3 5ε2 0
α1 mod5 = 0
β2

1 mod5 = −1 0 0 0 0

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������0 '!"
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β2
3 mod5 = −1

α2
2 mod5 = 1 α2

2 mod5 = −1 α2
2 mod5 = 0 α2

2 mod 5 = 0
β2

2 mod5 = 1 β2
2 mod5 = −1

α2
1 mod 5 = 1 ε + 1 1 0 ε + 2

α2
1 mod5 = −1 1 2− ε 0 3− ε

α1 mod5 = 0
β2

1 mod5 = 1 0 0 0 0
α1 mod5 = 0
β2

1 mod5 = −1 ε + 2 3− ε 0 5
'���� α1 mod 5 = 0 � α2 mod 5 = 0 �&��
	����� ��������
�� ����)��� 	 ��� ���+

������ ���������6���

3������ 5���4��� ����������� �����%����� ��4��(����HD � �	� ���

������5��

�� ;^>@"/ u�%�� uH>� p�Y� _STSW ZRP MNdTYMTNSZ O\ 	!PTNM\OV^Z TN^ oRTNSRP g�!Z]PUOVZ 66 KOQOVOX]�
�[[/� x� 	�� h� 7g�.[ /�

/� 5��	��	 '�9�� [	�������	 5�2�� '����	 5�9� F�������� � ������� t!��������� 66
E������ F)
$� /   � 3� /g-� � �� &� / -./�[�

	� [	�������	 5�2� F�������� ����HD ������� ���0��(��4�� @�"<5D�%4��� 66 @ ���2 3�%!
5H ��k5%����5��� ����������� �
�"������� ���"�0�� � ���(�������� ����� 0�%���
��"�(���� �[[[�� ����2 $�! ��������� /   � &� g�.7g�

�� [	�������	 5�2� &������ ���5���"���� @��� 8 3%����� 0�%��H 0�������� ��� 66 E�!
����� F)
$� /   � 3� /g-� � �� &� // ./� �
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%�(�	�� 	��� � ���!������� �����%�&���

-��� �����

1��
���
�� ���� �����	��!� ����	����	� ��� 1� -� ���������� 1��
��� ���
�������	����	���	��

���"�5 ������� �� ��������� ��(�� �/� � @�
� �%D;�(���� � +� �I���

H �"����%�� �(�%5�< ���"�k���� ����� 5������ ��� � �5��� �4 �"����B����D 4�!

5�B �"0�(���B����� ���"�0��2 ��D�k5���# � �������# ���HD ���5�����"�� � �"����D ���!
�"����HD ��(��5�4���� �("�5�#��D ������"<�H�� ���������� 3���B����� � ���4����B�����
���0��(��4�� ���5���"�# ��(�� ���0��(��4�� � 5������� ���� ������ "�0�� ����H�����
� ���(������HD ������D� � ��"�#�� �"#B��H�� �(������ � ����B����� ���"�0��� 8
������ ��4����#����� � �������� ����� �("��� �� �H�� I������������ ���"�0��� ���!
(�������� 0������� � ����%������ �"0�(�H� @ � k� ����� ���4����B����� ���0��(��!
4�� �("�5�# I����������H�� ��(�"<�� ����"����H�� ��%�%���� � ���5���"�# ��(��
����"<�� ;������ �"���� B� ��k5H� �"��� ����"����HD ��(��5�4��� ��5��k� ���4����B�!
���� ���0��(��4��� ��%0��� �"������ ��k5�� ��(�"<�� ����"������ ���0��(��4�� ��(��5��!
�� ���0��(��4�# � ����H� 5������� ���� ��"�� ��5��(��� ��; ��4%"<� 4�%B� �"�5%#���
�(��4���

����� r/ 9 ��6��������* > 2 ����
, ���� ���&����
* �������6��	 �������� �	�+
6����������� ���������6�� ,&� �&�������� �	�6���1� �������� ���&������ ��������� ��+
������ ������	��� � ��,��	��� �����

����4��"<��� 4��"#B���� � ����� ��������� ����� �"0�(���B����D ���B����D ���0��(!
��4��� �55����� ����k5�#��D ��"<�� ����"����HD ��(��5�4��� ,I� B��< (H"� �H��"����
� (�"�� ������ ��(�� �%D;�(��� � �I�1� � 4��� � �������� �����%����� �(�(��#��� I���!
�������%# ���4�%# �%��%� ������ ��4��"�� 4�����< �����4��� �(��5������ ���0��(��4��
,�������%#��� �������� �%��H � ��(��5�4��D1 �� �5�� ,���4���1 ���4����B����� ���0��(!
��4���

@ ��B���� �D��B����0� ����%���� ���"�k���� ���B����� ���"�0�� � ����"����H�
��(��5�4��� �H ����"<4%�� ���(������%# ����# ���"�0�B�HD ���0�0�������� *��� *"��!
���5�����

������5��

�� B�*7����� 9�5�� ����	 ��L� 3���B����� 5������ � ���"�0�� � ���(��������� 
�2 $45�!
�"<��� 
�+
)� /  ��

/� X^WO<=@i"> u�� d@!�/ ;�� $@# w� _QTJWZ O\ QOV]SOQWZ TN^ JOUOY^MZP O\ oRTZMSOYMJ PTNM\OV^Z 66
vOZJOb vTSL� i� /  -� x� 	�� � /� h� /�[./�/� TY�Md2PTSL�eK6 g [	�g�
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�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� 1������
� &������'�
���������
���	�

r/ F��("��� ���"%B;�0� s1!���("�k���� �%����� �B��� ���������� �� �("��� ��� ���!
"%B;�� �D ����������� ������������� �"��� K 4����%HD �("���� G ⊂ jn �������� � ��!
������� F �D ����(��4������� � ������ 5"� "#(HD 5�%D �("���� G ∈ K � G1 ∈ K ���5���
����(��4������ f ∈ F � ��(��k�#��� G �� G1� f(G) = G1� &����� 4�5�B�� ��� �����%�����
,�����5���� ����<#���1 � 4�5����� �"���� K �("���� ���� % �4 ��D G0 ∈ K� ������
���(�"�� ��"�� ���������� � ������5 4�5����� �("��<# G′ ⊂ jn � ��H�"� ������%�� ���H
'�(�0� S �(��� B��� G ∩G′ 5�%D �("���� G ∈ K � G′, S(G0 ∩G′) = PTc{S(G ∩G′) : G ∈ K}�
�"� ��(��k���� f ∈ F � ��D����#��D ���%� I� 4�5�B� �����4��B�� ������4���� ���H '�(�!
0� S(G,G′) �������B����� ��4���� G,G′ = (G \G′) ∪ (G′ \G)� S(G0,G′) = PMN{S(G,G′) :
G ∈ K}� +�k� ����������#�� "�;< �"����� 4����%H� ������������H� ������ ,�����
B������ ���"��1 �("��� G ∈ K � G′� ��5�"���H� �%��B��!0"�5���� 0�������� ∂G � ∂G′� �"�
���0����B���HD �("���� �%��B��� 0"�5���< ��������� � "���"<��� ��H�"��

�<�80�� r/ =�����% ∂G �("��� G ��4H���� �������+�����,� ��"� 5"� ������ �0����!
B����� B��� B �("��� G ���5?�� ����B�H� ��(�� 0"�5��D 5%0 δi ⊂ ∂G (�4 �(��D ��%�����D
�B��� ����H� ����H��# ���k���� B ∩ ∂G� ∪iδi ⊃ B ∩ ∂G�

3���"�0�B����� ���4���< �("���� � ���"�5%#��� �� 4�5���������� ��I��% ������ �(!
"��� ��#5% 45��< ��k� 4�����<�� 4��H������ ���H�0� ���k����� @ 5����� ��(�� 5"�
�("���� G ⊂ j2 %��4�� 0��5����H� ���5 ���"%B;�0� �D ���������� ��������� F �4�����!
B����D� � ��k� ���������� 5�%0�D ������HD ����(��4������� ��D����#��D ���%� ���4��H
B��"���H� �"0����H ���"%B;�0� s1!���("�k���� �%����� � ������HD �"����D ������5�"�!
���� @H��"���� B� �5�� � � k� �"0���� ��k� ����< ���"%B;�� ���("�k���� � ��4�HD
�"����D ������5�"����� ���#��D ����� �(��� �D�5���� ����4��H ������H� ��4%"<�H� ����!
��������H� ����� � ��<� ����

s/ ��������� �"��� K 4����%HD ������� �4�����B�HD �("���� G ⊂ j2� F�"�k����
�("��� G ∈ K� ��� ���������� �"� ��5��k���� ����5�"���� ������� r̄ = (a, b, t) � ����
�����"�#����� �4 ����HD ����H� 5�� a � b 8 �����%0�"<�H� ����5���H �����!"�(� ���!
B����� �B�� Z ∈ j2� ����(��4%���� ����� � �("��<# G � ��D�������� ��������� � �B��
T ∈ G 5� Z� 3��<� �����"�#��� t 8 %0�" ��k5% "%B�� l� 4�����"���H� 4� �("��<# G � ���!
�(��4%��H� ����� � ��#� � �����!"�(� ����5��k�H� "%B�� l′ ⊂ j2� F�5B������� 4��������
��"�k���� �("��� G � ������ r̄ ∈ j3� � ���"�5%#��� ��;�� G = Gr� ���(k�� �? ��5����� r�
F"���5< S = S(Gr ∩G′) �(��� B��� Gr ∩G′ ��5��k��� �("��� Gr � ����5��k��� G′ ��k�
����5�"���� ������� r̄ = (a, b, t) � ����% ��"���� �%�������"�� � ���������� ������!
��� j3� :�"� D�� (H �5�� �4 �("���� G �"� G′ �0����B���� �%�������" S �� j3 �0����B���
������H��� � (�"<;�� B��<# 5����������%��H�� ��"�� �0�� I� ������� �B��� ��D����!
#�� � � �"%B��� ��05� �(� �("��� ���0����B���H��

�<�80�� s/ �%0% PQ 0�����H ∂G �("��� G ��4���� ��&��	����, ,	&��	�1� ��"�
5��k���� �B�� �� I�� 5%0� � P � Q ���B�� �(D�5% 0�����H ∂G ����� B������ ���"��
,������ ��������� �("��� G1�

�<�80�� t/ �����"�k���� �("���� Gr � G′ � �"������ j2 ��4���� �������
� �"�
������ ��"� �D �(��� B��< G′∩Gr �0����B��� �("�4� ������ r̄ ∈ j3� � �(��� B��< �D 0�����
∂G′ ∩ ∂Gr ���� �� 0������ ∂Gr ���% �%"<�

+���5% � ������� r̄ = (a, b, t) � ���������� ��������� j3� ����H� �5��4��B�� ����5�!
"�� ��"�k���� �("���� Gr � G′� ��������� ��k� �B�% r(a, b)� ����%# ����(��4%�� �����
� �("��<# Gr J ��D�������� ��������� �B�� I�� �("��� 5� r(a, b)� &"�5%#��� ������
��5��k� 5����B��� %�"���� 5����������%����� �%�������"� S� 4��� ∨ �H��k�� � ���
����� ,����5����"�����1 ����4��5���� ��������



7g ����������	 
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����� r/ ����� 6������
� ������ Gr � G′ � �������+������� �����)��� ∂Gr � ∂G′
���&�����
 	 $2 �������� � P1Q1, P2Q2, . . . , P�Q�, . . . � &������� 	��* ��&��	���
* ��� ���+
��)
 ∂Gr� )����� �����* 	 G′ � �� &��������
* 	 G′� ����� ���� S = S(G′ ∩Gr) ����,
����� ������, G′ � Gr ����� 	 ���&&� ��	���	 dr = (da, db) � &�	�����	 dt ������ Gr

��DD����)�� dS = drS + dtS = dr ∨∑� P�Q� + dt
∑

�Q�P�(CP� + CQ�)/2�
@ �����%0�"<�HD ����5����D �B�� P�(xp�, yp�) � Q�(xq�, yq�) ����� 5����������"

dS = da
∑

�
(yq� − yp�) + db

∑
�
(xp� − xq�)

+ dt
∑

�
{(xp� − xq�)(xp� + xq� − 2a) + (yp� − yq�)(yp� + yq� − 2b)}/2.

:�% ���B�� 0��5���

ḡ = ı
∑

�
(yq� − yp�) + j

∑
�
(xp� − xq�)

+ k
∑

�
{(xp� − xq�)(xp� + xq� − 2a) + (yp� − yq�)(yp� + yq� − 2b)}/2,

����H� ��4��"�� �H����< 5"� S ���(D�5���� %�"���� I�����%�� ḡ = (0, 0, 0) � ��5� ��!
����� ���B����D ������� � ������� ������� 5"� ���k��� �B�� P� �D�5� 0�����H ∂Gr �
�("��< G′ � �B�� Q� �HD�5� I�� 0�����H �4 G′2∑

�
(xp� − xq�) = 0,

∑
�
(yp� − yq�) = 0,

∑
�
(x2
p� + y2

p� − x2
q� − y2

q�) = 0.

�"� �����B����0� �H������ �B�� "���"<��0� I�����%�� 0��5��� ḡ ��4��"�� 4�5�����!
��< � ���������� ��������� j3 �������%# ����%"% r̄n+1 = r̄n +hnḡn � ��0%"����� ;�0�
hn > 0� ������ ���"�� ��(� �����5�"� (H��H� ������� "���"<��0� I�����%�� � ���(�HD
���0�����D �����4����� @ ��k5�� �? ���"� 0��5��� ḡ = ḡn �HB��"���� ��������"<��
� ��% ��"�k���#� ������ �����"� � I�� ���"� ��5��k��� �("��< Gr� & ���("�k�����
������ r̄n � �B�� "���"<��0� I�����%�� 0��5��� ḡ �������� ��;���H� �%"��� +� I��
%����� ���(D�5��H� %�"���� �H��"���H � ����<#���H� ����� �B�� "���"<��0� I�����%��
4����B������� �"� �(��0� I�����%�� ���B�"� ��%�� �� ��4��k���� ��� �B�� "���"<�HD
I�����%��� ��� ��4�HD ��B�"<�HD ��"�k����D �("��� Gr� ��"#B�� �? 4����"<��� ��(��k�!
���� �HB��"�#�� 4��B���� �%�������"� S � ���5���HD �B��D � ���������� I�D 4��B����
�H��"���� �(��� I�����%� �%�������"� S�
t/ )(������< � ���4�����B����� ����(��4�������� �H5�"�� 0�%��% ������HD ��(��k�!

���� ���5�����HD �����4������ �5��0�� dr = (da, db) � �k��� X − a = k(x − a)� Y − b =
(y− b)/k� ��D ��(��k���� 5����B��� B�(H� ��������� "#(�� ������5�"���� �4 �"���� ���!
��"<�HD �"� 5�%�������D I����������"<�HD� ����(��4���< � "#(�� 5�%0�� �0� k� �"�����
F�"�k���� � ��5 �("��� Gr ����5�"���� ������� r̄ = (a, b, c)� ����H� 5�� �����"�#��� a, b
����5�"�# ��"�k���� ���� �k���� � ��<� c > 0 �H��k�# ��0��H� ��I������� �k���
��� �(������ F��5��"�0����� B� �B�� r(a, b) 4�����"��� 4� �("��<# Gr � ����(��4%��� ���!
�� � ��#� �����B��� %�"���� 5����������%����� �%�������"� S = S(Gr ∩G′) 5"� �5��0��
� �k��� �H��4�� �"�5%#��� �������� ������ � B����� �? ��5�� ��05� b = 0� ���H��� �%<
0��5�����0� ������ ���"%B;�0� ���("�k���� � �"����D ������5�"�����
����� s/����� 6������
� ������ Gr � G′ � �������+������� �����)��� ∂G � ∂G′ ���+

&�����
 	 &������� $2 �������� � P1Q1, P2Q2, . . . , P�Q�, . . . � &������� 	��* ��&��	���
*
,	&��	�1 ��� �����)
 ∂Gr� )����� �����* � ��&��������
* 	 G′� P�(xp�, yp�)� Q�(xq�, yq�)�
����� 	 ���&&� 	��* ��	���	 dr = (da, db) � �����, X − a = k(x − a)� Y − b = (y − b)/k�
k = 1 + dc/c� ������ Gr ����������� ��&��	����, ������ G′ ,��� ��� �� �� ������ 	
&���������	� $3 &��������	 a, b, c1 ���� S = S(G′∩Gr) ����, ����� ������, Gr � G′ �����
��DD����)��

dS = da
∑

�
(yq� − yp�) + db

∑
�
(xp� − xq�) + dc

∑
�
{(xq� − a)(yq� − b)− (xp� − a)(yp� − b)}/c.

������5��
�� �������	 9��� =��5����H� ���5 ���"%B;�0� ���������� �("���� 66 @ ���2 3�%5H ��k!

5%����5��� ����������� �����B����< � �������H %����"������ 3� /� &���!F���(%�02
&F(=�� /  �� &� [�-.[/g�
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$4%B���� ������ � ��0%"������ �"�(HD ��;���� 5"� �5��0� �"���� ���4�"�����HD %���!
����� �� 0�%���D =��4��(��0�� ��"�� ��������� ��B< �5� � �"�(HD ��;����D u ∈ S1,2

loc (Ω)
%��������

−
2n∑
i=1

XiAi(q, u,X1u, . . . X2nu) = f(q, u,X1u, . . . X2nu),

05� 5����������%���� �%����� Ai(q, u, ξ) : Hn ×H× R2n → R %5��"������ ������H� %�"�!
���� I""���B�����

F������� ����� ��4��(����H� ���5H )�*� '�5Hk������� +�+� ���"<����� ��� � ���"�5�!
��� �"%B�� � '� �����<� �/� 	� 5"� (�"�� �����0� �"���� %�������� � �"%B�� 0�%��H =��4��(��0��
���� 5���4���� B� �%����%� 0 < α < 1 ����� B�

∇u ∈ Cα
loc(Ω) ∩ S1,2

loc (Ω),

05�∇u �(�4��B�� ���"�5�� 0��5��� u� ����� �0�� ��"� Ai � f 0"�5��� �%������ � u ∈ C∞(Ω)�
=�%���� =��4��(��0� ��4H����� ���4��� �5�����4��� ��"<������� 0�%��� '�� �"0�(��

'� V ������ 0��5%�������� � �� V = V1 ⊕ V2� 05� dimV1 = 2n� dimV2 = 1� [V1, V1] = V2�
[V1, V2] = 0�

F��������� S1,2
loc (Ω) 8 ���������� &�(�"��� L2

loc(Ω)!�%������ ����H� 0���4���"<�H�
����4��5�H� ����HD ,� �� ����4��5�H� �5�"< ��"�� X1, . . . X2n ∈ V11 �����5"�k� �������!
��% L2

loc(Ω)�

������5��

�� `��
������� [�2�� k���)�	� :�:� '�����H� � ���4�"�����H� %�������� I""���B����0�
���� 
�2 +�%��� �[-	�

/� K@t�n!@ j� jWXRVTYMS] O\ oRTZM!VMNWTY WoRTSMONZ MN SLW pWMZWNUWYX wYORQ 66 qOPP� hRYW eQQV�
vTSL� �[[-� x� � � h� 7g-.77[�

	� K@t�n!@ j� jWXRVTYMS] O\ oRTZMVMNWTY WoRTSMONZ TN^ �!oRTZMJON\OYPTV PTQZ MN qTYNOS wYORQZ 66
vTSL� eNN� �[[[� x� 	�	� � /� h� /g	./[��

������� ����	
�
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� �&������#'�!  +����� �� ���
��� �	1 �������� ����8�

��7
�� 9��	 ���� ����
� .:���0&"0��&"�!"
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���� �����%����

'	�	����
�� %��� �����	��!� ����	����	�� '	�	����� ��� �������	�

@ �(��� �"%B�� �4������ B� @!��"������� ������ ���5�(��� ������%� �5����� I�� ��!
�������� ��5����B�� 5"� ����5�"���� ����H ������� +�������� ��%����� ��k���� B�
������ 5�"k�� ����k5�< ����%# � ��"��� �� �� ����� 5�"�� ���������� �� I��% ������%
@!��"������� ������ ���� ��5 ���� �� � �� �� ���� ����������B�����

���� ��

@H����� ��� �����"�k���� ���;�� "������� 5"��� �? 4���<�� �"��# �� ����% ������� F%�<
������ 4�5��� �������� �B��� F���H� �(��4%# ��0%�%� ��4H����%# *����������������,
�����, 6������, ���	�,� ���B��� ��� �����"�� I� "������ �� 4����%�� F%�< �B�� X 8
�B�� ������B���� ���4��� P0P2 � P3P1� �����"<�H� � ������ � ��B�"<��� � ����B��� �B��D�
����""�"<�H ���4��� P0P2 � P3P1� +�;� 4�5�B� ����"�5�<� ��� ������ �4����� ���# ����%�
��"� ������� ��"�k���� �B�� ������� P0, P1, P2, P3� @H(���� ��%# ����0�# 8 �� �4�����
��"�k���� ����HD� ���D�5���D B���4 �B�� P0P2 � P3P1 ��D�5��0� �������� (%5�� ����<
��"�k���� �B�� P1, P2 �� I�D ����HD � ��������� ��� �4������ ������� E������ B�
@!��"������� ������� ����k5����� �������� P = (P0, P1, P2, P3)� ��k� ����������<�� ���
������ ��4<�� ����k5����� �������� S = (S0, S1, S2, S3)� 05� �B�� Pi � Si ,i = 0, 1, 2, 31 ���4��H
�����;������2

S0 = 1/6P0 +2/3P1 +1/6P2, S1 = 2/3P1 +1/3P2, S2 = 1/3P1 +2/3P2, S3 = 1/6P1 +2/3P2 +1/6P3,

F%�< X1!�B�� ������B���� ����HD S0S1 = αS0X � S2S3 = βXS3� @ ���0� ��� G��� � F��
%���k5�#� B� ��"� �H��"���H %�"����

(α− 4/3)(β − 4/3) > 4/9, α > 1, β > 1, (1)

� ������ ��4<� (%5� ���< ����������B���� � �(��4��H��< ��"#� F�� ���"�5������ @!
��"�����HD ����HD � �����<# �����H vTQVW (H"� �������H ������H ����HD ��4<�� 5"�
����HD �(� %�"���� �H��"��#��� �� ��"� ��%��%�� 3���� �������� ��"���� ������
����k5����� ��������

P =
(

1
1

6.5
3.16

3.7
2.54

10
2

)
.

3�05� ������ S ���� ��5

S =
(

5.11
2.69

5.56
2.95

4.63
2.74

5.21
2.55

)
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� 5"� ��0� %�"���� ,�1 �H��"��#��� �5���� ������ ���� ��5 ���� /� � �� ��"� ��%��%� �
����� ����������B���� �� �����

���� ��

$4 0������B����D ���(��k����� �B���5��� B� ��"� α � β �����5"�k� ������"% (0, 1)� �
������ ��4<� ��"� �� ����� 3���� �(��4��� %��4���H� � ��������� � ����%"��� ,�1 ������
4��B���� α � β �%k5�#�� � %�B������ "�(� ���(D�5��� ����� ������H� ���H� �����;�����
���4H��#��� I� �������H� E����� B�� ���5���H� � �/� �������H ��!���k���% �� ���D �"%!
B��D �(��4������ ����������B���� ,��"�1 �����5"�k� �����k%��� � 0, 57 ,0, 681 5� 0, 71
,0, 911� � ��05� ��"� ������5��� �������H ��D�5��� � �����k%�� � 0, 60 ,0, 691 5� 0, 75
,0, 881 ,����������� 5"� ω1, ω21� @ �k� ������ �%����%# 4��B���� ω1, ω2� �H��5�#��� �4
%��4���HD �����k%���� �� ��� ����HD ��"� ��D�������� )B���5��� B� �5���� ������!
���� ω1, ω2 ����� @!��"������� ������ �� ����5�"����� ��� � � �"%B�� ��������� α � β�
��(%��� 5�"<���;�� ���"�5������ � ��D�k5���� 5�%0�D �����;���� ��k5% ���� � 0�����
�D �4��������

+�%B�H� �%����5��"< 8 �� ��!�� ��� 5���� @��� ����

������5��

�� f��� 2�� ����� 5� @HB��"��"<��� 0�������� F��������� � ������������� � �� ����4!
��5���� 
�2 
��� �[7/�

/� �����&���� L�9� E��������< ����H @!��"������� ������ � ������0� ������� 66 @ ���2
)(��4������� ��%��� ���������2 ��"�5 ��"�5HD ���"�5����"��� 
�����"H / ,	�1 ��k5%!
����5��� ��%B��!�����B����� ����������� �%5����� ��������� � ��"�5HD %B��HD� ��!
������2 ���=�� /  -�



[ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

� ���)����� !�����$ ��	����$
������
����( �����&���

��&� 	�������1� ���� ������$2

1 )��������
�� ���� �����	��!� ,	 �����/	�
�� ����	����	�� )������� ��(��(�����	�
2 �����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� 4���!�1������
� ������������	�

@ ��(�� ������������� ���������!�"����� ������ �� n!������ ����� Sn �"�5%#��0�
��5�

ds2 =
dx2

f2(x)
, x ∈ Sn, (1)

05� f(x) > 0 8 �%����� �"���� C1,1� 
����� ���0� ��� ����������"��< � ���� ��k5��
���� ������ ��k�� ��������< �H�%�"%# �����D���< Pf � ���������� '�(�B�����0� Hn+1

−κ �
�����4�� ������ �� �(��"#��� ��"�B��� %5��"������ ���������%

κ ≥ 2K(f), 05� K(f) = sup
x∈Sn, ξ∈Tx(S)

∣∣∣∣f(x)
d2f

dξ2
− 1

2
|∇f |2

∣∣∣∣ . (2)

E5��< K(f) 8 �B��� ���D��� 0������ �(��"#��� �5�������� ���������� �����4�H ����!
�� �/�� )(����� ��k5�� �H�%�"�� 4����%�� �����D���� � P ⊂ Hn+1

−κ �������%� ���������
�"����� ������ ��5� ,�1� �0����B����� �����4�H�

�������H� ���("�k����� �H�%�"�� �����D���� P ��������� �B��< �H�%�"H� ���!
0�0������� �������H� � I% �����D���< �"� �������H� ����%0 ���� 3���� ���0�0������ ��k!
�� 4�5�< %��4����� ����B��0� ���k���� �B�� �����D����� �4�� ����������� �H�%�"%#
�(�"�B�% I�0� ���k���� �"� ������B���� �����HD ��"%��������� ���������� Hn+1

−κ �
�����D���� P � 5���HD �B��D� &����������� ��"%B�� ���% ��������� �"����D �����
ds2 = dx2

f2
−(x)

� ds2 = dx2

f2
+(x)

���D� B� f−(x) ≥ f(x) ≥ f+(x)� � ����B��� ���k���� �B�� E ⊂ Sn�

�� ������ �H��"����� �������� f−(xi) = f(xi) = f+(xi)� xi ∈ E ⊂ Sn�

�<�80��/����B�%# �����% Σ0 = {(xi, f(xi)) : xi ∈ E} � Σ1 = {(xi, f(xi),∇f(xi)) : xi ∈
E} ��4���� ����������� 0!���������, � 1!���������, �&�������)��, ��������� �"�����
�������

�<�80��/ '#(�� ���k���� ��5� Σ0 = {(xi, fi) : fi > 0, xi ∈ E}� 05� E ⊂ Sn 8 ����B���
���k����� ��4���� 0!���������, ���D�����+&����, �������,� *��"�0�B�� ����5�"���� 1!
���������� ���D�����+&����� ��������

;��9���/ $���"<4%� ���������� �"�k���� ���������!�"����� ������ � �4�����H�
���%� C+ ⊂Mn+2 ���������� 
��������0� ���� ��k�� 0!5������%# ���������!�"���%# ��!
���% ��k5����< � ����B�H� ���k����� �4������0� ���%��� ����������� 1!5������%#
���������!�"���%# �����% ��k�� ����������< ��� ����B��� ������������ ��5���k����
�4������0� ���%�� ,� ��k5�� �0� �B�� 4�5��� �����"<��� ��5���������� ��4������� n1�

����� r/ ����� 6����� 0+���������� ���D�����+&����� ������� Σ0 = {(xi, fi) : xi ∈ E}
�� �D���� ����� ��,����� �������7�� ��������� κ0 > 0 ������ ��� ������	��� f(x) ∈ C1,1�
f(xi) = fi &�� xi ∈ E � K(f) = κ0�

����� s/ ����� 6����� 1+���������� ���D�����+&����� ������� Σ1 = {(xi, fi, ui) :
xi ∈ E} �� �D���� ����� ��,����� �������7�� ��������� κ1 > 0 ������ ��� ������	���
f(x) ∈ C1,1� f(xi) = fi� ∇f(xi) = ui &�� xi ∈ E � K(f) = κ1�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� ����
� � �&��������0!
 �� ��������� +����� �� ���
��� )��*��
�� ��������� $�����/ �	1 �������� ��	���� ��������
�7�
��  ����8� 
��7
�� 9��	 ��������� $�����/ ����
� � .:���0&"0��&"�!"
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��
�H��076�1�/ ����4��"<��� �������� �� "���"<�%# ���������< ���������� �H!
�%�"HD ��5���k��� ���������� '�(�B�����0��

;��9���/ @�"�B��H κ0 � κ1 �4 ����� � � / ��4���� ��������, ���������, ���	�6��,
5�������� Σ0 � Σ1 ���������!�"����D ����� ������������

'#(�� ����B��� ���k���� E �B�� ����H Sn ����5�"�� ����"����"<��� ��4(����� T =⋃i=n
i=0 Ti ����H 8 ����0%"���# ��"���� 45��< Ti 8 ����"���H ��4������� i = 0, 1, . . . , n� &��!

�"���H σ ∈ Tn ����0%"���� ��"��� �5��4��B�� ����5�"�#�� ��(�������� B�(H ������ ���!
������ ����%0 ����"���� σ� �� ��5��k�"� 5�%0�D �B�� ���k���� �4 E� E������ B� ����!
0%"���� ��"��� ���������� ��� ��(�%���HD ����(��4������� F%�< σ = {xi0 , xi1 , . . . , xik} ∈
Tk 8 k!����H� ����"��� ����0%"����� ��"���� ����"<4%� ���������!�"���%# �����% Σ0 =
{(xi, fi) : xi ∈ E}� ��������� ��% ���k���� �4 (k + 1) �B�� �4������0� ���%�� C+ ⊂ Mn+2

���������� 
��������0� ���� )5��������% ����"���% σ = {xi, xj} (%5� ����������< �!
��4�� � ���������� Mn+2� 5"��� ,5�����1 �����0� �����

d(σ) =
|xi − xj |√

fifj
,

��4H������ *����	
� ����������� ��k5% xi, xj ∈ E ������"<�� 0!5�������� ���������!
�"����� �������

;��9���/ @ ������D D��5��HD ��������� ��"%B��H ������ 5"� �(��"#�HD �5�����!
�HD �����4� κ0 � κ1 5������HD ���������!�"����D ������

�<�80��/ @�"�B��%
δ(Σ0) = max

σ∈T1

d(σ)

��4���� ��������� ����0%"���� T � ������ Σ0�

�<�80��/ F%�< π = {x1, . . . , xm} 8 ���"�5����"<���< ���;�� ����� B� {xi, xi+1} ∈
T1� i = 1, . . . ,m− 1� +�4���� π ������, 	 Σ0� ����������, 	��7��
 x1 � xm� C��� "�������
�����

L(π) =
i=m−1∑
i=1

d({xi, xi+1}).

F�����,7�� ����������� ����� 	��7����� a � b � 5�������� ���������!�"����� ���!
������� Σ0 ��4���� �����%� �� ���� "�����H� π� ���5���#��� a � b2

ρ(a, b) = min
π

L(π).

G%����# ρ(a, b) ��4���� 	��������, �������, 5�������0� ���������!�"����0� �������!
��� Σ0�

;��9���/ �������H� ���������!�"����� ���������� � ��%������ ������� ��k��
����"<4���< ��� B��"����� ��;���� �(���HD �������B����D 4�5�B ����

������5��

�� '�	���, 9� 9� ��������� �"����� ������ �0����B����� �����4�H �� n!������ ����� 66 @
���2 $��"�5������ �� 0������� � ������B�����% ���"�4%� +�����(����2 $�! ��������
&) �*+� �[7-� &� ��.g	�

/� 3������	 L�C�� '�	���, 9�9� )5�������� ���������� �����4�� �������HD ���0��(��!
4�� 66 ���"� *+� /  /� 3� gg� � �� &� 	�.	[�

	� :�������	 R�8�� 3������	 L�C�� '�	���, 9� 9� =������� �5����5�HD �������HD ���0�!
�(��4�� 66 @ ���2 &���������� �������� � �� ���"�k����� =�������� 3� 	-� 
�����2 $�!
@$+$3$� /  g� �� 7-�

�� '�	���, 9�9� ��������� ��5�"< �(����� �������B����� 4�5�B� 66 @ ���2 )(���H� 4�!
5�B� � ������������H� �D��"�0�� �������"<��0� �����5���"<4������� C��H!
�������2
$�! 9+$$$3� /  g� &� � .�	�
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� ��!��������	� ) ��"�( ������������ 	�!�
�� ��	��
����$ !���	����	��$�

��� 	������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ���������	
��	�

F%�< (X, d) 8 ����B����� ���������� � s > 0� ����"����%# ���% μ (%5�� ��4H��< s!
��������, �� ;��� B = B(x0, R) ⊂ X� ��"� �%����%# ���� �������H� 0 < L1 < L2 < ∞�
B� 5"� ������ �B�� z ∈ B �H��"����� ����������

L1r
s ≤ μ(B ∩B(z, r)) ≤ L2r

s ��� r < R + d(x0, z)�


���B����� ���������� (X, d) (%5�� ��4H��< s!�������
�� ��"� �%����%# B��"� R0 >
0 � (���"������ ���� μ� ��"�#����� s!��0%"����� �� ������ ;��� B(x,R) ⊂ X ��� R < R0, �
�������H� L1 � L2 �� 4����� � �H(��� ;����

��"�� �H (%5�� ���5��"�0�<� B� ����B����� ���������� (X, d) ��"���� s!��0%"���H�
� s > 1�

&����"�� fE (%5�� �(�4��B�< ���5��� 4��B���� �%����� f �� ���k���� E� � ��

fE = −
∫
E
f dmn =

1
mn(E)

∫
E
f dmn.

��������� ;�� B ⊂ Rn� �B�% z ∈ B� � ���5�� �(�4��B���� D(z, r) = B(z, r) ∩B�
�%5�� 0�����<� B� ���� �%����� (f, g) ���	��	����� p+����	����	� �������� �� 7��� B�

��"� f 8 �%����� �"���� L1(B)� g 8 ��������"<��� �%����� �"���� Lp(B)� � 5"� ���D z ∈ B
� ���D r > 0 �H��"����� ������

−
∫

D(z,r)

|f − fD(z,r)| dmn ≤ L · r
(
−
∫

D(z,r)

gp dmn

)1/p
.

F��� �%����� (f, g) ���	��	����� p+����	����	� �������� �� ����������� &���������	�
(X, d)� ��"� �%����%� r0 > 0 ����� B� ���� (f, g) %5��"������ p!���������% F%������ ��
������ ;��� B(x, r) ⊂ X ��� r < r0 � ��������� L �� 4����� � �H(��� ;����

�"� ��"�(���� �%����� f �� ;��� B (%5�� ����"<4���< �(�4��B���� oscB f �

�<�80��/ G%����� f : X → R ��4H����� s!�������� ��&���
	��,� ��"� 5"� "#(�0�
ε > 0 �%����%� δ > 0 ����� B� 5"� �����0� �������� ����������#��D�� ;���� Bk ⊂ X �4
���������� ∑

k

μ(Bk) < δ

�"�5%�� B� ∑
k

(oscBk
f)s < ε.

�����/ ����� p ∈ [1, s)� &��� D���)�, (f, g) ���	��	����� p+����	����	� �������� ��
s+��������� ����������� &���������	� (X, d) W �����	���, ����, μ� f ∈ L1(X)� � ������+
)������� D���)�� g &��������� &���������	� `����)� Ls,1(X)� ����� D���)�� f �����
�
�� ��� &����&������� �� �������	� ���	�, ���
� ��� &�������� 	 ��6������ D���+
)�� f̃ ����� s+�������� ��&���
	��, �� 	��� &���������	� (X, d)�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������4�0�>!(
��������� ?A���8� 
��7
�� 9��	�@ �� .:5��0&"0��&"�!  2����/�	
��
��� 
�����/�

��� �������
+, �-. 0��&"
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�"� ����4��"<��� μ!�4������� �%����� f : X → R �%����# g : X → [0,∞) (%5�� ��4H��<
��&������,� ��"� �%����%� ���� �4������� ���k���� E ⊂ X� B� μ(E) = 0 � ����������

|f(x)− f(y)| ≤ d(x, y)(g(x) + g(y)) (1)

�H��"����� 5"� ���D �B�� x, y ∈ X \E�

��k���� ���D 5��%���HD �%����� 5"� �%����� f �(�4��B�� B���4 D(f)�
F� ���"�0�� � ���5���H�� F� C��"�;�� �/� �"������ �%����� ��(�"�����0� ��� ����5�"��

�%�������"<��� ���������� M1
s,1(X) %�"�����

M1
s,1(X) = {f ∈ L1(X) | g ∈ D(f) ∩ Ls,1(X)}.

�086�1� r/ ����� f ∈ M1
s,1(X)� ����� D���)�� f ����� �
�� ��� &����&�������

�� �������	� ���	�, ���
� ��� &�������� 	 ��6������ D���)�� f̃ ����� s+��������
��&���
	��, �� 	��� &���������	� (X, d)�

��4%"<� ��"���� �������5�����H� �"�5����� �����H� �����"<�%� ���0���%� 5��k5H
���������� ,�1� �H ��"%B���� B� ���� �%����� (f, g) %5��"������ �!���������% F%�������
&"�5����� ��"%B���HD ������ ��"���� ���"�0�B�H� ��4%"<� 5"� ���"�5��HD ����������
��"%B���H� ����� � ��(�� ��� �����;���� ��H� �����(���

�086�1� s/ ����� G � ������������ ������ 	 �	����	�� &���������	� Rn� f ∈
W 1

1, loc(G)� � ��������
� &���6	���
� &��	��� &������ D���)�� f &��������� &���������	�
`����)� Ln,1(G)� ����� D���)�� f ����� �
�� ��� &����&������� �� �������	� ���	�,
���
� ��� &�������� 	 ��6������ D���)�� f̃ ����� n+�������� ��&���
	��, 	 ������ G�

������5��

�� ]@^O@!"! I�� ]�<_".@ d�� A@.# I� aN \RNJSMON bMSL ^WYMdTSMdWZ MN T sOYWNSf ZQZJW 66 vTNRZJYMQST
vTSL� �[[[� x� �  � � �� h� 7-.� ��

/� b@c.@<m d� _OUOVWd ZQTJWZ ON TN TYUMSYTY] PWSYMJ ZQTJWZ 66 hOSWNSMTV eNTV]ZMZ� �[[g� x� �� � ��
h� � 	.����
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�����
��� ������� 	��$�����$ ���������&�(�

���� �������

"	�#����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
�
�������� ���	����
� � �	*���
� ��� ���� (
��	��������

�����������	�

F%�< M 8 ��������� �������%���� ��D������ ���0��(��4��� :������ �� ���� ∂M ��!
4H����� ��(�� α = {α1, α2, . . . , αn} �������"<�HD ����HD 4����%HD ����HD �� ∂M � ����H�
������� �� ��������#�� � �� �4����H�

��������� 5�� ���"��� α = {α1, . . . , αn} � β = {β1, . . . , βm} �� ∂M � �%5�� 0�����<� B�
���"�� α ���������� � ���"��� β� ��"� �%����%� �4������ ������5���� ����H� {α1, . . . , αn}
� ����H� {βi1 , . . . , βin}� 05� βij ∈ β� ��� ���"��� α � β �B��#�� ��	�
��� ��"� α ⊂ β � β ⊂ α�

�%5�� 0�����<� B� ���� ��(������� �����D���� F ⊂M ����� ����� {α1, . . . , αn}� ��"�
∂F ���� ��5 k1α1 ∪ k2α2 ∪ · · · ∪ knαn� � �� ����� �4 k1 ����� ������ α1� k2 ����� ������ α2 �
� 5�� 05� B��"� {ki} �������# ��%��"<�H� 4��B����� +��"�� ���� ∂F �(�4��B�� B���4 [∂F ]�

+��"�� α �� ∂M ��4H����� �������
�� ��"� ���5��� ���� ��(������� �%���������
�����D���< F ⊂M � B� [∂F ] ⊂ α�

@ ��(�� ��;���� 4�5�B� �"0�����B����0� ��D�k5���� 0����B�HD ���"���� �0����B����0�
��5�� 3���� ���"��� α �� ���� ∂M ��4H����� ������"<�� ��4��k�H� ��5 ���� ��(�������
�%��������� �������%���� �����D���� F ⊂ M � B� [∂F ] = α� @ �"%B��� ��"� ���D �����D!
����� ��� ��5 ���"��� α �B����� ����H� ∞�

+�������� B� ��5 �������%���� �����D���� F ����5�"���� ��� ��5 ,B��"� �%B��1 4�!
���%�� �����D����� ������ ��"%B���� �4 �����D���� F 4��"�������� 5������ ���D �����!
��� ����� ��5 g(F ) �������%���� �����D���� F ��"���� ��"H� ��������"<�H� B��"�� �
���4�� � I�"������ D������������ �����D���� F ��������� g(F ) = 2−(χ(F )−k)

2 � 05� k �����
B��"% �������� ���4���� ���� ∂F �

)(�4��B�� B���4 M �"��� �������HD �������%��HD �������5��HD 0����B�� �������5�!
�HD ��D����HD ���0��(��4���

����� r/ '�����	��� �������� �����
, &� ������� ���*������� ���������6�� M ∈
M� ������ α �� ∂M � )���� ���� N ≥ 0 	
������ �������� � ∂M ����, �������
,
����� β� ��� β ⊂ α � ��� ������ β �� &��	��*���� N �

����4��"<��� �����H � (�4��%��� �� ���5� �����"<�HD �����D����� C����� ,��� ���1
� ������"<�HD ����0%"����D ,��� �	�1� ��4��"�#��D �����"<4���<�� I�� ���5���

����� s/ '�����	��� �������� �����
, &� ������� ���*������� ���������6�� M ∈
M � ������� ���� N ≥ 0 	
������� �������� � ∂M �������
, ������ ��� �������� ��
&��	��*���� N �

����4��"<��� �����H / ������ �� ������ ���5��� 5"��H ����HD 0����B��0� ���"���
�0����B����0� ��5�� ���5"�k����� � �/�� +�������� B� ����, ������ �� ���� ����0%"������!
��0� ��D�����0� ���0��(��4��� ��D�5������ � �(��� ��"�k���� ������"<�� ����0%"�����
��4H����� B��"� �B�� ������B���� I�� ������ � ��(���� ����0%"����� :�"� ��(�������
�����D���< F ⊂ M ���� n 0����B�HD ����HD� ��k5�� �4 ����HD ���� 5"��% l1, l2, . . . , ln
������������ � ��5 ������, ����, lav 0����B�HD ����HD �H (%5�� ������< B��"�

�n
i=1 li
n �

$4������ B� ���5��� 5"��� 0����B�HD ����HD ��(������� �����D����� ��5 ������ �� ���!
���D�5� N � %5��"������ ���������%

lav ≤ C(2N + 1),

05� C 8 �"0�����B���� �HB��"���� �������� 4�������� �"<�� � ���0��(��4�� � ����!
0%"���� ,��� �/�1� 3���� �(��4��� "#(�� 0����B�H� ���"�� 5�"k�� ��5��k�< ����%#� 5"���

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#���� &�0&!"
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������ �� ������D�5� C(2N + 1)� :�"� ���5��H �����"<�� ����HD 0����B��0� ���"���� �
�� ������ I�0� ����������� ����"<4%� ������"<�%# ����0%"���#� %5���� ������< �����%
���5��� 5"��H ����;�D�� ����HD I�0� ���"���� �%5�� ���"�5����"<�� ��D�5�< ����H� 0��!
��B��0� ���"���� ��"%B�� �� ��k5�� ;�0� ���k���� ���"����� �������D ���B�"� �4 �5���
������� 4��� �4 5�%D � � 5� 3�� ��� "#(�� ���"�� �� ���� ∂M �������%���0� ���0��(��4��
����� �4 �� (�"�� B�� 3g(∂M)− 2 ����HD� 05� g(∂M) ����� ��5% �����D���� ∂M � � �������
��D�k5���� ����HD 0����B��0� ���"��� ��������� 4� ����B��� B��"� ;�0��� +� �HD�5� �H
��"%B�� ���k���� S ���"���� �� ∂M � 3���� �(��4��� ��(%��H� �"0���� ���5��� � �����!
���# ���k���� S � � ��������� ��5��k� "� ����B��� ���k���� S 0����B�H� ���"��� ��5
�����0� �� ������D�5� N � ���"�5��� %�"���� ���������� �"0�����B���� ,��� �����% �1�

������5��

�� b@_"! G� KLWOYMW ^WY �OYPTVy�TJLWN� rMN �ZOSOQMWlYMSWYMRP \�RY ^WY uYWMZlNOSWN 66 eJST� vTSL�
�[g�� x� � �� h� /��.	-��

/� I@W� G�� $^iH!<="H! I� b�� J"\n HW_ a� zMN^MNX QVTNTY ZRY\TJWZ MN lNOS! TN^ VMNl!PTNM\OV^Z�
hYWQYMNS� TY�Md2PTSL�wK6 g 7-  �

	� '�����	� L�2� F"����� �����D���� � ��D����HD ���0��(��4��D 66 &�(������ I"������H�
������B����� �4������ /  g� 3� 	� &� ���.�g	�
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��	�

@ ��� ���"�5���"�� ������ � �5���������� �0����B����0� ��;���� %��������

z(x) = g(x) +
∫

R

z(x− u)F (du), x ∈ R, (1)

05� F 8 ������5�"���� ���������� � R� g 8 4�5����� �%������ � z 8 �0����B����� (���"������
�%������ :�"� z(x) %5��"������ �5����5���% %�������#

z(x) =
∫

R

z(x− u)F (du), x ∈ R,

05� F 8 ���������B����� ������5�"���� ���������� � R� � �%����%� ���� c ∈ R� B�
��B� ��#5% ,�� ��1 � ��H�"� ���H '�(�0� z(x) = c�

��� ����4��� � �/�� ��"� ������5�"���� F � ��������� �("�5�� ���%"���� �(��"#�� �����!
�H���� ����������� � ��;���� z %�������� ,�1 ��k�� ���5����< � ��5� z = z1 + z2� 05�
z1 ∈ L1(R)� � z2 ∈ Cl ,�%����� z2(x) ������H��� � ���� ����B�H� ���5�"H z2(±∞) ���
x → ±∞1� F�I��% ��� ����������� ������� � �5���������� ��;���� ��������� ���;�!
��< �"��� 5��%���HD ��;���� � ����������< ���� ��;����� ����H� ��k�� ���5����<
� ��5� �%��H �%����� �4 L1(R) � L∞(R)�

��������� �����% ���0��"<�HD %��������

zi(x) = gi(x) +
m∑
j=1

∫
R

zj(x− u)Fij(du), i = 1, . . . ,m, (2)

05� gi ∈ L1(R)� i = 1, . . . ,m� � F = (Fij) 8 ������ ��������"<�HD ����B�HD ��� �� R�

)(�4��B�� B���4 a(x) =
(
a1(x), . . . , am(x)

)T
�����!��"(�� � ����5������ a1(x)� � � � � am(x)� @

����B��� ����� ������ ,/1 �������� ��5 z(x) = g(x)+F ∗z(x)� 05� (F ∗z(x))i �� ����5�"�!
��# ����� �%��� � ������ B��� ,/1� F%�< G = (Gij) 8 ��k� ������ ����5�� m×m� I"����H
������ �%< ����B�H� ��������"<�H� ���H �� R� &����� F ∗G 8 I� ������ � I"�������
(F ∗G)ij :=

∑m
l=1 Fil ∗Glj � i, j = 1, . . . ,m� ��"��� F 1∗ := F � F (k+1)∗ := F k∗ ∗ F = F ∗ F k∗� &���!

��"<�H� ��5�%� ����4��"<��� B��"���� �����H A �(�4��B�� B���4 �(A)� F� ������ F����!
�� 8 G��(���%�� "#(�� ��������"<��� ����4"�k���� ������ A ���� ��"�k��"<��� ��(!
������� 4��B���� ������� 1� ������ �(A)� � �%����%� ��"�k��"<�H� ����H� � "��H� ��(!
�����H� �����H� �������%#��� I��% ��(�������% 4��B���#� F�"�k�� F (∞) := (Fij(R))�

������5�"���� ���������� F �� R ��4H����� ���D����������� ��"� ��� �����5��B��� ��
���k���� �B�� ��5� 0� ±λ� ±2λ�� � � � +��(�"<;�� λ� �("�5�#��� I�� ��������� ��4H�����
7���� F � ������5�"���� F �� R ��4H����� ��7�����
�� ��"� ��� �����5��B��� �� ���k����
�B�� ��5� a + jλ� 05� a ∈ R� λ > 0 8 �������H� B��"�� � j ∈ Z� +��(�"<;�� λ� �("�5�#���
I�� ��������� ��4H����� 7���� F � *��"�0�B�H� �(��4�� ����5�"�#�� �������B����� �
��;�B�H� ���H �� R�


����� ��� F = (Fij) ����5�� m×m ��4H����� 	
��������,� ��"� �%����%# ������!
�H� β1, . . . , βm ����� B� ���H Fij �����5��B��H � �B��D βj − βi� i, j = 1, . . . ,m�


H (%5�� ����������< �"<�� ���H��k5���H� �����H ��� F � :�"� ν 8 ����B��� �����
� �(�4��B�� B���4 ν(t) �� �%����# ������5�"����2 ν(t) := ν((−∞, t])� t ∈ R� 
����� ��� F
��4H����� ��7������, �	�� ��"� �H��"��#�� �"�5%#��� %�"����2

�1 ��k5�� ���� Fij � i �= j� ��;�B�� � ;�0�� λij� ��k5�� ���� Fii �������B�� � ;�0�� λii�
/1 ��� λij ����H ��������% B��"%� ���(�"<;�� �4 ���D B���" �(�4��B�� B���4 λ�
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�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� [-

	1 ��"� aij � ajk � aik 8 �B�� ���� �%����� ������5�"���� Fij(t)� Fjk(t) � Fik(t) �����!
������� � aij + ajk = aik + lλ� 05� l ∈ Z� ��H�� �"������ aij + ajk ≡ aik mod λ�

����� r/ ����� F � ����7������� �����)� ��� &������ m×m ������ ��� �����)�
F (∞) ����6����� � �[F (∞)] = 1� � &���� z(x) � �6������� &� B���� 	�����+D���)��
������ ��� z ∈ L1(R) + L∞(R)� ����&������ ���

z(x) = F ∗ z(x)

�� ������� x ∈ R� ����� ������	��� &�������
, 	����� c = (c1, . . . , cm)T ����,� ��� &� 	�
z(x) = c� &�� ���� c � &��	
, �����	���
, 	����� �����)
 F (∞)� ��	������, �� �����	��+
���� 6������� �����)��

*(��"#�� ������H��%# ��������% ����4��"<��� ��������"<��� ���H ν �(�4��B�� B�!
��4 νc� � �� ���0%"���%# ��������% 8 B���4 νs2 νs = ν − νc� ���� �(��4��� ��5 ���0%"�����
���������� ���H 45��< ��������� �%��� �� �(HB��� ���0%"����� � 5�������� ���������
��"������ � ��� B� ��� �������� ��5 �������� ��� � �����!�%������� ��%����"�#��
��!I"������� ��������� F s := ((Fij)s)� ��� �(HB��� ��"�0��� c/∞ := 0� 05� c 8 ����4��"<���
����������

3������ � ��4��"�� 5���"��< ��4%"<� ��(�H ��� � �%���������� ��;���� �����H ,/1
%���k5����� � �0� �5���������� � �B���<# 5� �� �� ��������0� �������0� �"�0����0��

����� s/ ����� F � �����)� &������ m×m� ������
 ������, ���� ������
� ����+
��)�����
� ���
 �� R� ����&������ ��� �����)� F (∞) ����6����� � �[F (∞)] = 1�
9
����� �	
, � &��	
, �����	���
� 	�����
 l = (l1, . . . , lm) � r = (r1, . . . , rm)T � &����+
����
�� ������������� ��	������� �����	������ 6������� 1 �����)
 F (∞)� C�&������

��� μ := l

∫
R

xF (dx)r ∈ (0,+∞] � �[(F q∗)s(∞)] < 1 &�� ��������� )��� q � 1� �����

g ∈ L1(R) � 	�����+D���)��� ����� ������	��� ��7���� z = z1 + z2 ������
 ,/1 ������ ���
z1 ∈ Cl� z2 ∈ L1(R)� z1(−∞) = (0, . . . , 0)T �

z1(+∞) =
rl

∫
R

g(x) dx

l

∫
R

xF (dx)r
.

L�� z∗ ∈ L1(R) + L∞(R) � ���� ������ ��7���� ������
 ,/1� �� ��,����� &�������
,
	����� c ����,� ��� z∗ − z = c &� 	�� &�� ���� F (∞)c = c�

)����� B� � �"�B�� � �������%#��0� ��4%"<�� ��(�H ��� ������ / �D��H���
� �"%B�� μ = +∞ ("�0�5��� ���������# � �� 5���4��"<��� ��"��0� ����B��0� ���"�0�
�����H ��������"���� �"����""��

������5��

�� 3���� k� G%�������"<�H� ���"�4� 
�2 
��� �[-��
/� JnHi!"/ A� J� _SONW~Z ^WJOPQOZMSMON O\ SLW YWNWbTV PWTZRYW dMT �TNTJL!TVXWUYTMJ SWJLNMoRWZ 66

hYOJWW^MNXZ O\ SLW ePWYMJTN vTSLWPTSMJTV _OJMWS]� /  /� x� �	 � h� /�/�./�	 �
	� K>^?t ]� J� aN Z]ZSWPZ O\ YWNWbTV WoRTSMONZ 66 i� vTSL� eNTV� eQQV� �[- � x� 	 � h� �/�.�	��
�� '�����	 5�'� &����H ���0��"<�HD %�������� ��� ��������"���� �� ������ 66 �����!

������"<�H� %��������� /  �� 3� � � � �� &� �/7.�	-�
�� '�����	 5�'� 
���B�H� ���"�0 �����H ��������"���� �"����""� �� ������ 66 
����!
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[7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

������(��� �!������� !�	������
%� �������)��$ (q, ρ)')���

 ��� �������

'	�	����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� '	�	����� ����
���
���	�

�<�80�� r/ 5����&�����	��, �	�����D��, D����, &������ q � *��������� ρ
,(q, ρ)!D����,1 �� D ��4H����� �"��� I�����"������ �4�����HD �%����� φ(z) � %�"�����
φ(Az)A′(z)q = ρ(A)φ(z) 5"� ���D A ∈ G � z ∈ D�

�%5�� �B��<� B� (q, ρ)!����� � (q, 1
ρ)!����� ��"�#�� ρ!�	�,��	���
��� � (q1, ρ)!�����

� (q2, ρ)!����� 8 q!�	�,��	���
�� D������ 5"� q = q1 + q2�
F%�< C 8 ���4����%k���< � C� D1 = IntC� D2 = ExtC� λ(z)|dz| 8 ������ F%�������

4�5����� � D1 ∪D2� G 8 ���B����� ����B������k5����� ���4��%����� 0�%��� �����0� ��5�
5��(��!"�����HD ����(��4������ C � ����������� ������ C ����� B� D1/G 8 ���������

�������� �����D���< ��5� h ≥ 2� kq = 42(q−1)2π
q 8 ������� 5"� q ∈ Z� q ≥ 2�

=�"������H� (q, ρ)!����H φ �� D1 � %�"����� ‖φ‖pq,p,G,ρ =
∫∫

D1/G

λ(z)2−pq
∣∣∣ φ(z)
f1(z)

∣∣∣p |dz ∧ dz| <
∞ 5"� �������0� p� 1 ≤ p ∈ R� 05� f1 8 �%"<��"�������� �5����� 5"� ���%��������0�
D������� ρ1 � ��4"�k���� G����;� 8 ��� ρ = ρ0ρ1� �(��4%# 4����%�� �������������
���������� Apq(D1, G, ρ) 0�"������HD (q, ρ)!����� ���0���%��HD �� �����<# p ,��� �	�1�

�"� ���� φ1 � φ2 �5��0� ����5�� q �4 ��������� Apq(D1, G, ρ) � Ap
′
q (D1, G, ρ) ���������!

��� � %�"����� 1
p + 1

p′ = 1� ����5�"�� (�"������� ����������

(φ1, φ2)q,ρ,G,D1 =
i

2

∫∫
D1/G

λ(z)2−2q φ1(z)φ2(z)
|f1(z)|2 dz ∧ dz. (1)

�"� 0�"������HD (q, ρ)!���� ϕ �� D1 4�5�5�� ���0��"<�H� �������� �(����#��� D������
����H�

(BhomC ϕ)(z) =
i

2

∫∫
D1

λ(ζ)2−2qϕ(ζ)
(ζ − z)2qf1(ζ)f1(z)

dζ ∧ dζ, z ∈ D2. (2)

����� r/ C� ρ ∈ pOP(G,C∗) �&������ BhomC �	����� �������,�
� ��&���
	�
�
������������ ����� &���������	��� ρ+�	�,��	���
� D���2BhomC :Apq(D1, G, ρ)→Apq(D2, G,1ρ )�
p ∈ R� 1 ≤ p < ∞� � �����, ‖BhomC ‖ ≤ kq� F���� ����� �� ��
* ϕ ∈ Apq(D1, G, ρ) � ψ ∈
Ap

′
q (D2, G, 1

ρ)� �
1
p + 1

p′ = 1� 	����
(
BhomC ϕ,ψ

)
q, 1

ρ
,D2,G

=
(
ϕ,Bhom−C ψ

)
q,ρ,D1,G

�

F%�< ϕ ∈ Apq1(D,G, ρ)� ψ ∈ Ap
′
q2(D,G, 1

ρ)�
1
p + 1

p′ = 1� q = q1 + q2� q1 ≥ 2� q2 ≥ 2� � �� ϕ � ψ 8
I� (q, ρ)!5��������H� ����H �� D� �"� ���D ���� ����5�"�� �������B��� (�"�������
����������2

〈ϕ,ψ〉q1,q2,D,G =
i

2

∫∫
D/G

μq(z)ϕ(z)ψ(z) dz ∧ dz, (3)

05� D "�(� �����5�� � D1� "�(� � D2� μq 8 �����������H� �(�(�?��H� ��I������� ��"<!
���� �"���� C1(D) 5"� q = q1 + q2 � D���������B����� �������� |μ(z)| ≤ Kλ(z)2−q �� ��
�� C� 05� K = const�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� [[

@��5?� ���0��"<�H� �������� ����H� q!5��������� ����� ����5�� 5����������"�� ��
�� �4����� D������� �"� (ρ, q1)!����H ϕ �� D1 ��"�k��

(BordC ϕ)(z) =
i

2

∫∫
D1

μq1+q2(ζ)f1(z)
(ζ − z)2q2f1(ζ)

ϕ(ζ) dζ ∧ dζ, z ∈ D2 (4)

����� s/ C� ρ ∈ pOP(G,C∗) �&������ BordC �	����� ����������
� ���,�
� ������+
������ �6 Apq1(D1, G, ρ) 	 Apq2(D2, G, ρ)� p ∈ R� 1 ≤ p <∞� � �����, ‖BordC ‖ ≤ Kkq2 ,��� K � ���+

������ �� μ &�� q = q1 + q21� � �� ��
* ������D�
* ϕ ∈ Apq1(D1, G, ρ) � ψ ∈ Ap
′
q1(D2, G, 1

ρ )�
1
p + 1

p′ = 1� 	����
〈
ϕ,Bord−Cψ

〉
q1,q2,D1,G

=
〈BordC ϕ,ψ

〉
q2,q1,D2,G

�

����� t/ 2������,�
, �&������ Bord−C ◦ BhomC �������	��� ��&���
	��� 	������
A1
q1(D1, G, ρ) ↪→ A1

q2(D1, G, 1
ρ ) (q, ρ)+�	�,��	���
* &���������	 ������D�
* D��� � �&��	��+

�	� �)���� ‖Bord−C ◦ BhomC ‖ ≤ Kkq1kq2� ��� K � ��������� �� μ &�� q = q1 + q2� F���� �����

�� ��
* ������D�
* ϕ ∈ Apq1(D1, G, ρ) � ψ ∈ Ap
′
q1(D1, G, ρ) �� D1 W 1

p + 1
p′ = 1 	���� ��	����	�〈

ϕ,Bord−C ◦ BhomC ψ
〉
q1,q2,D1,G

=
〈BordC ϕ,BhomC ψ

〉
q2,q1,D2,G

�

������5��

�� F�� E� *�������H� ����H � �"�����H 0�%��H� 
� 
��� �[-��
/� X">< j� e NON!ZSTN^TY^ MNSWXYTV WoRTSMON bMSL TQQVMJTSMONZ SO oRTZMJON\OYPTV PTQQMNXZ 66 eJST

vTSLWPTSMJT� �[gg� x� ��g� q� ���.�	��
	� '�����	� [�2� ����D��H ���������� �%"<��"������HD ��������HD ���� 66 @�����
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����	���� !����1���
����������
����( 	�����

��	������$ 	�!�����
����$ !���	����	��

�� �� ����*��

�������� ,��
�� ��� ���	����
� 2-� ���� -�� ������
� ���������	���	�

$5�� ���0����0� ���"�0�B����0� ���������� ����� � ����������� ��%�%�H �(�(!
�?��HD ��5�(����� �(���� ����4��"<��� ���0���� � 4�5���� �� I�� ��%�%�� ���"�0��
=����5���� B� ��4��"�� ����"<4���< 5"� �4%B���� %��4����0� �(���� ����# �%B��� � �
�� B��"� �%B���H� ��0���"�0��� F%�< (K, τ) 8 ���� � �� ���0���� K � 4�5����� �� ���
���"�0��� =����5��� τ � D 8 ���5�%B�� ���k��� �� K ,������������H� �%���� �� K
�� 4��B����� � ���0���� ���k���1� KD 8 B���B�� %����5�B���H� �� ��"#B���# �"��� ��5!
���5�%B��� D� @ ������D ���"�0�� =����5��� τ 4�5�?�� ��� ��(��k���� [·]τ : KD → KD�
)(�4��B�� �0� �(��4 B���4 KD,τ � :�"� �� ��"���� ���k������ � D ��4H����� �������+
�
� ��&���������� &���������	��� $4����� �/�� B� � I�� �"%B�� KD,τ ��"���� ��������
������B����� ���"�0�� =����5��� �� �?� 4�5�?� � �����<# ��(��k���� [·]τ � ���"�0�#
=����5��� �� KD�

F����"<�% ��k5H� �(��� ����4��"<��� ���0���� � �B���<# 5� �4������4�� 4�5�?��
���5���"�#��� �0� ���5�%B���� � "#(�� �(��� ��k5�� ���0���� ��5�"���� ��%�%���
���0����0� ���"�0�B����0� ����������� ������ ��k� ���<�����<���

:�"� X 8 ���"�0�B����� �"� ����������� ����������� � ����������� ��4"�B�H� �!
��"�0�� =����5��� �� ���0���� ���D �0� ���HHD ��5���k���� �H ��k�� ����������<
�� X ��4"�B�H� ��%�%�H ���0���HD ���"�0�B����D ��������� � ��"%B��� ��4��k���<
��4����< ��0���"�0�B����� ����� �����B���� �� ���"�5H��� �0����B���� �� ���"�0�# �"�
�����������< �� X� ��"%B�� ���%�� ��5��k��"<�H� ���H� ��4%"<�H 5�k� 5"� ��"�I5���
��.	��

@ �(��� �"%B�� ��0���"�0�� ���0����0� ���"�0�B����0� ���������� ��"�#�� ����4��5!
�H�� �%������� �(����0� ���5�"�� �� B� B���H�� �"%B���� ��4%"<���� �������D�� �
��0���"�0���� ��"�#�� ��4%"<�H� ���������� � ����4��5�H� �%������ �(����0� ���5�!
"� �� 5����(%���HD ��;?��D � "������ %����5�B���HD ���k����D ����

��������� ������ 5�%0�0� ��5�� 3����� X = (X,Y, r : X × Y → {0, 1})� 05� X�Y 8 ���k�!
���� r 8 ��(��k����� ��4H����� P�+&���������	�� ��.-�� )���5�"�� ���k���� Xy ⊂ X �
Yx ⊂ Y � ��"�0�� x ∈ Xy ⇔ y ∈ Yx ⇔ r(x, y) = 1� `�	�, ����, lLX ��4��?� �%����%� �����!
��� ���k��� Xy� � &��	�, rLX 8 �%����%� �������� ���k��� Yx� F%�< α = {Xy | y ∈ Y }�
)���5�"�� ���"�0�# =����5��� τl �� %����5�B����� �� ��"#B���# ���k���� ���D ��5���!
k��� X ��� :�"� B ���%��� � �������� β ��5���k��� X �����5"�k� τl(B) ⇔ α ∩ B
������� � α � �(��5������ �0� ����� B� :�"� B �%��� � ���5��"�0���� B� �%��� ��������
�����5"�k� τl(B)� '��H� ��0���"�0�� =����5��� Hn

l (X ,A) � ��I���������� � ���5�%B�� A
����5�"�#�� ��� �%����H RnΓX(Sl(A))� 05� �%���� ΓX �4 ���0���� τl!�%B��� � ���0���#
�(�"��HD 0�%�� 4�5�?�� ��������� ΓX(C) = C(X)� � Sl(A) �(�4��B�� τl!�%B��� ����k5?�!
�H� A� *��"�0�B��� � %B����� ���k���� Y � ����5�"�#�� ����H� ��0���"�0�� Hn

r (X ,A)�

����/ ����� X = (X,M, r : X ×M→ {0, 1}) � P�+&���������	�� ��� X � �������	��
M � ��������� �������	� ��� ��&���
* &���������	� ����������� r 6���M��� ��	����	��
r(x,A) = 1 ⇔ x ∈ A� ����� lLX ��	������ ��&������ ��������, �������	 M� ����&��+
���� ��� ���	�� A ∈ M � B ⊂ A 	���� B ∈ M� ������ ��� lLX = n� �� ������� ����	
τr+&���� A ����,� ��� Hn

r (X ,A) �= 0 � �� ����� &���&���� B � ����� k > n Hk
r (X ,B) = 0

����� r/ ����� X � �M����	� ��&���������� &���������	�� X = (I(X),M, r : I(X)×
M→ {0, 1}) � P�+&���������	�� ��� I(X) � �������	� 	��* 6������
* ��&��	����
* &��+
�������	 X� M � �������	� ���,�� �&���������
* &� 	������� &���������	 I(X)�
r(A,M) = 1 ⇔ A ∈ M � ����� ��6�������� X ��	�� &��	�, ��������������, ��6�������� X �

������� ����	
�
� �� ��������� ���
�� 3A, �-. �&�BBB�C�������  ���
�� .: ��4"0��&"�"



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� � �

�� �� ������������ n ������� ��� Hn
r (X ,A) �= 0 �� ���������� τr+&���� A� 9 ����������

��� ���� ��� X � ������������� ���������6���

F%�< X = (X,Y, r : X × Y → {0, 1}) � X ′ = (X ′, Y ′, r′ : X ′×Y ′ → {0, 1}) 8 �%!�����������
5��D�6��� X � X ′ ��4H����� ���� ��(��k���� (f : X → X ′, g : Y ′ → Y ) ����� B� 5"�
"#(HD x � y′� r′(f(x), y′) = r(x, g(y′))�

����� s/ ����� (f : X → X ′, g : Y ′ → Y ) � ���D�6� P�+&���������	� α′ = {X ′y′ | y′ ∈
Y ′}� β = {Yx | x ∈ X}� S(X) � �������	� 	��* &���������	 X� �&����������� &� 	��������

�1 C� ����� ����	� &���&���� A �� S(X) ������� ��� A(∅) = 0� ������	��� �&������+
��� &�����	��������� �� 	���
� ����� Epq

2 =Hp
l (X ′, Eqf (A))� �*�������� � H∗(f−1(α′)X ,A)�

��� &���&���� Eqf (A) �� S(X ′) 6���M��� ��	����	��

Eqf (A)(C) = Hq(f−1(α′)X ∧ f−1(C),A) = Hq(f−1(α′)X ∧ f−1(C), Sl(A)).

(���� ����,��	� γX &�������� �6 ����,��	� γ &���������	 X ����	����� 	��* ���������+
�
* &���������	 X� �� 	*�����* 	 ��h�������� γ�

/1 C� ����� ����	� &���&���� B �� S(Y ′) ������� ��� B(∅) = 0� ������	��� �&������+
��� &�����	��������� �� 	���
� ����� Epq

2 = Hp
r (X , Eqg (B))� �*�������� � H∗(g−1(β)Y ′ ,B)�

��� &���&���� Eqg (B) �� S(Y ) 6���M��� ��	����	��

Eqg (B)(C) = Hq(g−1(β)Y ′ ∧ g−1(C),B) = Hq(g−1(β)Y ′ ∧ g−1(C), Sr(B)).
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5��� �����6����

'	�	����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� '	�	����� )��*+,�����	�

�����������%���� (2n + 1)!������ ���0��(��4�� M �"���� C∞ ��4H����� ��������
��
��"� �� �?� 4�5��� 1!����� η ����� B� η ∧ (dη)n �= 0 ��#5% �� M2n+1� �������� ���!
�� η ����5�"�� �� ���0��(��4�� M2n+1 ������5�"���� E = {X ∈ TM : η(X) = 0} ��4�����!
�� 2n� ������ ��4H����� ��������
�� ����� �0�� �������� ���0��(��4�� M2n+1 ����
��#5% ���%"���� �������� ��"�� �(�4��B����� ξ� ������ ����5�"���� ���������2 η(ξ) = 1
� dη(ξ,X) = 0 5"� ���D ������HD ��"�� X �� M2n+1� @������� ��"� ξ ��4H����� &���
3��� �"� *����������������� 	������
� &��� ���������, ��������
� :�"� M2n+1 8 ���!
����� ���0��(��4�� � �������� ������ η� � ���������, ����������, ���������, ��!
4H����� B��?��� (η, ξ, ϕ, g) �� ���������2 �1 (ϕ)2 = −I + η ⊗ ξ� /1 dη(X,Y ) = g(X,ϕY )�
	1 g(ϕX,ϕY ) = g(X,Y ) − η(X)η(Y )� �������� ������ g �������� ����B����� ��%�%�H
��4H����� ����)����	����, ���� $4 ������� 	1 �"�5%�� B� ��������������� ������ 5"� ���!
����� ��%�%�H η ��"���<# ����5�"���� ��������� ϕ� ��I��% �������������H� ������
(%5�� 4�5���< ��������� ϕ�

:�"� � ��B���� ���0��(��4�� ������������� 0�%��� '�� � ��������� ����������<
"������������H� ������H� ��%�%�H� @ I�� �"%B�� �������� ����� η� �������� ��"�
��(� ξ� ������� ϕ � ��������������� ������ g 4�5�#�� ������ 4��B������ � �5������

@ ��(�� �/� 5��� �"����������� ������HD ��%�%� �� �������HD 0�%���D '�� @ I��
�"����������� ���#�� �����"<�� 0�%�� '�� ����H� 4�5�#�� 5�%�� ����������� @ 5�����
��(�� �4%B���� �������� ��%�%�� �� �5��� �4 ���D ��������B����D 0�%�� '�� * ������
���������� 0�%��� '� G� 5"� ������ �"0�(�� '� g ���� (�4�� e1, . . . , e5 �� �"�5%#����
���(���� '�2 [e1, e2] = e3� [e1, e5] = −e1� [e2, e5] = −pe2� [e3, e5] = −(1 + p)e3� [e4, e5] = qe4�
*"0�(�� '� g ��"���� ��4��;���� � �� ���� ������ :? ����H� ����4��5�H� �5��" Dg = [g, g]
�(��4���� �������� e1, e2, e3, e4� $5��" Dg ���� 5�%����H� ���� Z(D) = Re3

⊕
Re4� @����

����4��5�H� �5��" D2g = [Dg,Dg] �(��4���� ������� e3� ������ 0�%��� '� ���� ����B�%#
���"�4���#� �(��� I"���� S 5����� 0�%��H '� ���� ��5

S =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
e(1+p)x5 −x2e

x5 x1e
px5 2x3 0 0

0 ex5 0 x1 0 0
0 0 epx5 x2 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 x4

0 0 0 0 0 eqx5

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , S1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −x2 x1 2x3 0 0
0 1 0 x1 0 0
0 0 1 x2 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 x4

0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (1)

$4 I�0� ����B��0� ���5���"���� "�0�� ��5�<� B� 0�%��� '� G ��"���� ��"%����H�
����4��5����� 0�%��H G1 � R� =�%��� G1 ��"���� ����H� ����4��5����� 0�%��H =��4��(��!
0� H3 � R� )(��� I"���� S1 0�%��H G1 %��4�� � ����%"� ,�1�

��4�� e1,. . .,e5 ����� �4 ������ �������%#��D ����5������% (�4��% ∂/∂xi� i=1,. . .,5�
&�0"���� �"����������� �/� �������� ��%�%�� 4�5�?�� "�������������� �!������ η =
e3
∗ + e4

∗� $4 %�"���� η ∧ (dη)n = 2(1 + p + q)e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 ∧ e∗4 ∧ e∗5 �= 0 "�0�� ��5�<� B� 5�����
�"0�(�� '� g ��"���� ��������� ��"� 1 + p + q �= 0� �����������" 1!����H η ���� ��5
dη = −e∗1∧e∗2+(1+p)e∗3∧e∗5−qe∗4∧e∗5� &"�5����"<��� ��"� ��(� ξ ���� ��5 ξ = q

1+p+qe3+ 1+p
1+p+qe4�

'�0�� ��5�<� B� ��"� ��(� "�k� � ����� �5��"� Dg�

;��9���/ '#(�� 1!����� η ��5� η = α1e
∗
1+α2e

∗
2+α3e

∗
3+α4e

∗
4+α5e

∗
5 ��"���� ���������

��"� α3, α4, 1 + p + q �= 0� �������"<��� η ∧ (dη)n = 2α2
3α4(1 + p + q)e∗1 ∧ e∗2 ∧ e∗3 ∧ e∗4 ∧ e∗5 �= 0�

:�"� �H (%5�� �B��< (�4�� e1, . . . , e5 ��������������H�� � �������%#��� "�������!
������� �������� ������ �� 4�5�? ������%# ����B���%# ��%�%�%� @H(���� 5�%0%#
"������������%# �����% g0 �� G� �B��� (�4�� E1 = e1� E2 = e2� E3 = e5� E4 = e3−e4

1+p+q �



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� � 	

E5 = qe3+(1+p)e4
1+p+q ��������������H�� ��4�� �������0� ������5�"���� E4 �����"�# �"�5%!

#��� �����H2 E1, E2, E3, E4� &��(�� '� ���# ��52 [E1, E2] = (1 + p)E4 + E5� [E1, E3] = −E1�
[E2, E3] = −pE2� [E3, E4] = −(1 + p− q)E4 + E5� [E3, E5] = q(1 + p)E4�

����� r/ F��������� ������	� ������� g0 ����� 6����&��������� ���)������ ���+
	�6�� &�� ��
* 6�������* &��������	 p � q� '������� ���	�6�� ����� �������� 	
����+
���

s = −q2p− 1
2
p2q2 − 5

2
q2 + 5qp + 5q − 11p − 13

2
p2 − 15

2
.

'������� ���	�6�� ��������� ������������ 6�������� ��	���� s0 = −2, 709183639 &�� p =
−0, 7141901951 � q = 0, 3501123282� F��������� ����������� ��������� �	����� k+���+
������, ���������, &�� p �= 1� q = 0 � &�� p = −1� q �= 0� F��������� �����������
��������� �	����� ���������, '����� &�� p = 1� q = 0� 9 ��������� &�� p = 1� q = 0 &�+
������� k+���������� ��������� '����� � �����)� �&������� 3���� ����� ���������
,
	�� Ric(g) = diag(−13

2 ,−13
2 ,−13

2 ,−13
2 , 1)�

�66������1���� 
����
��� ����96
� 6��5
�5�� �� ��5<< (G, η)/ +� ���!
����� �"0�(�� '� ��k�� ����5�"�< ������� ϕ� ����H� �("�5�� ���������2 ϕ2|E4 = −I�
ϕξ = 0 � ϕ2 = −I+η⊗ξ� )����� B� ���� ������� 4�5���� ���5��4��B��� @ ��B���� �����!
�� ��k�� �4�< ��������H� ������� ϕ0� ϕ0(E1) = E2� ϕ0(E2) = −E1� ϕ0(E3) = E4� ϕ0(E4) =
−E3� ϕ0(E5) = 0� ��� %k� ����� ���B�"��<� ��� ������������� �������� ����� η ��k��
���� �������������%# �����% g �� �������% ϕ �� ����%"� g(X,Y ) = dη(ϕX,Y )+η(X)η(Y )�

@ ��(�� �	� ����4���� B� ��� �H(������ ��������������� ������ g0 � �������� ϕ0� ��k!
5H� 5�%0�� ������� ϕ 4�5�?�� ��������� P �� �"0�(�� '�� ����H� �("�5�� ���������2
�1 P �������%��%� � ��������� ϕ0� Pϕ0 = −ϕ0P � /1 P �������B�� ������"<�� ����!
�� g0� �������%#��� ϕ0� 	1 I−P 2 ���H��k5���H�� 3�05� ϕ = ϕo(I +P )(I−P )−1� $4 ������
�������� P �"�5%�� B� �� ���� �"�5%#�%# �����%

P =

⎛⎝ A B 0
B D 0
0 0 0

⎞⎠ , 05� A =
(

s t
t −s

)
, B =

(
u v
v −u

)
, D =

(
x y
y −x

)
. (2)

&������%#��� �������������H� ������� � ������ 4����� � 7 ��������� u� v� x�
y� a� b� p� q� F�"��� �������� ���D ����� 4��%5���"<��� F�I��% �H ��������� ����
������ ��� ������HD ���(HD 4��B����D ��������� (p, q)� �%5�� ��k� ����������< �"���H
�������������HD ������ 5"� ����HD ������� ϕ 4�5���� ������� P ��D ����

P |E4 =
(

0 B
B 0

)
, P |E4 =

(
A 0
0 0

)
, P |E4 =

(
0 0
0 D

)
. (3)

����� s/ ��� p �= −1� q = 0 � &�� p = −1� q �= 0 ����)����	����� ���������� ���+
�������� ���������� ����	����	����� �DD����� ϕ� 6�������� �&�������� ������ 	��� ,/1�
�	����� k+���������,� � &�� p = 1� q = 0 �	����� ���������, '����� ��6�	����� ��
&��������	 u, v, x, y, a, b�

�"� ���(HD 4��B���� ��������� p � q ,p �= −1� q = 0� p = −1� q �= 0 � p = 1� q = 01 �HB��"��H
D����������� �����4�H �������������HD ����� 5"� %��4���HD �H;� ��D ���� ,	1�

������5��

�� X.@H> ��a� qONSTJS vTNM\OV^Z MN jMWPTNNMTN wWOPWSY]� sWJSRYW �OSWZ MN vTSLWPTSMJZ� �WYVMN.
pWM^WVUWYX.�Wb �OYl2 _QYMNXWY!xWYVTX� �[-g�

/� �H@==@ -� sW\S MNdTYMTNS JONSTJS ZSYRJSRYWZ ON sMW XYORQZ� hYWQYMNS� TY�Md2 PTSL� nw6 � 	��� d/
/� _WQ /  ��
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@ 5����� 5��"�5� (%5� ���������� ���������� � ����� Λpq�
F%�< 0 < p, q < +∞� �%5�� 0�����<� B� �4������� �� Rn �� '�(�0% �%����� f(x) =

f(x1, . . . , xn) �����5"�k� ���������% Λpq� ��"�

‖f‖Λpq =
(∫

Rn

|f(x)|q |x|n
�

q
p
−1
�
dx

) 1
q

< +∞

��� 0 < q < +∞� 0 < p ≤ +∞�

‖f‖Λp∞ = sup
x∈Rn

|x|np |f(x)| < +∞

��� q = +∞� 0 < p ≤ +∞� ����4 F � F−1 �(�4��B�� ������ � �(����� ����(��4������ G%�<��
G%����� ϕ(x) ��"���� �%"<��"������� �4 Λp0q0 � Λp1q1 � ��"� ������� Tϕ(f) = F−1(ϕFf)
�0����B�� �4 Λp0q0 � Λp1q1 ,��� ���1�


��k���� ���D �%"<��"������� �4 Λp0q0 � Λp1q1 �(�4��B�� B���4 Mp1q1
p0q0 � 
��k���� Mp1q1

p0q0
��"���� "�����H� �����������H� ����������� � ������

‖ϕ‖Mp1q1
p0q0

def
= ‖Tϕ‖Λp0q0→Λp1q1

.

�"� ���������� �%"<��"������� Mp1q1
p0q0 ������5"��H �"�5%#��� �����H �"�k����� ��4!

��"�#��� ����H��< 5����� ���������� �%"<��"������� � ������D ��������� '������
� )�@� �������

����� r/ ����� 1 < p0 < 2 < p1� p0 ≤ q0� q1 ≤ p1� 1
p0
− 1

p1
= 1

r ≤ 1
2 �

1
s =

(
1
q1
− 1

q0

)
+
� �����

����� ����� 	������ Lrs ↪→Mp1q1
p0q0 �

����� s/ ����� 1 ≤ p0 ≤ q0 ≤ q1 ≤ p1 < 2� αn = 1
p1
− 1

2 �
1
r = 1

p0
− 1

2 � 1− 1
s = 1

q0
− 1

q1
� �����

�&��	���	� 	������
Bα
rs ↪→Mp1q1

p0q0 .

����� t/ ����� 2 < p0 ≤ q0 ≤ q1 ≤ p1� α
n = 1

p0
− 1

2 �
1
r = 1

2 − 1
p1
� 1 − 1

s = 1
q0
− 1

q1
� �����

�&��	���	� 	������
Bα
rs ↪→Mp1q1

p0q0 .

����� u/ ����� 1 < p0 < p1 � 1 < q1 ≤ q0� 1
r − α

n = 1
p0
− 1

p1
� 1
s = 1

q1
− 1

q0
�

α

n
> max

{
1
p1

− 1
q1
,

1
q0
− 1

p0
, dist

(
1
2
,

[
1
p1

,
1
p0

])}
.

����� Bα
rs ↪→Mp1q1

p0q0 �

����� v/ ����� 1 ≤ p0 < 2 ≤ p1 ≤ +∞ � 2
2−p0 > p1

p0
� q1 ≤ p1� p0 ≤ q0� 1

r = 1
p0
− 1

p1
< 1

2 �
1
s = 1

q1
− 1

q0
> 0� ����� �� ����� ε > 0 ������	��� D���)�� ψε(x) ������ ���

ψε(x) ∈ Lr,s+ε, �� ψε(x) �∈Mp1q1
p0q0 .

������5��

�� ������ Q� 3����� ������"����� G%�������"<�H� ����������� �����������"<�H� ���!
����H� 
�2 
��� �[7 �
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+�B���� � ��������"�0�#��D ��(� 
�*� '�����<��� � F�F� ��"�����0� �[	 .�[� !D 0�5��
�� �"����� ���4���������H� ��(��k����� ����"�k������ ��4���� I�� ;��"H 4� ��"%��!
����� �����5 �? �%����������� )(4�� ��4%"<��� ;��"H ��4��"�� 4��"#B�<� B� � �����!
��� ����� ��45����� �# ������"���� ���5���"�� ��(�� 5�"��� ���5���%H� ��45�" 0������!
B����� ����� �%������ ���#��� ���H� ��4"�B�H� ���"�k���� ��� � ����� ��������� ��
� � ��D������
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F���H� �("��H ��D����HD 0����(�"�B����D ���0��(��4�� � ������� (H"� �������H
�k� ������ � �0� 5��������� �[7� 0� +����"<�� ��45��� �����"���� ���"�0�B�HD �("�� (H"�
��B�� &�@� 
�����H� � *�3� G������� F�5��(�H� �������� ��k�� ���� � ��� /�� @ ��������
����� ������ � I�� �("���� ��4��� �4!4� �0�� B� ��� ������ ���(D�5��H 5"� ��4%���0�
�����"���� ��4%"<��� ��(�H ����<#����� ���0����H ������4�����"< ��D����HD ���!
0��(��4���� @ �� ������ "�k� ��4��(����H� &� 
�����H� �	� �"0����H ����(��4������ �
�����4������� ���0��(��4��� ���5���"���HD ������ ������"<�H�� ���������

F��0����� �����4��� ���0��(��4�� ���<�� I��������� :�"� �� �HD�5� ����"���� ���!
0��(��4�� E������ �"� 0���!���0��(��4�� @�"<5D�%4���� � ������D ���("�� � �0� ���������
�� ��4������ �����"<�% ���� ���0��(��4�� ��"���<# �"�������������H� :�"� k� � ����
����"���� 0����(�"�B����� ���0��(��4��� � ���D�5��� "�(� �0����B�<�� �H5�B�� B���B!
��� ���������� ,��������� 0����(�"�B����0� �(���� � 0�%��H 0���"�0��1� "�(� �H��5�� �0�
���5���"���� � ��5� 4���"����� ���� �5��0� �4 �("�B�HD ���0��(��4�� � �������� 3�%5���<
����� � ��� B� B��"� ���D �("�B�HD ���0��(��4�� 5���"<�� ��"��� � B� �� ������B����!
0� �����(� ���5���� ����� ����5��� �� ���D� ���4�#��D ����H� �� 5�"�� I���������<
�������HD ���5���"���� ���<�� %�"������ )��(���� �B�"��� I� �%5���< �����"���� �
�"%B��� ��05� ���"�5%���� ���0��(��4�� ��"%B���� ��"�������� �����"<��D ("����� ��� 0����!
(�"�B����D� �� � ��� 3�05� ���D�5��� ��H"�<�� �� �("��H �� �����"<�% ��4� � �����H
��"������� 4����H��< � ����D %�"���HD ����5����D�

:�������H� �%< ��;���� I�� ���("��H ����� � ���5���"���� 0����(�"�B����D ("����
� ��5� B���B�HD 4���"����� ���� 5���"���"<�HD ��������� 4����"���� � 	!������ 
H (%!
5�� ��4H��< ���� ���5���"���� *�������������� E����� D��%�0�B����D ���5���"���� �(!
"�B�HD 0����(�"�B����D ���0��(��4�� � ������� B��4�HB���� ��"�4�� ��� 5"� I���������
��(�H ������4�����"��� �� � 5"� ��D�k5���� D��%�0�B����D ���5���"���� ���"�5%��HD
���0��(��4��� �� �(�������� �"�5%#���� ���B������

@�!����HD� 4����� D��%�0�B����0� ���5���"���� ��D�����0� ���0��(��4�� � ���B�����
����� ��4��"�� �����< �0� ���<�� I������H� �(��4�� 8 5����B�� %��4�< �������%#���
4����"���� � ��������� ������HD �0� ���������

@�!���HD� ����;���� ���(�5�H�� ��������H ���� �("�5�# ������B������ ��������
����5���� ���"�5%��H�� �4 ���5���HD ����5��� ��� ,����5���� 0"����� ����""�"<1 ��
���� 5���"���"<��0� ���������� 4����"����� �� ��4��"�� 4�5���< �������H 4���"�����
���� 5"� ���D ���0��(��4�� (�4 5���"���"<�HD �(��������� ����� ������ ����5���H ���!
#�� � ��5%�

��"< �������� ��(�H ����� � ��D�k5���� D��%�0�B����D ���5���"���� 5"� (�"<;�0�
�"���� �("�B�HD 0����(�"�B����D ���0��(��4�� � �5��� �"� 5�%�� ������� � ����������
��"%B���HD ��4%"<��� 5"� �������� 4����%HD ���0��(��4���

��4%������ �����!��(%5< D��%�0�B����� ���5���"���� ��k5�0� ��������0� �("�B��0�
���0��(��4�� ��k�� ���� ��%B�%#� )5����� D��"��< (H ���� ���H� I������H� ���5���"�!
���� ���B�� ��� B�(H ��� (H"� ��0���4����H � �� �"�;��� (�"<;�� B��"� ���0���������!
B����D ������

)������� �5�� ��;���� I�� 4�5�B� ����� � �"�5%#���� @���� �0�� B�(H ����(���<
�("�B�H� ���0��(��4�� � ��D�5�< �D D��%�0�B����� ���5���"����� �%k�� ���%��< ���(�!
��2 ����(���< ��������H� 4����"����� �����4����< ���B�#��� �� ���0��(��4�� � ���5�
��D �(���< �("�B�H��
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� �� ��������0 '!"
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C��%�0�� ����������"��< �5�"< 5���� 0����(�"�B����D 4����"���� �4 ��D ���������
���#��D 5��0����H � ≤ 8 ������B������� $4 ��D 5�� 4����"���� ���# �� g ������B�����
�5�� 8 - � ���< �� 7 ������B����� @��0� 0����(�"�B����D 4����"���� � ≤ 8 ������B������
�� � � � ��� �� 4����"���� 83

8 ��k�� �� ����������<� �� ��� �0� 5���"���"<��� ����������
0���������� 5���"���"<���% ���������% 4����"���� 63

1 ,�H ��"<4%���� �4������ �("����
�� ��"<�����1�

@��0� (H"� ���������� (�"�� 	 H��B ���0��(��4��� 4�5�����HD ��� ���������� ��D!
������ ����H �5�"< I�D 5���� 4����"����� @ ��4%"<�� (H"� ���5��H D��%�0�B����� ���5!
���"���� 5"� �[�/ �4 ��7- ���0��(��4�� � � ������ � 5"� ��7 �4 //� ���0��(��4�� � / ��������
F��B�� ���/ �4 ��D ,�	7 � � ������ � -/ � / �������1 ��0% (H< ���5���"��H ��� ����������
�5�"< �5��������0� 4����"���� 63

1�
����4��"<��� �"�5%#��� �����H (H"� ��"%B��� � �����<# ���"�4� ��"%B���HD ��4%"<!

����

����� r/ `���� 6�������� ������������� ���*������ ��&����������� ���������6��
�������� ≤ 12 &�������� ��)�������, &�������,��, ���*�����, �D��
 &� *��� �
 ������
�6 10 ��&����������* 6�)�&���, ��&� n3

k� ��� n = 6, 7, 8� 2�������
, D��� 	���� � ��
��&����������* ����	� 	*�����* 	 �����	�
� ���������6�� �������� ≤ 122 ����
, ����,
��� &�������� 6�&�������� C��� �������
* ���&����� 6�)�&���, ���6������ ��&��

��"�� ��5��(�� ��4%"<�H ���5���"��H � �����5��HD ��k� �("���D� )��;�� ��%�%�%
������ �("��H� @ �� ������ ��"(�� ����B��"��H ��4��k�H� 4��B���� �"�k���� �("�B�HD
���0��(��4�� � �5��� ������� @ �"�5%#��D � ��"(��D %��4��H B��"� �("�B�HD ���0��(!
��4�� ��k5�� �"�k����� ��"%B���HD ������������ �� 5�%� ���������� %�����%HD � 4�!
���"����� ��� ���"�5��D ��"(�� ����4H��#� ���"<�� �("�B�HD ���0��(��4�� ��"%B����
����������� D�� (H �� �5���% �4 � 4����"���� ,B��"� l1n1� � �(��� B��"� W 1

n �("�B�HD
���0��(��4�� �"�k���� n� @���� �("��� ���� ���"�0�B�%# ��%�%�%�

n 63
1 63

2 73
1 83

1 83
2 83

3 83
4 83

5 83
6 83

9 l1n W 1
n

/ / / /   � �   / / /
	 [ g 7 � g / / �  g [ [
� �� �- / �/ �- 	 � � / �7 �� �/
� ��g 	� �� 	 	[ [ [ �	 � �� �[� //	
g � � g	 g7 g	 -� / �- /- � � / ��7 [�	
- --	 ��7 � g [� �// 		 	- �� �� / - ��	� 		77

$�0� �	7 /� /�7 / � /�7 g7 - [[ /� 	-[ �[�/ ��7-

��	
��� �� #
�� �� �����$ $
	�	�
���
$ �	��������
 ����
���$ �������	��
  % ������

n 63
1 63

2 73
1 83

1 83
2 83

3 83
4 83

5 83
6 83

9 l2n W 2
n

� � � � � �     � � �
� � � � 	 �   �  � �� ��
g �[ � / 7 � � �   	 		 �7
- 	[ 	 � �g � / � / � - - �g/

$�0� -/ g 7 /7 � 	 / 	 � �/ ��7 //�

��	
��� �� #
�� �� �����$ $
	�	�
���
$ �	��������
 ����
���$ �������	��
  ! �����
�

������5��

�� K@..@O@! d� I�� bH.\"i>@!\ A�u�� G""_< I� $� e JWNZRZ O\ JRZQW^ L]QWYUOVMJ 	!PTNM\OV^Z 66 vTSL�
qOPQ� �[[[� x� g7� � //�� h� 	/�.		/�

/� 5��	��	 '�9�� f������ 2��� $4�I���0��B����� �����D���� ���0���%��HD 0���"<���!
�HD ������ ����B��"���� ��D����HD ���0��(��4�� � ����5�� ��4������� �D �"�k���� �
�HB��"���� �(����� 4����%HD 0����(�"�B����D ���0��(��4�� 66 ����D� ������B����D
��%�� �[77� 3� �	� � �� &� �.//�

	� A@=/""/ J�u� eVXOYMSLPMJ SOQOVOX] TN^ JVTZZM`JTSMON O\ 	!PTNM\OV^Z 66 _QYMNXWY eqv!PONO!
XYTQLZ� x� [� /  	� �7 QQ�
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3�B�H� 4��B���� �"�k���� ,��� ���1 �4����H �"<�� 5"� ����B��0� B��"� 4����%HD ���!
����%��HD �?D����HD ���0��(��4�� ,��� �/�1� @ ��(��D �	� �� �������H ���D��� ������ �"�k!
���� 5"� "��4��HD ��������� � 4����%HD �������%��HD ���0��(��4�� E������� )��4�!
"��<� B� ���5"�k���H� ������ �����5�# � �����H� 4��B����� �"�k����� ��"� ���"�5��� ��
������D�5� �/� @ 5����� ��(�� �H ����� ���D��� ������ �"�k���� 5"� 0���!���0��(��4���

=���!���0��(��4�� @�"<5D�%4��� ��"%B�#�� �4 ���0��(��4�� E������ ��"�������� �D
0����B�HD ����� =���!���0��(��4�� %5�(�� 4�5���< � ��5� �����?��HD ��"��%"� [������+
��, ������, ��4H����� 0���� ���;���� �����0� �������%# ���0��(��4�� E�������
� �?(��� 8 ��"���� �D 0����B�HD ����� 
H ���5��"�0���� B� ��k5�� ���;��� ��"��%"H
��5��k� ��"�%# ���������# � �������%#��� 4��������� ���0��(��4�� � ������D ��!
��5��� �� �0� 0����B�HD ���D� ��k5�� ��(�� ��"��%"H ������������ � ����B��� �������
����5�� / � ����5�"��"�� ±1� 4�5�#��� �������%#��� 0���������4��

��k5�� 0���!���0��(��4�� 5��%���� ��4"�B�H� ���5���"���� � ��5� �����?��HD ��"�!
�%"� @ B������� ��k�� ��0"�������H� �(��4�� �4����< ���H� �������H ���(HD �"��� ���!
0��(��4�� E������ � �����H �� ��(��D� �%5�� ��4H��< �����?��%# ��"��%"% �����5?�����
��"� ��k5�� �? ���;��� ���5���"��� � ��5�

(F, (p1, q1), . . . , (pk, qk), (1, t)),

05� k 8 B��"� ���(HD �"���� F 8 (�4� ���0��(��4�� E������ J d ����������� ����� �����
�0�� ��� �������H ���(HD �"��� �����5��H� � �� pi > qi > 0� � ������� t %5��"������
%�"���#

χ(F )− k � t � 1− d− χ(F ).

)��;�� �����"�� �������"�#��� ��k5�� ���4��� �����5?���� ��"��%"� Γ ��"�� B��"�
c∗(Γ)� ��k5�� ���;��� ��"��%"H Γ ��������� B��"� 6(1−χ(F ))− 3d+

∑k
i=1(S(pi, qi) + 1)� 05�

S(p, q) 8 �%��� ���D ����"�HD B���HD � ��4"�k���� B��"� p/q � ������H��%# 5��(<� ��k5��%

��(�% ��������� B��"� max{S(|a|+ |b|, |c|+ |d|)− 2, 0}� 05�
(

a b
c d

)
8 ���� ��(��� F%�< n 8

B��"� ���;��� m 8 B��"� �?(�� ��"��%"H Γ� 3�05� c∗(Γ) ��< �%��� ���D B���"� �������"���HD
���;���� � ��(��� ��"��%"H� �"#� 6(m− n + 1)�

�����/ ����� M � �	�6��� 6�������� ������������� ��&��	������ ���D+���������6��
9���*��6���� 6������� &��	��M���, ������, Γ� ����� �������� c(M) ���������6�� M ���+
	��	����� ����	����	�

c(M) ≤ c∗(Γ).

������5��

�� A@=/""/ J�u� qOPQVWcMS] SLWOY] O\ SLYWW!^MPWNZMONTV PTNM\OV^Z 66 eJST eQQV� vTSL� �[[ � x� �[�
� /� h� � �.�	 �

/� 5��	��	 '�9� �����4������� � �(%"�������� �?D����HD ���0��(��4�� 66 ���"� *+� /  ��
3� �  � � �� &� /g./7�

	� A@=/""/ J�u� eVXOYMSLPMJ SOQOVOX] TN^ JVTZZM`JTSMON O\ 3!PTNM\OV^Z� _QYMNXWY� /  	�
�� A@>="..H X�� d"=>�!H� K� qOPQVWcMS] O\ XWOPWSYMJ 3!PTNM\OV^Z 66 wWOP� nW^MJTST� /  �� x� � 7�
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!���%���� ���	����( ���1���	� 	��$�����$
���������&�( !�� ��&��&���� !� !����$���	��

 �'� /���3*

"	�#����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� "	�#����
� ���
����	�

F%�< M 8 ��������� ��D������ ���0��(��4��� F�5 ��������� ���0��(��4�� M ,�(�!
4��B���� c(M)1 ��������� B��"� �����HD ���;�� �0� ������"<��0� ��B� �����0� �������
�� D����������� �� %��"�B������ ��� ��4��4���� ��D�����0� ���0��(��4�� �� ���k�!
������ 0����B�� ���k������� �����D���� ,��� ���1� ��;���� 4�5�B� 8 ���;���< ������
�"�k���� ���� �(��4��� B�(H ��� ��4��4���� �� ���k������� 0����B�� ���k������� ��!
���D���� I� D����������� ���05� %���<;�"��<�

+�������� B� ��(�����H� 5��� D � ���0��(��4�� M ��4H����� ������	���
�� ��"� �0�
0����B��� ���%k���< ∂D �������"<�� �� ∂M �

�<�80�� r/ D!������ ,����)�	���, ���1 �������5���0� ��D�����0� ���0��(��4�� M
��4H����� 0����B�� �������5���� ��D������ ���0��(��4�� R(M)� �� �5�� �4 ���4�HD �����!
��� �����0� �� 0��������� ��D������% ;��%� � R(M) ��"%B��� �4 M � �����<# �"�5%#��D
��������2

�1 ��4��4���� ���0��(��4�� �� �%���������% 5���%�
/1 �(���H����� ���4��� ��������H� 0����������� ��D������% ;��%�

�"� "#(�0� �������5���0� ��D�����0� ���0��(��4�� D!�����< �%����%� � �5��������
� �B���<# 5� �4����� ,��� ���1� 
��0��(��4�� ��k� (H< ��"%B��� �4 ����0� D!����� 5�!
(��"����� ��D����HD ;���� � ����"�������� �%B�� ��5���� ��

;��9���/ F%�< �����D���< F 8 ��������� ���� ���0��(��4�� M � :�"� F ���k����!
��� � ��� �� ��5��k� 0����B�HD ���%k����� �%��������0� 5����� &"�5����"<��� �����D!
���< F ��D������� ��� ��4��4���� �� �%�������H� 5����� � ��"���� ���������� ����
����� R(M)� )(����� ��k� �����2 ��"� F �����5�� � ���������� ���� ������ � F ���k�!
������

�<�80�� s/ I!���&������, ���0��(��4�� M (%5�� ��4H��< ��������% ���4����
�0� D!����� ��5� G × I� 05� G 8 4����%�� �������%���� �����D���< "�(� ��5� G×̃I� 05�
G 8 4����%�� ���������%���� �����D���<� F����D���< G � �(��D �"%B��D ��4H����� ��6�,
I!��������H�

�<�80�� t/ I!����� ��D�����0� ���0��(��4�� M (%5�� ��4H��< B��"� I(M) =
3I+

0 (M)+I+
1 (M)+I+

2 (M)+4I−0 (M)+2I−1 (M)� 05� I+
0 (M) 8 B��"� I!�������� ���0��(��4�� M

� �������%���� (�4�� � (�4 ���k�����HD �����D����� ����� I+
1 (M) 8 B��"� I!�������� ���!

0��(��4�� M � �������%���� (�4�� � �5��� ���k������� �����D���<# ����� I+
2 (M) 8 B��"�

I!�������� ���0��(��4�� M � �������%���� (�4�� � 5�%�� ���k�����H�� �����D������
����� I−0 (M) 8 B��"� I!�������� ���0��(��4�� M � ���������%���� (�4�� � (�4 ���k����!
�HD �����D����� ����� I−1 (M) 8 B��"� I!�������� ���0��(��4�� M � ���������%���� (�4��
� �5��� ���k������� �����D���<# �����

�<�80�� u/ 3��7������, ��������� ��������0� ��D�����0� ���0��(��4�� M ��!
4H����� ������ c(M) = (c(M), c1(M),−∂I(M), I(M), g(2)(∂M))� 05� c(M) 8 �(HB��� �"�k!
���< ���0��(��4�� M � c1(M) 8 ������"<��� B��"� ����HD ���%k������ �4��� �� ����
��B� ����H� ������� ���0��(��4�� M � c(M) ���;������ ∂I(M) 8 B��"� ���k�����HD
�����D����� � ∂M � ����H� �� "�k� � I!���������D ���0��(��4�� M � I(M) 8 I!B��"� ���!
0��(��4�� M � g(2)(∂M) = Σi g

2(Fi)� 05� g(Fi) 8 ��5 �������� Fi ⊂ ∂M � � �%���������� ��5���
�� ���� ���������� ���� ∂M �

+�(��H ����������#�� � "������0����B����� ����5���

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������0 '!"
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+�������� S3 ���� ���;�����%# �"�k���< (0, 0, 0, 0, 0)� � I!����"����� ��5 4����%��
�����D���<# F 8 (0, 0, 0, 2, (n − 1)2)� ��"� F 8 ���4��� �%��� n ��������HD �"�������� �
(0, 0, 0, 1, 2g2)� ��"� F 8 �������%���� �����D���< ��5� g�

�<�80�� v/ &�(�����%# �����D���< F ⊂ M (%5�� ��4H��< ������	����, &�	��*+
������� ��"� F ���k������� 0����B�� ���k������� �� ����""�"<�� ���# ∂M � �"�B�� �
�����"<�HD ����H � 5�����

&%����%� ����� ���4< ��k5% ��4(������� �� �%B�� � �������� ���0��(��4�� M � E���
����� ���0��(��4��� ��k�� ������< �0� ��4(����� �� �%B�� � �(���� ,���� �� ��/1�

����4 MF �(�4��B�� ��D������ ���0��(��4��� ��"%B����� �4 ���0��(��4�� M ��4��4�����
�5�"< ��(������� �����D���� F �

���� r/ ����� ��6������ �� ����� ξ ��&��	������� ���*������� ���������6�� M ��	�+
���� ��� &���� &������� ����������� ��������� �&�,�� P � F � �	�6��� ������	�����
��������� &�	��*����� 	 M � ����� c(MF ) < c(M)�

����� r/ ����� F � �	�6��� ������	����� &�	��*����� 	 ��&��	������ ���*������
���������6�� M � ����� c(MF ) < c(M)�

$5�� 5���4��"<��� ����� � �"�5%#���� F%�< ξ 8 ��4(����� �� �%B�� ��D�����0� ���!
0��(��4�� M � �������%#��� �0� ��B� ������% ������"<���% �����%� +����"�4%�� ��!
���D���< F � F����5%�� �����"�4���� 4��"#B���� � �k��� �%(�� � %���"�� � %5�"����
��"%B�#��D�� 5����� � �����

F���4H����� B� �����"�4���� �����D���� F �� ����� ����H� 5�� ��������H ���;�!
������ �"�k���� � �� %���<;�� ���"<�H�� � 4���� ����"<4%� "���% �� 4��"#B���� B�
c(MF ) < c(M)�

����� s/ ���)��� ��6��6���� ��&��	������� ���*������� ���������6�� &� ������	����,
&�	��*����� ��������

����4��"<��� I�� �����H �������� �� �"�5%#��D ����D� @�!����HD� ��4��4���� ��
�%��������� �����D���� %���<;�� ���;�����%# �"�k���< ���0��(��4��� � �� %���<;��
�5�% �4 �������� I�� �"�k����� @�!���HD� ��� ��������H �"�k���� �0����B��H ���!
4%� ��������H �"�k����� ����� ��<��� ��������"<�H� 3��<� ��������� −∂I(M) ≥
−(4c(M) + 3c1(M)) ,�� ��� � ��k5�� ������� ���;��� ������ ���0��(��4�� M ��5D�5�
�� (�"�� � �������� ���� ���0��(��4��� � � ��k5�� �0� ������ "���� �� (�"�� 	1� &"�5���!
�"<��� B��"� ;�0��� %���<;�#��D ��k5%# ��������% ����B���

3�� ��� ;�0��� %���<;�#��D ���;�����%# �"�k���< ��D�����0� ���0��(��4��� ����B���
B��"�� � ������� ��4��4���� ���0��(��4�� �� �%�������H� �����D����� ��k� ����B���

������5��

�� A@=/""/ J� eVXOYMSLPMJ SOQOVOX] TN^ JVTZZM`JTSMON O\ 	!PTNM\OV^Z� _QYMNXWY eqv!PONOXYTQLZ�
x� [� /  	�

/� b�n+-!n".�!H K�� A@=/""/ J� jOOSZ O\ 	!PTNM\OV^Z TN^ JOUOY^MZPZ 66 vh�v!hYWQYMNS� /  �� � /g�
TY�Md2PTSL�wK6 � �//	�

	� JO@=!#_O p� KLW WcSWN^W^ JOPQVWcMS] O\ SLYWW!PTNM\OV^Z 66 _MUWYMTN rVWJSYONMJ vTSLWPTSMJTV
jWQOYSZ� /  �� x� /� &� �[�.�[��

�� s���
* [�:� ���;������ �"�k���� ��D����HD ���0��(��4�� 66 @ ���2 F��("��H ����!
�B����� � ����"�5��� ��������� 3�� 	7!� ��0����"<��� ��"�5�k��� ������������ :��!
����(%�02 ��) �*+� /  -� &� 7 .7��



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� ���

�!��	� 7;<'���������&�(
� �%����	�
����� !��%����

���� 5������

�+���
�� ���� �����	��!� ����5����!� �	*��/	�
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F%�< (M,F ) 8 ��������� ���0��(��4�� �� �"������� g 8 �������� ������ �� M � ����!
�"<��� ����"����� TM � ���0��(��4�# M ���5������ � ��5� ������ �%��H TM = TF

⊕
H�

05� TF 8 �����"<��� ����"����� � �"����# F � H = TF⊥ 8 ���0���"<��� 5���"����� �
TF � 3���� �(��4��� �����% g ��k�� 4�����< � ��5� g = gTF + gH � 05� gTF 8 �0����B����
������ g �� TF � gH 8 �0����B���� ������ g �� H�

)���5�"�� �5����������B����� �������� {gε : ε > 0} �������HD ����� �� M �� ����%"�

gε = gTF + ε−2gH .

�"� "#(�0� ε > 0 ��������� ������� '��"��� 8 ��"<���� Δε� �������������H� � ����!
��� gε� )������ Δε ��"���� ���������k���H�� I""���B����� 5����������"<�H� ������!
��� � ��"�k��"<�� ����5�"���H�� ���"���H� 0"���H� �����"�� � 0�"<(������ ����������
L2(M,gε) ���5���B�� ���0���%��HD �%����� �� M � ��5�"����� ���"���H� ����4��5������
��5%��������H� ������� gε� �"� "#(�0� ε > 0 ����� �������� Δε ����� �4 ��(�����HD
4��B���� ����B��� �������2

0 = λ0(ε) < λ1(ε) ≤ . . . , λj(ε) → +∞ ��� j →∞.

G%����� ������5�"���� ������ Nε(λ) �������� Δε 4�5���� ����%"��2

Nε(λ) = #{j : λj(ε) < λ}.
��������� 5������ 5�������� 0�%��H Z �� ��"��5�� M̃3 = T2 × R� ����5�"����� 5��!

��������4���
TA : T2 × R → T2 ×R,

4�5�����H� �� ����%"�

TA :

⎛⎝x
y
z

⎞⎠ −→
⎛⎝a11x + a12y
a21x + a22y

z + 1

⎞⎠ ,

05� (x, y) 8 ���5���H� �����5�B����� ����5���H �� ��5%"# 1 �� ��� T2� z ∈ R� A =(
a11 a12

a21 a22

)
∈ SL(2,Z) 8 ���� ������� B� | trA| > 2�

_OV!���������6��� M3
A ��4H����� ��������������� M̃3/Z�

$4������ B� M̃3 ��k� (H< ���"�4����� ��� ��50�%��� '� 0�%��H '� GL(3,R)� ��������
�4 ����� ��5�

γ(u, v,w) =

⎛⎝ew 0 u
0 e−w v
0 0 1

⎞⎠ .

&������%#��� �"0�(�� '� m3 ��"���� ��5�"0�(��� '� �"0�(�H '� gl(3,R)� ��������
�4 ����� ��5�

X(u, v,w) =

⎛⎝w 0 u
0 −w v
0 0 0

⎞⎠ ,

05� (u, v,w) ∈ R3�
3�����	
� _OV!���������6��� M3

A ��4���� ���% (GA\M̃3, g)� 05�
������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������0��!"
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• GA 85�������� ��50�%��� 0�%��H '� M̃3 ����� B� ��������������� GA\M̃3 ��"�!
��� �������H� ���0��(��4����

• g 8 �������� ������ �� GA\M̃3� B�� ��5��� �� M̃3 ���������� ��� "��HD �5��0�D ��
I"����H 0�%��H M̃3 ,���� ������ �H (%5�� ��4H��< ������ �	���	�������
��1�

F%�< α ∈ R� ��������� "�������������� �������� ��"� �� M̃3� ��������������� �

X(1, α, 0) =

⎡⎣0 0 1
0 0 α
0 0 0

⎤⎦ ∈ m3.

)�(�H �������%#��0� �������0� ��"� �� M3
A ����5�"�# �5�������� �"����� F �

F�"%B��H �������B����� ����%"H 5"� �%����� Nε(λ) � �5��(��B����� ���5�"�� � ����!
��

�����/ ��� ���� D������	����� λ ∈ R � &�� ε → 0 ����� ����� ����&����������
D����
2

�1 &�� α �= 0
Nε(λ) = C1ε

−1λ + o(ε−1),

/1 &�� α = 0
Nε(λ) = C2ε

−2 ln(ε) + o(ε−2 ln(ε)),

��� C1, C2 � �������
� ��������
 �� 6�	������ �� ε�
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KLW JTVJRVTSMON O\ dOVRPW O\ QOV]LW^YON MZ dWY] OV^ TN^ ^M|JRVS QYOUVWP� e \Wb ]WTYZ TXO MS bTZ
ZLObN U] ��p� _TUMSOd ��� SLTS SLW dOVRPW O\ rRJVM^WTN QOV]LW^YON MZ T YOOS O\ TVXWUYTMJ WoRTSMON
bLOZW JOW|JMWNS TYW \RNJSMON ^WQWN^MNX O\ JOPUMNTSOYMTV S]QW TN^ VWNXSLZ O\ QOV]LW^YT� �N L]QWY!
UOVMJ TN^ ZQLWYMJTV ZQTJWZ SLW ZMSRTSMON MZ PTYJL POYW JOPQVMJTSW^� wTRZZ� bLO MZ ONW O\ JYWTSOYZ
O\ L]QWYUOVMJ XWOPWSY]� RZW SLW bOY^ �\H" �<WO^!n".� MN YWVTSMON bMSL dOVRPW JTVJRVTSMON MN NON!
rRJVM^WTN XWOPWSY]� _MNJW sOUTJLWdZl] TN^ _JLV�TyM ,ZWW �/� TN^ �	� YWZQWJSMdWV]1 SLW dOVRPW \OYPRVT
\OY UMOYSLOXONTV SWSYTLW^YON ,OYSLOZJLWPW1 MZ lNOb� KLW dOVRPW O\ SLW sTPUWYS JRUW TN^ ZOPW OSLWY
QOV]LW^YON bWYW JTVJRVTSW^ U] j� uWVVWYLTVZ ���� n�e� nWYWdNMN� e�n� vW^N]lL ���� e�n� vW^N]lL�
i� hTYlWY� e��R� xWZNMN �g�� TN^ OSLWYZ� KLW dOVRPW O\ YWXRVTY QOV]LW^YON bTZ OUSTMNW^ U] w� vTY!
SMN �-�� KLW dOVRPW O\ M^WTV L]QWYUOVMJ QOV]LW^YON MN PTN] MPQOYSTNS QTYSMJRVTY JTZWZ bTZ \ORN^
U] r� xMNUWYX �7�� KLW XWNWYTV \OYPRVT \OY dOVRPW O\ SWSYTLW^YON YWPTMNW^ SO UW RNlNObN \OY T
VONX SMPW� e \Wb ]WTYZ TXO �� qLOM� p� uMP �[�� i� vRYTlTPM� {� �TNO �� �� TN^ e� {ZLM�MPT ����
bWYW ZRJJWW^W^ MN `N^MNX O\ T ZRJL \OYPRVT� n� nWYWdNMN� e� vW^N]lL ��/� ZRXXWZSW^ TN WVWPWNSTY]
MNSWXYTV \OYPRVT \OY SLW dOVRPW O\ L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YON� �S bTZ ^MZJOdWYW^ U] i� vMVNOY ��	� TN^ U]
n� nWYWdNMN� e� vW^N]lL TN^ v� hTZLlWdMJL ���� SLTS MN SLW JTZW bLWN TVV \TJWZ O\ SWSYTLW^YON TYW
PRSRTVV] JONXYRWNS SLW dOVRPW \OYPRVT JTN UW OUSTMNW^ MN T dWY] WcQVMJMS bT]� _RYQYMZW^V]� URS MN �[ g
WZZWNSMTV T^dTNJW MN dOVRPW JTVJRVTSMON bTZ TJLMWdW^ U] �STVMTN nRlW wTWSTNO _\OYfT� {N\OYSRNTSWV]�
LMZ ORSZSTN^MNX bOYl LTZ UWWN JOPQVWSWV] \OYXOSSWN SMVV YWJWNSV]�

�N QYWZWNS QTQWY bW JONZM^WY OJSTLW^YON O = O(a, b, c, d,A,B,C,D) bMSL W^XW VWNXSLZ a, b, c, d
TN^ JOYYWZQON^MNX ^MLW^YTV TNXVWZ A,B,C,D bLMJL LTZ 2|m Z]PPWSY] ,zMX� �1�

�

m

A

A

B B

C

C

A

A

D
D

B
B

2 m|
��� � &'()*+,-./ O(a, b, c, d, A,B,C,D) 01(* 2|m 2344+(-3�

*WXNMXQ r x#Y\PU\PZ2 )P`WY\XR2 DYLP_NR2 s}}uy ����� a^W.H\"@! /�.^?" �y �W=@O"\>�!  H=O
2|m <#??"=># H< @ >��= �y "�^@=H�!

Q(v) = v8 + (4C2D − 4CB2 + 8CBA− 8CBD − 4CA2 − 8CAD + 4CD2

+8B3 − 8B2A− 4B2D − 8BA2 + 8BAD + 8A3 − 4A2D)v7

KO `N^ T dOVRPW O\ ZRJL OJSTLW^YON MN ZQLWYMJTV ZQTJW bW OUSTMN SLW \OVVObMNX SYMXONOPWSYMJTV
M^WNSMS] TS `YZS

*WXNMXQ s x*WX DPZXT*YZ[XZ_ &U\Xy/ j"= O(a, b, c, d,A,B,C,D) i" @ <tO">HW@. �W=@O"\>�!
 H=O 2|m <#??"=>#� ;O"! =O" y�..� H!n =>Hn�!�?"=>HW >^." O�.\<

sin2 A

tan2 a
=

sin2 B

tan2 b
=

sin2 C+D
2

tan2 c+d
2

=
sin2 C−D

2

tan2 c−d
2

= tan2 θ

�DEFG HIJK H>G L>JMF>NNO GPLLIJMQR SO TUVT �WJ>XM �&��������'!( BXMQWJ>MFIX LJIYQZM [V TC[ \ ]V TC[ >XR
^Q>RFXW GZFQXMF_Z GZEIING GPLLIJM LJIWJ>`` �WJ>XM [[���0&"0��&"�!"



��� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

 O">" 0 � θ � π/2 H< @ !^?i"> \"�!"\ i#

tan2 θ +
(1 + X)(1 + Y )(1 + Z)(1 + W )

X + Y + Z + W
= 0,

X = cosA,Y = cosB,Z = cos
C + D

2
@!\ W = cos

C −D

2
.

KLRZ� bLTS bW LTdW YWTVMfW^ MZ SLW MPQOYSTNS \TJS SLTS T Z]PPWSYMJ ZQLWYMJTV OJSTLW^YON MZ
JOPQVWSWV] ^WSWYPMNW^ U] MSZ ^MLW^YTV TNXVWZ� LWNJW O = O(A,B,C,D)� mMSL SLMZ M^WNSMS] bW TYW
TUVW SO QYOdW SLW \OVVObMNX
*WXNMXQ t/ j"= O = O(A,B,C,D) i" @ <tO">HW@. �W=@O"\>�!  H=O 2|m <#??"=>#� ;O"! =O"

/�.^?" �y O H< nH/"! i# =O" y�>?^.@

V (O) =
∫ θ

π/2

(
arth(X cos τ) + arth(Y cos τ) + arth(Z cos τ) + arth(W cos τ)

) dτ

cos τ

 O">" X = cosA� Y = cosB� Z = cos
C + D

2
� W = cos C−D2 � @!\ 0 � θ � π

2 H< @ !^?i"> \"�!"\ i#

tan2 θ +
(1 + X)(1 + Y )(1 + Z)(1 + W )

X + Y + Z + W
= 0.

eNTVOXORZ QYOQOZMSMONZ VMlW KLWOYWP / TN^ KLWOYWP 	 STlW T QVTJW MN L]QWYUOVMJ JTZW SO�

&XcXMXZqXO

�� J@iH=�/ Z�]O� KLW dOVRPW O\ QOV]LW^YON TZ T \RNJSMON O\ SLW VWNXSLZ O\ MSZ W^XWZ ,jRZZMTN1 66
xWZSNMl vOZlOd� {NMd� _WY� � ,vTS� vWlL�1� �[[g� x� g� � ��	� h� 7[.[�� rNXVMZL SYTNZVTSMON MN2
vOZJOb {NMd� vTSL� �RVV� �[[g� x� g� � ��� h� �7.�[�

/� j�i@=<WO"y<_Hc w� Z� �PTXMN�TYW wWOPWSYMW RN^ MLYW eNbWN^RNX TR\ WMNMXW �NSWXYTVW 66 �N2 nWRSZJLW
�{UWYZWSfRNX dON p� sMWUPTNN� sWMQfMX2 KWRUNWY� �[ ��

	� JWO.{@�H j� KLWOYMW ^WY dMWV\TJLWN uONSMNRMS�TS 66 �N2 wWZTPPWVSW PTSLWPTSMZLW eULTN^VRNXWN�
�TZWV2 �MYlL�TRZWY� �[� �

�� ]"..">O@.< $� aN SLW dOVRPW O\ L]QWYUOVMJ QOV]LW^YT 66 vTSL� eNN� �[7[� x� /7�� h� ���.�g[�
�� �">"/!H! ��-�� A"\!#_O -��� aN SLW dOVRPW O\ ZQLWYMJTV sTPUWYS JRUW� hYWQYMNS� TY�Md2

PTSL�vw6 /�/	 �� // QQ�
g� A"\!#_O -���� d@>_"> I�� u"<!H! -�Y^� aN L]QWYUOVMJ QOV]LW^YT TYMZMNX TZ JONdWc JOYWZ O\

oRTZM!zRJLZMTN QRNJSRYW^ SOYRZ XYORQZ 66 �N2 _WORV �TSMONTV {NMdWYZMS]2 j�v!wejq hYWQYMNS
_WYMWZ  /. �� /  /�

-� A@>=H! %� I� KLW dOVRPW O\ YWXRVTY SWSYTLW^YT TN^ ZQLWYW QTJlMNXZ MN L]QWYUOVMJ 3!ZQTJW 66 vTSL�
qLYONMJVW� �[[�� x� / � h� �/-.��-�

7� uH!i">n a�X� wWOPWSY] ��� �Wb �OYl2 _QYMNXWY!xWYVTX� �[[	�
[� KO� Y^�� ]H? b� aN SLW dOVRPW \OYPRVT \OY L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YT 66 nMZJYWSW TN^ qOPQRSTSMONTV

wWOPWSY]� �[[[� x� //� h� 	�-.	gg�
� � A^>@_@?H I�� Y@!� A� aN SLW dOVRPW O\ L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YON 66 hYWQYMNS� /  �� LSSQ266\TJRVS]�

bWU�bTZW^T�TJ��Q6PRYTlTPM6QTQWYZ6SWSYTLW^YONYWd	�Q^\
��� x<OHcH?@ -� e dOVRPW \OYPRVT \OY XWNWYTVMfW^ L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YT 66 hYWQYMNS� /  /� LSSQ266

bbb�PTSL�SMSWJL�TJ��Q6{ZWYZ6RZLM�MPT6bWVJOPW!W�LSPV
�/� �">"/!H! ��-�� A"\!#_O -��� e \OYPRVT \OY SLW dOVRPW O\ T L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YON� ,jRZZMTN1 66

{ZQ� vTS� �TRl� /  �� x� g � � /� h� 	�g.	�7� rNXVMZL SYTNZVTSMON MN2 jRZZMTN vTSL� _RYdW]Z�
/  �� x� g � � /� h� 	�g.	�7�

�	� AH.!�> I�G� pOb SO JOPQRSW dOVRPW MN L]QWYUOVMJ ZQTJW 66 �N2 qOVVWJSW^ hTQWYZ� x� �2 wWOPWSY]�
hRUVMZL OY hWYMZL� �[[�� h� �7[./�/�

��� �">"/!H! ��-�� A"\!#_O -���� d@<O_"/HWO A�%� xOVRPW O\ L]QWYUOVMJ SWSYTLW^YON MN L]QWYUOVMJ
TN^ ZQLWYMJTV ZQTJWZ 66 _MUWY� vTSL� i� /  �� x� ��� h� 7� .7�7�

��� %@.H^.H! $�u�� AH_O@."/ J�w�� J@iH=�/ Z�]O� _OPW TQQVMJTSMONZ O\ SLW \OYPRVT \OY SLW dOVRPW O\
TN OJSTLW^YON 66 vTSL� �OSWZ� /  �� x� -g� � �� h� /�.� �
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sWS ω : (0,+∞) → (0,+∞) UW T bWMXLS \RNJSMON ZTSMZ\]MNX PO^M`W^ �YTRN� vWMZW� KT]VOY �/�
L]QOSLWZWZ2

,M1 Ω : t �→ ω(et) MZ JONdWc

,MM1 log(t) = o(ω(t))

,MMM1 ω(2t) = O(ω(t))

,Md1 lim sup ω(t)
t2 ≤ 1

2 �

vOSMdTSW^ U] oRTNSRP OQSMJZ� bW JONZM^WY �TNTJL ZQTJWZ Sω O\ \RNJSMONZ f ZTSMZ\]MNX

sup
x∈R

(
|f(x)|+ ∣∣f̂(x)

∣∣)eω(x) <∞

SLWN S{ω} :=
⋃
ε>0 Sεω TN^ S(ω) :=

⋂
N<+∞ SNω� WN^ObW^ YWZQWJSMdWV] bMSL SLW MN^RJSMdW VMPMS TN^

QYO�WJSMdW VMPMS SOQOVOXMWZ ,bW ZLOb SLTS UOSL TYW JOPQVWSW1� sWS (hn)n∈N UW SLW zOJl OYSLONOYPTV
UTZMZ ,pWYPMSW \RNJSMONZ1 TN^ H : f �→ (〈f, hn〉)n∈N� aRY PTMN YWZRVS MZ SLW \OVVObMNX ,ZWW �	� \OY SLW
^W`NMSMON O\ =@?"1�

*WXNMXQ r/ Zy lim sup ω(t)
t2 <∞� =O"! H H< @ =@?" H<�?�>tOH<?2 S{ω} → Λ{ω}�

Zy lim sup ω(t)
t2 = 0� =O"! H H< @ =@?" H<�?�>tOH<?2 S(ω) → Λ(ω)�

KLWZW YWZRVSZ TYW RZW^ SO VMNl ^WJYWTZW QYOQWYSMWZ O\ ^WNZMS] PTSYMJWZ SO JOYYWZQON^MNX QYOQWYSMWZ
O\ SLW mMXNWY ^MZSYMURSMON�

&XcXMXZqXO

�� ������ ��	
� {VSYTYTQM^V] ^WJYWTZMNX RVSYT^MtWYWNSMTUVW \RNJSMONZ� mMXNWY ^MZSYMURSMONZ TN^ ^WN!
ZMS] PTSYMJWZ� hYWQYMNS ON LSSQ266TYcMd�OYX6TUZ6PTSL�ze6 - 	77�� /  -�

/� ����� �� ��� 
����� ��� �� ������� �� �� {VSYT^MtWYWNSMTUVW \RNJSMONZ TN^ zORYMWY
TNTV]ZMZ� $"<^.=< A@=O� T�� 	!� ,�[[ 1� / g./	-�

	� �������� �� �� KLW MNdWYZW \RNJSMON SLWOYWP O\ �TZL TN^ vOZWY� X^..� -?">� A@=O� J�W�
qw�J�U �� � ,�[7/1� g�.///�



��g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

� ��7�7 ?�� �������,��� ,�8� q'��??��������7
��� � �>���,�� ��=�7�� �� � =������� ���,���

������� 7>�?����

9�9� GHEI>HIA

W:F:L7;7 6?D?: R=@;:L>@?X� W:F:L7;7� �����������
��	�

e PWYOPOYQLMJ hY]P (ρ, q)!^MtWYWNSMTV φ = φ(z) dzq TZZOJMTSW^ SO T YWQYWZWNSTSMON ρ ON JOPQTJS
jMWPTNN ZRY\TJW Fμ O\ XWNRZ g ≥ 2 MZ T PWYOPOYQLMJ ZMNXVW!dTVRW^ \RNJSMON φ(z) ON wμ(U) ZRJL SLTS

φ(T μ(z))[(T μ)
′
(z)]q = ρ(T μ)φ(z),

\OY z ∈ wμ(U)� [μ] ∈ Tg MZ SLW KWMJLPRWVVWY ZQTJW O\ XWNRZ g� T μ ∈ Γμ MZ oRTZM\RJLZMTN XYORQ bMSL
MNdTYMTNS JOPQONWNS wμ(U)� U = {z ∈ C : |z| < 1}� pWYW U/Γ = F0� sWS Pq(D) UW hY]P dWJSOY
URN^VW� bLMJL LTdW `UYW OdWY QOMNS ([μ], ρ) ∈ Tg × pOP(Γ,C�) JONZMZSMNX O\ PWYOPOYQLMJ hY]P
(ρ, q)!^MtWYWNSMTV φ� PRVSMQVW ^MdMZOY Dμ� ON Fμ \OY q ≥ 1� q ∈ N�

CMN^NOP_PNZ r/ o�> "/"># g ≥ 2� =O" O">?H=H@! O�.�?�>tOHW d>#? /"W=�> i^!\." Pq(1)� q ≥ 1�
�/"> Tg ×Lg H< @!@.#=HW@..# "�^H/@."!= =� @ =>H/H@. O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\." �y >@!_ g y�> q = 1 @!\
�y >@!_ (2q − 1)(g − 1) y�> q > 1�

*WXNMXQ s/ o�> "/"># g ≥ 2� =O" d>#? /"W=�> i^!\." P1(1) �/"> Tg × pOP(Γ,C�)\Lg H< @
O">?H=H@! O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\." �y >@!_ g − 1�

*WXNMXQ t/ ;O" d>#? /"W=�> i^!\." Pq(1) �/"> Tg × pOP(Γ,C�) H< @ O">?H=H@! O�.�?�>tOHW
/"W=�> i^!\." �y >@!_ d = (2q − 1)(g − 1) y�> "/"># g ≥ 2� q ≥ 2�

*WXNMXQ u/ o�> "/"># g ≥ 2� \H/H<�> D = P1 . . . Pl �! F0� l ≥ 1� =O" d>#? /"W=�> i^!\." P1(1/D)
H< @ O">?H=H@! O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\." �y >@!_ d = g − 1 + l �/"> Tg ×pOP(Γ,C∗)�

*WXNMXQ v/ o�> "/"># g ≥ 2� \H/H<�> D = P1 . . . Pl �! F0� l ≥ 1� q ≥ 2� =O" d>#? /"W=�> i^!\."
Pq(1/D) H< @ O">?H=H@! O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\." �y >@!_ d = (2q−1)(g−1)+l �/"> Tg×pOP(Γ,C∗)�

*WXNMXQ w/ ;O" d>#? /"W=�> i^!\." Pq(D) H< @ O">?H=H@! O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\." �y >@!_
d = (2q − 1)(g − 1) − l �/"> Tg × pOP(Γ,C∗)� Hy g ≥ 2� \H/H<�> D = P1 . . . Pl �! F0� q ≥ 2� ^!\">
W�!\H=H�! 2(q − 1)(g − 1) > l ≥ 1�

*WXNMXQ z/ o�> "/"># g ≥ 2� q ≥ 2 @!\ \H/H<�> D �= 1� degD = 0 �! F0� =O" O">?H=H@!
O�.�?�>tOHW /"W=�> i^!\."< Pq(D) @!\ Pq(1) �y >@!_ d = (2q − 1)(g − 1) �/"> Tg × pOP(Γ,C∗) H<
H<�?�>tOHW@..# iHO�.�?�>tOHW�

�DEQ HIJK H>G L>JMF>NNO GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �� �&��������'!"
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mW JONZM^WY T pWMZWNUWYX XYORQ Hn bMSL qTYNOS 8 qTYTSL�WO^OY] ^MZSTNJW d� e NONJONZSTNS
PTQQMNX f : U → Hn O\ SLW _OUOVWd JVTZZ W 1

1,loc MZ �^@<HH<�?"=># M\ f ^OWZ NOS JLTNXW OYMWNSTSMON
ON U TN^ SLWYW MZ T JONZSTNS L ≥ 1 ZRJL SLTS L−1|ξ| ≤ |Dhf(x)ξ| ≤ L|ξ| \OY TVV LOYMfONSTV dWJSOYZ ξ
\OY TVPOZS TVV x ∈ U � mW ^WNOSW U] I(L,U) SLW JVTZZ O\ oRTZMMZOPWSYMWZ ON U bMSL SLW JONZSTNS L� �\
L = 1 SLWN f MZ TN MZOPWSY]�

e ^OPTMN U ⊂ Hn MZ T I�O! \�?@H! J(α, β) ���� 0 < α ≤ β� M\ SLWYW WcMZSZ T QOMNS x0 ∈ U ZRJL
SLTS WdWY] x ∈ U JTN UW �OMNW^ MN U SO x0 U] T YWJSM`TUVW JRYdW γ QTYTPWSWYMfW^ U] SLW TYJ VWNXSL�
γ(0) = x� γ(l) = x0� l ≤ β� TN^ dist(γ(s), ∂U) ≥ αs

l \OY TVV s ∈ [0, l]�

*WXNMXQ/ j"= U i" @ I�O! \�?@H! J(α, β) �! Hn� ;O">" "�H<=< W�!<=@!= N > 0 \"t"!\H!n �!.#
�! n <^WO =O@= y�> @!# ?@ttH!n f ∈ I(1 + ε, U) =O">" H< @! H<�?"=># ϕ <^WO =O@=

sup
x∈U

d(f(x), ϕ(x)) ≤ N
β2

α
(
√
ε + ε).

A�>"�/">� Hy n > 1 =O"! =O">" H< @ W�!<=@!= M > 0 \"t"!\H!n �!.# �! n <^WO =O@=∫
U

exp
((β

α

)2n+3M

ε
|Dhf(x)−Dhϕ(x)|

)
dx ≤ 2|U |.

KLW ^MVTSMON δ1+ε ZLObZ SLTS SLW OY^WYZ O\ JVOZWNWZZ MN SLW SLWOYWP TYW TZ]PQSOSMJTVV] ZLTYQ�
�N SLW JTZW n > 1 SLW QYOO\ O\ SLW SLWOYWP WcQVOYWZ SLW PWSLO^ O\ �R�w� jWZLWSN]Tl �/� MN

rRJVM^WTN ZQTJWZ� �S YWVMWZ ON JONZSYRJSMNX ZOPW `YZS!OY^WY ^MtWYWNSMTV OQWYTSOY bMSL `NMSW ^MPWN!
ZMONTV lWYNWV� �N SLW JTZW n = 1 SLW QYOO\ MZ QRYWV] XWOPWSYMJTV TN^ MS MZ UTZW^ ON SLW QTQWY O\
h� h� �WVMNZlMM �	��

KLW STVl MZ UTZW^ ON T �OMNS bOYl bMSL _� xO^OQ]TNOd ����

&XcXMXZqXO

�� I�O! o� jOSTSMON TN^ ZSYTMN 66 qOPP� hRYW eQQV� vTSL� �[g�� x� ��� h� 	[�.��	�
/� $"<O"=!#@_ Y^�%� _STUMVMS] SLWOYWPZ MN XWOPWSY] TN^ TNTV]ZMZ� vTSLWPTSMJZ TN^ MSZ eQQVMJTSMONZ

,nOY^YWJLS1� 	 �� nOY^YWJLS2 uVRbWY eJT^WPMJ hRUVMZLWYZ� �[[��
	� X".H!<_HH d� d� aN SLW OY^WY O\ JVOZWNWZZ O\ T ZQTSMTV oRTZMJON\OYPTV PTQQMNX SO JON\OYPTV 66 _MU�

vTSL� i� �[-	� x� ��� h� 	/�.		��
�� Z<@!n^.�/@ ��� u�\�t#@!�/ J� _LTYQ XWOPWSYMJ YMXM^MS] ON pWMZWNUWYX XYORQZ� hYWQYMNS� /  -�

�DEQ HIJK H>G L>JMF>NNO GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �� �&������#'�!"
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mW ZSR^] XWOPWSYMJ PWTZRYW SLWOY] ON PWSYMJ ZSYRJSRYWZ� NTPWV]� �PWSYMJ� TNTVOXRWZ O\ SLW JOTYWT
\OYPRVT� KLWYW TYW PTN] TQQVMJTSMONZ O\ MS MN SLWOY] O\ WcSWYMOY \OYPZ TN^ JRYYWNSZ� PMNMPTV ZRY\TJW
QYOUVWPZ� QYOO\ O\ _SOlWZ \OYPRVT� WSJ� KLWYW TYW SbO PTMN ^MYWJSMONZ O\ YWZWTYJL2 SLW PTQQMNXZ
O\ T YWJSM`TUVW PWSYMJ ZQTJW MNSO TN @>iH=>@># PWSYMJ ZQTJW� TN^ SLW PTQQMNXZ O\ SbO qTYNOS 8
qTYTSL�WO^OY] ZQTJWZ ,CC!ZQTJWZ1�

_RJL T ^MdMZMON MZ NTSRYTV� ZMNJW CC!ZQTJWZ TYW TN WcTPQVW O\ !�!+>"W=H�@i." PWSYMJ ZQTJWZ�
• �N SLW `YZS ^MYWJSMON� bW ZSR^] TZ T PO^WV JTZW SLW sMQZJLMSf PTQQMNXZ ϕ : E → X� E ⊂ Rn�

bMSL dim ker(MD(ϕ, x)) = n − k T� W�� bLWYW MD(ϕ, x) MZ T PWSYMJ ^MtWYWNSMTV O\ ϕ TS x� zOY ZRJL
PTQQMNXZ� bW OUSTMN SLTS T QYWMPTXW O\ WdWY] QOMNS ϕ−1(z) \ Σ� Hn(Σ) = 0� MZ Hn−k!YWJSM`TUVW ZWS�
KLMZ ZSTSWPWNS MZ T UTZW \OY SLW NWcS YWZRVS2

*WXNMXQ r/ ;O" W�@>"@ y�>?^.@ y�> @ ?@ttH!n ϕ H< /@.H\ Hy @!\ �!.# Hy =O" H?@n" ϕ(E) ⊂ X
W�!<H<=< �y @! Hk+>"W=H�@i." ?"=>HW <t@W"� @!\ �y @! H?@n" �y @! Hn+?"@<^>" m">� <"=�

eZ T JONZWoRWNJW� bW OUSTMN SLTS SLW JOTYWT \OYPRVT MZ dTVM^ \OY SLW PTQQMNXZ bMSL Hk!σ!`NMSW MP!
TXW� mW TVZO JONZSYRJS WcTPQVWZ O\ PWSYMJ ZQTJWZ SLTS ^O NOS WN�O] SLW TUOdW �NWJWZZTY]� QYOQWYSMWZ�
zOY sMQZJLMSf PTQQMNXZ bMSL dTVRWZ MN ZRJL ZQTJWZ� SLW JOTYWT \OYPRVT \TMVZ�

eVV SLWZW YWZRVSZ TYW XWNWYTVMfW^ \OY PTQQMNXZ ^W`NW^ ON Hn!YWJSM`TUVW PWSYMJ ZQTJW Y� KLW JOTYWT
\OYPRVT \OY sMQZJLMSf PTQQMNXZ ϕ : Y → Rk bTZ QYOdW^ U] s� ePUYOZMO TN^ �� uMYJLLWMP MN ����

KLW QYOUVWP TUORS NWJWZZTY] TN^ ZR|JMWNS JON^MSMONZ MZ WZZWNSMTVV] NWb WdWN \OY X = Rm� m,n ≥
k� KLW ZLOYS JOPPRNMJTSMONZ JTN UW ZWWN MN �/� 	�� TN^ SLW QYOO\ JTN UW ZWWN MN ����

• �N SLW ZWJON^ ^MYWJSMON� bW ZSR^] XWOPWSYMJ QYOQWYSMWZ O\ CC!ZQTJWZ TN^ TQQV] SLWP SO QYOUVWPZ
O\ SLW XWOPWSYMJ PWTZRYW SLWOY]� mW JONZM^WY ZPOOSL JONSTJS PTQQMNXZ ϕ : M1 → M2� �S MZ bWVV
lNObN� SLTS MN SLW QYOO\ O\ SLW ZRU!jMWPTNNMTN JOTYWT \OYPRVT� SLWYW TYW PTN] ZQWJM`J ^M|JRVSMWZ
SLTS ^O NOS TYMZW MN jMWPTNNMTN JTZW2

◦ SO ZLOb SLW YWVTSMON O\ �jMWPTNNMTN� TN^ pTRZ^OYt PWTZRYWZ ON VWdWV ZWSZ MN �YWXRVTY QOMNSZ��
◦ SO ZLOb SLTS SLW JLTYTJSWYMZSMJ ZWS ^OWZ NOS MNyRWNJW SLW YMXLS!LTN^ QTYS O\ SLW JOTYWT \OYPRVT�
�] YWZRVSZ O\ ���� ZPOOSL JONSTJS PTQQMNXZ TYW hc!^MtWYWNSMTUVW ,M� W�� ^MtWYWNSMTV MN ZRU!jMWPTN!

NMTN ZWNZW1� mW JTVV T QOMNS �YWXRVTY� M\ SLW hc!^MtWYWNSMTV MZ NON!^WXWNWYTSW� TN^ bW JTVV T QOMNS
JLTYTJSWYMZSMJ O\ SLW hc!^MtWYWNSMTV MZ ^WXWNWYTSW URS SLW JVTZZMJTV ^MtWYWNSMTV MZ NON!^WXWNWYTSW�

KLMZ `YZS QYOUVWP MZ oRMSW JOPQVMJTSW^ ZMNJW SLW XWOPWSY] O\ SLW MNSWYZWJSMON O\ T VWdWV ZWS TN^ T
ZRU!jMWPTNNMTN UTVV MZ PRJL ^MtWYWNS \YOP SLW ONW O\ SLW MNSWYZWJSMON O\ T VWdWV ZWS TN^ T jMWPTNNMTN
UTVV� aUdMORZV]� SLW STNXWNJ] OY^WY o(r) MZ MNZR|JMWNS \OY MNdWZSMXTSMON O\ ZRJL T XWOPWSY]� KLRZ� SLW
NWb PWSLO^ MZ JONZSYRJSW^� �S MZ UTZW^ UOSL ON jMWPTNNMTN TN^ ZRU!jMWPTNNMTN QYOQWYSMWZ� {ZMNX
SLMZ PWSLO^ bW OUSTMN SLTS SLW YWVTSMON O\ PWTZRYWZ JTN UW WcQYWZZW^ U] SLW �wYTP ^WSWYPMNTNS� O\
hc!^MtWYWNSMTV� KLMZ YWZRVS POSMdTSWZ SLW ^W`NMSMON O\ SLW ZRU!jMWPTNNMTN JOTYWT \TJSOY�

zYOP SLMZ ^W`NMSMON� bW LTdW SLTS MS dTNMZLWZ MN JLTYTJSWYMZSMJ QOMNSZ� _O� MS MZ NWJWZZTY] SO ZLOb
SLTS SLW JLTYTJSWYMZSMJ ZWS ^OWZ NOS MNyRWNJW SLW YMXLS!LTN^ QTYS O\ SLW JOTYWT \OYPRVT� KO ^O SLMZ�
bW JONZSYRJS T NWb PWSLO^ O\ TQQYOcMPTSMON O\ SLW MNMSMTV CC!ZSYRJSRYW bMSL SLW NON!WoRMdTVWNS
CC!ZSYRJSRYWZ� KLRZ� bW LTdW SLW \OVVObMNX WZZWNSMTVV] NWb YWZRVS �g�2

*WXNMXQ s/ ;O" W�@>"@ y�>?^.@ O�.\< y�> <?��=O W�!=@W= ?@ttH!n< �y = � CC+<t@W"<�

KLW QYWdMORZ YWZRVSZ JONJWYNMNX SLW JOTYWT \OYPRVT� bWYW OUSTMNW^ ONV] \OY ^MtWYWNS JTZWZ O\ Rk!
dTVRW^ PTQQMNXZ bMSL SLW XYORQ ZSYRJSRYW O\ SLW QYWMPTXW� zOY SLW `YZS SMPW� MS bTZ QYOdW^ U] h� hTNZR
\OY \RNJSMONZ ^W`NW^ ON T pWMZWNUWYX XYORQ �-�� sTSWY SLMZ YWZRVS bTZ XWNWYTVMfW^ U] i� pWMNONWN \OY
SLW \RNJSMON ^W`NW^ ON qTYNOS XYORQZ �7�� TN^ YWJWNSV]� x� vTXNTNM �[� QYOdW^ SLW JOTYWT \OYPRVT \OY
Rk!dTVRW^ PTQQMNXZ ^W`NW^ ON T qTYNOS XYORQ�

�DEQ HIJK H>G L>JMF>NNO GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �� �&������#'�!"
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�� -?i>�<H� j�� ]H>WOO"H? X� jWJSM`TUVW ZWSZ MN PWSYMJ TN^ �TNTJL ZQTJWZ 66 vTSL� eNN� /   �
x� 	�7� h� �/-.����

/� ]@>?@!�/@ A� jWJSM`TUVW _WSZ TN^ qOTYWT zOYPRVT \OY vWSYMJ!xTVRW^ vTQQMNXZ 66 nOlVT^]
vTSLWPTSMJZ� /  �� x� -	� � 	� h� 	/	!	/-�

	� ]@>?@!�/@ A� vWSYMJ nMtWYWNSMTUMVMS] O\ vTQQMNXZ TN^ wWOPWSYMJ vWTZRYW KLWOY] 66 nOlVT^]
vTSLWPTSMJZ� /  �� x� -�� � /� h� //�!//-�

�� ]@>?@!�/@ A� wWOPWSYMJ vWTZRYW KLWOY] zOYPRVTZ ON jWJSM`TUVW vWSYMJ _QTJWZ 66 qONSWPQO!
YTY] vTSLWPTSMJZ� /  -� x� �/� �KLW �NSWYTJSMON O\ eNTV]ZMZ TN^ wWOPWSY]�� h� � 	!�	g�

�� u�\�t#@!�/ J� wWOPWSY] O\ qTYNOS 8 qTYTSL�WO^OY] _QTJWZ TN^ nMtWYWNSMTUMVMS] O\ vTQQMNXZ 66
qONSWPQOYTY] vTSLWPTSMJZ� /  -� x� �/� �KLW �NSWYTJSMON O\ eNTV]ZMZ TN^ wWOPWSY]�� h� /�-.
	 ��

g� ]@>?@!�/@ A�� u�\�t#@!�/ J� qOTYWT zOYPRVT \OY _POOSL qONSTJS vTQQMNXZ O\ qTYNOS vTNM!
\OV^Z 66 nOlVT^] vTSLWPTSMJZ� /  -� ,SO TQQWTY1

-� d@!<^ d� wWOPWSYMW ^R XYORQ ^~pWMZWNUWYX 66 KLWZW2 {NMd� hTYMZ x��� �[7/�
7� b"H!�!"! I� qTVJRVRZ ON qTYNOS XYORQZ 66 �N2 zTVV ZJLOOV MN TNTV]ZMZ ,i]d�TZl]V�T� �[[�1� i]d�TZl]V�T2

{NMdWYZMS] O\ i]d�TZl]V�T� �[[�� h� �!	/�
[� A@n!@!H u� �VOb!RQ O\ YWXRVTY ZRUPTNM\OV^Z MN pWMZWNUWYX XYORQZ TN^ TQQVMJTSMONZ 66 qWNS�

rRY� i� vTSL� /  g� x� �� ��� h� 7/.� [�
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e PTYlW^ SbO!XWNWYTSOY ZRUXYORQ Γ = 〈f, g〉 O\ PSL(2,C) MZ ^WSWYPMNW^ RQ SO JON�RXTJ] U] MSZ
QTYTPWSWYZ β = β(f) = tr2f − 4� β′ = β(g) = tr2g − 4� TN^ γ = γ(f, g) = tr[f, g] − 2 bLWNWdWY
γ �= 0 ���� _O SLW JON�RXTJ] JVTZZ O\ TN OY^WYW^ QTMY (f, g) JTN UW M^WNSM`W^ bMSL T QOMNS MN SLW
QTYTPWSWY ZQTJW C3 = {(β, β′, γ)} bLWNWdWY γ �= 0� KLW ZRUZQTJW K O\ C3 SLTS JOYYWZQON^Z SO SLW
^MZJYWSW NON!WVWPWNSTY] XYORQZ Γ = 〈f, g〉 MZ JTVVW^ SLW t@>@?"="> <t@W" �y = �+n"!">@=�> ]."H!H@!
n>�^t<� qVWTYV]� SLW ZTPW SbO!XWNWYTSOY uVWMNMTN XYORQ Γ JTN UW YWQYWZWNSW^ U] ^MtWYWNS QOMNSZ MN K
^WQWN^MNX ON SLW XWNWYTSMNX QTMY�

ePONX TVV SbO!XWNWYTSOY ZRUXYORQZ O\ PSL(2,C)� bW ^MZSMNXRMZL SLW JVTZZ O\ RP XYORQZ� SLTS MZ�
SLW JVTZZ O\ PTYlW^ XYORQZ \OY bLMJL SLW JLOZWN XWNWYTSMNX QTMY LTZ YWTV QTYTPWSWYZ� vOYW \OYPTVV]� T
SYMQVW (Γ; f, g)� bLWYW Γ = 〈f, g〉� MZ JTVVW^ TN RP n>�^t M\ SLW QTMY (f, g) LTZ YWTV QTYTPWSWYZ (β, β′, γ)�

�N SLW QTQWY bW ^WSWYPMNW TVV QOMNSZ MN C3 SLTS YWQYWZWNS ^MZJYWSW NON!WVWPWNSTY] RP XYORQZ
bMSL ONW XWNWYTSOY QTYTUOVMJ2

S∞ = {(γ, β) : (β, 0, γ) TYW QTYTPWSWYZ \OY ZOPW (Γ; f, g) ∈ DRP},

bLWYW DRP ^WNOSWZ SLW JVTZZ O\ TVV ^MZJYWSW NON!WVWPWNSTY] RP XYORQZ� wWOPWSYMJTVV]� S∞ MZ T
SbO!^MPWNZMONTV ZVMJW SLYORXL SLW ZMc!^MPWNZMONTV QTYTPWSWY ZQTJW K�

KLW ZVMJW S∞ LTZ T NON!WPQS] MNSWYZWJSMON bMSL SLW bWVV!lNObN jMVW] ZVMJW (0, 0, γ)� γ ∈ C� bLMJL
JONZMZSZ O\ TVV uVWMNMTN XYORQZ XWNWYTSW^ U] SbO QTYTUOVMJZ� ZWW �/�� �N �	�� TNOSLWY ZVMJW� S2� SLYORXL
SLW QTYTPWSWY ZQTJW K bTZ JONZM^WYW^� S2 JONZMZSZ O\ TVV QTYTPWSWYZ \OY ^MZJYWSW RP XYORQZ bMSL TN
WVVMQSMJ XWNWYTSOY O\ OY^WY / TN^ QVT]Z TN MPQOYSTNS Y�OVW MN SLW SLWOY] O\ uVWMNMTN XYORQZ�

�N zMX� �� T QTYS O\ S∞ MZ QVOSSW^ MN SLW γβ!QVTNW SO XMdW TN M^WT O\ LOb SLW ZVMJW VOOlZ VMlW� mW
YWPTYl SLW \OVVObMNX MPQOYSTNS QYOQWYSMWZ O\ S∞2

,_ 1 _MNJW bW JONZM^WY ONV] NON!WVWPWNSTY] ^MZJYWSW XYORQZ� SLW MNSWYZWJSMON O\ S∞ bMSL SLW dWYSMJTV
ZSYMQ {(γ, β) : |γ| < 1} MZ WPQS]�

,_�1 S∞ LTZ JORNSTUV] PTN] JONNWJSW^ JOPQONWNSZ�

,_/1 KLW /!^MPWNZMONTV JONNWJSW^ JOPQONWNSZ O\ S∞ TYW SLW ZWSZ A� B� Ck� TN^ Dk� bLWYW k =
1, 2, 3, . . .

,_	1 (β, 0, γ) TYW QTYTPWSWYZ \OY T ^MZJYWSW \YWW RP XYORQ M\ TN^ ONV] M\ (γ, β) VMWZ MN T /!^MPWNZMONTV
JONNWJSW^ JOPQONWNS O\ S∞�

,_�1 eVV QOMNSZ O\ T �!^MPWNZMONTV JONNWJSW^ JOPQONWNS JOYYWZQON^ SO MZOPOYQLMJ XYORQZ�

,_�1 �ZOVTSW^ QOMNSZ TN^ �!^MPWNZMONTV JONNWJSW^ JOPQONWNSZ JOYYWZQON^ SO XYORQZ JONSTMNMNX WVVMQ!
SMJ WVWPWNSZ O\ `NMSW OY^WY�

�N \TJS� M\ C ⊂ S∞ MZ T JONNWJSW^ JOPQONWNS TN^ C MZ SLW �TYMZlM JVOZRYW O\ C� SLWN C MZ ONW O\ SLW
\OVVObMNX2

�� T QOMNS bMSL JOOY^MNTSWZ MN Q�

/� T JRYdW ^W`NW^ OdWY Q bLMJL MZ T VMNW� QTYTUOVT� OY L]QWYUOVT�

	� R2�
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�� %"O>H!n o�G�� A@>=H! %� I� _STUMVMS] TN^ WcSYWPTVMS] MN iøYXWNZWN~Z MNWoRTVMS] 66 qOPQVWc xTYM!
TUVWZ KLWOY] eQQV� �[7[� x� �/� NO� �!�� h� /--./7/�

/� $H."# $� eQQVMJTSMONZ O\ T JOPQRSWY MPQVWPWNSTSMON O\ hOMNJTY�W~Z SLWOYWP ON \RN^TPWNSTV QOV]!
LW^YT 66 vTSL� qOPQRS� �[7	� x� � � h� g -.g	/�

	� %"O>H!n o�G�� %H.?@! I� d�� A@>=H! %� I� uVWMNMTN XYORQZ bMSL YWTV QTYTPWSWYZ 66 qOPPRN�
qONSWPQ� vTSL� /  �� x� 	� NO� /� h� �g	.�7g�
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mW JONZM^WY ZOPW QYOUVWPZ JONJWYNMNX SLW Lp,q!JOLOPOVOX] O\ jMWPTNNMTN PTNM\OV^Z�
,�1 mW ZSR^] SLW oRWZSMON O\ SLW NOYPTV ZOVdTUMVMS] O\ SLW OQWYTSOY d O\ WcSWYMOY ^WYMdTSMON ON

^MtWYWNSMTV \OYPZ ON T ZRY\TJW O\ YWdOVRSMON M ⊂ Rn+2�

f2(x1) = x2
2 + · · ·+ x2

n+2, (x1, . . . , xn+2) ∈ Rn+2, 0 ≤ x1 < b,

,f MZ T ZPOOSL QOZMSMdW \RNJSMON1 YWXTY^W^ TZ TN RNUORN^W^ VMNWTY OQWYTSOY \YOP Lp!\OYPZ SO Lq!\OYPZ�
�S SRYNZ ORS SLTS M\ f MZ RNUORN^W^ SLWN d MZ NOS NOYPTVV] ZOVdTUVW \OY 1

q − 1
p < 1

n+1 �
,/1 mW QYOdW SLTS SLW `YZS Lp,q!JOLOPOVOX] O\ SLW XWNWYTV pWMZWNUWYX XYORQ Hn MZ NONSYMdMTV

QYOdM^W^ SLTS p < q�

�[PLLIJMQR SO B<DC[ �bJ>XM �'����'0��! >XR MEQ [M>MQ c>FXMQX>XZQ dJIWJ>` aIJ MEQ ^Q>RFXW [ZFQXMF_Z [ZEIING
Ia MEQ TPGGF>X UQRQJ>MFIX �bJ>XMG <[E '��"0��'"�( <[E ��0&"0��&"�!"
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vTN] PTSLWPTSMJMTNZ ,i� �TVV� _� v�RVVWY� x� _dWYTl� �� uMYJLLWMP� TN^ OSLWYZ1 ZSR^MW^ SLW \OV!
VObMNX QYOUVWP2 RN^WY bLMJL JON^MSMONZ ON T ZWS K SLW ^MtWYWNSMTV YWVTSMON Dv ∈ K LTZ T NONSYMdMTV
sMQZJLMSf ZOVRSMON� mW ZSR^] SLW ZMPMVTY QYOUVWP \OY C1!ZPOOSL ,NOS ONV] sMQZJLMSf1 ZOVRSMONZ SO SLW
^MtWYWNSMTV YWVTSMONZ� �N T QTYSMJRVTY� bW QYOdW SLTS M\ SLW XYT^MWNS YTNXW O\ T C1!ZPOOSL \RNJSMON v MZ
T JONSMNRORZ TYJ� SLWN SLMZ TYJ LTZ STNXWNSZ MN T bWTl ZWNZW TN^ SLWZW STNXWNSZ TYW YTNl!ONW PTSYMJWZ�
vOYWOdWY� SLW ^MYWJSMON O\ SLWZW STNXWNSZ MZ T \RNJSMON O\ UORN^W^ dTYMTSMON�

�N SLMZ STVl bW WcSWN^ ORY QYWdMORZ QVTNW YWZRVSZ ��� SO SLW PRVSM^MPWNZMONTV JTZW�
aRY PTMN SOOV MZ SLW \OVVObMNX YWZRVS�

*WXNMXQ/  !" γ : R - s �→ (γij(s)) ∈ Rm×n #! $ %&'"(')&)* ('+!%"(,! -)'%"(&' *)%. ".$" -&/ $'0
1('!$/ 2$33('4 L : Rm×n → R2 ".! (2$4! L(γ(R)) (* $ '&'5!'*! *!" (' R2� (6 !6� IntL(γ(R)) = ∅6
 !" v : Ω → Rm #! $ C17*2&&". -)'%"(&' &- $ 5&2$(' Ω ⊂ Rn6 8)33&*! ".! -&11&9('4 ('%1)*(&' (*
-)1:11!52

Dv(Ω) ⊂ γ(R).

;.!' -&/ $'0 3&('" x0 ∈ Ω ".!/! !<(*"* $ .03!/31$'! H = H(x0) - x0 *)%. ".$" Dv ≡ const &' ".!
%&''!%"!5 %&23&'!'" &- ".! *!" H ∩ Ω %&'"$('('4 x06

&XcXMXZqXO

�� ]�>�i_�/ A�u�� d@!�/ a�Y^� �WJWZZTY] TN^ ZR|JMWNS JON^MSMONZ \OY T JRYdW SO UW SLW XYT^MWNS
YTNXW O\ T C1!ZPOOSL \RNJSMON 66 _MU� vTSL� i� /  -� x� �7� � �� h� g/[.g�-�

�DEQ JQGQ>JZE H>G GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �bJ>XM ��5���5���4�05�>!( MEQ TPGGF>X
[ZFQXZQ [PLLIJM UIPXR>MFIX aIJ MEQ eIPXW f>XRFR>MQG Ia [ZFQXZQG( >XR MEQ dJQGFRQXM bJ>XM aIJ ^Q>RFXW [ZFQXMF_Z
[ZEIING Ia MEQ TPGGF>X UQRQJ>MFIX �bJ>XM ��0&"0��&"�!"
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�N SLMZ QTQWY bW QYWZWNS YWZRVSZ QYOdM^MNX JON^MSMONZ \OY T \RNJSMON γ SO UWVONX SO SLW PRVSMQVMWY
JVTZZ M(W1 → W2) = {γ : γf ∈ W2, f ∈ W1}� mW ^WNOSW U] W = W l

p(ρ, υ) T bWMXLSW^ _OUOVWd
ZQTJW bMSL T NOYP ‖u‖W = ‖∇lu‖Lpρ

+ ‖u‖Lpυ
� bLWYW ‖·‖Lpω

MZ T sWUWZXRW NOYP bMSL bWMXLS ON
T ^OPTMN Ω ⊂ Rn� sWS Q = Qd(x) = {y ∈ Rn : |yi − xi| < d/2, i = 1, 2, . . . , n}� sWS d(·) MZ T
QOZMSMdW UORN^W^ \RNJSMON ON Ω \OY bLMJL SLW JON^MSMONZ LOV^2 Q(x) = Qd(x)(x) ⊂ Ω� TN^ SLWYW WcMZS
0 < η < 1� 0 < ε < 1 ZRJL SLTS d(y) ≥ ηd(x) TZ ZOON TZ y ∈ Q(ε)(x) = (1− ε)Q(x)�

mW JONZSYRJS T VOJTV PTcMPTV OQWYTSOY M∗f(x) = sup
Q∈B(x)

|Q|−1
∫
Q

|f | ON T ^MtWYWNSMTV UTZMZ B =

B(ε) =
⋃
x∈Q

{Q : Q ⊂ Q(ε)(x)}� B(x) = {Q : Q ∈ B, x ∈ Q}� sWS δ ∈ (0, 1) TN^ N(δ)(Q) = {e ⊂ Q :

|e| ≤ δ|Q|}� mW bYMSW υ ∈ Πp,l M\ SLWYW WcMZS δ ∈ (0, 1) TN^ τ > 0 ZRJL SLTS

M(δ,ε),p,l(x;υ) = d(x)l−n/p inf
e∈N(δ)(Q)

(∫
Q\e

υ

)1/p

≥ τ T� W� MN Ω�

bLWYW Q = Q(ε)(x)� mW RZW T NOSTSMON ω ∈ A∗� M\ SLWYW WcMZS τ ∈ (0, 1) TN^ T > 1 ZRJL SLTS \OY TVV
Q ∈ B sup

Q
M(ωχQ) ≤ T sup

Q\e
M(ωχQ) M\ e ∈ Nτ (Q)� bLWYW χQ MZ SLW MN^MJTSOY O\ Q� Mf MZ SLW pTY^]

PTcMPTV OQWYTSOY ON Rn� �N TVV YWZRVSZ� ZSTSW^ UWVOb� 0 < m < l� KTlMNX αi = 0, 1 ,i = 1, 21 bW ZWS

Kpq(x|γ;ω1, ω2;α1, α2) = sup
Q⊂Q(ε)(x)

|Q|−1/p+l/n

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎝∫
Q

|∇mγ|qM∗(α1ω1 + α2ω2)

⎞⎟⎠
1/q

+(α1 − α2)

⎛⎜⎝∫
Q

|γ|q(α2ω1 + α1ω2)

⎞⎟⎠
1/q

+ |Q|−m/n
⎛⎜⎝∫
Q

|γ|qM∗(α1ω1 + α2ω2)

⎞⎟⎠
1/q

⎞⎟⎟⎠ .

*WXNMXQ/ j"= 1 ≤ p ≤ q <∞� p < q y�> 1 < p < n/l� v ∈ Πp,l� ωi ∈ A∗� @!\

K = ess sup
x∈Ω

Kp,q(x|γ;ω1, ω2; 1, 0) <∞.

;O"!
γ ∈M(W l

p(Ω; 1, v) →Wm
q (Ω;ω1, ω2))

 H=O ‖γ‖ ≤ cK� o^>=O">� Hy 1 < p < n/l =O"!

‖γ‖M(W l
p(Ω;1,v)→Wm

q (Ω;ω1,ω2))
≤ c ess sup

x∈Ω
Kp,p(x|γ;ω1, ω2; 1, 1).

Zy 1 < p <∞� pl �= n� =O"!

‖γ‖M(W l
p(Rn)→Wm

q (Rn)) . sup
Qh,0<h≤1

hl−n/p
(
‖∇mγ‖Lp(Qh) + h−m ‖γ‖Lp(Qh)

)
.

����������

�� ]^<<@H!�/@ j� vRVSMQVMWYZ MN bWMXLSW^ _OUOVWd ZQTJWZ 66 vTSL� _UOYNMl� /  �� x� �[g� � 7� h� /�.
�7�
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vTSLWPTSMJZ QYWdTMVZ MN lNObVW^XW TZ SLW POZS TNJMWNS O\ ZJMWNJWZ� pObWdWY� MN SLW UWXMNNMNX bTZ
SLW bOY^� mW PRZS YWPWPUWY SLTS SLW OV^WN �VOXOZ� YWZM^WZ UW]ON^ XYTPPTY� KO^T]~Z PTSLWPTSMJZ
UWJTPW SLW UTZSMON O\ VOXMJ� SLW ZTdMOY O\ SLW OY^WY O\ PMN^ TN^ SLW OU�WJSMdMS] O\ YWTZONMNX�

KLW MNSWVVWJSRTV `WV^ YWZM^WZ UW]ON^ SLW XYMQZ O\ SLW VTb O\ ^MPMNMZLMNX YWSRYNZ� KLW POYW bW
lNOb� SLW LRXWY UWJOPW SLW \YONSMWYZ bMSL SLW RNUWlNObN� SLW O\SWNWY bW PWWS SLW P]ZSWYMORZ� KLW
SbWNSMWSL JWNSRY] WNYMJLW^ ORY XWOPWSYMJTV dMWbZ bMSL SLW JONJWQSZ O\ ZQTJW!SMPW TN^ \YTJSTVMS]� rTJL
MNZSTNJW O\ lNObVW^XW MZ TN WdWNS� T QOMNS MN SLW vMNlObZlM �!ZQTJW� KLW YWTVP O\ ORY lNObVW^XW
JOPQYMZWZ T JVWTYV] UORN^W^ ZWS O\ SLWZW MNZSTNJWZ� KLW \YONSMWYZ O\ ZJMWNJW QYO^RJW SLW UORN^TY]
UWSbWWN SLW lNObN TN^ SLW RNlNObN bLMJL MZ RN^ORUSW^V] \YTJSTV TN^ bW LTdW NO XYORN^Z SO TZZRPW
MS YWJSM`TUVW OY PWTZRYTUVW� �S MZ bOYSL NOSMNX MN QTYWNSLWZWZ SLTS YTSLWY ZPOOSL TYW SLW YORSWZ SO
SLW \YONSMWYZ O\ ZJMWNJW bLMJL TYW JLTYSW^ U] SWTJLWYZ� QYO\WZZOYZ� TN^ TVV OSLWY lMN^Z O\ W^RJTSMON!
TVMZSZ� hW^TXOXMJZ ^MZVMlWZ ZTVSTSMONZ TN^ ZLTYQ JLTNXWZ O\ SLW QYWdTMVMNX QTYT^MXP� hOZZMUV]� SLWZW
SOQOVOXMJTV OUZSYRJSMONZ YWyWJS ZOPW OU�WJSMdW ^M|JRVSMWZ MN PO^WYNMfMNX W^RJTSMON� KLW QYOO\Z TYW
RNJORNSTUVW O\ SLW \YTJSTVMS] O\ SLW UORN^TY] UWSbWWN SLW lNObN TN^ SLW RNUWlNObN� ePONX SLWP
bW ZWW ZRJL NWXTSMdW SYWN^Z TZ SLW RNVWTZLW^ XYObSL O\ QZWR^OZJMWNJW� P]ZSMJMZP� TN^ OSLWY \OYPZ O\
OUZJRYTNSMZP bLMJL JYWWQ MNSO TVV VTJRNTZ O\ SLW RNUWlNObN� eZ YWdWVTSMONZ O\ \YTJSTVMS] TQQWTY SLW
POZS RNWcQWJSW^� UWTRSM\RV� TN^ ZSRNNMNX MNSWYYWVTSMONZ UWSbWWN ZWWPMNXV] ^MZSTNS TYWTZ TN^ ^MYWJ!
SMONZ O\ ZJMWNJW� vTSLWPTSMJZ ZWYdWZ TZ SLW QYMNJMQTV JTSTV]ZS O\ SLW RNMS] O\ ZJMWNJW� KLWYW MZ WdM^WNJW
XTVOYW O\ SLW MN^MZQWNZTUMVMS] O\ PTSLWPTSMJZ MN PO^WYNMfTSMON TN^ ZRZSTMNTUVW ^WdWVOQPWNS�

mW TYW XYTNSW^ SLW UVMZZ\RV bOYV^ SLTS LTZ SLW MN^MZQRSTUVW QYOQWYS] O\ RNMoRW WcMZSWNJW� KLW
ZOVMSR^W O\ YWTVMS] bTZ QWYJWMdW^ U] ORY TNJWZSOYZ TZ SLW RVSMPTSW QYOO\ O\ RNMJMS]� vTSLWPTSMJZ LTZ
NWdWY VMUWYTSW^ MSZWV\ \YOP SLW SWSLWYZ O\ WcQWYMPWNSTSMON� KLW YWTZON MZ NOS SLW ZMPQVW \TJS SLTS bW
ZSMVV JOPQVWSW QYOO\Z U] ^WJVTYMNX �OUdMORZ�� eVMdW TN^ YTSLWY QOQRVTY TYW SLW dMWbZ O\ PTSLWPTSMJZ TZ
T SOOVlMS \OY SLW NTSRYTV ZJMWNJWZ� KLWZW ZSTNJWZ PT] UW WcQYWZZW^ U] SLW ZVOXTN �PTSLWPTSMJZ MZ Wc!
QWYMPWNSTV SLWOYWSMJTV QL]ZMJZ�� �OS VWZZ QOQRVTY MZ SLW ^RTV JVTMP �SLWOYWSMJTV QL]ZMJZ MZ WcQWYMPWNSTV
PTSLWPTSMJZ�� KLW JORQVW^ POSSOWZ YWyWJS SLW JVOZW T|NMS] O\ SLW SYTMVZ O\ SLORXLS MN PTSLWPTSMJZ
TN^ SLW NTSRYTV ZJMWNJWZ�

�S MZ bOYSL OUZWYdMNX SLTS SLW ^OXPTST O\ \TMSL TN^ SLW QYMNJMQVWZ O\ SLWOVOX] TYW TVZO bWVV YW!
yWJSW^ MN SLW LMZSOY] O\ PTSLWPTSMJTV SLWOYMWZ� xTYMTSMONTV JTVJRVRZ bTZ MNdWNSW^ MN ZWTYJL O\ UWSSWY
RN^WYZSTN^MNX O\ SLW QYMNJMQVWZ O\ PWJLTNMJZ� YWZSMNX ON SLW YWVMXMORZ dMWbZ O\ SLW RNMdWYZTV UWTRS]
TN^ LTYPON] O\ SLW TJS O\ JYWTSMON�

vTSLWPTSMJZ MZ T YTSLWY ZQWJM`J TYWT O\ MNSWVVWJSRTV JYWTSMdMS] bLMJL QOZZWZZ MSZ ObN RNQTYTVVWV
QTYSMJRVTYMSMWZ� wWOYX qTNSOY� SLW \ORN^WY O\ ZWS SLWOY]� bYOSW MN ONW O\ LMZ JVTZZMJTV QTQWYZ MN �77	
TZ \OVVObZ2 ����^TZ G"<"! ^WY A@=O"?@=H_ VMWXS XYWYT^W MN MLYWY o>"HO"H=�� �N OSLWY bOY^Z� �SLW WZZWNJW
O\ PTSLWPTSMJZ YWZM^WZ MN MSZ \YWW^OP�� KLW \YWW^OP O\ PO^WYN PTSLWPTSMJZ ^OWZ NOS YW^RJW SO
SLW TUZWNJW O\ WcOXWNORZ VMPMSTSMONZ O\ SLW OU�WJSZ TN^ PWSLO^Z O\ YWZWTYJL� KO T XYWTS WcSWNS� SLW
\YWW^OP O\ PTSLWPTSMJZ MZ ^MZJVOZW^ MN SLW NWb MNSWVVWJSRTV SOOVZ MS QYOdM^WZ \OY STPMNX SLW RNMdWYZW�
VMUWYTSMNX T LRPTN UWMNX� TN^ WcQTN^MNX SLW UORN^TYMWZ O\ LMZ OY LWY MN^WQWN^WNJW�

KLW SbWNSMWSL JWNSRY] PTYlW^ TN MPQOYSTNS SbMZS MN SLW JONSWNS O\ PTSLWPTSMJZ� vTSLWPTSMJTV
M^WTZ MPURW^ SLW LRPTNMSTYMTN ZQLWYW TN^� QYMPTYMV]� QOVMSMJZ� ZOJMOVOX]� TN^ WJONOPMJZ� _OJMTV WdWNSZ
TYW QYMNJMQTVV] dOVTSMVW TN^ QOZZWZZ T LMXL ^WXYWW O\ RNJWYSTMNS]� rJONOPMJ QYOJWZZWZ RSMVMfW T bM^W
YTNXW O\ SLW T^PMZZMUVW bT]Z O\ QYO^RJSMON� OYXTNMfTSMON� TN^ PTNTXWPWNS� KLW NTSRYW O\ NONRNMJMS]
MN WJONOPMJZ SYTNZQMYWZ2 KLW XWNRMNW MNSWYWZSZ O\ LRPTN UWMNXZ JTNNOS \TMV SO UW JONSYT^MJSOY]� KLW
RNMoRW ZOVRSMON MZ TN Oc]POYON MN TN] NONSYMdMTV QYOUVWP O\ WJONOPMJZ bLMJL YW\WYZ SO SLW ^MZSYMU!
RSMON O\ XOO^Z UWSbWWN T \Wb TXWNSZ� �S MZ NOS U] JLTNJW SLTS SLW ZOJMTV ZJMWNJWZ TN^ MNZSTNJWZ O\
LRPTNMSTYMTN PWNSTVMS] MNdOlW SLW NRPWYORZ L]QOSLWZWZ O\ SLW UWZS OYXTNMfTSMON O\ QYO^RJSMON TN^
JONZRPQSMON� SLW �RZSWZS ZOJMTV ZSYRJSRYW� SLW JO^MJWZ O\ YTSMONTV UWLTdMOY TN^ POYTV JON^RJS� WSJ�

KLW SbWNSMWSL JWNSRY] UWJTPW SLW TXW O\ \YWW^OP� hVRYTVMS] TN^ RNMJMS] bWYW JON\YONSW^ TZ JOVVWJ!
SMdMZP TN^ MN^MdM^RTVMZP� vTN] QTYSMJRVTY QLWNOPWNT O\ VM\W TN^ JRVSRYW YWyWJS SLWMY ^MZSMNJSMON� KLW
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^MZZOVRSMON O\ PONTYJLMZP TN^ S]YTNN] bWYW TJJOPQTNMW^ U] SLW YMZW O\ QTYVMTPWNSTYMZP TN^ ^WPOJ!
YTJ]� �N PTSLWPTSMJZ SLW oRWZS \OY QVRYTVMS] VW^ SO SLW TUTN^ONPWNS O\ SLW OdWYbLWVPMNX QYWZZRYW O\
RNMJMS] TN^ JTSWXOYMJMS]� KLW VTSSWY M^WTZ bWYW QYTJSMJTVV] TUZWNS� TS VWTZS PMNOY� MN eNJMWNS wYWWJW
TN^ ZQYTNX SO VM\W MN SLW WQOJL O\ TUZOVRSMZP TN^ qLYMZSMTNMS]� }RTNSRP PWJLTNMJZ TN^ pWMZWNUWYX~Z
RNJWYSTMNS] MNJOYQOYTSW^ QVRYTVMS] MN QL]ZMJZ� KLW bTdWZ O\ PO^WYNMZP MN QOWSY] TN^ TYSMZSY] ZLORV^
UW TVZO VMZSW^� vTNlMN^ LT^ JLTNXW^ TVV dTVVW]Z O\ YWZM^WNJW TN^ ^YWTP�

KLW SLWZMZ O\ RNMdWYZTV PTSLWPTSMfTSMON WNVMXLSWNZ PTN] SYWN^Z O\ SO^T]~Z SLORXLS� vTN] NWb
Z]NSLWSMJTV TYWTZ O\ YWZWTYJL TYW SLW XTMNZ O\ PTSLWPTSMJZ bLMJL TYW ^WJOYTSW^ bMSL ORSZSTN^MNX
T^dTNJWZ MN WJONOPMJTV J]UWYNWSMJZ� SLWOYWSMJTV QYOXYTPPMNX� PTSLWPTSMJTV VMNXRMZSMJZ� PTSLWPTS!
MJTV JLWPMZSY]� TN^ PTSLWPTSMJTV UMOVOX]� vTSLWPTSMfTSMON O\ SLW LRPTN ZJMWNJWZ TN^ SLW LRPTN
^MPWNZMON O\ SLW NTSRYTV ZJMWNJWZ TYW \TPMVMTY \WTSRYWZ O\ PO^WYNMZP�

vTSLWPTSMJZ MZ T LRPTN ZJMWNJW MNdOVdMNX SLW TUZSYTJSMONZ MN bLMJL SLW LRPTN UWMNXZ QWYJWMdW
\OYPZ TN^ YWVTSMONZ� vTSLWPTSMJZ MZ MPQOZZMUVW bMSLORS SLW ^MZJMQVWZ� QYO\WZZMONTV PTSLWPTSMJMTNZ�
aUdMORZV]� SLW WZZWNJW O\ PTSLWPTSMJZ MZ ^MZJVOZW^ SO RZ ONV] TZ WcQYWZZW^ MN SLW JONSYMURSMONZ O\
ZJMWNSMZSZ� KLWYW\OYW� MS bORV^ UW NOS T XYWTS WcTXXWYTSMON SO QTYTQLYTZW SLW bOY^Z O\ qTNSOY TN^ ZT]
SLTS =O" "<<"!W" �y @ ?@=O"?@=HWH@! >"<H\"< @!\ >"/"@.< H=<".y H! OH< �> O"> y>""\�?�

�N ZJMWNJW bW TQQYTMZW TN^ TQQYWJMTSW SLTS bLMJL PTlWZ RZ bMZWY� KLW NOSMONZ O\ T XOO^ SLWOY]
OQWN RQ NWb QOZZMUMVMSMWZ O\ ZOVdMNX QTYSMJRVTY QYOUVWPZ� jWbTY^MNX MZ SLW QYOUVWP bLOZW ZOVRSMON
QTdWZ bT] SO NWb \YRMS\RV JONJWQSZ TN^ PWSLO^Z� qON^WZJWNZMON MZ SLW POSLWY O\ PW^MOJYMS]� e \YWZL
QYO^RJS O\ T PW^MOJYMS] MZ JTVVW^ T UTNTVMS]� KMPW PTlWZ UTNTV SLW POZS ZQVWN^M^ TJLMWdWPWNSZ�
ZWPMNTV SLWOYMWZ� TN^ JLTVVWNXMNX QYOUVWPZ� �N^MZQWNZTUMVMS] MZ SLW POZS MPQOYSTNS oRTVMS] O\ T XOO^
QYOUVWP OY SLWOY] bLMJL YW\YTMNZ RZ \YOP QYO^RJMNX UTNTVMSMWZ�

KLW XYWTSWZS PMN^Z JYWTSW MN^MZQWNZTUVW ZJMWNSM`J JONJWQSZ TN^ QON^WY SLWP OdWY� KLW] QOZW
MN^MZQWNZTUVW ZJMWNSM`J QYOUVWPZ TN^ JONSWPQVTSW OdWY SLWMY ZOVRSMONZ� KLW MN^MZQWNZTUVW SLWOYMWZ
TN^ QYOUVWPZ QYOQWV ZJMWNJW� KLW UWZS ZJMWNSMZSZ QYOQORN^W^ NOS ONV] MN^MZQWNZTUVW SLWOYMWZ TN^
T^^YWZZW^ NOS ONV] MN^MZQWNZTUVW QYOUVWPZ� �RS ONV] MN^MZQWNZTUVW SLWOYWPZ TN^ QYOUVWPZ PTlW
SLWZW ZJMWNSMZSZ XYWTS�

e XOO^ SLWOY] WNTUVWZ RZ SO ZWSSVW ZOPW MN^MZQWNZTUVW QYOUVWPZ� mW lNOb PTN] JVTZZMJTV WcTPQVWZ
O\ \YRMS\RV TN^ QObWY\RV SLWOYMWZ� rRJVM^WTN XWOPWSY] TN^ ^MtWYWNSMTV JTVJRVRZ bWYW XMXTNSMJ UYWTl!
SLYORXLZ MN SLW RN^WYZSTN^MNX TN^ PTZSWYMNX SLW YWTVMS]� qWNSRYMWZ bMSNWZZ SLW ZSYWNXSL TN^ QObWY O\
SLWZW SLWOYMWZ ]MWV^MNX WdWY]^T]~Z ZOVRSMONZ O\ RNJORNSTUV] PTN] QYTJSMJTV QYOUVWPZ� _OVRSMON O\ TN
MN^MZQWNZTUVW QYOUVWP MZ T XYMN^ ZSONW \OY T XOO^ SLWOY] ZMNJW MS YWoRMYWZ T NWb JONJWQSRTV SWJLNMoRW
TN^ YWdMZMON O\ SLW TdTMVTUVW SLWOYWSMJTV XT^XWSZ� _oRTYMNX SLW JMYJVW� SLW dTYMTSMONTV QYMNJMQVWZ O\
PWJLTNMJZ� TN^ SLW PT�OYMS] O\ SLW pMVUWYS QYOUVWPZ QYOdM^W WcTPQVWZ O\ SLW oRWZSMONZ SLTS UYORXLS
TUORS ZbWWQMNX JLTNXWZ MN SLW SLWOYWSMJTV ORSVOOlZ O\ ZJMWNJW�

mW PRZS NOS NTYYOb TN^ ZMPQVM\] SLW JONJWQS O\ T QYOUVWP� _JMWNJW WN^WTdOYZ SO PTlW SLW
JOPQVWc SLW ZMPQVW� KLWYW\OYW� TVbT]Z TJSRTV TYW SLW YWJONZM^WYTSMON TN^ MNdWNSOY] O\ SLW TdTMVTUVW
SLWOYMWZ TZ bWVV TZ SLWMY ZMPQVM`JTSMON� XWNWYTVMfTSMON� TN^ RNM`JTSMON� KLW LMZSOY] O\ ZJMWNJW lNObZ
PTN] WcTPQVWZ O\ SLW QWY\WJSMON� UWTRS]� TN^ QYTJSMJTV QObWY O\ SLW SLWOYMWZ SLTS TYOZW U] bT] O\
TUZSYTJSMON TN^ JO^M`JTSMON O\ SLW QYWJW^MNX dMWbZ� KLW ZRJJWZZ O\ T NWb SLWOY] QYOdWZ SLTS SLMZ
SLWOY] bTZ MN^MZQWNZTUVW�

zYWW^OP MN ZJMWNJW MZ SLW JONZJMORZNWZZ TN^ TQQYWJMTSMON O\ SLW MN^MZQWNZTUVW� T dTJJMNW TXTMNZS
UTNTVMS]� KLW JTVV O\ \YWW^OP MZ MNZWQTYTUVW \YOP SLW JTVV O\ PTSLWPTSMJZ�
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KLMZ MZ T �OMNS bOYl bMSL hYO\WZZOY �� n� �WYX�
mW JLTYTJSWYMfW eVWcTN^YOd /0 ^OPTMNZ ��� ,TVZO lNObN TZ CAT (0) ZQTJWZ1 U] MNSYO^RJMNX T

�^@<H.H!"@>Hm@=H�! \OY TN TUZSYTJS PWSYMJ ZQTJW dMT SLW NOSMON O\ SLW oRT^YMVTSWYTV JOZMNW� cosq� TN^ U]
WPQVO]MNX TN TNTVOX] UWSbWWN oRTZMVMNWTYMfTSMON TN^ ZOPW JLTYTJSWYMZSMJ QYOQWYSMWZ O\ MNNWY QYO^RJS
ZQTJWZ� }RTZMVMNWTYMfTSMON WNTUVWZ RZ SO \OYPRVTSW T qTRJL] 8 _JLbTYf MNWoRTVMS] bLMJL \OYJWZ SLW
RQQWY JRYdTSRYW UORN^ O\ fWYO� mW JTVV TN OY^WYW^ QTMY O\ QOMNSZ (A,B) MN T PWSYMJ ZQTJW T i�^!\
/"W=�>

−−→
AB� qWYSTMN UORN^ dWJSOYZ JTN UW T^^W^ MN SLW NTSRYTV bT]� LWT^ SO STMV� TN^ bW JTN ^W`NW SLW

�^@<H+H!!"> t>�\^W= 〈·, ·〉 UWSbWWN WTJL QTMY O\ UORN^ dWJSOYZ� sOOZWV] ZQWTlMNX� oRTZMVMNWTYMfTSMON MZ
�SLW oRTZM!MNNWY QYO^RJS ZQTJW� O\ TVV UORN^ dWJSOYZ� mW QYOdW SLTS SLW oRTZM!MNNWY QYO^RJS UWSbWWN

T QTMY O\ NON!fWYO UORN^ dWJSOYZ MN M MZ XMdWN U]
〈−−→
AB,

−−→
CD

〉
=
∥∥∥−−→AB∥∥∥ ∥∥∥−−→CD

∥∥∥ cosq
(−−→
AB,

−−→
CD

)
� bLWYW

cosq
(−−→
AB,

−−→
CD

)
=

ρ2 (A,D) + ρ2 (B,C)− ρ2 (A,C)− ρ2 (B,D)
2ρ (A,B) ρ (C,D)

MZ JTVVW^ SLW �^@\>H.@=">@. W�<H!" UWSbWWN
−−→
AB TN^

−−→
CD�

mW JONZM^WY SLW \OVVObMNX JON^MSMONZ \OY T PWSYMJ ZQTJW (M, ρ)�
,M1 *WX cNUM ^NPZ_ cosq qNZaP_PNZ~ cosq

(−−→
AB,

−−→
CD

)
≤ 1� y�> "/"># t@H> �y \H<=H!W= t�H!=< (A,B)

@!\ (C,D) H! M �
s� rRVWY �	� QYOdW^ SLTS AC2 +BD2 ≤ AB2 +BC2 +CD2 +AD2 \OY TN] rRJVM^WTN oRT^YMVTSWYTV

ABCD� �N �[g7� h� rNyO �/� ^W`NW^ SLW NOSMON O\ p!YORN^NWZZ \OY T PWSYMJ ZQTJW TN^ TQQVMW^ MS SO
SLW ZSR^] O\ RNM\OYPV] JONSMNRORZ LOPWOPOYQLMZPZ O\ �TNTJL ZQTJWZ� �N ORY bOYl bW WPQVO] rNyO~Z
2!YORN^NWZZ JON^MSMON SLTS TQQVMWZ rRVWY~Z MNWoRTVMS] SO PWSYMJ ZQTJWZ2

,MM1 $Z�N�O 2TMNUZaZXOO qNZaP_PNZ~

ρ2 (A,C) + ρ2 (B,D) ≤ ρ2 (A,B) + ρ2 (B,C) + ρ2 (C,D) + ρ2 (A,D) ,

y�> "/"># �^@\>^t." {A,B,C,D} ⊆ M�
aRY PTMN YWZRVSZ TYW

*WXNMXQ r/ - n"�\"<HW@..# W�!!"W="\ ?"=>HW <t@W" H< @! /0 \�?@H! Hy @!\ �!.# Hy H= <@=H<�"< =O"
y�^> t�H!= cosq W�!\H=H�!�

KLW NOSMON O\ SLW oRT^YMVTSWYTV JOZMNW WNTUVWZ RZ SO YWVTc TcMOPZ ^WZJYMUMNX JOPQVWSW /0 ^O!
PTMNZ� jWJTVV SLTS T PWSYMJ ZQTJW bMSLORS SLW SYMTNXVW MNWoRTVMS] TcMOP MZ JTVVW^ T <"?H?"=>HW <t@W"�
mW JTVV T ZWPMPWSYMJ ZQTJW  "@_.# W�!/"� M\� \OY WdWY] A,B ∈ M SLWYW MZ λ� 0 < λ < 1� ZRJL
SLTS� \OY WdWY] ε > 0� SLWYW MZ Cε ∈ M ZTSMZ\]MNX SLW MNWoRTVMSMWZ |ρ (A,Cε)− λρ (A,B)| < ε TN^
|ρ (B,Cε)− (1− λ) ρ (A,B)| < ε�

*WXNMXQ s/ - <"?H?"=>HW <t@W" (M, ρ) H< H<�?"=>HW =� @ W�?t."=" /0 \�?@H! Hy @!\ �!.# Hy =O"
y�..� H!n W�!\H=H�!< @>" <@=H<�"\ 2

,T1 (M, ρ) H<  "@_.# W�!/"��
,U1 a@WO K@^WO# <"�^"!W" H! (M, ρ) O@< @ .H?H=�
,J1 (M, ρ) <@=H<�"< =O" y�^> t�H!= cosq W�!\H=H�!�

KLW \OVVObMNX SLWOYWP JLTYTJSWYMfWZ /0 ^OPTMNZ MN SWYPZ O\ rNyO~Z 2!YORN^NWZZ JON^MSMON�

*WXNMXQ t/ - n"�\"<HW@..# W�!!"W="\ ?"=>HW <t@W" H< @! /0 \�?@H! Hy @!\ �!.# Hy H= <@=H<�"<
a!��z< 2+>�^!\!"<< W�!\H=H�!� Z! @\\H=H�!� Hy (M, ρ) H< @ n"�\"<HW@..# W�!!"W="\ ?"=>HW <t@W"  H=O
a!��z< 2+>�^!\!"<< W�!\H=H�! @!\ Q = {A,B,C,D} H< @ �^@\>^t." �y \H<=H!W= t�H!=< H! M y�>  OHWO

ρ2 (A,C) + ρ2 (B,D) = ρ2 (A,B) + ρ2 (B,C) + ρ2 (C,D) + ρ2 (A,D) ,
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=O"! =O" n"�\"<HW W�!/"� O^.. �y =O" <"= {A,B,C,D} H< "H=O"> H<�?"=>HW =� @ t@>@..".�n>@? H! =O"
a^W.H\"@! t.@!" �> @ <"n?"!= �y <=>@HnO= .H!"�

sWS r ∈ N TN^ Mr ^WNOSW SLW ZWS O\ TVV Z]PPWSYMJ r × r PTSYMJWZ bMSL fWYO ^MTXONTV WNSYMWZ TN^
NON!NWXTSMdW WNSYMWZ OSLWYbMZW� sWS X UW T ZWS TN^ d : X×X → R UW T NON!NWXTSMdW \RNJSMON ZRJL SLTS
d (P,Q) = d (Q,P ) TN^ d (P,Q) = 0 M\ TN^ ONV] M\ P = Q� \OY TVV P,Q ∈ X � KLWN Kr (X ) JONZMZSZ O\
TVV PTSYMJWZ A = (aij) MN Mr ZRJL SLTS \OY WdWY] A ∈ Kr (X ) SLWYW MZ TN r!SRQVW {P1, P2, . . . , Pr} ⊆ X
ZTSMZ\]MNX aij = d (Pi, Pj)� i, j = 1, 2, . . . , r� e ZRUZWS K ⊆Mr ^W`NWZ SLW ,XVOUTV1 K+W^>/@=^>" W.@<<
TZ \OVVObZ� KLW K!JRYdTSRYW JVTZZ JONZMZSZ O\ TVV (X , d) ZRJL SLTS Kr (X )⊆ K� wYOPOd~Z JRYdTSRYW
QYOUVWP ,���� _WJSMON ���[+1 MZ SLW QYOUVWP O\ T PWTNMNX\RV XWOPWSYMJ ^WZJYMQSMON O\ K!JRYdTSRYW
JVTZZWZ� sWS MG ^WNOSW SLW ZWS O\ TVV XWO^WZMJTVV] JONNWJSW^ PWSYMJ ZQTJWZ TN^ MS ^WNOSW SLW ZWS O\
TVV ZWPMPWSYMJ ZQTJWZ ZTSMZ\]MNX JON^MSMONZ ,T1 TN^ ,U1 O\ KLWOYWP /� _WS

Kcosq =
{

(aij)i,j=1,2,3,4 ∈M4 | a2
13 + a2

24 ≤ a2
23 + a2

14 + 2a12a34

}
TN^

KE =
{

(aij)i,j=1,2,3,4 ∈M4 | a2
13 + a2

24 ≤ a2
23 + a2

14 + a2
12 + a2

34

}
.

KLW \OVVObMNX SLWOYWP XMdWZ T JOPQVWSW ZOVRSMON SO SLW wYOPOd JRYdTSRYW QYOUVWP MN SLW JONSWcS O\
PWSYMJ ZQTJWZ O\ NON!QOZMSMdW JRYdTSRYW�

*WXNMXQ u/ ,M1 (X , ρ) ∈ MG H< H! =O" Kcosq+W^>/@=^>" W.@<< Hy @!\ �!.# Hy (X , ρ) H< H<�?"=>HW =�
@! /0 \�?@H!�

,MM1 (X , ρ) ∈ MG H< H! =O" KE+W^>/@=^>" W.@<< Hy @!\ �!.# Hy (X , ρ) H< H<�?"=>HW =� @! /0 \�?@H!�
,MMM1 (X , ρ) ∈ MS H< H! =O" Kcosq+W^>/@=^>" W.@<< Hy @!\ �!.# Hy (X , ρ) H< H<�?"=>HW =� @ W�?t."="

/0 \�?@H!�

jWJTVV SLTS T ZWPMPWSYMJ ZQTJW (M, ρ) MZ JTVVW^ d=�."?@HW� M\ \OY WTJL oRT^YRQVW Q O\ QOMNSZ
{X1,X2,X3,X4} ⊂ M SLW \OVVObMNX MNWoRTVMS] ,JTVVW^ SLW d=�."?@HW H!"�^@.H=#1 LOV^Z2

ρ (X1,X4) ρ (X2,X3) ≤ ρ (X1,X2) ρ (X3,X4) + ρ (X1,X3) ρ (X2,X4) .

mW ZLOb SLTS SLW oRT^YMVTSWYTV MNWoRTVMS] JON^MSMON MPQVMWZ SLW hSOVWPTMJ MNWoRTVMS]� �N QTYSMJRVTY�
WTJL eVWcTN^YOd~Z ZQTJW O\ JRYdTSRYW ≤ 0 MZ VOJTVV] hSOVWPTMJ TN^� WoRMdTVWNSV]� WTJL XWO^WZMJTVV]
JONNWJSW^ PWSYMJ ZQTJW ZTSMZ\]MNX 2!YORN^NWZZ JON^MSMON OY SLW \ORY QOMNS cosq JON^MSMON MZ hSOVWPTMJ�

&XcXMXZqXO

�� -."�@!\>�/ -��� e SLWOYWP ON SYMTNXVWZ MN T PWSYMJ ZQTJW TN^ ZOPW O\ MSZ TQQVMJTSMONZ 66 KYR^]
vTS� �NZS� _SWlVOd� �[��� x� 	7� h� �./	�

/� a!�� d� aN SLW NONWcMZSWNJW O\ RNM\OYP LOPWOPOYQLMZPZ UWSbWWN Lp!ZQTJWZ 66 eYl� vTS� �[g[�
x� 7� h� � 	.� ��

	� a^."> j� xTYMTW ^WPONZSYTSMONWZ XWOPWSYMTW 66 �OdM qOPPWNSTYMM TJT^WPMTW ZJMWNSMTYRP hWSYO!
QOVMSTNTW� �-� � x� �� h� �[.gg�

�� %>�?�/ A� vWSYMJ ZSYRJSRYWZ \OY jMWPTNNMTN TN^ NON!jMWPTNNMTN ZQTJWZ� hYOXYWZZ MN vTSLWPTS!
MJZ� ��/� �MYlL�TRZWY2 �OZSON� �NJ�� �OZSON� ve� �[[[�
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KTlW TN MNSWXWY n � 2 TN^ JONZM^WY SLW JRUWZ F = (0, 1)n−1� E = (0, 1) × F = (0, 1)n� zOY p > n
MNSYO^RJW SLW ZRUZQTJWZ

Z = {u ∈W 1
p (E) : SLW SYTJW O\ \RNJSMON u dTNMZLWZ ON TVV \TJWZ O\ E WcJWQS \OY SLW \TJW S = 0× F}

TN^ Z0 = {u ∈ Z : SLW SYTJW O\ u ON S TVZO dTNMZLWZ} = W̊ 1
p (E)

MN SLW _OUOVWd ZQTJW W 1
p (E)� �OYP Z TN^ Z0 U]

‖u‖Z =
(∫

E
|∇u|p dx

)1/p

, |∇u| =
(∑n

i=1
|∂u/∂xi|2

)1/2
.

sWS μ UW T `NMSW QOZMSMdW �OYWV PWTZRYW MN E� mYMSW H \OY SLW ZQTJW L2 MN E bMSL YWZQWJS SO μ�
NOYPW^ U] ‖v‖2

H =
∫
E |v|2 dμ� KLW _OUOVWd WPUW^^MNX SLWOYWP \OYJWZ W 1

p (E) SO JONZMZS O\ JONSMNRORZ
\RNJSMONZ� SLRZ� TN OQWYTSOY R : Z → H PT] UW ^W`NW^ YWXTY^MNX T JONSMNRORZ u ∈ Z TN WVWPWNS O\
H� �OYP dWJSOY ZRUZQTJWZ RZ0 TN^ RZ O\ H bMSL SLW LWVQ O\ WcQYWZZMONZ

‖v‖RZ0 = inf
u∈Z0 : Ru=v

‖u‖Z0 , ‖v‖RZ = inf
u∈Z : Ru=v

‖u‖Z .

KLW UTZMJ SLWOY] O\ MN^W`NMSW ZQWJSYTV QYOUVWPZ XTdW YMZW SO SLW JON^MSMON

∃ θ ∈ (0, 1) (H,RZ0)θ,2 = (H,RZ)θ,2 (1)

bLWYW SLW UYTJlWSZ ^WNOSW SLW YWTV MNSWYQOVTSMON PWSLO^ \OY �TNTJL ZQTJWZ� qON^MSMON ,�1 MZ UWSSWY
lNObN MN SLW \OYP �∃ θ ∈ (0, 1) (L2,g,W

m
2 )θ,2 = (L2,g, W̊

m
2 )θ,2� bLWN p = 2 TN^ T jT^ON 8 �MlO^�]P

^WYMdTSMdW g = dμ
dx > 0 O\ μ bMSL YWZQWJS SO sWUWZXRW PWTZRYW WcMZSZ ,J\� �/�1� KLWOYWP / O\ ��� ZLObZ

SLTS ,�1 MZ WoRMdTVWNS SO SLW JON^MSMON

SLWYW WcMZS T PTQQMNX T : Z → Z TN^ JONZSTNSZ N1 ∈ (0, 1)� N2 > 1 ZRJL SLTS
TN] u ∈ Z dWYM`WZ T (u)− u ∈ Z0� ‖RT (u)‖H � N1‖Ru‖H TN^ ‖T (u)‖Z � N2‖u‖Z � (2)

KLMZ JLTYTJSWYMfTSMON bTZ RZW^ MN ��� SO WZSTUVMZL UOSL SLW NWJWZZTY] JON^MSMON ,	1 \OY SLW dTVM^MS]
O\ ,�1� SO UW \OYPRVTSW^ UWVOb MN SWYPZ O\ μ� TN^ ZOPW ZR|JMWNS JON^MSMONZ� �OSW SLTS T JYMSWYMON \OY
SLW dTVM^MS] O\ SLW MNSWYQOVTSMON WoRTVMS] MN oRWZSMON bTZ MN SLW ONW!^MPWNZMONTV JTZW n = 1 QYWdMORZV]
OUSTMNW^ U] SLW TRSLOY�

�S SRYNZ ORS SLTS NOS ONV] ,�1⇒,/1⇒,	1 URS TVZO ,	1⇒,/1⇒,�1� KLRZ ,	1 MZ T JYMSWYMON \OY SLW
dTVM^MS] O\ SLW MNSWYQOVTSMON WoRTVMS] ,�1 MN SLW POZS \OYSRNTSW PRVSM^MPWNZMONTV JTZW bLWN �SLW
ZQTJW Wm

p MZ ZRJL SLTS m = 1 TN^ W 1
p ⊂ C�� {N\OYSRNTSWV]� SLMZ JYMSWYMON MZ MNTQQVMJTUVW SO MN^W`NMSW

ZQWJSYTV QYOUVWPZ MN dMWb O\ p �= 2�
nWZJYMUW SLW ^WSTMVZ� sWS I ⊂ F UW T JRUW� SLTS MZ� SLW qTYSWZMTN QYO^RJS O\ VWNXSL |I| MNSWYdTVZ�

zMc γ = 3/4� zOY δ ∈ (0, 1/2] JONZM^WY SLW ZWSZ ΓI = (0, δ|I|) × γI TN^ ΘI = (0, |I|) × I bLWYW γI MZ
JONJWNSYMJ bMSL I TN^ MZ O\ ZM^WVWNXSL γ|I|�

KLW PTMN JON^MSMON RQON μ YWT^Z TZ

\OY TN] ε > 0 SLWYW WcMZSZ δ ∈ (0, 1/2] ZRJL SLTS
TVV JRUWZ I ⊂ F ZTSMZ\] SLW MNWoRTVMS] μ(ΓI) � εμ(ΘI)�

(3)

*WXNMXQ/ ,	1⇒,/1� W�!<"�^"!=.#� ,�1⇔,	1�

�d>JMF>NNO GPLLIJMQR SO MEQ dJQGFRQXMF>N eIPXW [ZFQXMFGMG [PLLIJM bJ>XM cg�'�  "0��#"�"
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D`X_qW Nc _WX ^MNNc/ KLMNl O\ TN TYUMSYTY] u ∈ Z TZ UWMNX JONSMNRORZ TN^ WcSWN^W^ \YOP E SO
S ∪ E U] JONSMNRMS]� rN^Ob Rn bMSL SLW PWSYMJ d(x, y) = max{|x1 − y1|/2, |x2 − y2|, |x3 − y3|, . . . ,
|xn − yn|} TN^ ^W`NW SLW UTVV

B(x, r) = {y ∈ S ∪E : d(x, y) < r}.
zOY ξ ∈ S VWS ρu(ξ) UW 0 M\ u(ξ) = 0 OY SLW VWTZS ZOVRSMON r O\ SLW WoRTSMON

infB(ξ,r) |u|
supB(ξ,r) |u|

=
1
2

OSLWYbMZW�

KLW \RNJSMON ρu : S → [0,∞) SRYNZ ORS SO UW 1!sMQZJLMSf� zOY ZOPW 0 < σ1 < σ < 1� JONZM^WY

ϕ ∈ C1[0,∞), 0 � ϕ � 1, ϕ(s) = 1 MN JTZW s � 1/σ1, ϕ(s) = 0 MN JTZW s � 1/σ.

hRS
T (u)(x) = u(x)ϕ(ρu(x←)/x1), x = (x1, x∗) ∈ E, x← = (0, x∗) ∈ S.

KLW QYWZWYdTSMON!O\!UORN^TY]!dTVRWZ QYOQWYS] T (u)− u ∈ Z0 MZ OUdMORZ�
�N OY^WY SO QYOdW ‖RT (u)‖H � N1‖Ru‖H � STlW 0 < β < 1 TN^ TQQV] SLW bWVV!lNObN 5r!JOdWYMNX

VWPPT SO SLW \TPMV]
{
B
(
ξ, βγ5 ρu(ξ)

)
: ξ ∈ S, u(ξ) �= 0

}
OY� TVSWYNTSMdWV]� SLW 3r!JOdWYMNX VWPPT SO

SLW \TPMV]
{
B
(
ξ, βγ3 ρu(ξ)

)
: ξ ∈ S, u(ξ) �= 0

}
� mW XWS T ZRU\TPMV] bMSL T NMJW UORN^ \OY SLW JOdWYMNX

JONZSTNS� qLOOZW ε ZPTVV JOPQTYW^ bMSL SLMZ JONZSTNS� `N^ δ \YOP ,	1� TN^ STlW σ QYOQOYSMONTV SO δ�
�S YWPTMNZ SO TQQV] ,	1 SO SLW JRUWZ I JOYYWZQON^MNX SO SLW WVWPWNSZ O\ SLW ZRU\TPMV] TN^ SO ZRP RQ
SLW WZSMPTSWZ�

KLW ZSYTMXLS\OYbTY^ ^MtWYWNSMTSMON YW^RJWZ ‖T (u)‖Z � N2‖u‖Z SO SLW WZSMPTSW

J :=
∫
S
ρu(ξ)1−p|u(ξ)|p dξ 	

∫
E
|∇u|p dx.

�N JTZW u(ξ) = ρu(ξ) = 0 SLW RNJWYSTMNS] ρu(ξ)1−p|u(ξ)|p MZ OUdMORZV] SYWTSW^ TZ 0� �] TNTVOX] bMSL SLW
QYWdMORZ JONZM^WYTSMONZ� TQQV] SLW 3r!JOdWYMNX VWPPT SO SLW \TPMV] {B (ξ, ρu(ξ)/6) : ξ ∈ S, u(ξ) �= 0}�
KO TN] WVWPWNS O\ SLW YWZRVSMNX ZRU\TPMV] SLWYW JOYYWZQON^ T ξi ∈ S� T UTVV Bξi = B(ξi, ρu(ξi))� TN^
T p�OV^WY UORN^ MN SLW ZQTJW W 1

q ,bMSL q `cW^� p > q > n1� eVV SLMZ QWYPMSZ RZ SO WZSMPTSW

J 	
∑
i

ρu(ξi)n−np/q
(∫

Bξi

|∇u|q dx
)p/q

.

eN TQQYOQYMTSW p�OV^WY MNWoRTVMS] bMSL WcQONWNSZ p
q TN^ p

p−q JOPQVWSWZ SLW QYOO\�

&XcXMXZqXO

�� d@>y"!�/ -� Z� aN SLW WcMZSWNJW O\ T JONSYTJSMON PTQQMNX QYWZWYdMNX UORN^TY] dTVRWZ 66 xWZSNMl
�w{� _WY�2 vTSWPTSMlT� vWlLTNMlT� �N\OYPTSMlT� /  -� x� -� � /� ,SO TQQWTY MN jRZZMTN1

/� d#@=_�/ J�%� hYOQWYSMWZ O\ WMXWN\RNJSMONZ O\ VMNWTY ZLWTdWZ 66 _MUWYMTN vTSL� i� �[7[� x� 	 � � ��
h� �7-.�[-�
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�N P] STVl � bMVV YWQOYS ON YWJWNS bOYl bMSL q� nRYTN TN^ e� jMXTZ ��� ON T NWb PWSLO^ SO
JONZSYRJS TVV WcOSMJ 7!ZQLWYWZ�

rcOSMJ ZQLWYWZ TYW PTNM\OV^Z SLTS TYW LOPWOPOYQLMJ URS NOS ^MtWOPOYQLMJ SO ZSTN^TY^ ZQLWYWZ�
KLW `YZS WcTPQVWZ bWYW \ORN^ U] vMVNOY MN �[�g TPONX SLW S3!URN^VWZ OdWY S4� �S SRYNW^ ORS�
LObWdWY� SLTS SLWYW TYW WcOSMJ 7!ZQLWYWZ SLTS TYW NOS ^MtWOPOYQLMJ SO TN S3!URN^VW OdWY S4� e
PWSLO^ SO JONZSYRJS TVV /7 WcOSMJ 7!ZQLWYWZ ,TJSRTVV] TVV WcOSMJ ZQLWYWZ SLTS UORN^ QTYTVVWVMfTUVW
PTNM\OV^Z1 MN T JONZMZSWNS bT] bTZ XMdWN U] �YMWZlOYN MN �[gg�

�N �[-� wYOPOVV TN^ vW]WY JONZSYRJSW^ TN WcOSMJ 7!ZQLWYW� Σ7
GM� TZ oROSMWNS O\ SLW JOPQTJS

XYORQ Sp(2) U] T SbO!ZM^W^ S3!TJSMON� KLMZ JONZSYRJSMON QYOdM^W^ Σ7
GM TRSOPTSMJTVV] bMSL T PWSYMJ

O\ NONNWXTSMdW ZWJSMONTV JRYdTSRYW ,K ≥ 01� KLW wYOPOVV 8 vW]WY ZQLWYW Σ7
GM bTZ SLW ONV] WcOSMJ

ZQLWYW lNObN SO T^PMS ZRJL T PWSYMJ RNSMV �[[[ bLWN wYOdW TN^ �MVVWY JONZSYRJSW^ PWSYMJZ bMSL
K ≥ 0 ON TVV vMVNOY ZQLWYWZ� �N /  / KOSTYO TN^ MN^WQWN^WNSV] uTQOdMSJL TN^ �MVVWY ZLObW^ SLTS
Σ7

GM MZ SLW ONV] WcOSMJ ZQLWYW SLTS JTN UW PO^WVW^ U] T UMoROSMWNS O\ T JOPQTJS XYORQ TN^ SLRZ
RN^WYVMNW^ SLW ZMNXRVTY ZSTSRZ O\ SLW wYOPOVV 8 vW]WY ZQLWYW TPONX TVV PO^WVZ \OY WcOSMJ ZQLWYWZ�

mW NWdWYSLWVWZZ QYOdM^W TN WVWPWNSTY] XWNWYTVMfTSMON O\ SLW wYOPOVV 8 vW]WY JONZSYRJSMON� KLW
WZZWNSMTV JOPQONWNSZ MN SLMZ JONZSYRJSMON TYW SLW n!QObWYZ O\ RNMS OJSONMONZ� n ∈ Z� �N SWYPZ O\
oRTSWYNMONZ SLWZW PTQZ TYW ^W`NW^ U]

ρn : S7 → S7, (cos t + p sin t, w sin t) �→ (cosnt + p sinnt,w sinnt)

bLWYW p MZ TN MPTXMNTY] oRTSWYNMON TN^ w MZ T oRTSWYNMON ZRJL SLTS |p|2 + |w|2 = 1� sWS 〈u, v〉 := ūtv
^WNOSW SLW ZSTN^TY^ pWYPMSMTN QYO^RJS ON H2� KLW ZRUPTNM\OV^Z

E10
n :=

{
(u, v) ∈ S7 × S7

∣∣ 〈ρn(u), v〉 = 0
}

JOPW WoRMQQW^ bMSL T \YWW TJSMON O\ SLW RNMS oRTSWYNMONZ2

S3 × E10
n → E10

n , q � (u, v) = (quq̄, qv).

pWYW� quq̄ PWTNZ SLTS SLW SbO oRTSWYNMONMJ JOPQONWNSZ O\ u TYW ZMPRVSTNWORZV] JON�RXTSW^ U] q ∈ S3�
KLW oROSMWNS O\ E10

n U] SLW \YWW �!TJSMON MZ T ZPOOSL PTNM\OV^

Σ7
n := E10

n /S3.

*WXNMXQ r/ ;O" \H�">"!=H@i." ?@!Hy�.\ Σ7
n H< @ O�?�=�t# <tO">" @!\ >"t>"<"!=< =O" (n mod 28)+

=O "."?"!= H! =O" n>�^t �y O�?�=�t# 7+<tO">"< Θ7 ≈ Z28�

*WXNMXQ s/ o>�? =O"H> <#??"=>H"<� n"�\"<HW< @!\ <^i?@!Hy�.\< =O" "��=HW <tO">"< Σ7
2k >"<"?i."

=O" <=@!\@>\ <tO">" S7 ?^WO i"=="> =O@! @!# "��=HW AH.!�> �> X>H"<_�>! <tO">"�

� bMVV PTlW SLW ZWJON^ ZSTSWPWNS QYWJMZW MN P] STVl TN^ ^MZJRZZ MSZ QOZZMUVW TQQVMJTSMON \OY JON!
ZSYRJSMNX WcOSMJ ZQLWYWZ bMSL QOZMSMdW ZWJSMONTV JRYdTSRYW�

&XcXMXZqXO

�� �^>@! K�� d{̂==?@!! ;�� $Hn@< -� eN MN`NMSW \TPMV] O\ wYOPOVV 8 vW]WY ZQLWYWZ� hYWQYMNS�
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�DEQ >PMEIJ H>G GPLLIJMQR SO hUb"
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@��� ���������7 �? ������ 7��7 ���� F'����?���7�

J� _IQ=A>̀

R=@;:L>@?X 7B NcA89cD=D� NcA89cD=D� 697;:=@D� ����
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��	��

�N YWJWNS ]WTYZ SLWYW LTZ UWWN T YWdMdTV O\ MNSWYWZS MN JONZSYRJSMONZ O\ bMV^ qTNSOY ZWSZ MN R3

bLMJL bWYW `YZS ^MZJOdWYW^ MN SLW �[/ ~Z� KLWZW NWb bMV^ WcTPQVWZ LTdW ZOPW T^^MSMONTV QYOQWYSMWZ�
\OY WcTPQVW SLW] TYW sMQZJLMSf LOPOXWNWORZV] WPUW^^W^� OY YMXM^ bMSL ZMPQV] JONNWJSW^ JOPQVWPWNS�
�N ZOPW QYOO\Z bWVV!lNObN VMNl MNdTYMTNSZ LTdW UWWN RZW^ bMSL XYWTS WtWJSMdWNWZZ� MN QTYSMJRVTY SLW
uTRtPTNN UYTJlWS QOV]NOPMTV�

KLMZ bMVV UW T ZRYdW] STVl� mW ZLTVV UWXMN bMSL T LMZSOY] O\ SLW QYOUVWP� �N SLW ZWJON^ QTYS bW
ZLTVV YWQOYS ON YWJWNS bOYl ON bMV^ qTNSOY ZWSZ� WN^MNX bMSL SLW VTSWZS JONZSYRJSMONZ RZMNX SLW �MNX
TN^ SLW mLMSWLWT^ VMNlZ� mW ZLTVV TVZO ZSTSW ZOPW OQWN QYOUVWPZ TN^ JON�WJSRYWZ�

&XcXMXZqXO

�� %@>H=# �� I�� $"t�/0< ��� 01".c_� A� {NJORNSTUV] PTN] MNWoRMdTVWNS sMQZJLMSf LOPOXWNWORZ qTNSOY
ZWSZ MN R3 66 hTJM\� i� vTSL� /  �� x� ///� NO� /� h� /7-./[[�

/� %@>H=# �� I�� $"t�/0< ��� 01".c_� A� jMXM^ qTNSOY ZWSZ MN R3 bMSL ZMPQV] JONNWJSW^ JOPQVWPWNS 66
hYOJ� ePWY� vTSL� _OJ� /  g� x� �	�� NO� 7� h� /��-./��g�

	� %@>H=# �� I�� $"t�/0< ��� G>HnO= ��%�� 01".c_� A� aN �MNX!mLMSWLWT^ qTNSOY ZWSZ� hYWQYMNS�

�DEQ >PMEIJ HQJQ GPLLIJMQR SO MEQ [NIiQXF>X TQGQ>JZE CWQXZO LJIWJ>` d���0 0�������4"
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@ ����� �(���HD 4�5�B 5"� %�������� ������B����� ��4��� B��� ����B�#�� 4�5�!
B�� � ����HD ��(%��� ���� ������H� ��I�������H %�������� ��� �4����HD ���"<�HD
��I��������D� 3���� ��5D�5� � "%B;�� �"%B��� ���5��"�0�� (�"<;%# 4��������< � ����!
����� ����������� � ��% k�� ��� I�� ����5�� ����"<4%#�� �0����B����� �H���#��� �4
����(����� ����"<4%���0� ���5� ���"�5������� �� �� ���"�� �5�����H� 5��"����%��H� ��!
"��� ��� �"�5����� ����"�#�� ��4%"<�H� ���#��� �"<�� �����B����� 4��B����� &��
4����<� B� ���� �%< ���"�5������ 5�"0�� ����� ����"<4���"�� ���0��� �H�������"���!
��������H�� �������� ��"%B��;��� ���0�B��"���H� ��4%"<�H �� ;������% ��%0% �����!
���� )5����� ��� ����4H��# ��("#5����� ���B�� 5�"<���;�� ���0���� � I�� k� ������"����
���4�� � �����4����#���� �%5�4������ � �����5�� ��� �����"�� � ��� ����� 4��B��H�
��4%"<����

@ ���4� � I�� �(����"<����� ��k�� ���5"�k�< ���� ��5D�5 � ���"�5�����# �(���HD
4�5�B� � ������ ��(%��� ���� �"<�� B��< ���4����HD ��"�B�� ,(�4 ����5�"���� ���"<!
�HD1� �� ��� I�� ������<�� �� ����"<4���< �������B����� ���5��"�k����� ���k�#���
�����B���%# ������< �H��5��� $��B� 0������ ���5"�0���� ����4�< ��"�B���� ������� ��!
��������� �� ��� �5����������� ���H;���� ��B���� �0����B����� :��������� ���H� ��5D�5
���5���"�� ������< �"<�� ��� �0� �������������� B� ��k� (H< ��5���k5��� %���;!
�H�� �"%B���� �0� ���"�4�����

F����5�� ������H� ������H ���D %���;�HD ���"�4����� F���H� �4 ��D ������� � ���!
���"<��� 4�5�B� ���0��"<��� 0�������� @ �0����B����� �("��� n!�����0� ���������� ���!
�������#�� �����4��k�H� ����H�� ��������#��� I% �("��<� E�5��H ���0��"H �5�"< ��!
����B���� ���D ����HD � �("��<# � ���4������ �%��B��!0"�5��� �%������ 4�������� ��
�"<�� � �B�� �("���� �� � � ��������HD� D�������4%#��D ����H�� :��������� ����
��"���<# ���4����%# �%����# �� ���5���"���� ��4��k�H� ���5% �� 4��������� � �"�;!
��� (�"<;�0� B��"� ��������HD� F�I��% ������ (�"�� ��������� �� ��� k� ��"�4��� 4�5�B�2
���� �����D���� ��4�H��� ��5H��0��"<��� �%������ F�� �0����B����D �(��0� D�������
� ��� %�"���� ��"�B�� �����HD �����D����� 5���4H����� �5���������< ��;���� I�� 4�5�!
B� � ������ �������%#��� �"0���� ,�� &� *�������1� ��%0�� �������� ��5�(��0� ���
��"���� ���"�5������ 4�5�B� ���0������ �������������� ��� �(����� 4�5�B� 5"� ��"�!
D�����B����0� ����������0� 5����������"<��0� %�������� ��������� � ������ �� 5���H�
�� 0������ %5���� �H5�"�< ����H�� �����"<�H� � ���4����H� ��"#B����� ��%�� �(�"�!
5%���� ���5H� 3�� ���H�� ���4H����� ��4��k�H� ��"%B�< B��< ���������� � �������
���4�����0� �"� ��� 5���"<�� ;�����D �0����B����D ,�� &� ������"���1�

)(������< � ���"�5������� *� $� F��"����� @� +� &��D��� � �D %B������ �� �(���H�
4�5�B�� 0���������� ����� B��< ��(�� ��������HD �� I����� �H5�"���� ���(�������
4�5����0� ���;��0� �������"�� 3�� ���H�� �� ������ I��� ����5�"�"��< ������H� �B��
�����HD 0������ � 5�"��� �� ����� I���� �� ��� �H������"��< � ��� ������� �"�� �� ��� 5�!
��"���"<�HD� ���<�� �������B����D ���5��"�k����D� )5����� � �����D ��������� B���B��!
0� ��;���� �(���HD 4�5�B� �� ����� I��� �� ���(D�5������ � �� ���5"�0���� �0����B�<��
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����H� I���� � �� %D%5;�< ����B��"<�H� ��4%"<� ���5����� ���%������HD �0����B�����
�H4����HD �"<�� �H(����H� ���5�� ���"�5�������

���"� ��5�(�HD �������� ���%5�� %��"�B�<� )5���� ���5 "� %��4���H� ��5D�5 ��"����
�"�5�����H� 5"� ���D �(���HD 4�5�B� 3�� �� ������ �0� ��k�� �������5���<� ��� �5�� �4
�����(�� ���"�5������ �(���HD 4�5�B 5"� %�������� ������B����� ��4���� � ��k� 5"�
��������� ������HD� %k� 5���0�%HD ��4%"<����
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� ��+���� ���	���  �������( �!�"���#����
��%� %� �!���	��� ��+� 9 �������

0��� ����4��1� ��,� ��*��$�2

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
�
1 �����������	
��	�� 2 �������������	
��	�

@ ��(��� 5"� �("��� Ω � ����"������ �"������� ������������� �"�5%#��� ������
%��������

2∂̄w1(ζ)− q1e
−iτ 2χ(ζ)w2(ζ) = g1(ζ),

2∂w2(ζ)− q2e
iτ 2χ(ζ)w1(ζ) = g2(ζ),

(1)

05� χ(ζ) 8 ������ B��< �������� ���"��B����� � Ω �%������ � τ 8 ����������� B��"��
�����/ L�� g = (g1, g2) ∈ Lp(Ω), p > 1, q1, q2 ∈ C(Ω), �� ����� ���6��� ���� τ0�

������ ��� &�� τ > τ0 ������	��� ��7���� w = (w1, w2) ������
 ,�1� � �� ���� 	
&�������
�)����

||w||Lp(Ω) ≤ C||g||Lp(Ω),

��� ��������� C �� 6�	���� �� τ �
����������� �����% ���0��"<�HD %��������

w1(ζ)− 1
2

P(q21e
−i2τχw2) =

1
2

Pg1,

w2(ζ)− 1
2

P̄(q12e
i2τχw1) =

1
2

P̄g2,

05�

P(A)(ζ) = − 1
π

∫
Ω

A(η)
η − ζ

dη

8 ���0��"<�H� ������� ��;�� ��"%B��� B�

w2(ζ)− 1
4

P̄(q12e
i2τχP(q21e

−i2τχw2)) =
1
4

P̄(q12e
i2τχPg1) +

1
2

P̄g2,

�"�
w2 + S(w2) = g.

F�� I��� � ��"% ������ ���0��"<��0� �������� ��;� ���� �������

Sw = −1
4

P̄(q12e
i2τχP(q21e

−i2τχ w))

��"���� ���"�� ������H��H� � Lp(Ω)� p > 1� T ������ B��< %��������

g =
1
4

P̄(q12e
i2τχPg1) +

1
2

P̄g2 ∈ Lp(Ω).

$���"<4%� 5����������"<�H� ������� �������� P� 5���4���H� ��k� � ���� ����4H������
B� ��� τ (�"<;�� �������0� τ0 ������� S ��"���� �k���#����

������� ������� ������ ����	
�
� �� �
�
����� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	���5
��
� �� ��������0��!( +������� ����	�
1 ��������� ������ 
��� ������/�	
��
�� 
�����/�

��
������ � 0��&�4�!  +����� �� ���
��� ���*��
�� �$  �����������

�� ��������� ����8� 
��7
�� 9��	
�.:�#��#"0��&"�!( ������� ������ \ �� 7���7
�� ��������� <[U bJ>XM hc[�����4#�"
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��;���� 5����� �����H %�������� 5�? ��4��k���< ��"%B�< ����%"H ��� ���"����� �
������ %�"����� %���B������ ��4��"�#��� ��D�5�< ��;���� 4�5�B ��;� 5"� I""���B����D
%�������� ����0� ����5�� � ��������H�� ��I���������� �� �"������

Δu(x, y) + a1(x, y)ux(x, y) + a2(x, y)uy(x, y) + a0(x, y)u(x, y) = 0, (x, y) ∈ Ω, (2)

u(x, y)|M = u0(x, y),

∂

∂ν
u(x, y)|M = u1(x, y),

05� ��I�������H a0(x, y) ∈ C(Ω), a1(x, y), a2(x, y) ∈ C1(Ω)� 5���H� ��;� u0(x, y) ∈ C1(M),
u1(x, y) ∈ C(M), � ν = (ν1, ν2) 8 ����� �5���B��� ���;��� �����"��

�""���B����� %�������� �(��0� ��5�� � �����<# �������%#��� 4����H ��������HD�
�����5��� � ������B�����% ��5% ,/1 �� ���� �("��� Ω ����

����� I�0�� ����%"H ��� ���"����� ��k�� ��"%B�< 5"� ��;���� 4�5�B� ����H� ���5�!
�� � %��������� 5����0� ��5�� +�������� 5"� 4�5�B� ��;� 5"� �����H %�������� 
�����""�
� �"����� �"%B��� ������ ���5��� � 5�%� %��������� =�"<�0�"<���

������5��

�� 9���� E�:� )(�(����H� ���"��B����� �%������ 
�2 +�%��� �[77�
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������	���	# ��%�)�"��������( ���+����(
&�%�
� ��  �	�(
����	�  %����( �����

� �&��� ��&��

���� ���*��1� &�,� -�����2

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
�
1 ������
�����	
��	�� 2 ������������	
��	�

F�� ��������� ��4�B����0� I����������� � ��k� ��� B��"����� ��5�"�������� �B����
��4��0� ��"������5��0� 0�4� ,������������� ��5�"< +��<� . &����1 ���(���H� ������ �H!
4H��# D�������H� ��B������H� ������� ���D 5��k���� 8 5��"<��� ���������� � ��D
��4��"�� �%�������� I��������� ��0���4���< ������� �4%B���� ��"����� )5�� �4 ������
�B���� 8 �(��4������ � ��5� �"%B��� %4��D� �� ��4H����HD ����D�5�HD 4��� � ����HD ����!
���H� D�������4%#��� 5��k���� ,��������H ������ �������� �"����<� 5��"����� ��!
����%�� � � 5�1 ���HH��# ��4��� �4������� ,(�"<;�� 0��5���H1 �� ������������H� ��!
������H�� �������< ��� I�� ������H��H��� @�4����# �B���� ��� ���4��0� �����"�� ���
/�� 3�� �����D�5�� ��������� ��05� ��4��� ��"������5�H� 0�4 �(���� 4�%�"����� �"��

@ ���4� � I�� �B��< ����������� �5�� ���("�k����� 4����H %4��D ����D�5�HD 4�� ��!
���D������ ��"<��0� ��4�H��� � �� %5���H�� ��"����� 8 � I�� �%< ���5��%5���HD ��"���
3���� ��5D�5 ���� ��5 �%�������HD �����%����2 ��!����HD� ��4�� ���������� �(��� �H!
B��"����� ��!���HD� ������B����� ����� ��"<�HD ��4�H��� ������"<�� D���;� ��4���
�� �"<�� 5"� �5������HD� �� � 5"� ���0�����HD �B����� ��45��H I�������H� B��"���H�
�"0����H�

&"�5%� ����<� B� ���5"�0���H� ��4�H��H� ��5D�5 � ���"�5�����# ��"� � ��4��� ��!
"������5��� 0�4� ����"<4%��� � � �����B����D ���"�5������D� 3��� ��� ���"�5������ %���!
B����� �"����D %5���HD ��"� � ��"<# ������ �"����� ��"�� ��4���� �� ��4���� ��4�%�����
���5��"�0����� B� ;������ ����D�5��� 4��H ��k�� �����(��B<� F�I��% 4�5�B� �( �4%B����
��4���� ��4�%����� ���5���� ��� � � ����4��� 0�4�� � ���"�5�����# "������� ���;�����
4�5�B� � 0����B�H�� %�"������ �� ����� %5����� ��"�H� ��"%B���H�� ���"� "������4����
%�������� ��"<��0� ��4�H���

)5����� ����� �� ������� ������B����� ��5�"� +��<� . &���� 5"� �k������� k�5!
���� (H"� ����4��� �������"����< ��5D�5�� ���������0� �� ���5���"���� %5���HD ��"� �
��4��� 0�4� ��� �����D����� ��"<��0� ��4�H��� )��4H������ B� ���� �H��5 ��k�� �5�"�<
%k� �� "�������% ���("�k���#� & I�� ��"<# �4%B���� ���;����� 4�5�B�� ��"%B����� �%!
�� "������4���� �����������HD %�������� +��<� . &���� � %�������� ��"<��0� ��4�H��
������"<�� �%��B��!��������0� ��;����� �� �%��B��!��������� ��;���� ����H��� �"�5%!
#��� ��k�� �B���� ��4��0� 0�4�2 ����D4�%����� ���������H� ���� ��4��0� 0�4� ,��� x < 01
�5�"���� � 5�4�%����0� ����������0� ����� ,��� x > 01 �����D���<# ��"<��0� ��4�H�� 8
%5����� ��"��� ,� %��������� x = 01� @ %�����%HD �H;� ��(��D (H"� ����4���� B� %5��!
��� ��"�� ��%���B��� ��� 4��������� � D������� "������4�����HD 0����B�HD %�"���� ���
x = 0 � �� �(����"<��� ��"���� �"�5����� �0� ����� B� B��"� ��4������HD ������!
���� ����5�"�#��D ����4��"<��� ��"�� ��4�%����� ��4�H��� (�"<;� B��"� "������4�����HD
0����B�HD %�"���� �� ��4�H��� 3���� �(��4��� %5����� ��"�� � ��4��� 0�4�� ��������������
��� �����D���< ��"<��0� ��4�H��� ��5�(�� ��I��"#�����H� ��4�H��� � �5��"<�HD ���5�D�

E������ B� � ������B����� �B�� 4����� ��������H� 5"� 5���4��"<��� ��%���B�!
���� B���H�� I����������"<�� ���%��� �� �������� ��;���� ��<� �� �%����%� ������H
*5������ ����H� ����4H��# �����������< %�����%�� �H;� "������� ���;����� 4�5�!
B�� )(���%k���%# ��%���B����< ��k��� ��k�� ������< ��� ��������� 5���4��"<���
����4��k���� ��D�k5���� ���������HD ��k���� �(������ 4�%�"���HD �" ��4��� 0�4�� �
0�"���H� ���B��� %�"������ � ��5� �����D���� ��"<��0� ��4�H�� ���5�� %�����"����� &
��4�B����� �B�� 4����� I� ��� �4��B�� �����B���%# �����"�4%����< �H;���������0�
����������0� ��k��� �B���� ��4��0� 0�4� � %5����� ��"����

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#���������!"
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@���� � ��� %B�H��� �4"�k���H� �H;� �����%����� ��4�H���0� ��5D�5�� D��"��< (H
��5���������< I� ��5D�5 ��� B�(H ��k�� (H"� (H �(��������� �������< �0�� ���������
� 4�5�B�D � ��D�k5���� ���������HD ��k���� �(������ ���5�� %�����"���� 5"� ���5 �
5�����������

&%< �5�� 4��"#B���� � ��� B�(H 5�����< � ��D�5��� "������� 4�5�B� �( %���B�����
5���"���"<�H� 0����B�H� %�"���� ��� B�(H 5"� ����< �����%"��������� ���;����� 4�5�B�
���������H� ��k�� �B���� 0�4� � %5����� ��"���� �������H� �H;�� ��" (H �������B�!
��� %���B�� ,�� '��%���%1� )�#5� �"�5%�� B� �� ������� ���� �� "������� %����� (H"
(H �(������� ���5 %�����"����� B� �4��B�"� (H ��4��k���< ����5�"���� ����������0�
��k��� �B���� ��4��0� 0�4� � %5����� ��"��� I�� ���5��� ������%H� k� �H;� 5���"!
���"<�H� 0����B�H� %�"���� ���5"�0���� �����%�����< � %B��� ��������� ����������
� ��4H��������� ���5�� %�����"���� ����������� ��k��� �B���� ��4��0� 0�4� � %5�����
��"����

@ 5��"�5� �(�%k5���� ������ � ��������� 5���"���"<�HD 0����B�HD %�"���� ��� ���"�!
5������ ���5�������� "������� 4�5�B� �( %���B����� %5����� ��"�H 8 ��4�H�� � ��4���
0�4� � �( ���"�5������ ���������� ��5������������� 4�5�B�� E������ B� �����������
���0������0� �"%B�� ���(D�5���� B�(H ��������H� �(��4�� ��5���� ��������� � �4%B���#
%k� %�����%�� 4�5�B� �( �(������ 4�%�"����0� �"� ��4��� 0�4��� )�����H� ��4%"<�H
5��"�5� ��%("������H � ��(��D �	.���

������5��

�� 3������	�����, B�`�� ������ :�:� &����H ���4�"�����HD %�������� � �D ���"�k����
� 0�4���� 5�������� 
�2 +�%��� �[-7�

/� 1^?i>^! ]�� J">>" �� xMZJORZ TN^ MNdMZJM^ ZSTUMVMS] O\ PRVSM^MPWNSMONTV QVTNTY dMZJORZ ZLOJl
bTdWZ 66 �N^MTNT {NMd� vTSL� i� �[[[� xOV� �7� h� [	-.[[/�

	� a<Ht�/ ��u�� ;_@WO"/ �� j�� X.�_OH! -�A� mWVV.QOZW^NWZZ O\ T PO^M`W^ MNMSMTV!UORN^TY] dTVRW
QYOUVWP ON ZSTUMVMS] O\ ZLOJl bTdWZ MN T dMZJORZ XTZ 66 �N2 eUZSYTJSZ O\ SLW �NSWYNTSMONTV qON\WYWNJW
�rVWdWNSL �NSWYNTSMONTV qON\WYWNJW ON p]QWYUOVMJ hYOUVWPZ� KLWOY]� �RPWYMJZ� eQQVMJTSMONZ��
s]ON� zYTNJW� iRV] �-!/�� /  g� h� g�.g-�

�� X.�_OH! -�A�� ;_@WO"/ �� j�� X@.\@! j�p� mWVV.QOZW^NWZZ O\ T PO^M`W^ MNMSMTV.UORN^TY] dTVRW
QYOUVWP ON ZSTUMVMS] O\ ZLOJl bTdWZ MN T dMZJORZ XTZ� hTYS� � 66 i� vTSL� eNTV� eQQV� /  -� xOV� 		��
NO �� h� � 7.�/	�

�� X.�_OH! -�A�� ;_@WO"/ �� j�� a<Ht�/ ��u� mWVV.QOZW^NWZZ O\ T PO^M`W^ MNMSMTV.UORN^TY] dTVRW
QYOUVWP ON ZSTUMVMS] O\ ZLOJl bTdWZ MN T dMZJORZ XTZ� hTYS� �� 66 i� vTSL� eNTV� eQQV� /  -� xOV� 		��
NO �� h� �/�.��/�
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����	���� ��!��	� !��������
��	�%� �#0	��� �  �������� ���#� 9 �	�����

���� ��������$

�������
�� ����	����	�  ����! ���� ��� 1��
��� ��������������	�!�	���	�

��� �4������ ��� B��"����� ��;���� ��B�"<��!�����HD 4�5�B 5"� ��"������� �����H
%�������� +��<� . &���� ���"�4���� 4�������0� ����� �����D�5����<# ���5� +<#���
��"�k����� 5�%�� �%0%(� �����B������ ���("�����2 �(�������� ����4��5��� G��;� ��!
�����%#��0� ��"������0� ��(��k���� � �H(���� ��B�"<��0� ���("�k���� �4 5����B��
��"�� ��������� ������0� ��;����� ��4��(��� ���HD I�������HD ��5D�5�� � ��;���#
I�D 5�%D �����B����D ���("�� � ��"���� ��"<# �������� ��(�H�

@ �0����B����� �"� ���0����B����� �("��� Ω ⊂ R3 � ��������� 0������� ∂Ω ∈ C2 ���!
���������� ��B�"<��!������� 4�5�B� 5"� ��"������� �����H +��<� . &����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

vt + (v,∇)v − νΔv +∇q = f(x, t),
div v = 0, (x, t) ∈ QT = Ω× (0, T ),
v|t=0 = a(x), div a = 0, x ∈ Ω,

v|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ), a|∂Ω = 0.

(1)

&�"<��� ��;���� 4�5�B� ,�1 ����5�"���� ��� %����5�B����� ���� {v,∇q} ∈ W 2,1
2,x,t(QT ; R3) ×

L2(QT ; R3) � ���4�����H� ����������� &�(�"��� W 2,1
2,x,t ������HD ��"�� v : QT → R3� ���!

#��D ���5���B�� �%����%��H� �(�(����H� ����4��5�H� �� &�(�"��% vt � Dα
xv ∈ L2(QT ; R3)

5"� ���D �%"<���5����� α ���D� B� |α| ≤ 2� &"%B�� ����������� 0�����H ∂Ω 45��< �� 4�!
��0������ "�;< �� �� ���B���� B� ����5�"���� ��"<��0� ��;���� � I�� �"%B�� �%k5����
� %�B����� � ��(%� ���(�0� �������� ���5% ��4��k��� ���5���������� ��"<��0� ��;�����

F�5���������� HT = {v(x, t) ∈ W 2,1
2,x,t(QT ; R3) : div v = 0, v|∂Ω = 0} ������������� ���

0�"<(����� ���������� � ��5%���������� ������� *��"�0�B�H� �(��4��� B���4 GT �(�4��!
B�� 4����%�� ��5���������� ���D �������"<�HD ������HD ��"�� ∇xψ ∈ L2(QT ; R3)� �B�!
�� �0� 0�"<(����H� ����������� � ��5%���������� ������� �"� ��"������0� ��(��k�!
���� �������%#��0� ��B�"<��!������� 4�5�B� ,�1� �(������� ����4��5��� G��;� �� I"�����
{v,∇q} ∈ HT ×GT ��(%� ��;���� "������� 4�5�B�{

ut + (u,∇)v + (v,∇)u− νΔu +∇ψ = g,

u|t=0 = b, {u,∇ψ} ∈ HT ×GT
(2)

5"� ���D g ∈ L2(QT ; R3)� b ∈ J(Ω) def= {w(x) ∈W 1
2 (Ω; R3) : divw = 0, w|∂Ω = 0}� ��� "#(�� 4�5��!

��� ������������� v ∈ HT � &���������� �������� ���5����� �D���� ��;���� ��� �����
��"������� 4�5�B� ,�1� �� � ���4���HD � ��� "�����HD 4�5�B� 5����B�� ��"�� ���5���"���
� ����0����� ����

$��%������� ���5� ����"����H� ������� z ∈ C� ��������� ������0��"<�%# 4�5�B%{
ut + z · (u,∇)v + z · (v,∇)u− νΔu +∇ψ = z · g,
u|t=0 = z · b, {u,∇ψ} ∈ HT ×GT .

(3)

��;���� 4�5�B� ,/1 � ��"% ����� �5���������� �����5� � ��;����� 4�5�B� ,	1 ��� z = 1�
&�����5"��� �"�5%#���
����� r/ C� ������� g ∈ L2(QT ; R3)� b ∈ J(Ω)� z ∈ C� ������	��� ������	�����

��7���� 6����� ,	1� v�� ��7���� �	����� )��, D���)��, z ∈ C �� 6��������� 	 HT ×GT �

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������#0�!"
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@ ��"% �����H � ��"<��� ��;���� 4�5�B� ,	1 ���5������ � ��5� ��5� 3��"���

{u(x, t, z),∇ψ(x, t, z)} =
∞∑
k=1

{uk(x, t),∇ψk(x, t)} zk

k!
, z ∈ C, (4)

�D�5���0��� � ����� HT × GT �� "#(�� ������� � C� )B���5��� B"��H ��5� ,�1 �(��4%#
���%�����%# ���"�5����"<���<� ������ ������ � �����<# ��4��;�#��0� �������� "�!
������ 4�5�B� &���� (�4 ���������HD B"����2{

u1
t − νΔu1 +∇ψ1 = g,

u1|t=0 = b, {u1,∇ψ1} ∈ HT ×GT ,

{
ukt − νΔuk +∇ψk = −k · (uk−1,∇)v − k · (v,∇)uk−1,

uk|t=0 = 0, {uk,∇ψk} ∈ HT ×GT , k ≥ 2.

$4 �����H � � ���������� ��;� ,��� �	�� �� 	�71 �H����� B� ��5 ,�1 �D�5��� � ����� HT×GT

�� ������<# 0������B����� ���0������ �� ���"< %0�5�� ��"H� 4�������"���
F�� ��;���� ��"������� 4�5�B� ,�1 ���5�� +<#��� 5"� ��������� ��5D�5���0� ��B�"<!

��0� ���("�k���� ���4H����� I��������� ��0%"���4���� @���D���� �/� 4�5�B� ,�1� ���5�!
����� � ���5���# 4���45H����� � ����������� B"���� 3�B���� ��������� 4�5�B% � ��"H�
��������� ε > 0 ��5� {

vt + (Sεv,∇)v − νΔv +∇q = f,

v|t=0 = a, {v,∇q} ∈ HT ×GT ,
(5)

05� Sε 8 ������� �5��0� �� t ����� B� Sεv(x, t) = v(x, t−ε) ��� t � ε� �05� ��� Sεv(x, t) = a(x)
��� t < ε� +��%5�� %(�5�<��� B� ������ ��"<��� ��;���� 4�5�B� ,�1 ��� ε→ +0 ����������!
�%��� � ����� HT ×GT ���"�5����"<���<# ��0%"���4�����HD ��;���� ,�1�

@��5� �� ���"�0�� � ,	1 ����"����H� ������� z ∈ C� ��������� ������0��"<�%# 4�5�B%{
vt + z · (Sεv,∇)v − νΔv +∇q = z · f,
v|t=0 = z · a, {v,∇q} ∈ HT ×GT .

(6)

@��5% �5���������� ��"<��0� ��;���� 4�5�B� ,�1 ��� 5�"k�� ������< � ��;����� 4�5�B� ,g1
��� z = 1� &�����5"��� �"�5%#���
����� s/ C� ������� f ∈ L2(QT ; R3)� a ∈ J(Ω)� z ∈ C� ε > 0� ������	��� ������	�����

��7���� 6����� ,g1� v�� ��7���� �	����� )��, D���)��, z ∈ C �� 6��������� 	 HT ×GT �
@ ��"% �����H /� ��� ε > 0 ��"<��� ��;���� 4�5�B� ,g1 ���5������ � ��5� ��5� 3��"���

{v(x, t, z),∇q(x, t, z)} =
∞∑
k=1

{vk(x, t),∇qk(x, t)} zk

k!
, z ∈ C, (7)

�D�5���0��� � ����� HT×GT �� "#(�� ������� � C� F�� I�� B"��H ��5� ,-1 �(��4%# ���%�!
����%# ���"�5����"<���<� ������ ������ � �����<# ��4��;�#��0� �������� "�������
4�5�B� &���� (�4 ���������HD B"����2

{
v1
t − νΔv1 +∇q1 = f,

v1|t=0 = a, {v1,∇q1} ∈ HT ×GT ,

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
vkt − νΔvk +∇qk = −k!

k−2∑
m=1

(Sεvm,∇)vk−1−m

m!(k − 1−m)!
,

vk|t=0 = 0, {vk,∇qk} ∈ HT ×GT , k � 3,

05� {v2,∇q2} = 0� $4 �����H / � ���������� ��;� ,��� �	�� �� 	�71 �H���� �D�5����< ��5� ,-1
� ����� HT×GT �� ������<# 0������B����� ���0������ �� ���"< %0�5�� ��"H� 4�������"���

������5��

�� J�O> b� KLW �TdMWY._SOlWZ WoRTSMONZ� eN WVWPWNSTY] \RNJSMONTV TNTV]SMJ TQQYOTJL� �TZWV.�OZSON.
�WYVMN2 �MYlL�TRZWY xVX�� /  ��

/� u@>!O�>! G� KLW _SOlWZ WoRTSMONZ� �WYVMN2 elT^WPMW xVX�� �[[��
	� s	��) `� *��"�4� 3� /� 
�2 
��� �[-/�
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 ����� ��&��+����	� ������$ &�%�

%� ���&�4���!	�
����$ ���	��

,�'� �������

����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� �%��
��
��	�

@ ��(�� ����������#�� �����H� 4�5�B� � ��"%���������� 5"� ���4�I""���B����D ��!
��� �"�5%#��0� ��5�2 ⎧⎨⎩

L(Dx)U = F (x), x ∈ R+
n ,

B(Dx)U
∣∣
xn=0

= 0.
(1)

&����%"��%�� %�"���� �� ����B�H� 5����������"<�H� �������H L(Dx) � B(Dx)� )(�!
4��B�� B���4 lkj(iη)� bkj(iη) I"����H ����� L(iη)� B(iη) ������������
i60�1� r/ &����" L(iη) �������� L(Dx) 8 ������ ��4���� m×m� �"����H �����H

L(iη) �5����5�H ������"<�� ������ α = (α1, . . . , αn)� � �� 5"� "#(�0� c > 0 ������5"��H
�������� lkj(cαiη) = clkj(iη)� 1/αk 8 ��%��"<�H� B��"��
i60�1� s/ �������� detL(iη) = 0� η ∈ Rn� ���� ���� �05� � �"<�� �05�� ��05� η = 0�

���B�H� �������H� %5��"�����#��� %�"����� �� /� �D�5� � �"��� ���4�I""���B����D

��������� ����
$4 %�"���� / �H����� B� %�������� detL(is, iλ) = 0, s ∈ Rn−1\{0}� �� ���� ��������!

�HD ������ �� λ� )(�4��B�� B���4 μ B��"� ������� "�k���D � ���D��� ��"%�"�������
i60�1� t/ �%5�� �B��<� B� ������ B(iη) ���� ��4��� μ×m� � �� I"����H �5����5�H

������"<�� ������ α� � �� 5"� "#(�0� c > 0 �%����%� ����� (β1, . . . , βμ)� 0 ≤ βk < 1� �����
B� ������5"��H �������� bkj(cαiη) = cβkbkj(iη)�
i60�1� u/ ������� 4�5�B� ,�1 %5��"������ %�"���# '��������0��
�%5�� ����"<4���< �"�5%#��� �(�4��B����2

l = (1/α1, . . . , 1/αn), |α| =
n∑
i=1

αi, 1 < p <∞, 1/p + 1/p′ = 1, 〈x〉2 =
n∑
i=1

x
2/αi

i .

F%�< Lp,N(R+
n ) 8 ��5���������� � Lp(R+

n )� �������� �4 �%����� f(x)� %5��"�����#��D
%�"�����

(1 + 〈x〉)N+αmaxf(x) ∈ L1(R+
n ), αmax = max{α1, . . . , αn},∫

R+
n

xνf(x) dx = 0 5"� ���D �%"<���5����� ν ���D� B� αν ≤ N.

)(�4��B�� B���4 Vα,p ���k���� �%"<���5����� ν∗ = (ν∗1 , . . . , ν
∗
n)� 5"� ����HD �H��"���H

���������� |α|/p′ + αν∗ + αmin > 1 ≥ |α|/p′ + αν∗, αmin = min{α1, . . . , αn}�
$4 ��(�H �/� �"�5%�� B� ������� 4�5�B� ,�1 �5��4��B�� ��4��;��� � ��(�"������ �������!

��� W l
p(R+

n ) ��� |α| > p′� @ �"%B��� ��05� |α| ≤ p′� ������� 4�5�B� ��k� (H< ����4��;����
� W l

p(R+
n ) 5�k� ��� F (x) ∈ C∞0 (R+

n )� �"� ���4�I""���B����D %�������� I� (H"� %�����"���
� �	��

@ �������� ��(�� ���"�5%��� ��4��;����< ������� 4�5�B� ��5� ,�1 � ��(�"������ ���!
������� W l

p(R
+
n )� ��05� |α| ≤ p′� ����4��� �"�5%#��� �������

�����/ ����� |α| ≤ p′� ���� N �&��������� �6 ���	�� N = max
ν∗∈Vα,p

(αν∗)� ����� ����	��

6����� ,�1 ����� ������	����� ��7���� U(x) ∈ W l
p(R+

n ) �� ���, 	�����+D���)�� F (x) ∈
Lp,N(R+

n ) � �&��	���	� �)����

‖U(x),W l
p(R

+
n )‖ ≤ c(‖F (x), Lp(R+

n )‖+ ‖(1 + 〈x〉)N+αmaxF (x), L1(R+
n )‖)

� ���������, c > 0� �� 6�	�����, �� F (x)�
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������5��

�� 9��	�� `� 3� '���"<�H� ������� ��;���� ���4�I""���B����D ����� 66 
�� �(� �[g/�
3� �[� � 	� &� 	.�/�

/� �"?H\"!_� %�u� aN ZOVdTUMVMS] O\ UORN^TY] dTVRW QYOUVWPZ \OY oRTZM!WVVMQSMJ Z]ZSWPZ MN Rn
+ 66

iORYNTV O\ eNTV]ZMZ TN^ eQQVMJTSMONZ� /  g� xOV� �� NO �� h� �.���
	� C�������� 8�9� $��0��"<�H� �������H� ����5�"���H� ���4�I""���B������ %��������!

��� �� 66 &�(� ��� k%��� �[[�� 3� 	�� � �� &� ��.g��
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�����B����� ��5�"�������� ��4�B����D ��������� � ��"%�����5�����HD %�������D
���� �0������ 4��B���� 5"� �D��B����D ���"�k���� � � ���"�5��� ����� �������"��< �
(H��� ��4����#�%#�� �("��< ����"�5��� ��������� &��������H� %�����< ��4���� ���!
��I"������HD �D��"�0�� ��4��"�� ��45���< ��"%�����5�����H� ���(��H ��� (�"�� � (�"��
��"HD ��4������ 3�B���<� �(����B������� %�������H�� ���"��B������ ��5�"��� ������!
�� �������"���� 5"� ���"�4� � ������������� ���D ���(����� +��(D�5��H ������B�����
��5�"�� (�"�� ��"�� ����H��#��� ��4�B����� �������H� �����D�5���� � ��"%�����5����� )5!
�� �4 ���D ��5�"�� 8 0�5��5�����B����� ��5�"<� ��"%B����� � �����<# �� ��4H�����0�
�������� ������%�� I������ ,vrh1� ���5"�k��� � ��(��D ��� /��

:�"� �"����B����� ��5�"� 5����B�� ��"�� �4%B��H � ������B����� �B�� 4������ �
5"� ���HD 0�5��5�����B����D ��5�"�� 45��< ���#�� ������H� @ ���"<�HD ��"%�����5����!
�HD ���(���D ��� ��4��B��"<��� �����k���� �������� ��%��%� ���� I"�������� F�!
I��%� B�(H 0�����< �( �5�������� �������� ��5�"<# ����D�5��0� �������� ��� ����� ��!
���k���� �������� ���(D�5���� B�(H ��;����� ����H��#��� ��%���� ����� I"��������
(H"� �������B���� %���B��H�� �"� vrh ��5�"� ����������#�� ������H �%����������
� �������B����0� ����5���� ��;�����

$��"�5%���� ��5�"< �������� 4���5� 4����H����� � ��5� �����H ������HD %��������

∂n

∂t
+

∂(nV i)
∂xi

= 0,

∂(nP i)
∂t

+
∂(nU ij)
∂xj

+ neEi = nCi
P , i = 1, 2, 3,

∂(nW )
∂t

+
∂(nSi)
∂xi

+ neViE
i = nCW ,

∂(nSi)
∂t

+
∂(nF ij)
∂xj

+ neEjG
ij = nCi

W , i = 1, 2, 3,

(1)

05� n 8 I"�������� �"����<�
V i� i = 1, 2, 3� 8 ��������H ���5��� ������� I"�������
P i(= m∗V i)� i = 1, 2, 3� 8 ��������H ���5��0� ������ �����""��
m∗ 8 I��������� ����� I"�������
U ij = 2

3Wδij � i, j = 1, 2, 3� 8 ���� ������ �����""��
W 8 ���5��� I���0�� I"�������
F ij = 9

10
W 2

m∗ δ
ij � i = 1, 2, 3� 8 ���� ����� I���0���

Gij = 5
3
W
m∗ δij � i = 1, 2, 3�

e 8 �(��"#��� 4��B���� 4���5� I"�������
Ei� i = 1, 2, 3 8 ��������H I"����B����0� ��"��
Si� i = 1, 2, 3� 8 ��������H ����� I���0���
CW � Ci

P � C
i
W � i = 1, 2, 3� 8 B"��H ����4��5���� 4�������� � W �

q����� ,�1 ������������� �������� � %��������� F%������

ε,Φ = e(n −N), (2)

05� N = ND −NA� ND � NA 8 �"����� 5������ � ��������� ������������ ε 8 5�I"����!
B����� ����������
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�"� �����H ,�1� ,/1 � �5�������� �"%B�� ������ ������ 4�5�B� � (�""���B����� 5��5��
$��"�5%��� �������B����� ����5���� ��;���� �����"����� 4�5�B� � ��"������� ���������2
��"%B��� 0"�(�"<��� ��������� ������ ��;����� 5���4��� 0"�(�"<��� ������ �%����������
� �������B����� %���B����< �������� �����������

@ 5�%������ �"%B�� 5"� �����H ,�1� ,/1 ������������� 4�5�B�� ����H��#��� ���4����
vr_zrK �����%0�"<��� ����H� @ "������� ���("�k���� ��"%B��� 0"�(�"<��� ���������
������� 5���4��� �������B����� %���B����< �������� �����������

������5��

�� -!H." -�A�� $�?@!� u� �ON QTYTUOVMJ UTN^ SYTNZQOYS MN ZWPMJON^RJSOYZ2 JVOZRYW O\ SLW POPWNS
WoRTSMONZ 66 qONS� vWJL� KLWYPO^]N� �[[[� xOV� ��� h� 	 -.	/��

/� $�?@!� u� �ON QTYTUOVMJ UTN^ SYTNZQOYS MN ZWPMJON^RJSOYZ2 JVOZRYW O\ SLW QYO^RJSMON SWYPZ MN
SLW POPWNS WoRTSMONZ 66 qONS� vWJL� KLWYPO^]N� /   � xOV� �/� h� 	�.���
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��������� �����% 5����������"<�HD %��������

ẋ = −y + xH(x, y), ẏ = x + yH(x, y),

05� H(x, y) 8 ���0�B"�� � ��������HD x� y� H(0, 0) = 0�
&����� ���� �5�������%# �B�% ����� (0, 0)� ������ ��"���� ������ �� "�������%

���("�k���# � �("�5�� �������� �����;����� �4�D�������2 �������� 5��0�#�� ����%0
�B�� ����� � ��������� %0"���� ������<#� ������ ��

F��("��� D�������4���� ������ 5"� ��"������"<�HD �����;���� �4�D����HD �����
����"���"� �������� ���0�D ������ � ������ ���H�� ,��� ��.�� � ������������%# ��
"����%�%1�

@ ��(�� ����������#�� �����;���� �4�D����H� �����H ��5�

ẋ = −y + x(Hn(x, y) + H2n(x, y)), ẏ = x + y(Hn(x, y) + H2n(x, y)),

05� Hn(x, y), H2n(x, y) 8 �5����5�H� ���0�B"��H � ��������HD x� y ������ n� 2n �����!
�������

�"� �"%B��� n=3 � n=4 ��"%B��H 5����B�H� %�"���� ����� � ��5� %�"���� �� ��I���!
����H ���0�B"���� Hk(x, y)�


��5 ��"%B���� I�D %�"���� ������� �� ���5���� ������������HD ����� � %�������#
*(�"�

dR

dϑ
= c2(ϑ)R2 + c3(ϑ)R3.

& 5�%0�� �����H� � ����% k� %�������# ���5��� �����H 5����������"<�HD %��������
��5�

ẋ = −y + Pn−1(x, y), ẏ = x + Qn−1(x, y),

05� Pn−1(x, y)� Qn−1(x, y) 8 �5����5�H� ���0�B"��H � ��������HD x� y ������ n−1�
�"� ���"�5��D ��� n=3, n=4 �4����H %�"���� ������ ��%5� ��0% (H< �H��5��H %�"����

����� 5"� ������������HD ������
& ����"<4������� ��"%B���HD ��4%"<��� ��k�� ������< ���H� ������H �4�D����HD

����� � ������� � B������� �����;���� �4�D����%# ��"������"<�%# �����% � �������
������ �� ��"���� ����������� � �� ����%��%� � �������"<��� ��"������"<��� ��������
@����� � �%���������� ���� �����H (H" �����"�� � �/� 	��

������5��

�� KO@/@>>Hn@ I�� J@i@=H!H A� e ZRYdW] O\ MZOJLYONORZ JWNSWYZ 66 }RTVMSTSMdW KLWOY] O\ n]NTPMJTV
_]ZSWPZ� �[[[� xOV� �� NO �� h� �.- �

/� -.n@i@ -�� $"#"< A�� X>@/� -� wWOPWSY] O\ SLW RNM\OYPV] MZOJLYONORZ JWNSWYZ bMSL QOV]NOPMTV
JOPPRSTSOYZ 66 nMtWYWNSMTV roRTSMONZ n]NTP� _]ZSWPZ� /  /� xOV� � � NO 	.�� h� /�-./-��

	� -.n@i@ -�� $"#"< A� qWNSWYZ bMSL ^WXWNWYTSW MN`NMS] TN^ SLWMY JOPPRSTSOYZ 66 i� vTSL� eNTV�
eQQV� /  	� xOV� -7� NO �� h� � [.�/��

�� -.n@i@ -�� $"#"< A� qOPQRSMNX JWNSWY JON^MSMONZ \OY dWJSOY `WV^Z bMSL JONZSTNS TNXRVTY ZQWW^ 66
i� qOPQRS� eQQV� vTSL� /  	� xOV� ���� NO �� h� ��	.��[�
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�
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�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������'�0!"
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�����	��
����� &�%�
�
��%��������� �����$ ��	�(�

1��� ��$���1� ���� �����+������2

1 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� �)�+((�
��	�
2 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����
�����	
��	�

)5�� �4 ������HD ��"�� ��;�D ���"�5������ 8 5�< ������B����� �(�������� ��4%"<�!
�� ������HD B��"���HD I����������� � �����5�B������ ���������� � ��5�"�D 0���HD
����� �����5��;�D�� � ���"�5��� ����� � �������HD ������D $
 &) �*+� $��= &) �*+
� +=�� ��� �������� ��.g��
r/ ��������� ��D����%# ��"�����%# 5�����B���%# �����%� ��5�"��%#�%# ��0%"���#

0����� ��� � ������"<�H�� �(���H�� ��4���2

ẋ = Φ1(z, x), ẏ = Φ2(x, y), ż = Φ3(y, z). (1)

E5��< Φi 8 5����B�� 0"�5��� � �������� %(H��#��� �� �(��� ����� ��0%����� �%������
� ��������H� x ≡ x1, y ≡ x2, z ≡ x3 ∈ [0,∞) ,xi−1 = x3 ��� i = 11 ����H��# �����������
(�"��� � ��5�"��%��HD 0���HD ���D� �%5�� �B��<� B� Φi(xi−1, 0) > 0 � ∂Φi

∂xi
(xi−1, xi) ≤ δi < 0�

�"� ��5�(�HD ����� (%5�� ���05� ����"<4���< ������%# ����% �D 4����� Ẋ = Φ(X)� &�!
���� ,�1 � ��k5H� �� ��B�������H� ���"�0 ���� �5�������%# ���������%# �B�% M∗�
Φ(M∗) = 0� :� ���"�0�B����� ��5��� ����� −1� B� "�0�� ���������� ��� ����������� ��5!
D�5���0� ����������0� ����""�"�����5� [0, a1]× [0, a2]× [0, a3] ⊂ R3

+�
'������4���� �����H ,�1 � ��������� �B�� M∗ ���� �5�� ������"<��� ��(�������

4��B���� λ1 < 0� ��� ����5���H �������%#��0� ��(������0� ������ ���# �5������H�
4����� )��"<�H� ��(�����H� 4��B���� λ2� λ3 I�� "������4���� ����"����� �����k��H� :�"�
Reλ2,Reλ3 < 0� � ����������� �B�� M∗ %���B���� � � ��� ����0���#�� ��� ��������
�����H ,�1�
����� r/ L�� Reλ2,Reλ3 > 0� �� ������������ ������� ,�1 ����� &� ���,��, ����

���� )�� 	 ��	��������, �������
����4��"<��� �����H �������� �� �4������ �������� ��� � �� ������ ���%I�� � ����!

5��k��� �B���
s/ ��%0�� �"��� 0���HD ����� ���(���� �������H� 5"� 0�������� ��0%"��%��� ���(�!

������� ��"�k��"<�HD � ������"<�HD �(���HD ���4��� ��� � � ��� 	� g�� 5"� �����H
�4"�k���� �0����B���� ������"<�H� �"%B���� �������B�H� ������"<�� ���"�B����D ��!
��������� ��������HD x→ y → z → x� ��������� 5�����B���%# �����% ��� ="����!
����
� %����5�"<�H�� ����H�� B�����2

ẋ =
αz

1 + zγ
− x, ẏ =

αx

1 + xγ
− y, ż =

αy

1 + yγ
− z. (2)

F%�< � 5�����B����� ������ ,/1 �������H α � γ 5����B�� ��"���� 3�05� I� ������
���� �� ��%������� ��"�k��"<��0� ����� ���< ���������HD �B��� ��H�� �4 ��D ���#
��5��� −1� � ����;���� �� ���# ��5��� +1� :�� �5�� ����������� �B�� I�� �����H
��D�5��� � ��B�"� ����5���� �� ��5��� ��k� ����� +1�

:�"� % I�D ���������HD �B��� ���#��D ��5��� −1� "������4���� �����H ,/1 ���# ��
�5���% ������"<���% ��(�������% B��"% � �� 5�� ����"����HD ��(�����HD B��"� � ��"�!
k��"<�H�� ���������H�� B������ �� ��� ����4H��# B��"���H� I���������H� ������
,/1 ���� �� ������� ���� B�H�� �����5�B����D ��������� �5�� �4 ��D �������� ����%0
5��0���"� Δ = {x = y = z}� � �� 5�%0�D �����"�k��H �("�4� � ����5����HD ����� *��!
"�0�B�H� �(��4�� �H0"�5� ��4��H� �����H � 5�%0�D ��5�(�HD ��D����HD 5�����B����D

������� ����	
�
� �� ��������� 
�����/�

��� ������� +, �-. � 4&  ���
�� ��0&"0��&"� )��*��
��
�$ �	1 ������� 
��7
�� 9��	"



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� ��-

����� � %����5�"<�H�� ����H�� B������ @ (�"<;�D ��4�������D % ������HD ���D �����
(H"� ���B��� ����"���� D���B����D ��k���� 8 �������%#��� ��(��k���� F%������ �
��"% �����H A��������0� ���# �����5�B����� �B�� "#(HD ����5��� ,��� �	�1�
t/ &"�5%� �� *� &��% �-�� � ��"<# ���"�5������ %���B����� �(���%k���HD ���"�� ���!

������ ������%# ����% �����H ,�1 5"� �"%B�� Φi(w, v) = fi(w)− v2

dX
dt

= A ·X + Ψ(X), (3)

05�

A =

⎛⎝ −1 0 −η
−η −1 0
0 −η −1

⎞⎠ , Ψ(X) =

⎛⎝ η · z + f1(z)
η · x + f2(x)
η · y + f3(y)

⎞⎠ .

E5��< ������� η ��"�k��"�� � ��������� � �%����� fi �������� %(H��# � �������#
��"�k��"<�H� 4��B�����
*���� s/ L�� ������� ,	1 ���	��	����� ���	��� ������
 �� � �� 	��* �����

M(x, y, z) ��	��������, ������ 	
&������� ����	����	�

−7
4
η < f ′i+1(xi) < −1

4
η, i = 1, 2, 3,

�� ��� ������� ,	1 ����� 	 ��	��������, ������ &� ���,��, ���� ���� ��������� ����,+
��	�� &������������ �����������

����B��H� ���"H � 5�����B����D ������D� ��5�"��%#��D �%�������������� 0���HD ��!
��� ����"�#�� � ��� �H��"����� %�"���� �����H *�5������!C���� � (��%������D ,��� ���
�� �� g�1�

*���H �H��k�# ("�0�5�����< :� F� @�"�����% � *� =� �"����% 4� ��"�4�H� �(�%k5����
� �����< � ����<#���HD I����������D�

������5��

�� %�.^i#@=!H_�/ u�d�� jH_O�<O/@H u�-�� u�.�_H=H! a�d�� %@H\�/ Y^�-�� p<Ht�/ -�o� hWYMO^MJ
SYT�WJSOYMWZ TN^ eN^YONOd8pOQ\ UM\RYJTSMONZ MN PO^WVZ O\ XWNW NWSbOYlZ 66 �N2 �MOMN\OYPTSMJZ
O\ wWNOPW jWXRVTSMON TN^ _SYRJSRYW ��� _QYMNXWY _JMWNJW��RZMNWZZ vW^MT �NJ� /  g� h� � �.����

/� `�*�7	�, 9�2�� 5���7��� R�8�� f����	 '�E� E�5�B� ����� �%�������������� 0���HD
���� 66 
�"��%"����� (��"�0��� /  �� 3� 	�� � g� &� [/g.[	/�

	� %�.^i#@=!H_�/ u�d�� jH_O�<O/@H u�-�� %@H\�/ Y^�-�� ]."<OWO"/ -�%�� j@<OH!@ a�-� jWXRVTY TN^
JLTOSMJ ^]NTPMJZ MN SLW XWNW NWSbOYlZ PO^WVMNX 66 hYOJ� 7!SL �NSWYNTSMONTV JON\� �pRPTN TN^
qOPQRSWYZ�� {NMdWYZMS] O\ eMfR� iTQTN� /  �� h� -.�/�

�� %�.^i#@=!H_�/ u�d�� %@H\�/ Y^�-�� ]."<OWO"/ -�%� vTSLWPTSMJTV PO^WVMNX O\ TZ]PPWSYMJ XWNW
NWSbOYlZ bMSL ^MtWYWNS S]QWZ O\ YWXRVTSMON PWJLTNMZPZ 66 hYOJ� [!SL �NSWYNTSMONTV JON\� �pRPTN
TN^ qOPQRSWYZ�� {NMdWYZMS] O\ eMfR� iTQTN� /  g� h� �.g�

�� 9������� L���� ������	 '�2� ���%������ *�5������.C���� � ��5�"� 0�����B����D
0���HD ���� 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� ��������� /  �� 3� 7� � �� &� 	 .� �

g� 8���������	 9���� F���	 2� 8�� F���	� F�2�� F����	)�	� 2�9� $��"�5������ ��4��HD
������� ��D����HD ��5�"�� 0���HD ���� 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� ���������
/  g� 3� [� � �� &� -�.7��

-� J?H=O $�-� aYUMSTV ZSTUMVMS] \OY OY^MNTY] ^MtWYWNSMTV WoRTSMONZ 66 iORYN� O\ nMt� roRTSMONZ� �[7-�
xOV� g[� NO /� h� /g�./7-�
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�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

� !���	����	�����'!����%�
����$ ��+���$
���	�"�������$  �������(

	����&� ����( ��&���( %�������

�'� ���4����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ���������	
��	�

C���;� �4����� %��������� ����H��#��� �����������H� �"����!����""�"<�H� ���"�4�%!
���H� �B���� ��4��0� � ��"������5���0� 0�4� ,@3 %��������1� )�� ���� ��5

uxt − μuxxx + uxuxx − uyy = f(x, y, t), (1)

05� μ > 0 8 ����������
��������� ,�1 ������������� � �("��� Q = (0, 2π) × (0, 1) × (0, T )� 05� x ∈ (0, 2π), y ∈

(0, 1), 0 < T < +∞�
��9�07��T
��1�? H�8�9�/ +��� � �("��� Q ��;���� %�������� ,�1� %5��"�����#���

��B�"<��!�����H� %�"�����
u|t=0 = ϕ(x, y), (2)

Dj
xu|x=0 = Dj

xu|x=2π, j = 0, 1, 2, (3)

uy|y=0 = uy|y=1 = 0. (4)

F�� ����5�"���HD %�"����D �� ����%# B��< f(x, y, t) � ��B�"<�%# �%����# ϕ(x, y)� 0"��!
�H� �4 ����HD ��"���� ��"��< I�D �%����� � �����D ��5D�5���D ���4�����HD ���!
������ &� '� &�(�"���� 5���4��H �%���������� � �5���������< 0"�5��0� ��;���� 4�5�B�

,�1.,�1 ���0�� B�
2π∫
0

u(x, y, t) dx = 0 5"� ���D (y, t) ∈ (0, 1) × (0, T )�

3��k� ��� ����5�"���HD %�"����D �� �%����� f(x, y, t) � ϕ(x, y) 5���4��� ������ � ���H!
;���� 0"�5���� I�0� ��;���� �� ���������� t�

����� I�0� � �("��� Q 5"� "������4������0� %�������� '���.���������.�4���

uxt + (k(x, y, t)ux)x − uyy = f(x, y, t)

���������� ��B�"<��!������� 4�5�B�� ���"�0�B��� 4�5�B� ,�1.,�1�
E5��< k(x, y, t) 8 ����4��"<��� 0"�5��� � Q �%������ �����5�B����� �� ���������� x�
����4��H �����H �%���������� � �5���������� 0"�5��0� ��;���� I�� 4�5�B�� ���0��

B�
2π∫
0

u(x, y, t) dx = 0 5"� ���D (y, t) ∈ (0, 1) × (0, T )�

�"� ���"�5��� 4�5�B� �(������� ������� "������4���� � ����4���� B� ��"%B���H� ��4%"<!
� �5������ ���5��"�k������ ��� ����HD �H��5��� ��D�5��� %���������
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��!������
����� ���	���/ 4��������	���
��������  �������0�

���� ���������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����
������	
��	�

F%�< �%����� Φ %5��"������ ��"�����% %�������#

∂2Φ
∂t2

− ∂2Φ
∂x2

− ∂2Φ
∂y2

− ∂2Φ
∂z2

= f . (1)

��� t > 0 .
3�05� �����!�%����� U � �(��4������� ����H�� ����4��5�H�� �%����� Φ�

U ≡

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ Φ t

Φ x

Φ y

Φ z

⎤⎥⎦ (2)

%5��"������ ��� t > 0 �������B����� ������⎡⎢⎣ k −l −m −n
−l k 0 0
−m 0 k 0
−n 0 0 k

⎤⎥⎦ ∂

∂t

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣ l −k 0 0
−k l m n
0 m −l 0
0 n 0 −l

⎤⎥⎦ ∂

∂x

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦

+

⎡⎢⎣ m 0 −k 0
0 −m l 0
−k l m n
0 0 n −m

⎤⎥⎦ ∂

∂y

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦+

⎡⎢⎣ n 0 0 −k
0 −n 0 l
0 0 −n m
−k l m n

⎤⎥⎦ ∂

∂z

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ k
−l
−m
−n

⎤⎥⎦ f, (3)

05� k � l � m � n 8 "#(H� �%����� � t � x � y � z � +� �H (%5�� ���5��"�0�< �H��"����H��
%�"����

k > 0 , l2 + m2 + n2 < k2 , (4)

�(����B���#��� ��"�k��"<�%# ����5�"?����< �����H ���
∂

∂t
�� �"�5����"<��� 0����(�!

"�B���< �� G��5��D�% �����H ,	1�
@ ��(�� 5���4H����� �(����� %���k5����� * ������� �%�< �����!�%�����

U =

⎡⎢⎣ p
u
v
w

⎤⎥⎦
��"���� ��;����� �������B����� 0����(�"�B����� �����H ,	1 ,� �� %�"���� ,�1 �H��"���H1�
� �%�< 5"� ��B�"<�HD %�"���� ��� t = 0 ������5"���

rot

⎡⎣ u
v
w

⎤⎦ ≡
⎡⎣ wy − vz

uz − wx
vx − uy

⎤⎦ = 0 .

������� ����	
�
� �� ��������� +����� �� ���
��� ���*��
�� �$  �����������

�� ��������� ����8�

��7
�� 9��	 �.:� �� "0��&"�!  +������� ����	�
1 ��������� ������ 
��� �
�����/�

�� �������
� �( � 0"��!"



�� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

3�05� ��� t > 0 5"� ��;���� U �H��"�����2⎡⎣ wy − vz
uz − wx
vx − uy

⎤⎦ = 0 ,

⎡⎣ ut − px
vt − py
wt − pz

⎤⎦ = 0 , pt − ux − vy − wz = f . (5)

$4 ,�1 %k� �"�5%�� B� �%����%� �%����� Φ ���� B� �H��"����� ,/1� � I� �%����� Φ
%5��"������ ��"�����% %�������# ,�1�

&����%"�������H� %���k5���� � ���4� ��k5% ��;������ ��"����0� %�������� ,�1 � 0�!
���(�"�B����� �����H ,	1 ���������� �� �"%B�� ������� 4�5�B�� %5��"�����#��� %�"���#
'��������0��



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� ���

 �	�(
����	# ��+���( %�))����"���#��$
 �������( � &�!�&%���0*�� ��� ���	���

���� &��������1� "�"� ��������2

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
�
1 ������
������	
��	�� 2 �������������	
��	�

@ �������� ��(�� �H ������������ �����H 5����������"<�HD %�������� � 4���45H!
��#��� ��0%����� �"�5%#��0� ��5�

y′(t) = A(t)y(t) + B(t)y(t− τ) + F (t, y(t), y(t− τ)), t > τ > 0, (1)

05� A(t)� B(t) 8 �����H ��4���� n× n � ������H��H�� T !�����5�B������ I"�������� � ��

A(t + T ) ≡ A(t), B(t + T ) ≡ B(t), T > τ,

F (t, u, v) 8 ����������!4��B��� �����!�%������ %5��"�����#��� %�"���# '��;��� �

‖F (t, u, v)‖ ≤ q‖u‖1+ω, q, ω ≥ 0 8 �������H�.


H ���"�5%�� �������B���%# %���B����< �%"���0� ��;���� �����H ,�1� ��"%B��� ����!
�� ��;����� D�������4%#��� ������< %(H����� ��� t → ∞� � %��4H���� ���k���� ����!
k���� �%"���0� ��;����� $4 ��"%B���HD ��4%"<��� �H����� B� �������B����� �������
��;���� �����H ,�1 ����5�"�#�� ���0��"��� ��5�

T∫
0

α(s)
‖H(s)‖ ds,

T∫
0

‖H(s)‖
β(s)

ds, α(s) > 0, β(s) > 0,

05� H(t) 8 I������ ��"�k��"<�� ����5�"����� ��;���� ����B��0� 5����������"<��0�
���������� ��� ������

d

dt
H(t) + H(t)A(t) + A∗(t)H(t) + H(t)B(t)K−1(τ)B∗(t)H(t) < −K(0), t ∈ [0, T ],

K(s) = K∗(s) > 0,
d

ds
K(s) < 0, s ∈ [0, τ ].

�� ��4%"<�H �(�(��# ��4%"<�H ������ �4 ��(�H ���� � ������ ���"�0�B�H� ���"�5���!
��� (H"� �����5��H 5"� ����� %�������� � 4���45H��#��� ��0%����� � �"%B�� �������HD
��I��������� � "�����HD B"���D�

������5��

�� C�������� 8�9�� 5��	��	� E�E� *������B����� ������� ��;���� 5����������"<�HD
%�������� � 4���45H��#��� ��0%����� 66 @����� +�����(�����0� 0��%5��������0� %��!
�������� &����2 ��������� ��D������ ����������� /  �� 3� �� � 	� &� / ./7�

������� ����	
�
� �� �
�
����� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#�
�����0� !"
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%�))����"���#���  �������� �! ����
� !����%�
������ ��4))�"���	����

���� &��������1� "�"� ��������2� 1�1� #���(���3

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ������
������	
��	�
2 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �������������	
��	�

3 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� ��%����������
��	�

@ "����%�� D���;� �4����H %�"���� �������B����� %���B����� ��;����� � ��k�
I����������"<��� 5�D����� �����H 5����������"<�HD %��������

dy

dt
= A(t)y, (1)

05� A(t) 8 ������ ��4���� N ×N � ������H��H�� T !�����5�B������ I"������� ,���� �����!
���� ��� /�1� +�;� ��"< 8 �4"�k�< %�"���� � ������D �����HD 4�5�B 5"� 5����������"<��0�
%�������� '��%����

d

dt
H + HA(t) + A∗(t)H = −C(t), 0 < t < T, (2)

� ��k� %������< ���������H� ������ ��;���� �����H ,�1� ����H �����H =���� � ��5%"��
�%"<��"������� � ������D ���� ���0��"�� ��� '��%����� 
H �"�5%�� �D���� �4"�k�����
� ��(�� �	��

,/ �6��<����96
�? 56��	9�1�6�7/ F�� ��"%B���� %�"���� �������B����� %���B���!
�� �%"���0� ��;���� �����H ,�1 �H ������������ �����%# 4�5�B% 5"� %�������� ,/12⎧⎪⎨⎪⎩

d

dt
H + HA(t) + A∗(t)H = −C(t), 0 < t < T,

H(0) = H(T ),

(3)

05� C(t) 8 I������ ��������"<�� ����5�"����� �%��B��!������H���� ������� ��� I��
C(t) > 0 �� �������� �����k%�� 〈t1, t2〉 ⊂ [0, T ]� 
H 5���4H����� B� ��"� ������� 4�5�B� ,	1
���� I������ ��;���� H(t) ����� B� H(0) > 0� � �%"���� ��;���� �����H ,�1 �������!
B���� %���B���� ��� I�� 5"� ��;���� ������5"��� ���������� ��5�

‖y(t)‖ ≤ α(t)‖H(0)‖ exp

⎛⎝− t∫
0

β(s)
‖H(s)‖ds

⎞⎠ ‖y(0)‖, t > 0, (4)

05� H(t) 8 T !�����5�B����� ���5�"k���� ��;���� 4�5�B� ,	1� α(t)� β(t) ≥ 0 8 �%������ 4���!
����� � C(t) � H(t)� �"� �%"<��"������� �����H ,�1 %�����"���#�� ������ ��5�

|μj| ≤ exp

⎛⎝−1
2

T∫
0

β(s)
‖H(s)‖ds

⎞⎠ , j = 1, . . . N. (5)

)����� B� ���������� ��5� ,�1� ,�1 (H"� %�����"��H � ��(�� �	� � �"%B��� ��05� ������
C(t) � ,	1 (H"� �5���B����

������� ����	
�
� �� �
�
����� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#�
�����0� !"
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,,/ E
6<������07��? 8�>�����?/ F�� ��"%B���� %�"���� I����������"<��� 5�D�����
�����H ,�1 �H ������������ �"�5%#�%# �����%# 4�5�B%⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

d

dt
H + HA(t) + A∗(t)H = −(Y −1(t))∗P ∗Y ∗(t)C(t)Y (t)PY −1(t)

+(Y −1(t))∗(I − P )∗Y ∗(t)C(t)Y (t)(I − P )Y −1(t), 0 < t < T,
H(0) = H(T ),
H(0) = P ∗H(0)P + (I − P )∗H(0)(I − P ),

05� Y (t) 8 ������� �����H ,�1� P 2 = P � ��� I�� PY (T ) = Y (T )P � @ ������D I�� �������
4�5�B� � ���0��"��� 4�������D � ����H ��;���� ‖H(t)‖ ��k�� %������< %�"���� I�������!
���"<��� 5�D����� �����H ,�1� ��"%B�< ������ �����H =���� ������� 4�5�B�⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

dy

dt
= A(t)y + f(t), −∞ < t <∞,

sup
−∞<t<∞

‖y(t)‖ <∞,

� ��k� �����< �����"<�� 5�"��� �%"<��"�����H ��D�5��� � ���%k���� {|μ| = 1}�

������5��

�� C��)��, R�`�� F��,� 5�8� ����B����< ��;���� 5����������"<�HD %�������� � (���!
D���� ����������� 
�2 +�%��� �[- �

/� 3�6��	����� L�:� F���4��"� '��%���� � ����� "�����HD ����� %����"����� 
�2 +�%���
�[--�

	� C�������� 8�9�� 5��	��	� E�E� )( %���B����� ��;���� "�����HD ����� � �����5�B�!
����� ��I���������� 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �/� � /� &� 		/.	�7�
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@ ���"�5��� 0�5H � ��(��D &� =� F����� � 5�%0�D ��"%B��H �%�5�����"<�H� ��4%"<�H
�� ���"�5�����# (�4������ �� ����% ��(�����HD �%����� ������"<��� 4�5�B� Lu = λBu�
05� L 8 ��"�k��"<�� ����5�"���H� �������� � B ��"���� ���������k���H� ��������� �
�������� 0�"<(������ ����������� $���"<4%� ��"%B���H� ��4%"<�H ��k�� ���"�5���<
��5 �����HD 4�5�B 5"� %�������� ���;����0� ���� @ 5����� ��(�� ������������� 4�5�B�
����D"� 5"� ���"����B����0� 5����������"<��!���������0� %�������� ����0� ����5���

F%�< 5��� 5����������"<��!���������� %�������� ����0� ����5��

Butt + Lu = Bf(t), t ∈ S = [0, T ], (1)

05� B 8 ���������k���H� ������� � H � �("��<# ����5�"���� D(B)� � L 8 ���������k���H�
� ��"�k��"<�� ����5�"���H� ������� � �"���� � H �("��<# ����5�"���� D(L) ����
;�8�9� ����>0/ +��� ��;���� %�������� ,�1 ����� B�

u (0) = 0, u (T ) = 0,

05� f(t) ∈ L2(S,H0)� E5��< H0 8 ����"����� D(B) �� ����� ‖u‖H0
=
√

(|B|u, u)�
@ ���"�5������ 4�5�B� ����D"� ����"<4%�� ���5 G%�<� �/�� ���B�� ��4"�k���� ���4������

�%����� �����5��� �� ��(�����H� �%������ �5��� ���"����B����� ������"<��� 4�5�B� ����
��4%"<��� ��(�H ��"���� 5���4��"<��� �%���������� �(�(�����0� ��;���� 4�5�B� ��!
��D"� ��� ����5�"���HD %�"����D �� ����� �������� B−1L�

������5��

�� L����	 E�L�� ��&�	 '�9�� �����	 '� 8� +��"����B����� 5����������"<��!��������H�
%��������� +�����(����2 +�%��� /   �

/� `��
������� [�2� �����H� 4�5�B� ������B����� ��4���� 
�2 +�%��� �[-	�
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r/ @ ��(�� ������������� 4�5�B� �%��B��!"������!����������� ,�'&!1 �������������
� ����B�HD ������"�D 5�����B����D ,��("#5���HD� k�"���HD � � 5�1 ���������� ��;��!
�� ������������ 4�5�B� ������������� ������� ���"�5����"<���� ��B?�� ψ = {ψi}N+n

0

�%����� ψ � l2[0, N + n] ��;������ ϕ = {ϕi}N+n
0 �(H��������0� "������0� � �������H��

��I���������� ,45��< 5"� �����H �5����5��0� � ���"����0�1 ��4�����0� %�������� ��2
J = ‖ψ − ϕ‖2

l2 � ��"� pα(s)ϕk =
∑n

0 ϕk+iαi = 0� sϕk = ϕk+1� αn �= 0� k = 0, N � ,�1
)�#5� �"�5%�� B� ���� �(��4�� ��;�#�� ��k� 4�5�B� �������%#��� 5������4�����
��5�"�������� � �5���������� �(H�������HD 5����������"<�HD %�������� ,��1�
s/ ���%������� ��;���� ������������ 4�5�B� ,�1 �����H����� �� �"�5%#��D ����D�
F%�< �SN = S(YN ), S = SN+n} ⊂ H 8 4����%H� �(�"�B�� ���������������� �����H

������� {YN = {yi}N0 , Y = YN+n} ∈ H � 0�"<(������ ���������� ,=F1 H� F%�< U 8
B���B�� ,� �(��� �"%B��1 �4�����B����� �������� � B� Y = {U iy0}N+n

0 � F%�< 5�"�� p =
pγ(U) =

∑n
0 U

iγi� 8 �������� ��"���� ����5�� n � U � +��%5�� ����4�< ���� B� I� �������
%���k���� p(U) : SN → S� @ ,�1 ����� p(s) : l2[0, N ] → l2[0, N + n]� F%�< ��k� p = pγ∗(U) =∑n

0 U
iγ∗i 8 ���"�0�B�H� ��"����� �� J �����k?��H�� ��I���������� ,��"� ��I�������H

γ 8 5������"<�H� ���"��H� � p = p1� +������� �%�< P (X) = P (S(X)) 8 ���������� ��
�(�"�B�% S(X) I"������ X ∈ H� 3�05� ���� ���� ���� ��4%"<��
����� r/ ������	��������� [ϕ] = {ϕi}N+n

0 ��������� ϕi = (ϕ, yi)H ����� �������
ϕ =

∑N+n
0 ϕiyi ∈ M �6 ������������� ��&������ q� ����� �6 ����U M � pSN 	 SS M =

S 0 pSN = P (S)H 0 pSN ���	��	����� 3k � *����������������� &������� p�
F%�< X = XN+n = {xi}N+n

0 = {U ix0}N+n
0 8 �5����5��� ������ ������� � =F J �4���!

��B����� ��������� U � Πk = Πk(X) = Π0,k(X) = I − Pk 8 ���������� �� ���0���"<��� 5�!
��"����� M = S(X)0S(Xk)� F%�< Π−1 = Πk+1,k = I� f0 = f̃0 = x0� )���5�"��2 fk+1 = Πkxk+1�
f̃k+1 = Π1,k+1x0� k = −1, N − 1 8 ���0���"�4%#��� �����H (k + 1)!0� ;�0� 5�%D ����B�HD
��������� ���0���"�4���� =���� . A��5�� +�������� B� Πk+1(·) = Πk − fk+1ak+1( · , fk+1)�
Πk+1(·) = Π1,k+1 − f̃k+1ãk+1( · , f̃k+1)� 05� ak = (fk, fk)−1� ãk = (f̃k, f̃k)−1 � a0 = ã0 = (x0, x0)−1�
����� s/ '&��	���	
 �������� ���	����� �� ������������� 	
������� ��������+

�6����* 	������	 fk� f̃k� k = 0, N − 1 � &��������	 Π 	 ������� XS fk+1 = Ufk − f̃kθ̃k+1�
f̃k+1 = f̃k − Ufkθk+1� ��� θk+1 = akμk+1� θ̃k+1 = ãkμ

∗
k+1� μk+1 = (f̃k, Ufk)� &���M� ak+1 =

(I − θk+1θ̃k+1)−1ak� ãk+1 = (I − θ̃k+1θk+1)−1ãk�
����� t/ ����� x0 = py0 =

∑n
0 yiγi =

∑n
0 U iy0γi� ����� XN = pYN �M = S0XN q��� ���+

���� TU � 	������
� &��)���
 ���������6�)�� ���������, q�6�����������,U ������
 X ���+
	��	����� ���	������ ������
 V� � &�����	��������� ��������� ϕi ����� ������� ϕ
&��&���������	� M q� ����� ���U ���	��	����� 3k �6 ������
 TS

∑n
0 ϕk+iγ

∗
i = 0� k = 0, N �

��I�������H γ∗i ��0% (H< ����"����H�� � m × l!����B�H�� ,l � m1� :�"� l > m�
����� 5�"� � ���5����5�H� %��������� �"� m!�������� ��"� m > 1� F�� I�� γ∗i = |α∗i , β∗i |∗�
α ∈ (m×m� β ∈ (m× (l−m))� detαn �= 0� l � m� E�5�B� %�"�k����� �4!4� ������%�������
I�D ����� � ��(%� ������"<�HD ���?��� ���� :�"� m = 1� � �� αi � βi 8 ���"��H� �05� �
������ 	2 θ̃ = θ∗� a = ã� 8 ���"��H � ak+1 = ak/(1− |θ|2)�
t/ +� ���%���D �� / ���5���"�� ������;�� ������ ,n = 1� N = 11� �""#����%#���

4�5�B% ,�1� @ I�� ������� ����� �� �����0� ����5�� � �� ,i = 0, N + n1 ��B?� y0, y1, y2�
����H� �%k�� ��������������< �0� ��;������ 8 ��B?��� ŷ0, ŷ1, ŷ2 8 ��5�(��� �����"<!
�H� ��� ��B�"<�H� %�"���� ,ŷ01� �� � ��I������� α = α0 I�0� ��� F��"�5��� ����5�"�
��I������� a = a0 �������%#��0� ��� +�������� ��"� ẏ(ti) ≈ (yi+1−yi)/h� � a ≈ (α+1)/h�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������##&!"
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+� ���%���D �� / h = 1� a ≈ α+1� 3�B�H� 5������4���� �� � 5�5������4���� �� ,���(����
���"�5��� 4�5�B�1 8 �� ����H� ���("��H �/�� E������ B� 4�5�B� ,�1 ��< � �����( 5������!
4���� �� �� �0� ������������ ��B?�� ��� ��%���� �;�(�� � ��D�5�HD 5���HD�

���� �� 7��	��
��8
� �	�$ ���
����� ������	� ����8

 y(t) 	�9��
�
�� �
���	��8
��:���� �	�����
�
��	���� ��	����� ;����:�� �����
8
� y(t) 
���� ���������:�� $�	���
��	� �� ŷ(t) < 	�9��
� �= ��	����
��	����  ���������� ��>��
8
���
���� ? >��� �	
��	� 
���� �=@

ẏ + a0y = 0, a0 = ln
√

2 + i · π. ���� �� ?�	
�8
����� �	����
	����
� A�	
��	 �� 	
� %B�

���%��� / �""#����%� �"�k���< ������������ 4�5�B� ������B����0� ��5�"��������
5�k� � ���� ������;�� �������� ��"�� ��5��(�� �� ������ � ��(�� �	�� ����� 8 � ����
u/ @���������H� ���5 ������B����0� ��5�"�������� ��"���� �"<�������� ������!

����?����% ��5D�5% � ������ ��I��������� �� � �� �� �D ����4�� ��� ��5������� ��D�5�HD
5���HD � �������%#��� �� �"� �� ���	�� �� ������ � �HB��"��"<��� ���;���� ��5D�5
���� ����� �����B����� �(���������� �����B���%# ����# ��0��"��� F����"<�% � ���
�� %B�H��#�� ������� ���"<�HD ,��4�B���� ���"�4%��HD1 �(����� ,� B������� ���"��
������H����< ��5�"��%#��D �D ���������1� � I� ���5H �� ��"�#�� 5����B�� %���B�!
�H�� � �;�(��� ,���5��������1 � ��D�5�HD 5���HD� F�I��% �D �����B����� ����������
�0����B���� @���������H� ��5D�5 ��"���� �%�������� (�"�� �"�k�H� � �HB��"��"<��� �
���"��B����� ���;����� �� �(����B���� 0���45� (��"<;�� ��4��k���� 5"� ������B����0�
��5�"�������� � ����B�HD ������"�D� ��� ��"�� �(�?�� ��D�5�HD 5���HD �6�"� 4��B��"<!
��� �D ���5�������� �������% �"���% ��5�"��� 
�����B����� � �����B����� �������
��5�(�HD 4�5�B ��"<4� �B��< 5����B�� �4%B���H��� F%�< αi → γi � ,�1�
����� u/ (����� ������D���)�� � ������6�)�� D���)����� J �6 ,�1 &� 	������ γ �

�	������ � 6����� ��6���	��, ������6�)�� D���)����� Ĵ(γ) = J(ϕ̂) ��	������ ���
 &��+
&��������� �� ������� ψ �� &��&���������	� ker pγ 	 ,�1� [� ����� �
�� &������	�� 	

	��� �	���������, D���
� �����)� ������, �� &�������� �� �D��� 	 E[γ] - γ� Ĵ = γTQ(γ)γ�
*����� ���5"�k�� I�������H� ���5 ������4���� I�0� �%�������"� �/�� )�� ��� �

�������� ϕ̂� �HB��"���� �� ������ %�������� �����H /� 05� a, ã 8 m×m!�����H ����
F��5���"���H� ��4%"<�H ����4H��# ��"< 5�%�������D ����B�HD ��������� ���0���!

"�4���� �� �"<�� � ������ �� � � ���"�k����D� ��%0�� ��H"�� ���#�� � ��(��D ��.	��

������5��

�� L���7�� 2�[� $5���������� ���������HD ��5�"�� � %������� ���������� 66 *��!
����� � �"���D������ /  �� 3 g�� &� /[.�7�

/� L���7�� 2�[� @����������� 5������4���� � �5���������� "�����HD ���������HD 5��!
��������"<�HD %�������� 66 3�� ��� 
�k5%���� ����� �$5���������� ����� � 4�5�B�
%����"������ _�qhja ~ �� 
�2 $F� ��� @�*� 3����4������ �*+� /  �� &� �7/�.�77	�

	� L���7�� 2�[� )( �5��� �����(� ������ ��I��������� ��5�"��%#��D %�������� 5"� ��!
�"�5����"<����� 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� ��������� /   � 3� 	� � /� &� -7.[g�
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318��/ ���"�5 ������?� 5���������� ����B�HD ,JORNSWY1 ��������� =���� . A��5�
,=.A1 ���0���"�4���� ����� ������� 0�"<(����HD ��������� ��� ��������� ��k���;�D
���%�����HD ,���"�5����"<�HD� ��4����HD1 �"0������ �HB��"��"<��� �"0�(�H 8 �(��!
������ ������4����� ���0���"<�H� ��4"�k����� 8 � ��k� ���������# %�������� I�D ���!
������ 5"� B��"����0� ��;���� �5��0� ��� �(���HD 4�5�B 5"� 5�����B����D ������ �� ��!
��������H� 4�5�B� �%��B��!"������!����������� ������������� ,�'&!�������������1 5��!
��������"<�HD ,��1 � ��4����HD ,��1 %�������� � ������� �D ��I����������

)��(�� ��������� ���� ���� 5"� �4�����B����D ,�5����5�HD1 ������ )�� ����k5�#��
�������� �4�����B����D ���������� $D ��B�"<�H� ����� 8 ��"���� � ���0� ���������
����k5�#��0� ������%# ��������"<�%# �����%� �� ��"���� ��5�"��%� 5�����B�����
�������� ����H����H� �� �"� �� �� ����B��� ������"� ��� /��
r/ �������96
� ��80���1��� ��07��> <���66�1/ )��(�� 4��B���� ���������

=.A � %�����%HD �5����5�HD ��%�%� ���4��� �� �"�5%#���� �(����"<������
3��%0�"<�H� ����(��4������ ��0% ����������<�� ��� ������B����� ��5�"� ���B��!

�HD ������ �� �����H� ��%��� �������� ����HD ����5�"���� �"<�� ���;"H�� �������!
���� F�� ������ ,\OYbTY^1 ��������� ��4�������0� ��0%���� ,���������� �"� �����������!
��� ����5����1 I� ���D��. ,�����.1 ��%0�"<�H� ����(��4������ R� ��� �(����� ,��4������
8 UTJlbTY^1 ��������� 8 I� ��k��. ,"���.1 ��%0�"<�H� ����(��4������ L� F������H ���!
0���"�4���� =.A 8 ������ � ��4����H� 8 ����k5�# ������ ���� ����(��4������ �	��

$4�����B����� �����H ������� ��0% ����������<�� ��� �(�����H� ��5�"� � �� �5!
����5�HD �����2 �4�����HD ���5� ���������HD ���������� 3���� �(��4��� �������H =.A �
�4�����B����D ������D ��< �(�����H� ���"�0 ���B���HD� � �� ��4�B���� ���"�4%��HD�
����(��4������ � �5����5�HD ������D� )5��� �4 �������HD � ���HD� �(���%k���HD ���!
��� ���"�k���� ����� � �"0������ ����B�HD ��������� � �5����5�HD ������D ��"�#��
������H� 4�5�B� �(��(��� ��0��"�� � ���������HD 5�����B����D ������D� @ B������� I�
4�5�B� ������B����0� ��5�"��������� � ����HD ��B?H �%����� �����������%#�� ��;�!
����� �� �"� �� � ���4����H�� ��I����������� 3���� 4�5�B� ��"�#�� �(�(������ �"��!
��B����D 4�5�B ������������� ��"������� � ����B��� ������"�2 y(n) = 0 =⇒∑n

0 y
(i)ai = 0�

s/ 3
����� 6�6���/ E5��< � 5�"�� � ��<� �����%���� {xi}N0 �B����� ��"(���
,(N + 1)!��"(���1 ������HD I"������� F%�< � %������� �"� 0�"<(������ ����������
,=F1 H 4�5��� ������ �������

X = XN = |x0, . . . , xN | =
({x∗i }N0 )∗ ∈ H ⊗ E, E = EN = ⊕N0 E(i), xi ∈ E(i) (i = 0, N ).

E5��< � 5�"�� � 8 �����" �����k����0� I"������ �"���� xi ���5���"�� ��(�� ��(�� �4 mi

������� xij ∈ H� j = 1,mi2 xi = |xi,1, . . . , xi,mi |� ���"� mi ��4H����� ��4����� I"������ ��"��
5"� �����H ��"�0��� ��� mi = 1� 3���� �"%B�� 5�"�� ��4H����� ���"���H��

&����"H X � xi ,��� I� �"�5%� �4 �D ����5�"����1 �B���� �������� 3�05� �����" x∗i
(%5� � H ⊗ E ��"(��� �����k���HD I"������ �4 H� � X∗ (%5� ��"(��� I�D ��"(����

F%�< ���"����� ����4��5���� � =F H ����5�"���� ���������2 (u, v)H = (u, v)� 3�05� ��!
���H =���� �����H X � �� I"������ xi 4����H��#�� ��2 Γ = Γ(X) = {γij}N0 = {(xj, xi)}N0 =
(X,X)H = (X,X) . :�"� det γii = 0� � �������%#��� I"���� ��4H����� �H��k5���H�� @
���"����� �"%B�� ,��� mi = 11 ���� I"���� ����� �%"#� :�"� det Γ = 0� ������ ������� X
��4H����� �H��k5������

����4 Xl,k ,k = 0, N � l = 0, k1 �(�4��B��� ���4�� |xl, . . . , xk| ���"�5����"<���� X� � B���4
Xk 8 �� ��B�"<�H� ���4�� |x0, . . . , xk|� ����4 S(x, . . . , y) �(�4��B��� ��5���������� 8 4�!
���%%# "�����%# �(�"�B�% ������� ��0%����� x, . . . , y� @ B������� S = S(X)� Sk = S(Xk)�
Sl,k = S(Xl,k)� )(�4��B�� B���4 Πl,k = I−Pl,k = Π(Xl,k) = Π(Sl,k) 8 ������� �� S⊥l,k = H0Sl,k�
@ B������� Π0,k = Πk� �5�(�� �B��<� B� Π−1 = Π1,0 = Πk+1,k = I�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������##&!"



��7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

�<�80�� r ,����B�HD ��������� ���0���"�4����1� Yy ������� fk = Πk−1xk� hk =
‖fk‖2� k = 0, N � Ly ��	
������ fi/k = Π1+i,kxi� f0/k = f̃k� hi/k = ‖fi/k‖2� h0/k = h̃k� i = 0, k�
����� r x� 16��9��> <���66�> ��������0�H����y/ ����� X � �� 	
������+

��� ������� 	������	� �����S 1) ������
 fl � fi/l &��)����	 ���������6�)�� �� 	
���+
���
S dethl �= 0� dethi/l �=0� l = 0, N � i = 0, lN 2) &�������
 Πk � &������ �������	 ��+

�������6�)�� fk � f̃k �&��������� ����������
�� D������� � ������
�� ���	����
Π−1 = Π1,0 = IN 3) �� 6������, k = −1, N − 1 ����� ����� �������� ��	����	�S Πk+1(·) =
Πk − fk+1ak+1( · , fk+1)� Πk+1(·) = Π1,k+1 − f̃k+1ãk+1( · , f̃k+1)� ��� ak+1 = h−1

k+1 � ãk+1 = h̃−1
k+1�

t/ E0���� 0��	��	 �0�4��/ $4 I�� "���H �H���# ���5���"����2 Φ = XR

� Φ̃ = XL� 05� Φ � Φ̃n 8 ����� ��������"<�HD I"������ � H� )�#5� �"�5%# ���%�!
����� �HB��"���H� QR QL ���5���"����� $4 I�D ���5���"���� �H��5��� ���%�����H�
����%"H �(������� � ������4���� 5"� ����� =����2 (X,X)−1 = RR∗ 8 G��(���%�� �
(X,X) = R−∗R−1 8 C�"�����0�� $4 (X,X)−1 = RR∗ = LL∗ ��"%B�� �4����H� %��������
������ 5"� �(������� ����� � �55����H�� ������4�����H�� ������������� )(��� ��5
����B��"���HD %�������� ,� �� �"<�� 5"� ���������k���HD �����1 ��"%B���� �4 5�%��!
�����D �"0������ (����0���"�4���� 5�%D ��4������HD ����� X � Y �	��

F���4���� B� � ���� ��5��������� �����H X �%����%� (�4�� � 4�5����� ������� =��!
��� @ B������� �%����%� (�4�� � ��"������ ������� =����� :� ,� �"<�� ��1 �������%�
�5����5��� ������ ������� �	��
u/ �8����8�� 6�6���/
�<�80�� s/ &����% X ��4���� �5����5���� ��"� �� I"����H ���4��H �4�����B�!

����� �����;������2 xi+1 = Uxi� xi = U∗xi+1� i = 0, N − 1�
����� s x� 4�6���> �0�������>y/ ����� ������� X ��	
������� � k = 0, N − 1�

�����S
ry �� 	������	 ���������6�)�� f � f̃ ����� f0 = f̃0 = x0 � fk+1 = Ufk − f̃kθ̃k+1� f̃k+1 =

f̃k − Ufkθk+1� ��� θk+1 = akμk+1� θ̃k+1 = ãkμ
∗
k+1� μk+1 = (f̃k, Ufk)N

sy �����)
 8���� h � h̃ �� 	
������
 � �	�6��
 ��������� �����,�
�� ����������
+
�� ������7������S h0 = h̃0 = (x0, x0) � hk+1 = hk − μk+1h̃

−1
k μ∗k+1� h̃k+1 = h̃k − μ∗k+1h

−1
k μk+1N

ty �� ����������* ��������, a � ã ��� ���	����� ����� �
�� &������	��
 	 	���S
a0 = ã0 = h−1

0 � ak+1 = (I − θk+1θ̃k+1)−1ak� ãk+1 = (I − θ̃k+1θk+1)−1ãkN
uy ��� ������� 	������	 X ��������� (m = 1)� �� �� 	��* k = 0, N S ak+1 = (1−θ2

k+1)
−1ak�

1− θ2
k+1 > 0�
v/ ������96
� 6�6���/ @ E = EN+n+1 4�5�� ������� R : E → EN+1 ����� B�

5"� y ∈ E �����2 Ry = {∑n
i=0 α

∗
i yk+i}N0 = A∗y� 
����� I�0� �������� � E ��< A∗� 05� A 8

"���B���� ��"����� (N + n + 1) × (N + 1)!������ ����"<4���0�� ������ 8 ��I���������
α �������� R� :0� �5�� ��< K = S⊥(A)�

������������� �"�5%#��� ������������ 4�5�B� ������B����0� ��5�"�������� ,������!
����������� �5����������1� �"� ���"�5����"<���� ��B��� y = {yi}N+n

1 ���� �����%�
��"�B��H J = J(ỹ) = ‖y − ỹ‖2

E ��� %�"����� B� A∗ỹ = 0 �/��
��;���� �����"����� 4�5�B� �0"�k������ 8 �������� ŷ ������ y �� �5�� K� �� ��(HB!

���� "������� 4�5�B� �������������� E�5�B� k� �5���������� ��"���� �%�������� ��"�!
������� �� ������4���� �� α 5"��H �������%#��0� ������5��%"��� �/�� E5��< 8 ��"�B��H
Ĵ = J(ŷ) = Ĵ(α) = y∗A(A∗A)−1A∗y� ��4���� � ��� /� � ����� ��4��"�� ����"<4���< ���
��;���� I�D 4�5�B ,� �� B��"� ��� ���"�4���� ������"<�HD ���������HD �����5%� ������
�����"<�HD ��I��������� %�������� α1 (H��H� �"0����H �����H / ��� /��
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������5��

�� L���7�� 2�[� )( �5��� �����(� ������ ��I��������� ��5�"��%#��D %�������� 5"� ��!
�"�5����"<����� 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� ��������� /   � 3� 	� � /� &� -7.[g�

/� L���7�� 2�[� $5���������� ���������HD ��5�"�� � %������� ���������� 66 *��!
����� � �"���D������ /  �� 3� g�� &� /[.�7�

	� L���7�� 2�[� &������� ����5��2 ������H� �"�5���� � ���"�4� � ���"�k����D 5"� ��4!
����HD � 5����������"<�HD %�������� 66 3�%5H ��� ��k5%����5��� ����������� �&��!
����� � 5����������"<�H� %��������� ,/�./[ ��0%�� /  / 0�� ����������1� ����������2
$45!�� $�!� �HB��"��"<��0� ��5�"�������� &) �*+� /  /� &� 7�.[ �
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� ������(��$ ��!������
����$ ���	���$
 �������(/ ��	����� ���$ !� %��� �

���� 
����1�  � � #���������2

1 �������� ���	����
� � -d ��d ���� �+�� ����������	�
2 �+���
�� ���� �����	��!� ����5����!� �	*��/	�
�� ����	����	�� �+�� �������
������	�

@ ��(�� ����������#�� ��"�����H� 0����(�"�B����� �����H %��������

uixy = F i(u, ux, uy), i = 1, 2, . . . , n, (1)

���0���%��H� �� ���(%� � ������ �����H �("�5�#��� ���0��"��� �����0� � ����0� ����5!
����

@��5�� ��(�� ��4������HD ��������HD

u, u1 = ux, ū1 = uy, u2 = uxx, ū2 = uyy, . . . .

)(�4��B�� B���4 D̄(D) ������� ��"��0� 5���������������� �� ���������� y (x)�
�<�80�� r� G%�����W (u, u1, u2, . . . , um) ��4H����� x!���0��"�� ����5�� m �����H

,�1� ��"� D̄(W ) = 0�
*��"�0�B��� y!���0��" m!0� ����5�� 8 I� �%����� W̄ (u, ū1, ū2, . . . , ūm)� %5��"�����#���

�����;���# D(W̄ ) = 0�
X!���0��"H W 1, W 2, . . . ,W k ��4H��#�� ��4������H��� ��"� DiW j �%�������"<�� ��4�!

�����H� @ ��<� ��� ����4���� B� �������"<��� B��"� ��4������HD x!���0��"�� ����� ����5!
�% n ��D�5��� �����H�
�<�80�� s� &����� %�������� ,�1 ��4H����� ���0���%���� �� ���(%� ��"� % ���

�%����%� �������"<��� B��"� ��4������HD x! � y!���0��"���
)���5�"�� x! � y!D���������B����� �"0�(�H '� �����H %�������� ,�1� F%�< F 8 ���!

������� "���"<�� ���"��B����D �%������ 4�������D � ����B��0� B��"� ��������HD ū1, u�
u1, u2, . . . , uk . . . � )������ D̄ �� �%�����D �4 F 5����%� �� �����"%

D̄ = ūi2Xi + Xn+1,

05�

Xi =
∂

∂ūi1
, i = 1, 2, . . . , n,

Xn+1 = ūi1
∂

∂ui
+ F i ∂

∂ui1
+ D(F i)

∂

∂ui2
+ . . . + Dk−1(F i)

∂

∂uik
+ . . . .

X!D���������B����� �"0�(�� '� %�������� ,�1 ��< �"0�(�� A� ����k5����� ������H�� ��!
"��� X1,X2, . . . ,Xn+1� *��"�0�B�� ����5�"���� y!D���������B����� �"0�(�� '� Ā�

)����� B� �����H� ������ D���������B����� �"0�(�H '� 5"� B����0� �"%B�� ����!
�H ,�1 (H"� ���5��� � ��(�� �/��
����� r/ '������ ���	����, ,�1 ������������ &� C����� ��� � ����� ���� *������+

����������� �����
 `� A � Ā �����������
� ��� ���� ��� nk � ���� x+��������	 k+��
&������� k = 1, 2, . . . ,m� ��

dimA = n +
m∑
i=1

ini.

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&���� 0����6j(
� ��������##�!"
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����/ '������ ���	����, ,�1 � &��
� ������� x+ � y+��������	 &��	��� &������
ωi(u, u1)� ω̄i(u, ū1), i = 1, 2, . . . , n� ����� 	��

uixy = −Γikj(u)uk1ū
j
1, i = 1, 2, . . . , n. (2)

����� s/ '������ ���	����, ,/1 ������� ���������
� ����� x+ � y+��������	
&��	��� &������� ��� � ����� ���� 	
&����
 ������7����

R̃i
pqj =

∂

∂uq
Γipj −

∂

∂uj
Γipq + ΓspjΓ

i
sq − ΓivjΓ

v
pq = 0,

Ri
qpj =

∂

∂up
Γijq −

∂

∂uj
Γipq + ΓipsΓ

s
jq − ΓijvΓ

v
pq = 0.

E5��< Ri
qpj 8 ��4�� ������� � R̃i

pqj 8 �����k���H� ��4�� �������
X!���0��"H ωi(u, u1) 4�5�#�� ����%"���

ωi(u, u1) = Ais(u)us1,
∂

∂uk
Ais(u)− ΓjskA

i
j(u) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

����� t/ `���� ��	
��������� ������� ���	����, ,�1 q&�� n = 2U � ����������

ω1(u, u1), ω2(u, u1, u2), ω̄1(u, ū1), ω̄2(u, ū1) (3)

�������, 6�����, &��	������ � ������ �6 �������* 	���	

uixy = Γikj(u)uk1 ū
j
1, i = 1, 2,

��
u1
xy = u1

1ū
2
1, u2

xy = r̄(u, ū1)u1
1. (4)

&����� ,�1 �("�5�� ���0��"��� ��5� ,	1 �05� � �"<�� �05�� ��05� �%����� r̄ ��"����
��;����� �"�5%#��0� %��������

∂r̄

∂u
+ ū2

1

∂r̄

∂ū1
1

+ r̄
∂r̄

∂ū2
1

+ ū1
1

P
′
(u1)
2

+ P (u1)ū2
1 = 0.

F�� I��

ω1 = e−u
2
u1

1, ω2 = u2
2 − u2

1

Dω1

ω
−
(
u2

1

)2
2

+
1
2
P (u1)e2u2

(ω1)2,

� y!���0��"H ω̄1 � ω̄2 ����5�"�#�� �4 %�������� � B���HD ����4��5�HD �����0� ����5��(
∂

∂u1
+ ū2

1

∂

∂ū1
1

+ r̄
∂

∂ū2
1

)
ω̄ = 0.

������5��

�� 8����	� 2�5�� 4���� 2�9� ) D���������B����� %�������� ���4�"������� 0����(�"�B�!
���� �����H %�������� 66 @����� �=*3�� /  �� 3� g� � /� &� /g.		�

/� `�6��	 2�:�� '�����	 9� 8�� s���� 2�B� =�%��� ��%�����D �������� � %�"���� ���!
0���%����� 5�%����HD 5�����B����D ����� 66 3�����B����� � ������B����� ��4����
�[7/� 3� ��� � �� &� � ./��
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 � �� 
�����

���
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� ���
� ���������	�

������������� ������� 4�5�B�� ��5�"��%#��� ������� ��"��������� � ��"%(������B���
���k�� ��� 4�5����� ������%���� ��k��� �� 0������ � �����D 0����(�"�B����0� 4�����
��"������5���� ���2⎧⎨⎩ cρ

∂T

∂t
+

∂q

∂x
= 0, τ

∂q

∂t
+ k

∂T

∂x
+ q = 0, (x, t) ∈ [0,∞)× [0, t0],

(T, q)t=0 = (ϕ,ψ), T (0, t) = μ(t), μ(0) = ϕ(0).
(1)

E5��< T � q 8 ������%�� � ��"���� ����� c� ρ� k 8 %5�"<��� ��"������<� �"����<� %5�"<!
��� ��"������5���<� τ 8 �����5 ��"�������� %�������� ,�1 8 4���� ��D������� I���0�� �
�(�(����H� 4���� G%�<�� ϕ,ψ, μ ∈ C� ������� 4�5�B� ,�1 �5��4��B�� ��4��;��� ,� �(�(���!
��� ��H�"�1 � �"���� ������H��HD �%����� � ������H�� 5���"���"<�H�� %�"������ 0"�5!
���� �/� 	��

@ �����D ��5�"� ,�1 ��"���� ���%"<� �������������� � ����B��� ������<# a=
√

k/(τcρ)�
E�������%�� x0 ∈ (0, at0)� Φ(x) ∈ C[0, x0]� F������ 4�5�B% �HB��"���� %����"���� μ(t)� %5�!
�"�����#��0� ��(�������

T (x, t0) = Φ(x) �� x ∈ [0, x0], μ(t0) = Φ(0). (2)

@ �������HD ���������D u1 = T + βq� u2 = T − βq� β =
√

τ/(k cρ) 0����(�"�B�����
������ ,�1 �������� ��5

Lu =
(

∂

∂t
+ A

∂

∂x
+ B

)
u = 0, A = ^MTX(a,−a), B =

1
2τ

(
1 −1

−1 1

)
, u =

(
u1

u2

)
.


����� ������ 0����(�"�B����0� �������� L 5���� ����%"�� ,��� �	�1

V (x, t) = (vij) = exp (−t/(2τ))

⎛⎜⎜⎝
√

at + x

at− x
I1

( r

2τ

)
I0

( r

2τ

)
I0

( r

2τ

) √
at− x

at + x
I1

( r

2τ

)
⎞⎟⎟⎠ ,

05� r =
√

t2 − (x/a)2� Ik(x) 8 �%����� �����"� �����0� ��0%���� ����

@��5�� �"��� M =
{
μ ∈ C[0, t0], μ = ϕ(0) ��� 0 ≤ t ≤ t1 = t0 − x0

a

}
� )(�4��B��

K(x, s) =
∑

vij(x− s + at0, t0), f(x) = 2[Φ(x + at0)− T ∗(x + at0, t0)],

T ∗(x, t) = exp(−t/(2τ))
[
ϕ(x− at) + ϕ(x + at)

2
− ϕ(0) +

√
τ

kcρ
· ψ(x− at)− ψ(x + at)

2

]

+
1
2

x+at∫
x−at

[∑
vij(ϕ− ϕ(0)) +

√
τ

kcρ
(v11 − v22)ψ

]
ds, 45��< vij = vij(x− s, t).
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�����/ (����� �&��	���� ,�1� ,/1 ����� ����� ���� ��7���� μ ∈ M� E���� �����
D�����

μ(t) = μ0(t) + ϕ(0), t ∈ [t1, t0],

���

μ0(t) =
1
2

⎛⎝exp(−t/(2τ))λ(−at) +

−at1∫
−at

∑
vij(s, t)λ(s)ds

⎞⎠ ,

λ (x) ��7���� �� [−at0,−at1] ���	����� 9�������

exp (−t0/(2τ))λ (x) +

−at1∫
x

K (x, s)λ (s) ds = f (x) .

������5��

�� F����7�	 v�5�� 3���6�	� [�E� +��H� ���0��"<�H� �����;���� � ����� ������������!
0� ��"��������� �� ������ %�������� 0����(�"�B����0� ��� 66 $4�� �*+� &��� ����0�����
/  /� � 	� &� ��g.��g�

/� 9������	� L� 9�� 3�����	���, 3�F� 
��5 D���������� 5"� 0����(�"�B����D �����HD 4�!
5�B �� �"������ 66 &�(� ��� k%��� /   � 3� ��� � 	� &� �	�.�� �

	� 3�����	���, 3�F�� 4���	� [� 8� =����(�"�B����� ��5�"< 4�5�B� 0����B��0� %����"����
��������� ��"��������� � �5�������� ���5�� ������"� 66 ���"�5H *+ @A �G� /  g�
� �� &� g[.--�

�� ��*���	 2�:�� '�������, 2�2� ��������� ������B����� ��4���� 
�2 +�%��� �[--�
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&�%�
� ��!�1���
%�  ������� 	����������"���

��� !��������

"	�#����
�� ���� �����	��!� ,	 �����/	�
�� ����	����	�� "	�#����
� �������������	�

F%�< U � F 8 (���D��H ����������� ������� L ∈ L(U;F) ,� �� "����� � ������H���1� �
������� M ∈ Cl(U;F) ,� �� "������ 4����% � �"��� ����5�"��1� ���B�� ������� M ��"<��
(L, p)!�������"�� ������ � �"��� ���� $ �%�< ������"<�H� ����� σL(M) = σLin(M)∪σLex(M)�
���B�� σLin(M) ��5��k��� � �0����B����� �("��� Ω ⊂ C � �%��B�� 0"�5��� 0������� ∂Ω �
∂Ω ∩ σL(M) = ∅� 3�05� �%����%# �������H

Pin =
1

2πi

∫
γ

RL
μ(M) dμ ∈ L(U), Qin =

1
2πi

∫
γ

RL
μ(M) dμ ∈ L(F),

05� ���%� γ = ∂Ω� ����� B� �������H

L ∈ L(kerPin; kerQin) ∩ L(imPin; imQin) � M ∈ Cl(kerPin; kerQin) ∩ Cl(imPin; imQin).

F�"�k�� Pex = P − Pin ∈ L(U) 8 ��������
@�4<��� T ∈ R+� u0� uT ∈ U � ��������� 4�5�B%

Pex(u(0)− u0) = 0, Pin(u(T )− uT ) = 0 (1)

5"� �����H %��������

(λ−Δ)Δψt = νΔ2ψ − αθx + ξ, θt = δΔθ − βψx + ζ, (2)

4�5���HD � �("��� Ω = (0, a) × (0, b) ∈ R2 � �����H�� %�"������ ������

ψ(x, 0, t) = Δψ(x, 0, t) = ψ(x, h, t) = Δψ(x, h, t) = 0, θ(x, 0, t) = θ(x, h, t) = 0, (3)

�%����� ψ � θ �����5�B�H �� x � �����5�� l, (4)

��5�"��%#�%# � "������� ���("�k���� �"��������""�"<�%# ������������# ��4��%��%0��
���k������� k�5���� �/� 	�� @���� �"�5%#���
�����/ ��� ��
* α� β� λ� ν ∈ RN δ, T ∈ R+� u0� uT ∈ UN ξ, ζ ∈ C1([0, T ];L2(Ω)) ������	�+

�� ������	����� ��7���� u = col(ψ, θ) ∈ C1((0, T );U)∩C0([0, T ];U) 6����� ,�1 �� ���	����, ,/1
� ����	
�� ���	���� ,	1� ,�1�

������5��

�� J/H>H\#^_ %�-�� o"\�>�/ u�a� sMNWTY _OUOVWd S]QW WoRTSMONZ TN^ ^WXWNWYTSW ZWPMXYORQZ O\
OQWYTSOYZ� {SYWJLS . �OZSON . uöVN . KOl]O2 x_h� /  	�

/� '	������ 8�2� ��4��;����< 4�5�B� ������������� ��4��%��%0�� ���k������� k�5��!
�� 66 $4�� �%4��� 
�������� �[[ � � �/� &� g�.-/�

	� '	������ 8�2� G�4��H� ���������� ��"%"�����HD %�������� ��� &�(�"��� � ������"<!
�� ��"<�� �������"<�H� ��������� 66 *"0�(�� � ���"�4� �[[�� 3� g� � �� &� /�/./-/�

������� ����	
�
� �� ��������� )�����	����� k�	1�
���� ��	��� ������� ��7�	l07l01l96057!"
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%�����
���� &�%�
� %�  ������� 7� ����
� !����	�( ���%� � ���������(��(

�����%��( !����$���	#0�

)�)� "�����4����

�������� �!/�����	����� ���	����
� � ���	����/	�
�� �	�+�&�
� �� ���� ����������
�
���������	����	�

��������� �"���%# 4�5�B% �������������� ������B����D _p ��"� � ������� ���5� �
�����"������� ���(�5��� 0������� z = f(x) � ���B���� g(t, x, z)� ����H� ����k5�# ��"�
�������� �������� %��%0�0� �"� u(t, x, z) � k�5���� v(t, x, z)� ����H����H� %���������� ��.
	�

ρ0,s(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
μ(x)

∂u

∂x

)
+ μ(x)

∂2u

∂z2
− χ(x)ρ2

0,l(x)
∂u

∂t
+ χ2(x)ρ3

0,l(x)(u − v)

+
(
ρ0,s(x) + χ(x)ρ2

0,l(x)
)
g(t, x, z), (1)

∂v

∂t
= χ(x)ρ0,l(x)(u− v) + g(t, x, z). (2)

E5��< μ(x) 8 ��5%"< �5��0�� χ(x) 8 ��I������� ������ ρ0,s(x) � ρ0,l(x) 8 ������"<�H� �"���!
�� %��%0�0� ������0� �"� � k�5���� ������������ �B��#�� ����4��"<�H�� �%�������
0���4���"<��� ����5���H x�

&����� ,�1� ,/1 ������������� �� �"�5%#���� 0����B�H�� %�"������

u |z=f(x)= 0, u |x=0= u |x=b= 0, (3)

� �%"��H�� ��B�"<�H�� 5���H�� ��;�

v |t=0= u |t=0=
∂u

∂t
|t=0= 0. (4)

$���"<4%� ��5D�5� ���5"�k���H� � ��(�� ���� ������� �"0���� ���B�� ������B����D ��"��!
�HD ��"���

������5��

�� C���	���, 9�:�� ����&���� R�9�� 3�������, L�E� @�"���H� �������H � ���H����HD ��!
���HD %��%0�5�������%��HD ���5�D 66 G=@� �[[	� � �� q� �  .����

/� X.�_OH! -�A�� ��>�/<_# u�w� vTSLWPTSMJTV PO^WVMNX MN SLW SLWOY] O\ PRVSMdWVOJMS] JONSMNRRP�
�Wb �OYl2 �OdT _JMWNJW� �[[��

	� E�����6���	 Q�Q� ���"����� ��5�"�������� ������HD 4�5�B ����� ��"<����� 5"� ��!
���HD ���5 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� �������� /  �� 3� �� � /� &� ���.�g��

�� 5�*�,���� B� 8�� '�����	+2���	 :�:� )(����� 4�5�B� ��������"���� ����H ���(�5���
������B����� 0�����H 66 F������ @� &) *+ &&&�� �[[/� � [��� 	� ��

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ������ ����!"
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3����� ��(����� 4�5�B�� ��B�" ��0%"���� ����"�<�� � ��%B��� "����%�� � ��B�"� 5��!
5���0� ����� D�� %B��H� ����%"�����"� � ��;�"� �(���H� 4�5�B� �����0� ���<;�� +����!
���� �5�% �4 ����HD �(���HD 4�5�B ,���������� 0�������1 ��;�" *�����"<2 ���"�4��%�
��< E��"� �� �����D���� '%�H� �� ���;�" � �H��5%� B� E��"� ;����(��4��� & ����"�����
�HB��"��"<�HD ��;�� �4%B����� �(���HD 4�5�B 4���"��< �����B���� ��� ���"�5����"��
�������#��� ������B����� ���5H� � ���B�� �%5�� ���� �("��� ������4������ � ���!
�HD I� 4�5�B� �� �H�#�� ��;�<�

)(���H� 4�5�B� ������B����� ��4��� ��5������� ����%"��%#�� ��� /� �.[� �� ����!
�� �������%#��� ��������� &����, 6������ ������� ��� �����"�� ���������� ����������
� ��<� �� ��;���� �%����%�� �5�������� � %���B��� �� ���;���# � ��"H� ���������
5���HD� �"� ��������� ������ 4�5�B� ������B����� ��4��� ��(%��� 4�5�< %��������
,��I�������H1� �("��< ,0�����% �("���1� ��B�"<�H� ,� ������������� �"%B��1 � 0����B!
�H� %�"����� :�"� ��� ����B��"���H� �(���H ,5���H� ������ 4�5�B�1 �H(���H ��5"�k����
�(��4��� � 4�5�B� ��������� +� ��"� �� ��� 5���H� ������ 4�5�B� �4����H� � ��4�����
4�5�B� �D ��D�k5���� ,�������� 6�����1 � 5"� �? ��;���� ����"���# 5���"���"<�%# ��!
�������# � ��;���� ������ 4�5�B�� +�������� ��k�� 4�5�< �"�5 ��;���� ������ 4�5�B�
�"� �0� B���HD ����4��5�HD �� 0������ �("��� �"� � ����D!"�(� �B��D �("���� �"� k� 4��!
B���� ��;���� � ����5�"���H� �����H ������� ,�������������� ������
� 6�����1� �"� k�
������"<�H� ,B����H�1 D����������� �������� ,������
� 6����� ��������� � �&������+
�
� ������
� 6�����1�

@ ������B����� ��4��� ��5 &���
�� 6������� �(HB�� ������# 4�5�B� ��5�"�����!
��� ����D!"�(� ��4�B����D ��"��� ��������� �"� ��"���� ,I"������0���HD� ��%��B����D�
������B����D� ��"��HD � � ��1� @ ����HD 4�5�B�D ��(%��� ���� �%����#� ����H��#�%#
��4�B����� ��"� �"� ������� � ��k5�� �B�� ���"�5%���� �("��� � � ��k5H� ����� �������
,��"� ��"� �������������1�

��������� ����%# ��B�"<��!�����%# 4�5�B% 5"� %�������� ��%����� @ �("���

Ω ⊂ Rn � 0������� Γ = ∂Ω (1)

��(%��� ���� ��;���� u(x, t) %�������� ��%����

c−2(x)utt = Δu−∇ ln ρ(x) · ∇u + h(x, t), (2)

%5��"�����#��� ��B�"<�H�

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (3)

� 0����B�H� %�"�����
∂u

∂n

∣∣∣
Γ

= g(x, t). (4)

E5��< u(x, t) 8 ��%��B����� 5��"����� c(x) 8 ������< �������������� 4�%��� ρ(x) 8 �"����<�
h(x, t) 8 �%����� ���B������ �� 4�5�B� ,��� (�"<;����� ����HD 4�5�B ������B����� ��!
4���1 ��������� � ��<� �5��4��B�� ��4��;��� � %���B��� �� ���;���# � ��"H� ���������
5���HD� ����H�� 5"� ��;���� ������ 4�5�B� ,�1.,�1 ��"�#�� �("��< Ω� ��I�������H c(x)�
ρ(x) � �%����� h(x, t) � %�������� ,/1� ��B�"<�H� %�"���� ϕ(x)� ψ(x) � ,	1 � 0����B�H� %�"����
g(x, t) � ,�1�
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@ �(����� 4�5�B� ������ u(x, t) ���4����H �����!"�(� �%������ �D�5���� � ����%# 4�!
5�B%� �� ���4����H� ��4H��#�� ��7����� �������, 6������ �"� �D ����5�"���� � ,�1.,�1
5�(��"���� �����!"�(� 5���"���"<��� ���������� � ��;���� ������ 4�5�B� 8 ����
� ��+
�����, 6������ F%�<� ��������� ���� 5���"���"<��� ����������� (%5� �"�5 ��;���� ���!
��� 4�5�B� ,/1.,�1 �� 0������

u|Γ = f(x, t). (5)

@ �(����� 4�5�B� ��(%��� �� 5���H� f(x, t) ����5�"�< ���4����H� �%������ �D�5���� �
����%"�����% ������ 4�5�B� ,�1.,�1�

@ 4��������� � �0�� ����� �%����� � ,�1.,�1 ���4����H� �(���H� 4�5�B� ��45�"�# ��
������&����	�
� ,��(%��� ���� ϕ � ψ1� �������
� ,g1� 6����� &��������� ,���� u� ��"� g
� f �4����H �"<�� �� B��� 0�����H Γ1� 6����� �� ��������� ,h1� � ���(�"�� �"�k�H� ,��"�!
����H�1 ���DD�)�����
� ������
� 6����� ,c, ρ1� &��4����� ������� � � �(���H� 4�5�B��
I"����5������� ��� g� 7�� ��"������5���� �7� � 5�%0���

+� ������� �(����� 5�����B����� 4�5�B� ��%���� ,�1.,�1 (%5% ���������H ��4"�B�H�
������H ��������� �(���HD 4�5�B � B��"���H� ���5H �D ��;���� ,����H� � ��������!
�H�1� F����5��H �����H � ��0%"���4��%#��D �������D � � �D�5������

@ "������� �"%B�� (�"<;����� �(���HD 4�5�B ���5��� � %�������# Aq = f � � ���!
��� A : Q → F 8 �������H� �������� Q � F 8 ������(�"<�H� 0�"<(����H �����������
@ ��(�� ����������#�� �� ���(�"�� B��� ���������H� 0�%��H ���5�� ��0%"���4����2
0��5����H� �/� g� 7�

J(q) = ‖Aq − f‖2 → min,

�D�������� ��0%"���4���� ��� /�

Mα(q) = J(q) + α‖q‖2 → min,

���0%"����� ��4"�k���� �[�
A = UΣV ∗.

@ ��"������� �"%B�� (%5% ���������H2 ���5 +<#��� 8 ��������B� �	� 7� [�

qn+1 = qn − (A′(qn))−1(Aqn − f),

�����4������H� ���5
qn+1 = qn − αnJ

′qn
� ���5 =�"<���5� 8 '�������
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/� `�	������	 5�5� ) ������HD ���������HD 4�5�B�D ������B����� ��4���� +�����!

(����2 +�%��� �[g/�
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�� 3�����	 9� 8� ����B����< � �(���HD 4�5�B�D� 
�2 +�%B�H� 
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�[[��
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MNdWYZW L]QWYUOVMJ QYOUVWPZ� x_h� KLW �WSLWYVTN^Z� /  ��
7� F�����*�� '�E�� B��������	 5�2�� :�������	� 2��� $��������H� ���5H ��;���� �(!

���HD 4�5�B � ���������HD 4�5�B � 5���H�� �� B��� 0�����H� *"��H.+�����(����2
)G �
�k5%����5�H� ���5 �(���HD 4�5�B�� /  g�

[� a!n. b�G�� b@!_" A�� w"^i@^"> -� jWXRVTYMfTSMON O\ MNdWYZW QYOUVWPZ� uVRbWY eJT^WPMJ
hRUVMZLWYZ� KLW �WSLWYVTN^Z� �[[g�
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���������� ����4��;���H� ������"<�� �H5�"����� ����4��5���� �4%B�"��< ��"< ���0�!
�� �������� B� 5�k� �D ������ ����B��"���� 4���"� (H �B��< ���0� ����� F�I��% �����
"�;<� B� ����B���� ���"�5������ ���D %�������� ��B�"��< � ��(�H &� '� &�(�"��� ���� ��!
I��% �� ���0�D ���B����D ���� %�������� B��� ��4H��#�� �%�������� ��(�"�����0� �����
)5�� �4 ������"���� ����� %�������� ��(�"�����0� ���� ���4����� �� ��������� ��0%"����!
�� ��;���� �����HD 4�5�B 5"� �H��k5�#��D�� %��������� ��4��(�H��� � �[[/ 0�5� ����
�������� ��(�H� ��4%"<�H �0� ���"�5������� � �������� ���"�5��D "�� � (%5% �4"�k��H
45��<�

���������� ���"�5�����H� ��k�� (%5�� ����������< � ��"��5��B����� �("��� Q = G ×
(0, T )� G 8 �0����B����� �("��< ���������� Rn � ��������� 0������� Γ, 0 < T < +∞�
F����"<�% ��;�� ��"<# (%5� �������� 5����B�HD %�"���� ,�� ������"<�HD1� �(����B���#!
��D �%���������� ��0%"���HD �"� ��B� ��0%"���HD ��;���� �� �"� ���� ������� 4�5�B��
� �H (%5� ���5��"�0�<� B� ��I�������H ���D ��4����#��D ��k� ��������� � 0������ Γ
����"<�� 0"�5��� �����"<�� I� ���(D�5��� ,5"� �����H ��k�� �B��<� B� ��� ��I�����!
��H (������B�� 5����������%��H� 0������ k� Γ ��< ���0��(��4�� �"���� Bk,ρ � 5����B��
(�"<;�� B��"�� k �/�1�
��"��� �� ���0�D ��%����D �H �0����B���� ��������� ��5�"<�HD �"%B���� �����"<�% (�"��
�(��� �"%B��� ��� �����"�� �"�B���� � �����������0� "�;< 0����45����� �� �� �%������!
�H�� ��5��(�������

@�#5% ��k� A� B� C� Ak� Bk � � 5�� �%< ��&����l&������������ �&������
 	������
&������� ��,��	����� &� &���������	���
� &�������
��

)�����H�� �(������ ���"�5������ ��"�#��2
%�������� ��B���0� ����5�� �� �H5�"����� ����������

D2m+1
t Au + Bu = f(x, t)

(
Dt =

∂

∂t
, m ≥ 0− ��"��

)
;

�����H %�������� �����0� ����5�� �� �H5�"����� ����������

Aklult + Bklul = fk(x, t), k = 1, . . . ,m;

�0����(�"�B������ %�������� �H����0� ����5��

∂m+2

∂tm+2
(Amu) +

∂m+1

∂tm+1
(Bmu) +

∂m

∂tm
(Cmu) +

m∑
k=1

∂m−k

∂tm−k
(Am−ku) = f(x, t);

%�������� ����������0� ������"����� ����0� ����5��

K(t)utt −Aut −Bu = f(x, t),

K(t) 8 ����4��"<��0� 4�����
%�������� ����������0� ������"����� �����0� ����5��

Aut + sign (2t− T )Bu = f(x, t);

%�������� � ������������H�� ���������� ��4�HD ����5���

Aut −B1B2u = f(x, t).

$4%B�#�� � ������H� 5�%0�� �"���H �H��k5�#��D�� %�������� ��(�"�����0� ����
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%�))����"���#���  �������
� ���&���	���� ��4))�"���	���

��"� #�b����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����
�������	
��	�

E�5�B�� � ����HD ��k� (%5� �5� ��B<� ���5��"�0�#� B� � 5����������"<��� %��������
���4����H�� ��"�#�� ��� ��;����� �� � ��I������� ,��I�������H1 ����0� %���������
5�%0�� ��4����� ��5�(�HD 4�5�B 8 �(���H� 4�5�B�� @ �(���HD 4�5�B�D� ��� �����"�� � ��B�!
��� ��D�5��� 4�5���� ����������� �������%#��� �� �"� ���� ��������� ������� 4�5�B�
5"� �������������0� �"���� %��������� 5�"�� 4�5���� ���������� � ��%�%�� ���4�����!
0� ��I�������� ,���4����HD ��I���������1 � 5���"���"<��� 0����B��� �"� ���� ,��"�!
��"<���� ���0��"<���� �%�������"<���1 ����������� �(%�"��"����� ��"�B��� ���4�����0�
��I�������� ,���4����HD ��I���������1�

@ �����D �"���� 4�5�B� ��������0� �H;�� ���� ���"�5����H ��5 ���HD �(���HD 4�5�B
5"� ����(�"�B����D %���������
5"� ������HD �"����� %�������� �������0� ����
5"� ������HD �"����� %�������� � ����H�� D��������������
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@ �����%0�"<���� D = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < T} ������������� %��������

utt − uxx + q(x, t)ut = f(x, t), (1)

05� ��I�������

q(x, t) =
m∑
k=1

ak(x, t)qk(x),

�%����� f(x, t)� ak(x, t)� k = 1,m� 4�5��H � D�
�"� %�������� ,�1 �4%B���� �������� 6������ +��� �%����� u(x, t) � qk(x)� k = 1,m�

���4���H� � D %��������� ,�1 � ����� B� �H��"��#�� %�"����⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
u(0, t) = μ0(t), u(1, t) = μ1(t), 0 < t < T,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), 0 < x < 1,

u(x, tk) = u0k(x), k = 1,m, 0 < x < 1.

(2)

G%����� μ0(t)� μ1(t)� u0(x)� u1(x)� u0k(x)� k = 1,m� 4�5��H ��� x ∈ [0, 1]� t ∈ [0, T ]� ���"� tk�
k = 1,m� �4����H � ����H� B� 0 < t1 < · · · < tm = T �

����4��H �����H �%���������� � �5���������� ��;���� {u(x, t), q1(x), . . . , qm(x)} �(!
����� 4�5�B� ,�1� ,/1 ���0�� B�

u(x, t) ∈W 2
2 (D) ∩ L∞(0, T ;W 1

2 (0, 1)), ut(x, t) ∈W 2
2 (D) ∩ L∞(0, T ;W 1

2 (0, 1)),

utt(x, t) ∈ L∞(0, T ;W 1
2 (0, 1)), qk(x) ∈ L∞(0, 1), k = 1,m.

F�� 5���4��"<��� �������#�� ���5H �������HD ������� ��0%"���4���� � ����5��k���
�B���
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��&� *����( ���	��� � %� � ��%�������

� �%��( ���	��( !�����������

,�"� #��������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����������	
��	�

������������� ���0%"���� ��4�%������ ������ �(H�������HD 5����������"<�HD %���!
�����

ẋ1 = f1(x1, x2, y, ε),
ẋ2 = f2(x1, x2, y, ε),
εẏ = g(x1, x2, y, ε),

05� x1, x2 ∈ R 8 ��5"���H�� y ∈ R 8 (H���� ��������H�� ε 8 ��"H� ��"�k��"<�H� ��������
f1, f2, g 8 5����B�� 0"�5��� �%����� �� ���� ��������H� � �������� �("��� W � ẋ1, ẋ2, ẏ 8
����4��5�H� �� ��������

G%����� g ���� ��5

g(x1, x2, y, ε) = −(y − ϕ1(x1, x2))(y − ϕ2(x1, x2))(y − ϕ3(x1, x2)),

05� ϕi : R2→R� ϕi ∈ C∞(R2), i = 1, 2, 3� � ��� ε = 0 ����H��� ��5"���%# S!�(��4�%#
�����D���< ,�����D���< � 5�%�� ��"�5����1 g(x1, x2, y, 0) = 0� ������%# �4 ��D "����
y = ϕi(x1, x2), i = 1, 2, 3.

F����5�� ��B������H� ���"�4 �����H� ��������H� �� ����"<4������ ���5� ���0��"<�HD
���0��(��4�� � �H5�"����� ���D �(����� 5�����B����0� ����5����� ��� (H��H� � ��5"��!
�H� 5��k����� ���������H� �������� �� %���B��HD "���D� ��"�(���� ��4"�B�HD ����� �
B������� ��"���������H� ����

F����5��H 5����B�H� %�"���� �%���������� ��"���������HD ��"�(���� � 5����� ����!
��� ����H� ("�4�� � %�"����� � �/� 	� � ���5��� � �"�5%#���2

�1 ϕ3(x1, x2) ≤ ϕ2(x1, x2) ≤ ϕ1(x1, x2);
/1 �� "���� ��H�� ,������ ��"�5��1� ��"����#��� "��H y = ϕ1(x1, x2) � y = ϕ2(x1, x2)

(ϕ1(x1, x2) = ϕ2(x1, x2)), �����

g(x1, x2, ϕ1(x1, x2), 0) = 0,
∂g

∂y
(x1, x2, ϕ1(x1, x2), 0) = 0,

∂2g

∂y2
(x1, x2, ϕ1(x1, x2), 0) �= 0;

�� "���� ��H�� ,������ ��"�5��1� ��"����#��� "��H y = ϕ2(x1, x2) � y = ϕ3(x1, x2)
(ϕ2(x1, x2) = ϕ3(x1, x2)), �����

g(x1, x2, ϕ3(x1, x2), 0) = 0,
∂g

∂y
(x1, x2, ϕ3(x1, x2), 0) = 0,

∂2g

∂y2
(x1, x2, ϕ3(x1, x2), 0) �= 0;

	1 "��H y = ϕ1(x1, x2)� y = ϕ3(x1, x2) 8 %���B��H�� � y = ϕ2(x1, x2) 8 ��%���B��H�� � ��
�H��"��#�� ����������2

−(ϕ1 − ϕ2)(ϕ1 − ϕ3) < 0, −(ϕ2 − ϕ3)(ϕ2 − ϕ1) > 0, −(ϕ3 − ϕ1)(ϕ3 − ϕ2) < 0,

05� ϕi = ϕi(x1, x2), i = 1, 2, 3, (x1, x2) ∈W �
�1 �%����%� ����������� ����0���#��� ������� ������ ���������"<�� ���������

�(�%# B��< �������� %���B��HD "���� �� �"�����< (x1, x2).

������5��

�� 8���7��,� 9�5�� '����	 9�2� ��B������H� ���"�4 ���0%"���� ��4�%����HD ������
+�����(����2 $45!�� $�!� �������� &) *+ &&&�� �[77�
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���HD ��"�(���� 66 &�(� k%��� ��5%����"<��� ��������� /  g� 3� [� � /� &� -�.7 �

	� JO?�.#@! d�� G"WO<".i">n A� jWVTcTSMON OZJMVVTSMONZ MN R3 66 i� nMtWYWNSMTV roRTSMONZ� /  ��
xOV� /  � NO �� h� g[.� ��
������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������'�0!"
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�	�2�	��� !��%�� � ����$���� !���	����	��

���� #������

�������� ���	����
�� e
�����
� � ��+������
��
��
���
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ��
���
� ����
�"+�����	�

������������� 4�5�B� ��;� ��5�2

u(4)(t) = A1u
(2)(t) + A0u(t), t ≥ 0, (1)

u(i)(0) = ui, i = 0, 3, (2)

05� A1, A0 8 "�����H� ����%��%#��� �������H � D(A1) = D(A0) = E� E 8 (���D���
����������� ui ∈ E, i = 0, 3�

@ ��(�� ���5���"��� ���"�5������ ������� ����������� ���������� ,ω!����������1
5"� 4�5�B� ��;� ,�1� ,/1� )������ 5"� 5����� ��(�H ���"��< ����� ��"%0�%�� ����������
����� �����%�!�%����� �	� � ����� M � N !�%����� ���� �H"� �������H �������� �0����!
B���HD �������!�%������ ��4��;�#��� %�������� ,�1� F�"%B�� ���"�0 �����H G�""���� �
�����H 
GGC$�

F����5�� ����5�"���� ���������� 4�5�B� ��;� ,�1� ,/1� ���"�0�B��� ����5�"���# � ����
����H� (%5�� ��"<4���<�� � �����D 5����� ��(�H�
�<�80�� r/ E�5�B� ��;� ,�1� ,/1 ��4H����� ω!���������� ��������� �� Yi� i = 0, 3�

Yi = E� ��"�2
�1 ��;���� �%����%� 5"� "#(HD ui ∈ Yi, i = 0, 3�

(1∃K > 0, ω ≥ 0 : ‖u(t)‖ ≤ K exp(ωt)
[

3∑
i=0

ui

]
, t ≥ 0�

��"�� ��4�"<����� ��������� A1, A0 (%5�� ��4H��< �������

R(λ4, A1, A0) = (A0 + λ2A1 − λ4I)−1,

�0����B���H� �� E�

�<�80�� s/ )5����������B����� �������� �0����B���HD ����%��%#��D �����!
���� C1(t), C2(t) ��4H��#�� ω!��"<�� ������H��H� ��������� �����%�!�%����� /!0� ��5�
,����k5���HD ���������� A1, A0 1� ��"�2

�1 C1(t + h) = 2(C1(t)C1(h) + A0C2(t)C2(h)),

C2(t + h) = 2(C1(t)C2(h) + C2(t)C1(h) + A1C2(t)C2(h)), t, h ∈ R1�

/1 ∃ C
(j)
i (t) ∈ C([0,+∞), E), j = 0, 4, i = 1, 2� ���B�� C

(j)
1 (0) = δ0jI, C

(j)
2 (0) = δ2jI, j = 0, 3�

�������H C
(4)
1 (0) = A0, C

(4)
2 (0) = A1 ��4H��#�� ����4��5����� 5"� �������� �����%�!

�%����� /!0� ��5��
	1 �������!�%����� C1(t), C2(t) ��"<�� ������H��H �� t ∈ R1�

�1 ∃K > 0, ω ≥ 0 : ‖Ci(t)‖ ≤ K exp(ωt), t ∈ R1, i = 1, 2�

F%�< C1(t), C2(t) ω!��"<�� ������H���� �������� �����%�!�%����� /!0� ��5�� )���5�"��
�������%#��� �� ���%�!�%����� /!0� ��5� �� ����%"�2

Si(t)u =

t∫
0

Ci(s)u ds, i = 1, 2, u ∈ E.



�-� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

�����/ ����� A1, A0 � ���,�
� ������������� 6������
� �&������
 � ��&���
��
��6��	����
�� �������	��� � �������� �&�������� ������� ��� �������	� D(A1A0)
� D(A2

1)
⋂

D(A0) &���
 	 &���������	� E� ����� �������� ��	�������� ��	�	�����
S
,�1 6����� F�7� ,�1� ,/1 ω+��	������� ��������� �� Yi = D(A1A0), i = 0, 1� � Yi = D(A2

1)
⋂

D(A0)� i = 2, 3N
,��1 �&������
 A1, A0 �	����� &���6	������� ω+����� ��&���
	���� ����,��	� ����+

���+D���)�, 2+�� ����N
,���1 �� ��6��	���
 ����� ����� �)���� ��&� 5ffQES

1
n!

∥∥∥∥ dn

dtn
R(λ4, A1, A0

∥∥∥∥ ≤ K(Reλ− ω)−(n+1).

��� ���� ��7���� ����� 	��S

u(t) = C1(t)u0 + S1(t)u1 + C2(t)u2 + S2(t)u3, ui ∈ Yi, i = 0, 3,

� �� ��6��	���
 �&�������	 A1, A0 &�� Reλ > ω ����� ����� ��	����	�

R(λ4, A1, A0)u = −
+∞∫
0

exp(−λt)S2(t)u ds, u ∈ E.

$""#����%� ����# ������� �����5?��H� � ����0����� �/�� @ ���5� � (������B��� ���!
��5����<# � �5����5�H� ��0���H� ��"��� ������"���H� �5�"< ��� x1, ��4�%����� %5��"�!
����# %�������#2

∂4ϕ(t, x)
∂t4

− (a2 + b2)
∂2

∂t2
∇2ϕ(t, x) + a2b2

∂2

∂x2
1

∇2ϕ(t, x) = 0,

������ ��� �"�5%#��D ��B�"<�HD %�"����D2 ϕ(i)(0, x) = ψi(x), i = 0, 3� ��"���� ���������
���"�4����� �(������� 4�5�B� ��;� ,�1� ,/1�

������5��

�� E	���	 9�F�� 5������	� E� 9�� f�����	 2�E� �����������"<��!��������H� %��������
� ���������H� 4�5�B�� 
�2 G�4��"�� �[[��

/� k�6�� C�� '�����H� � ��"�����H� ��"�H� 
�2 
��� �[--�
	� o@==�>H!H b�p� _WJON^ OY^WY VMNWTY ^MtWYWNSMTV WoRTSMONZ MN �TNTJL ZQTJWZ� ePZSWY^TP . �Wb

�OYl . ac\OY^2 �OYSL!pOVVTN^� �[7��
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� ������� ����(��� ���	���
� �����&� ��������$ �%���

���� ,����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����������	
��	�

3�B�� z ∈ RnN (%5�� ����������< ��� ���4�� ��������HD ��5��2

z = (z[1]; . . . ; z[N ]) .

F%�< G = \\ γ0 . . . γp \\ ∈ Rr(N−p)×nN � T = \\ τ0 . . . τq \\ ∈ Rr1(N−q)×nN 8 ("�B��!
��"����H� �����H� �������������H� � ��4����H�� %����������

γpz[k + p] + . . . + γ0z[k] = 0, k ∈ 1, N − p, (1)

τqz[k + q] + . . . + τ0z[k] = 0, k ∈ 1, N − q. (2)

��k���� ��;���� ,�1� ,/1 �(�4��B�� nulG� nulT �

$4������ B� ������ ��5� ,�1 �&��	���� � �(HB��� ��H�"� �05� � �"<�� �05�� ��05�
∀ s ∈ C ����� �����H γ(s) = γps

p + . . . + γ1s + γ0 "������ ��4������H�
'�������, �������, ��4H���� ��4������ %��������

πlz[k + l] + . . . + π0z[k] = 0, k ∈ 1, N − l,

� ������� P = \\ π0 . . . πl \\ ∈ Rr2(N−l)×nN : nulP = nulG + nulT �
����� r/ '������
� ������
 ���&��	���
�
����� s/ '������ ,�1 ���&��	���� ����� � ����� ������ �����

∃G′ = \\ γ′0 . . . γ′p′ \\ ∈ Rr′(N−p′)×nN ,

∃G′′ = \\ γ′′0 . . . γ′′p′′ \\ ∈ Rr′′(N−p′′)×nN ,

nulG = nulG′ + nulG′′.

����� t/ '�����7���� nulG ∩ nulT = {0} ����� ����� ����� � ����� ������ �����

∀ s ∈ C ����)
 �����)
 R(s) =
(

γ(s)
τ(s)

)
���,�� ��6�	����
�

&%�����H� �����H ��������H� �(��4�� ��4����# ��� �HB��"���� ��;���� ��4����HD
%�������� ,�1� ,/1 �� ��("#5����� �%�� ��;���� � ��4�%������� �/� �� ��� � ���� 4�5�B��
���5��� 4�5�B� ������ ���5�� �������HD ��5�� ���� $4 �����H 	 �H���# ���H� %�"����
�5���������� �/� 	�� $4 �����H � �"�5%# �0����B���� �� �"��� ���5��� ��������HD 5"�
�5���������� ��������� %�������� ,�1� ,/1 �� ��("#5����� �%�� ��;���� �/� ��� 3������ /
��!�����% D�������4%� �"����B����� ������ %����"�������

F����5��� ������H ���B����

������5��

�� B��� C��� C������� 8� *��"�4 �������HD ��5��� F��0��4 � %����"����� @H�� �� /� 
�2

��� �[-��

/� `���	 2�2� )����0��������H� ���5H ���������� ��������� � 4�5�B� �5�"���� ���5��
� "�����HD ������D 66 �����������"<�H� %�������� � �������H %����"����� /  �� � /�
&� �.7g�

	� `���	 2�2� @�������"���� ��0��"�� � "�����HD ������D � ���5��� 66 *������� �
�"���D������ ,������ � ��B�<1

�� `���	 2�2� @�������"���� ��0��"�� � "�����HD ������D � ���5��� ,��1 66 *������� �
�"���D������ ,� ��B��1

�� `���	 2�2� )����� ���5�� � �5���������� 5������� �������HD ��5�� �� ������D ��!
����"�D ��("#5���� 66 $4����� �*+ 3&�� ,� ��B��1

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������##&!"
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����	��#��� !������&�����
 ������� �4�� 9 %��� �

���� '�c����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� 
����������	
��	�

��������� �I"�.���(% ���� ��5 ,��� ���� ��� g[1∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c11 c22 c33 2c12 2c23 2c31
u11 u22 u33 2u12 2u23 2u31

1 1 1 0 0 0
u1 0 0 u2 0 u3

0 u2 0 u1 u3 0
0 0 u3 0 u2 u1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. (1)

E5��< u = u(x1, x2, x3) 8 �%����� � ��������HD x1� x2� x3� ui =
∂u

∂xi
� uij =

∂2u

∂xi∂xj
� uijk =

∂3u

∂xi∂xj∂xk
� cij =

3∑
s=1

(usuijs − 2uisujs)� i, j, k = 1, 2, 3� G%����� u = u(x1, x2, x3) %5��"�����!

� %�������# �I"�.���(% �05� � �"<�� �05�� ��05� �������� �����D����� u(x1, x2, x3) =
const ��k�� ��"#B�< � �����0���"<�%# �����% �����D����� � ���������� R3(x1, x2, x3)
,��� ���� ��� g[� � �/�� ��� [/1� @ ��� ,��� - 1 ����4���� B� %�������� ,�1 �H5��k���� �������!
�H� ����(��4������ � �"<�� �D�

@ �������� ��(�� �� ������ �D���� 0�%�����0� ���"�4� 5����������"<�HD %��������
5���4���
�����/ 8��&&� ��������
* &������6�	���, ���	����� ,�1 ��	&����� � ���&&�, ������
*

&������6�	���, `��
@ �������� 5���4��"<��� �����H ����5���4H����� �� B� 0�%��� �B�B�HD ����(��4�!

����� '� %�������� ,�1 �����5�� � 0�%���� ��������HD ����(��4�������

������5��

�� F���� 9�f� )����H ����� �����D������ 3� /� )=$E� =���D�45�� �[�7�
/� 2����	 R�2� =������� �������0� ��"�� 
�2 +�%��� �[[ �

������� ����	
�
� �� �
�
����� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&�
�����4' !  +������� ����	�
1 ��������� ������ 
��� �
�����/�

�� ������� � 0"��( � 4��0��&!"
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H ������������ 4�5�B% �( ����5�"���� ����� � ��;����� �5��0� �"� �����"<��D ��I�!
�������� � ����(�"�B����� %�������� ��5�

r(x, t)
∂u

∂t
− L0u = a(x, t, u,∇u), (x, t) ∈ Q = G× (0, T ), (1)

05� L0 8 "�����H� I""���B����� �������� ��������� ,�1 5���"����� ��B�"<��!�����H��
%�"������2

u|t=0 = u0(x), u|S = ϕ(x, t), S = Γ× (0, T ), Γ = ∂G. (2)

F���H� �� 4�5�B� ����H� �H ���������� 8 I� 4�5�B� �( ����5�"���� ����� � ��;�����
�"�5;�0� ��I�������� a0 � �������� L0� � I�� �"%B�� L0 ���� ��5

L0u =
n∑

i,j=1

(aijuxi)xj +
n∑
i=1

ai(x, t)uxi + a0u.

��"���� ��������5�"���� ���� ��5

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= ψ(x, t), (3)

05� n 8 �5���B��� ���;��� �����"< � S�
@���� �� 4�5�B 8 I� 4�5�B� �( ����5�"���� ����� � ��;����� �5��0� �"� �����"<��D ��!

I��������� �������� L0 � ����� �0� ��I���������� ����H� ��0% �D�5�< � ��"�������
�"�0����� a(x, t, u,∇u)� F%�< x′ = (x1, x2, . . . , xm)� x′′ = (xm+1, xm+2, . . . , xn) ,0 ≤ m ≤ n − 11�
Si = {(x, t) ∈ Q : x′′ = x′′i }� i = 1, 2, . . . , s� 05� {x′′i } 8 ��(�� �����������HD ��4"�B�HD �B��
� Rn−m� @ ��B���� %�"���� ��������5�"���� 5"� ��D�k5���� ����� � ��;����� �5��0� �"�
�����"<��D ��I��������� %�������� ,�1� ����H� 4����� � ��������HD x′� t� �H ��������!
���� %�"���� �� �������� �"������� ��5�

u|Si = ϕi(x′, t), i = 1, 2, . . . , s, (4)

uxkir
|Si = ϕir(x′, t), m < kir ≤ n ∀r = 1, 2, . . . , si, si ≤ n−m, i = 1, 2, . . . , s. (5)

@ B������� ��4��k��� B� si = 0� I� �� ����5�"���# �4��B��� B� 5���"���"<�H� %�"����
,�1 �� Si ��%��%#� F�"�k�� s0 =

∑s
i=1 si+s� &B����� B� ������� L0 � �%����� a(x, t, u, p)

���# �"�5%#�%# ��%�%�%2

L0u =
s′1∑

i=k+1

qi(x′, t)Liu + Ls′1+1u, Liu =
∑
|α|≤2

aiα(x, t)Dαu(x, t),

a(x, t, u, p) =
k∑
i=1

qi(x′, t)ai(x, t, u, p) + a0(x, t, u, p),

05� s′1 = s0� ��"� ��I������� r(x, t) � %�������� �4����� ,� I�� �"%B�� ��"�0���� B� r(x, t) ≡
11 � s′1 = s0− 1� ��"� ��I������� r ���4����� ,� I�� �"%B�� ���5��"�0���� B� �� �� 4�����
� ���������� x′′� ��"�k�� r(x′, t) = qs0(x

′, t)1�
������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������4' !"
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@ I�� �"%B�� 4�5�B� ����%"��%��� ���
+��� ��I�������H qi(x′, t) ,i = 1, 2, . . . , s01 � ��;���� u %�������� ,�1� %5��"�����#���

��B�"<��!�����H� %�"����� ,/1 � %�"����� ��������5�"���� ,�1� ,�1�
F�5�(�H� �(���H� 4�5�B� ��4����# ��� �������� �������� ��"��������������� 5���%!

4����HD ���������� ��������� �������������� �������� � � �� ,��� ��.��1� �"�4��� ��4%"<�H
���#�� � ��(��D 9�:� *��������� 9��� ��"���� 
� $���B��� � ��5� 5�%0�D �������

F�� ��������HD %�"����D �� 5���H� 4�5�B� �H 5���4H����� B� 4�5�B� ,�1.,	1 � ,�1� ,/1�
,�1� ,�1 ��4��;��H "���"<�� �� ��������

������5��

�� ]�mO@!�/ -� Z� qOPQOZMSW S]QW WoRTSMONZ TN^ MNdWYZW QYOUVWPZ� {SYWJLS2 x_h� �[[[�
/� Z<@_�/ u� �NdWYZW QYOUVWPZ \OY QTYSMTV ^MtWYWNSMTV WoRTSMONZ� �WYVMN2 _QYMNXWY!xWYVTX� �[[7�
	� Z/@!WO�/ A� �NdWYZW QYOUVWPZ \OY WoRTSMON O\ QTYTUOVMJ S]QW� vTSL� _SR^MWZ� vONOXYTQL _WYMWZ�

xOV� � � sdMd2 m�Ks hRUVMZLWYZ� /  	�
�� X".�/ Y@�Y@� �NdWYZW QYOUVWPZ \OY QTYTUOVMJ WoRTSMONZ� {SYWJLS2 x_h� /  /�
�� d>H."t_� -� Z�� p>.�/<_# �� %�� u@<H! Z� -� vWSLO^Z \OY ZOVdMNX MNdWYZW QYOUVWPZ MN vTSLWPTSMJTV

hL]ZMJZ� �Wb!�OYl2 vTYJWV nWllWY� �NJ� �[[[�
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�� 4��!����"���#��( %�$�	����
����(��$ ��&���	��$ ���	��

� !�
	� !����%�
����( ��	��"�(

	�#� 	���������$� ,��� ��������

���
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� ���
� -����������	�����	�

r/ @4����H� ���"���� ��5��������� E1� E2 ���������� E = CN (%5�� ��4H��< ���
B��"� Sn (E1, E2) = inf |x1 + x2| (xk ∈ Ek, |xk| = 1)� E5��< � 5�"�� | · | 8 I������ ����� � E�
�%5�� 0�����<� B� 5"� �����H

xn+1 = Anxn, xn : Z → E, (1)

� ��B� �����5�B����� ,����1 ������� An � �5�"?��H� � �%"� ����5�"��"�� � �������
��;� Un ���� ���� ������� I����������"<��� 5�D����� ,I!5�D�����1� ��"� ��4���� ���!
������� E �����5���� � ����%# �%��% ��5��������� E1� E2 ��� B� ��� ������HD
μ1, ν1, μ2, ν2 > 0

1) x ∈ E1 ⇒ |Unx| ≤ μ1e
−ν1(n−m)|Umx| (n ≥ m),

2) x ∈ E2 ⇒ |Unx| ≤ μ2e
−ν2(m−n)|Umx| (n ≤ m)

� ��� I�� Sn (E1(n), E2(n)) ≥ const > 0� Ek(n) = UnEk�
F�B� �����5�B���< �4��B�� �H��"����� ������� ���������� &� ��D���� �/�2 �����!

��� �5��0�� An+k� k ∈ Z� 8 ���5������ � (���D���� ���������� �0����B���HD �%�����
Z →Mat (N,C) � ����������� �������

@ B����� �"%B�� An = A = const ������� I!5�D����� �������"<�� �����5% ������ ��!
���H A �� 5�� ��5���k����� "�k���� ����������� ��%�� � ��� ���%k���� |λ| = 1� @
�"%B�� "#(�� �0����B����� An 5"� �H��"����� ������� I!5�D����� ���(D�5��� � 5����B��
�%���������� I������� ��5�������� ���H��k5����� �0����B����� �����H Gn ,��� �� /1
����� B� ��� �������� m > 0 �H��"����� ���������� Fn ≤ −mI ,�(��������� �����5���
���"�0�B�� �	�1� @ �"���� ��B� �����5�B����D ����� ,�1 ���� ���� %��"���� I�0� ��4%"<��
� �����% 5����B�����
s/ )(�4��B�� B���4 J �"��� I�����HD ��5������HD ���� ����� Gn : Z → Mat (N,C)

� �5�"���H� � �%"� |detGn|� G∗n = Gn� ��������� I�����% ����% v(x, n) = 〈Gnx, x〉� ��4!
������ ����4��5��� ����H v �5�"< �������� �����H ,�1

v̇(x, n) = 〈Fnx, x〉, Fn = A∗nGn+1An −Gn. (2)

�����/ L�� �� ������
 ,�1 � &���� &�����������, �����)�, An ������	��� ���+
��)� Gn ∈ J ������ ���
1◦) Fn ≤ 0 (n ∈ Z)�
2◦) D���� ,/1 ������ �� �������	������ ��� �� ������ ��7���� xn �= 0 ������
 ,�12
v̇(xn, n) ≡/ 0�
�� ������� ,�1 �+��*���������
�����/ F%�< � ,�1

xn : Z → R2, An =

[ √
1 + an

√
a−1
n

1
√

1 + a−1
n

]
, ε ≤ an < 1 (ε > 0), (3)

an 8 ��B� �����5�B����� �%����� Z → R� F���k��� B� ������ xn+1 = Anxn I!5�D����B���
@��5% an ≥ ε ������ An ��B� �����5�B��� detAn =

√
an ≥

√
ε� F�"�k�� G = diag (1;−1)�

3�05�
Fn = A∗nGAn −G = diag (an − 1; 0) ≤ 0.



�7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

+��%5�� %(�5�<��2 ��"� xn = (ξn, ηn) 8 ���%"���� ��;���� �����H xn+1 = Anxn� � ξn ≡/ 0�
��I��%

v̇(xn, n) = x∗nFnxn = (an − 1)ξ2
n ≡/ 0.

@H��"���H ��� %�"���� �����H� �� ���H� %���k5���� 5���4���� )����� B� 45��< ��
�H��"����� %�"���� Fn ≤ −mI (m > 0)� 0������%#��� �H��"����� ������� I!5�D����� ���
"#(�� an �� �������� ,	1�

������5��

�� C��)��, R�`�� F��,� 5�8� ����B����< ��;���� 5����������"<�HD %�������� � (���!
D���� ����������� 
�2 +�%��� �[- �

/� `�	���� B�5�� 4���	 9�9� F�B� �����5�B����� �%����� � 5����������"<�H� %�����!
���� 
�2 $45!�� 
���� %�!�� �[-7�

	� F��� 9�`� ���5���B�H� ����H � 5�D����� ��;���� ����� "�����HD 5����������"<!
�HD %�������� 66 ���� ��� k%��� �[7/� 3� 	�� � �� &� ��.�[�

�� F�������	� [�9�� F�������� 2�'�� 3�����	���, 3�F� 
��5 �%����� '��%���� 5"� ��!
��� "�����HD ��4����HD %�������� � ��B� �����5�B������ ��I���������� 66 &�(� ���
k%��� �[[g� 3� 	-� � �� &� �- .�-��
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 �	�(
����	# ��+���( ���+����( &�%�
�
%� ��!������
����( ���	��� �� !������	�
� !�
	� !����%�
������ ��4))�"���	���

	�#� 	���������$� ���� ����4��

���
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� ���
� ��
�������	�

��(�� ��"���� ���5�"k����� ���"� ���"�5������ ��.�� �� %���B����� ��B� �����5�B�!
���D ,����1 ������ F�"%B�� ����H� ���5�� '��%���� ���4��� %���B����� ��;���� �������
4�5�B� 5"� �5�������� 0����(�"�B����� ���� �����H � ��"�("���H� %�"����� �� ����4��5�%#
�%�������"� '��%���� � ��"% �����H�
r/��������� � �("��� Π = [0, 1]× [0,∞) �����%# 4�5�B%

Lu =
(
∂
∂t + A (x, t) ∂

∂x + B (x, t)
)
u = 0, u|t=0 = h0 (x) ,

u+ (0, t) = P0u
− (0, t) , u− (1, t) = P1u

+ (1, t) .
(1)

E5��< u : Π → CN � A� B 8 0"�5��� �����H� ���� �� t ��� ��k5�� x ∈ [0, 1]� A = diag(a1I1, . . .�
anIn)� a1 > . . . > am > 0 > am+1 > . . . > an� Ik 8 �5���B��� ������ ����5�� Nk�

∑
Nk = N �

h0 ∈ C1 [0, 1]� u+ = (u1, . . . , um)τ � u− = (um+1, . . . , un)
τ � uk 8 ����� ��4���� Nk� τ 8 4���

���������������� Pk 8 �������H� �����H �������%#��D ��4������ �H��"��#�� %�"�!
��� ��0"�������� �%"���0� � �����0� ����5���

h+
k (0) = P0h

−
k (0) , h−k (1) = P1h

+
k (1) (k = 0, 1) , h1 = Ah′0 + Bh0. (2)

F�� %��4���HD %�"����D 4�5�B� ,�1 �5��4��B�� ��4��;��� � �"���� 0"�5��D �%������
)(�4��B�� H 8 "����" 0"�5��D �%����� h : [0, 1] → CN , %5��"�����#��D %�"����� ,/1

�� ���"���H� ����4��5����� 〈g, h〉 =
∫ 1
0 h∗g dx � ������ ‖h‖ =

√〈h, h〉. )0����B���� ��;����
u (x, t) 4�5�B� ,�1 �� ��k5%# 0���4���"< t = const 8 I"���� H; (%5�� �(�4��B�< �0� u (t) .

�%5�� 0�����<� B� ��;���� u = 0 ������� 4�5�B� ,�1 I����������"<�� %���B���� ��"�
�%����%# ���� �������H� μ > 0, ν > 0� B� 5"� "#(�0� ��;���� ���� ���� ������

‖u (t)‖ ≤ μ exp (−νt) ‖h0‖ (t ≥ 0, μ, ν = const > 0)

F������ �� ������������� ������ G = diag (G1, . . . Gn) � 5��0���"<�H�� ("����� ����5!
��� N1, . . . , Nn �� ��������� G∗ = G, G, G′x, G′t ���� �� t ��� ��k5�� x ∈ [0, 1]� m1I ≤ G ≤
m2I (mk > 0)� �����H

F (x, t) = G′t + (GA)′x −GB −B∗G,

F0(t) =
[
(GA)− + P ∗0 (GA)+ P0

]
x=0

, F1(t) =
[
(GA)+ + P ∗1 (GA)− P1

]
x=1

,
(3)

05� (GA)+ = diag (a1G1, . . . , amGm) , (GA)− = diag (am+1Gm+1, . . . , anGn)�
�����/ ����� ������	��� �����)� G � ���6���
�� �	�,��	��� ������ ���

a) F ≤ 0 (t ≥ 0) , F ≤ −mI *��� �
 &�� ����� t0 ≥ 0;
b) F0 ≤ 0, F1 ≥ 0 (t ≥ 0) .

����� ��7���� u = 0 6����� ,�1 ���&����)����� ����,��	��



�7/ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

s/ �����/ ��������� �����%# 4�5�B% 5"� �"�0������ �����H � ��"%��"���
Π = [0, 1] × [0,∞) ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂i
∂t + ∂v

∂x + ε1(t)i = 0,

∂v
∂t

+ ∂i
∂x

+ ε2(t)d = 0,

(i, v)t=0 = (ϕ,ψ) ∈ C1[0, 1],

i(0, t) = v(1, t) = 0.

(4)

E5��< εk(t) 8 ��������"<�H� ������H��H� �����5�B����� �%����� � �����5�� T = 1 � ��!
"H�� �����"��� �� �����5� [0, 1]2⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

εk(t + 1) = εk(t),

εk > 0 ��� t ∈ (αk, βk) ∈ [0, 1], βk − αk << 1,

εk = 0 ��� t ∈ [0, 1]\(αk , βk), k = 1, 2;

��B�"<�H� �%����� %5��"�����# %�"����� ��0"�������� �%"���0� � �����0� ����5���

ϕ(0) = ψ(1) = 0, ψ′(0) = ϕ′(1) = 0.

E����� (i, v) → (u1, u2) �� ����%"��

i =
u1 + u2

2
, v =

u1 − u2

2
�����5� �����%# 4�5�B% ,�1 � ��5% ,�1� 05�

A =
[

1 0
0 −1

]
, B = 1

2

[
ε1 + ε2 ε1 − ε2

ε1 − ε2 ε1 + ε2

]
,

h0 =
[
ϕ + ψ
ϕ− ψ

]
, P0 = −1, P1 = 1.

F�"�k�� � ,	1 G = I� �05� 5"� ����� ,	1 ���# ���� ��������

F = −2B, F0 = F1 = 0.

+��%5�� %�����<2 ��� %�"����

(α1, β1) ∩ (α2, β2) �= ∅

�H��"��#�� ��� ��(������ �����H� � �� ���H� ��;���� (i, d) = (0, 0) ������� 4�5�B� ,�1
I����������"<�� %���B����

)(���� ��������� B� 45��< �� �H��"����� %�"���� '��%���� υ̇ < 02 ���� ���� �����!
��� detF = 0 �� ���k���� [0, 1]\⋃

k

(αk, βk) � �0� �5��0�D �� �����5H n ∈ Z�

������5��

�� C����	�����, '�5�� F�������� 2�'�� 3�����	���, 3�F� )( %���B����� ��;���� "����!
�HD ����� � ��B� �����5�B����� ������� 66 
�� 4������ �[[/� 3� �/� � g� &� � .���

/� 2������� :�9�� 3�����	���, 3�F� 
��5 �%�������"�� '��%���� 5"� "�����HD 5����!
������"<��!��4����HD ����� � ��B� �����5�B������ ��I���������� 66 ����������
%��������� /  �� 3� 	-� � /� &� ��-.��	�

	� 3�����	���, 3�F�� ���)���� 8�2� 
��5 �%�������"�� '��%���� 5"� "�����HD 5�������!
���"<��!��4����HD ����� �����"<��0� ��� � ��B� �����5�B������ ��I���������� 66
&�(� ��� k%��� /  	� 3� ��� � /� &� ���.��	�

�� C����	�����, '�5�� 3���6�� 2�9� F����� ���5 '��%���� 5"� ��B� �����5�B����� ��4!
������ �����H �� ������� 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �g� � �� &� [7.� ��
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��+���  �������( 
�!������
� �$ ���	�"�������$ �������� � &�����

��$������ � ��&���( %��������

��"� 	3���

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ���������	
��	�

r/ &����� %�������� ���"H0��� �����0� ����5�� � %�������� ���"H0��� ����0� ����5��
�� �"������ 0�5�0���� (z, θ) 5"� ���������HD �������"<�HD �B���� 0�4� ����H2

kψ
θ
+ ϕz = 0, ψz − ϕ

θ
= 0; kψ

θθ
+ ψzz = 0

(
z =

∫
ρ

q
dq, k(z) =

1−M2

ρ2

)
. (1)

+� �"������ �������"� (ϕ,ψ) %�������� 0�4���� 5������� ���# ��52

kzϕ + θψ = 0, zψ − θϕ = 0. (2)

E5��< � 5�"�� � 5����� ��45�"� ϕ 8 �������"� ψ 8 �%����� ���� q � θ 8 ��5%"< � %0�"
���"��� ������ �������� ρ 8 �"����<� M 8 B��"� 
�D��

+� ��k�H� ������� ��;���� %�������� ,�1 %��4H��� �"�5%#��� ������ ���2
����� r/ F������ ��7���� ϕ = U(z, θ), ψ = V (z, θ) ���	����, ,�1 �� &������� ����+

���D� (z, θ) ��	����� ������� ���	����, �� &������� &����)��� (ϕ,ψ)

kVϕ + Uψ = 0, Vψ − Uϕ = 0, (3)

	����� �6 �����
* ���� 6���� ��*������� �� &������� (ϕ,ψ)� � ����� 6���� ��*������� ��
D�6������, &������� (x, y)

(Uρu + V v)x + (Uρv − V u)y = 0. (4)

;��9���/ $4 �����H � � �4 ������ %�������� ,�1 �"�5%�� B� %�������� 0�4���� 5�!
������ ,/1 5��%���# ���0����B����� B��"� 4���� 4������HD ��������HD (z, θ) �� (V,U) ���
��D������� ��%�%�H �����H ,/1�

@ 5����� ��(�� ������ � ������%� ��� 0"���H� �(��4�� � �B�� 4����� ��������� ���HD
4������ ��D�������� ��"< ����HD � ��4��� � ��D����� �(���4����� �/.���

+��(�"�� �4����H� ���5�� ��;���� %�������� ,�1 ��"���� ���5 ��45�"���� ��������HD
,G%�<� ���51 ��� g�� & �����<# I�0� ���5� � �����H � � ��(�� ��� �������� (������B���
���k���� 4������ ��D�������� � B��"� ����HD �D�5� � �4����H� 4����H ��D������� ����H�
����%"���� � �(��D �������� ������ ���%"<��� ����� �0�� � ��� �������� (������B��� ���!
k���� �� ��4H����HD 5���"���"<�HD 4������ ��D������� �-�� � ��k5�� �4 ����HD �"�k�H�
�(��4�� 4�5��������H ��� B�H�� ��;����� ���B�#��D �5��� ������� ��45�"����� @ B��"�
I�D 4������ �D�5� 4���� ��D������� ������ ���%"<���


���� �4����H� � ������"<�� ��5���� ��%("�������H� �7� ��"���� ���5 ���������
��;���� %�������� ����0� ����5�� ,�1 � ��5� ��"������ �� B��H� �"� ��B��H� �������
%0"� ���"��� ������ ������� θ

ψ = V 2n =
i=0∑
i=n

gi(z)θ2i �"� ψ = V 2n+1 =
i=0∑
i=n

gi(z)θ2i+1�

@ �(��D �"%B��D ���5��"�0����� B� gn(z) ��"���� 4�5����� "������� �%������ � z� B�
�(����B���� �������� gn(z)′′ = 0� ��"��� ��5������� ��k5�0� �4 �����5���HD �H��k����
5"� ψ � %�������� ����0� ����5�� �4 ,�1 �����5� � ����B�� ���%�����HD �����;�����

������� ����	
�
� � ������ 2����/�	
��
��� 
�����/�

��� ������� +, �-. m-����	�
�� ����	���
���� ��
�/�  �����
���n �� ��#!"
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�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

��4��"�#��D ���"�5����"<�� �H����< �H��k���� 5"� gi(z) 5"� ���D i = n − 1, . . . , 0 B���4
���5��%�H � ����4��"<�H� ������H �7� [�� E��� � �����<# �����H %�������� ���"H0���
������ ��"������"<��� �H��k���� 5"� �������"� ϕ� $� �������� ��"#B���� ��"������"<!
�HD �H��k���� 5"� ψ � ϕ � �����% � �����5� � (������B���% ���k���% ��"������"<�HD
4������ ��D������� 5"� �"����D ���������HD �������"<�HD �B���� 0�4��
;��9���/ @ %��������D 0�4���� 5������� ,/1 �� �"������ �������"� 4������H� ����!

����H� ���B�# ������;�� ��"������"<�H� ��;������ � ������2 ψ = z, ϕ = θ�
s/ ��������� �5������H� �����������H� �B���� � �"������ ��"����� @ I�� �"%B��

���"�0�� �����H %�������� ���"H0��� � %�������� ���"H0��� ����0� ����5�� �4 ,�1 (%5%
�"�5%#��� %�������� �� �"������ ���5�0���� (p, u) �[�2

hψu + tp = 0, ψp + tu = 0; hψuu − ψpp = 0 (h = a−2ρ−2). (5)

E5��< t 8 ������ x 8 0������B����� ����5����� ψ 8 �%����� B����H ,"�0���k��� ����5�!
���12 dψ = ρdt− ρudt� ρ � p 8 �"����< � 5��"����� a 8 ������< 4�%���

*��"�0�� �����H � 5"� ������������HD �����������HD �B���� ��"���� ������ / �[�2
����� s/ F������ ��7���� t = U(p, u), ψ = V (p, u) ������
 ,�1 �� &������� �&���+

���D� (p, u) ��	����� ������� ���	����, �� &������� (ψ, t)

hVt − Uψ = 0, Vψ − Ut = 0, (6)

	����� �6 �����
* ���� 6���� ��*������� �� &������� (ψ, t)� � 6���� ��*������� �� &�������
���
��, (x, t)

(ρuU − V )x + (ρU)t = 0.

3������ / � ��;���� %�������� ,�1� ��"%B���H� � �����<# ��45�"���� ��������HD� ���!
��5� � (������B���% ���k���% 4������ ��D�������� � �� B��"� � 5���"���"<�HD 4������
��D������� �� ��

F�"������"<�H� ��;���� 5"� ψ ���# ��5 �[�2 ψ = V 2n =
i=0∑
i=n

gi(p)u2i �"� ψ = V 2n+1 =

i=0∑
i=n

gi(p)u2i+1�

E5��<� ��� � � ���5H5%��� ��45�"�� �%����� gn(p) � �(��D �"%B��D ��"���� ����4��"<���
"������� �%������ � p� �"� i = n−1, . . . , 0 �%����� gi(p) � �(��D �"%B��D �H���H����� B���4
��5 ���5��%� � ������� $� �������� �%����� t� ���B�#��� ��k5��% �4 �H��k���� 5"� ψ�
����5�"���� � �����<# �����H %�������� �4 ,�1�

������5��

�� 3
�	 2�E� ��������� &�*� ���"H0��� � (������B��� ���k���� �5����5��!5����0���HD
%�������� 0�4���� 5������� 66 ���"� *+� /  /� 3� 	7	� � �� &� 	�.	g�

/� s�
��	���, R�C� *��"��B����� ���"�5������ 5������� 0�4� � k�5����� 
�2 �5�����"
��&&� �[[[�

	� C�����	� :� 9�� F�6�	 9�9� F�"������"<�H� ���0��"H �(����HD ��D���B����D �����
� �����0%�������H� ����������� � ��5� 5�%�����0� ��� 66 
�� �(������ /   � 3� �[��
� /� &� �	.g	�

�� F�6�	 9� 9�� �����	 C�9� F�"������"<�H� 4����H ��D������� ������HD ����� 66 3�����
� ����� ��4���� /  �� 3� �� � � 	� &� �g .�-[�

�� 5�6�� 3� 
�����B����� ����� �B���� �k������� k�5����� 
�2 $'� �[g��
g� P���
, 8� 8� =�4���� 5�������� 
�2 +�%��� �[77�
-� 8�����	 '�F� �"����H ��D����� ��"�;�HD ���5� 
�2 +�%��� �[-7�
7� d�.#@!H! -��� pTN^UOOl O\ VMNWTY QTYSMTV ^MtWYWNSMTV WoRTSMONZ \OY WNXMNWWYZ TN^ ZJMWNSMZSZ� �OJT

jTSON2 qLTQPTN � pTVV6qjq hYWZZ� /  /�
[� 3
�	 2�E� �������B��� ���k���� ��"������"<�HD 4������ ��D������� � 0�4���� 5�����!

�� 66 ���"� *+� /  -� ,� ��B��1
� � 3
�	 2�E� +����������H� ���"�0 %�������� ���"H0��� � �5�������� 0�4���� 5�����!

�� 66 F
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 �������� ��������������� 	�!��

��� �b�����

�������� �� �� �����
� ��� 1��� ���	���	�� �� ���� ����������
� �����
����������	���

������������� ���4�"������� %"<������(�"�B����� %��������

ut +
d∑
i=1

∂xiai(x, t, u)−
d∑

i,j=1

∂xi(aij(x, t)∂xj b(u)) = 0,

% �����0� ������ ��I��������� 5���%4�� (aij) ��������"<�� � � �"%B��� ��05� ��� 5��!
0���"<��� ��k� ����< ���0� � ��I�������H ��������� ∂uai(x, t, u) ��0% (H< ��4�H��H��
�%�������� ������"������ ���� B� ��"� %�������� ������� 5��%���� ������� ������%�� �
%5��"������ 5���"���"<���% %�"���# ������� ��"��������� � 4�5�B� ��;� � ����4��"<!
�� 4�5���H�� �0����B���H�� ��B�"<�H�� 5���H�� ���� �� ���<;�� ���� �5�� I���������
��;����� � ������ ���������� �0����B����� ���k���� I�������HD ��;���� ������"<��
�������� � L1

loc� ����4��"<��� �������H �� ���5���� � ����������� � �������B����� �4%!
B���� �����B����� ����%"������ 5"� ���"�5%���0� %�������� � �� ���������� ��5��������
H!��� 3������ ���5"�k����� :�9� F����H�� )(�%k5�#�� ������H� �(�(����� � ���"�!
k���� �/� ��"%B���HD ��4%"<����

������5��

�� '������	 '�2� $����� ��"������� %"<������(�"�B����� %�������� =����.+%���"<� 66
&�(� ��� k%��� /  g� 3� �-� � /� &� �	�.����
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 �����#	�����$  �������(

� !����%�
����� �����#	�������/
���0*�� ��!�������( �!��	��

���� ��4��

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����������	
��	�

��������� �"�5%#��� %��������

∂2u

∂t2
= −A2u + εB(ωt)u (1)

� 0�"<(������ ���������� H� E5��< A 8 "�����H� ���������k���H� �������� B(t) 8 2π!
�����5�B����� �������!�%������ &��5���H� �����(�� %�������� ,�1 ��k� (H< ���5���!
"��� � ��5� 0���"<�����0� %��������

J ∂w

∂t
= H(t)w,

05� J 8 �(����H� ����������B�H� �������� �H ,0���"<�����1 8 I������ ��������� ,�1
����������"��< ���0��� �������� +�� (%5� ���������< ��"���� �� ��4H�����0� ������!
��B����0� ��4������� � �� ��%����� ��05� ��� ε = 0 ��;���� %�������� ,�1 %���B��H� � ���
"#(HD 5����B�� ��"HD ��"�k��"<�HD ε ��� @ �� �"%B��� ��"� ,�1 8 ������ �(H������!
�HD 5����������"<�HD %��������� (H"� �������� 5����B�� ��"��� ����� ��������B�!
���0� ��4������ ��� /�� @�������� %���B����� ,�1 � ��4"�B�HD ����������D � � ��4"�B�H��
���������� A� B(t) ��������� (�"<;�� ��"�B���� ��(� ,��5��(�%# (�("��0����# ���� ��!
������� �	� �� g�1� F�� I�� ��� ����5�"���HD ω % %�������� ,�1 ��� "#(HD ε� 0 < ε < ε̄�
����"�#�� I����������"<�� ���%��� ��;����� +� �� ���D I�D ��(��D ���5��"�0�"��<� B�
% �������� A ����� �B�B�H�� @ �k� ����� ��4����# 4�5�B�� ��05� ����� �������� A
��"���� ������H��H� ��� g��

@ 5����� ��(�� ������ ������ %�������� ��� ,�1� % �����0� ������� A ���� �����!
�H��H� ������ � % �����0� I����������"<�� ���%��� ��;���� ��0% ����"�<�� �"<�� ���
ε (�"<;�D� B�� �������� ����0���� 4��B�����

@ ���������� L2(1, 2) ��������� �"�5%#�%# 4�5�B%2

∂2u

∂t2
+ x2u− ε cos(ωt)(x− 1)(x− 2)

2∫
1

(ξ − 1)(ξ − 2)u(t, ξ) dξ = 0,

u|t=0 = u0, ut|t=0 = u1.

(2)

E�5�B� ,/1� ��� I� �"�5%� �4 �(��� ����� 5����������"<�HD %�������� � (���D��HD ���!
�������D� ��4��;��� 5"� "#(HD u0 � u1� ���B�� ���� ���� ������

‖u‖L2(1,2) ≤ C
(
‖u0‖L2(0,1)

+ ‖u1‖L2(0,1)

)
eΛt � ������H� Λ > 0.

+�;� ��"< ����4�< �"�5%#��� %���k5�����
i�1�m8��/ '�����	��� ε0 > 0 ������ ��� �� 6����� ,/1 &�� 0 < ε < ε0 �� ����� ω

�&��	���	� �)����

‖u(·, t)‖L2(1,2) ≤ C(t + 1)
(
‖u0‖L2(0,1)

+ ‖u1‖L2(0,1)

)
.
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3�� ���H� �H ����k��� B� 5"� 5����B�� ��"HD ε % %�������� ,/1 �� I����������"<��
���%��D ��;����� � ��� ��0% ��4����< �"<�� ��� ε (�"<;�D� B�� �������� ����0����
4��B�����
��
�H��076�1�/ &��5�� ��;���� 4�5�B� ,/1 � ��;���# ���0��"<��0� %��������� �"�

I�0� �(�4��B��

v(t) =

2∫
1

(ξ − 1)(ξ − 2)u(t, ξ) dξ.

�"� ��D�k5���� v(t) ��"%B���� ���0��"<��� %��������2

v(t) = F (t) + ε

t∫
0

K(t, τ)v(τ) dτ . (3)

E5��< �(�4��B���

F (t) =

2∫
1

(
u0(x) cos(xt) + u1(x)

sin(xt)
x

)
(x− 1)(x− 2) dx,

K(t, τ) = cos(ωτ)

2∫
1

(x− 1)2(x− 2)2
sin(x(t− τ))

x
dx.

��;���� %�������� ,	1 ��k�� �H����< � ��5� ��5� �� ������� ε� ���B�� �� (%5� ��k���!

����<�� ��5��
(
‖u0‖L2(0,1) + ‖u1‖L2(0,1)

)
(1 +

∑∞
n=1 (8ε)n)� ��%5� ���%5�� ��"%B�< ���(D�5�!

�%# �����%�

������5��

�� P�6��� `� *������B����� ����5���� � %���B����< ��;���� �(H�������HD 5���������!
�"<�HD %��������� 
�2 
��� �[g��

/� �����	�� 9�2�� '���������, 9�5� F�������B����� ��4����� � "�����HD ������D� 
�2
+�%��� �[7-�

	� f���� 9�:� 
�����B����� ����� ��������B����0� ��4������ � "�����HD ������5�"��!
�HD ������D� '�2 $45!�� '=�� �[-/�

�� C��)��, R�`�� F��,� 5�8� ����B����< ��;���� 5����������"<�HD %�������� � (���!
D���� ����������� 
�2 +�%��� �[- �

�� ��>�/<_# u�w�� X".�!�<�/ u� J�� X".�!�<�/ -� J� �RPWYMJTV MNdWZSMXTSMON O\ QTYTPWSYMJ YWZONTNJW
MN bTSWY!OMV ZSYRJSRYWZ JONSTMNMNX XTZ 66 vTSL� qOPQRS� vO^� /  /� xOV� 	g� NO �./� h� / 	./ [�

g� B������	 9�'�� C���	���, 9�:�� B������	 2�'�� C���	���, '�9� =�5��5������� 0�4���!
5��k���D �"���HD ����� 66 ����D� ��D������ /  �� 3� 	� � /� &� 	-.- �
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@ 5��"�5� �����5��� �(4�� ��4%"<��� ��.��� ��"%B���HD 4� ���"�5��� 0�5H 5"� %5��!
�HD ��"� � D���������B����D ��4�H��� 5"� %�������� ��0����� 0�5��5������� �5��"<���
�k������� k�5���� � ���0������� �"%B��� )������� �������� %5�"���� I���0��B�����% ��!
�5% �H��5� �������HD ������� �4 ����HD �"�5%� ���������< "������4������� 4�5�B�� � ��
%���B����< �������%#��0� �"����0� ��4�H��� � ��k� "���"<��� �� ������� �%�������!
��� � �5���������< ��;���� ��D�5��� ��"������� 4�5�B� 5"� ���"����0� ��4�H���

����0��B����� ���5 �H��5� �������HD ������ 5"� "�����HD 0����(�"�B����D 4�5�B ���!
��"�4%��� � �����<# ���5���� ������ 5����������0� � ���0� 5����������0� p!�������!
4���� ���� �� ��4��"�� 5���4�< "���"<�%# �� ������� �����% �%���������� � �5��������!
�� 5"� "��������D %5���HD ��"� 5"� �(������� �������B����� �����H 0����(�"�B����D
4������ ��D������� ��� %�"����� B� 5"� �������%#��� "������4������� 4�5�B� �����!
�� ���0� 5���������H� p!�������4���� �� ������ ������B���� 5�"�� ���"�����H���
��� ��4%"<�H� ��"%B���H� ����� ���5�� ���0��"�� I���0�� 5"� "������4�����HD 4�5�B 5"�
%5���HD ��"� 5"� ��4"�B�HD 0����(�"�B����D ��5�"�� ��D����� ��"�;��� ���5H� � �� B��"��
5"� %�������� ��0����� 0�5��5������� ���� @ B������� �4 ��� �"�5%� "���"<��� �� �������
�%���������� � �5���������< ��;���� %�������� ��0����� 0�5��5������� � �����D���<#
(H���� %5����� ��"�H ��� %�"���� �"�(��� ��0����0� ��"� � ��B�"<�H� ����� ��������
E������ B� ��"��� ���"�5������ %���B����� (H��HD ��0���0�5��5�����B����D %5���HD
��"� � ��"������� 0�4� �����5��� � �/� ������"<�H� ���5���

)��(�� �������� � 5��"�5� %5�"���� ��0�����"<���% ��0���0�5��5�����B�����% ��4!
�H�% ��� ��� F����D���< I�0� ��4�H�� ��"���� D���������B����� ���(�5��� 0������� 5"�
%�������� ��0����� 0�5��5�������� +��5�� ���H� �������B����� ��5 %�������� ��0��!
��� 0�5��5������� ���� ����H� ��4��"�� ������< 5���������H� 0!�������4��� �	� 5"�
"������4������� 4�5�B� 5"� ��0�����"<��0� ��4�H��� & �����<# I�0� �������4���� ����!
�H� 5"� �(��0� �"%B�� ����4�%�����0� �B���� �"�4�H %5�"��< ���"��B���� ���� 5����B!
��� %�"���� %���B����� ��� �"����0� ��0�����"<��0� ��0���0�5��5�����B����0� ��4�H���
@ ������4��� I� %�"���� ���%��� ��� %�"���� ����������B����� %���B����� 0�"����%4H
,0�����H ��"��B��� �����H1�

3�� ��� 4�5�B� 5"� ��0�����"<��0� ��4�H�� ��"���� 0����(�"�B����� 4�5�B�� � D����!
�����B����� 0�������� � �������HD ������D ������ ���4(�k��� ����� �����"� ��5 ����!
��"<�H��� ����4��5�H��� @ ��"% I�0� ��������H� �%�������"<�H� ����������� ��"�!
��� ������� ���4������� ���������� &�(�"��� Hm∗ ,��� ��� ��1� & 5�%0�� �����H� ���5%
�0�� B� 5"� "������4������� 4�5�B� ���%;���� ����������� %�"���� '��������0� ,��� ���
/�1� � �� ��0�����"<�H� ��4�H� ��"���� �����"<�� %���B��H�� 5"� I�� 4�5�B� �H��5���
�������H� ������ �"<�� � ������ 0"�5����� F�I��% "���"<��� �� ������� ������ �%��!
�������� � �5���������� ��� ��;���� ��"������� 4�5�B� 5���4H����� � �����<# �������
+I;� . 
�4���� �"#B��H� ������� � 5���4��"<��� �D�5����� I�D ������� ��"���� ��
��4H������ ���5�%B���� ��������� ������ ,STPW WZSMPTSW1 � Hm∗ 5"� "������4������� 4�5�B��

������5��

�� B�*�� 2�5�� ���*���� R�`� ����B����< ��"<�HD ��4�H��� � ��0����� 0�5��5�������
� I"����0�5��5�������� 
� . $k����2 $�! ����<#���HD ���"�5������� /  ��

/� ;>@_OH!H! Y^� e JOPQVWSW /n ZSTUMVMS] TNTV]ZMZ O\ \TZS vpn ZLOJlZ MN TN M^WTV XTZ 66 qOPP�
vTSL� hL]Z� /  	� xOV� /	g� h� g�.[/�
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	� ;>@_OH!H! Y^� aN WcMZSWNJW O\ JOPQYWZZMUVW JRYYWNS!dOYSWc ZLWWSZ2 dTYMTUVW JOW|JMWNSZ VMNWTY
TNTV]ZMZ 66 eYJL� jTSMONTV vWJL� eNTV� /  �� xOV� �--� h� 		�.	gg�

�� ;>@_OH!H! Y^� nMZZMQTSMdW Z]PPWSYMfWYZ O\ L]QWYUOVMJ QYOUVWPZ TN^ SLWMY TQQVMJTSMONZ SO ZLOJl
bTdWZ TN^ JLTYTJSWYMZSMJ ^MZJONSMNRMSMWZ 66 _�ev i� vTSL� eNTV� /  g� xOV� 	-� h� �[77./ /��

�� ;>@_OH!H! Y^� KLW WcMZSWNJW O\ JRYYWNS!xOYSWc ZLWWSZ MN M^WTV JOPQYWZZMUVW PTXNWSO!
L]^YO^]NTPMJZ 66 eYJL� jTSMONTV vWJL� eNTV� ,SO TQQWTY1
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����*����� !���	����	�� ��������
� !����1��� � %�))����"���#���

 ���������

��� d�%�����$1� ��'� ���������1� -� �� &�������2

1 1��
���
�� ���� �����	��!� ����	����	� ,���� �������������� 1��
��
2 1��
���
�� ���� �
�� ,��*������,	 �����/	�
�� ����	����	�� 1��
��� ���
�����������	�

���"�5 �������� �4%B���# ���HD �%�������"<�HD ���������� ��������HD �� ������
�"����B����D ��������� &�(�"��� � FI"�!@������ @����H� I� ���������� (H"� ���5�!
�H &�@� ��������� � ��"%B�"� ��4����� �%�������"<�HD ��������� &�(�"��� . @������
3�����H �"�k���� 5"� ��������� &�(�"��� . @������ ��"%B���H� �������� ��4��"�# ��
�"<�� �4%B�< 5����������"<�H� �������� �� � 5�# � ��B������%# D����������% �%��!
���� %�����"���# %�"���� ����""���� �%����� �� �H5�"����� ���������� �� (0,∞)� %�"����
�%����%����� � �����������

@ ��B���� ���"�k���� ��4��(����HD ���5�� �4%B�#�� �������B����� ������� ��;�!
��� ������ ��B�"<��!������� 4�5�B� 5"� %�������� ��(�"�����0� ���� *������ 5��H ��"�H�
D����������� ����5���� ��;���� �������������� 4�5�B� ��� t → ∞� @ ������D �%����!
���"<�HD ��������� &�(�"��� . @����� %�����"��H ��B������H� ������� ��;���� �����
��� ����""����� ���������<� �%����%����<� F�"%B���H� %�"���� ��"�#�� �B�H�� � 5�#
��"�%# D����������% ��;���� 4�5�B��

@��5�� �%�������"<�H� ���������� &�(�"��� . @����� ̂
W l,r
p,N(G)� 05� N ≥ 0� r ≥ 0� l =

(l0, . . . , ln)� l0 ≥ 1� 1 ≤ p < ∞� G = {(x, t) : x = (x1, . . . , xn) ∈ g, 0 ≤ t < ∞}� g 8 �0����B�����

�("��< � En� )(�4��B�� f̂(γ) =
∞∫
0

e−γtf(t) dt� γ ≥ 0� �%5�� 0�����<� B� �%����� u(x, t)

�����5"�k� ���������% ̂
W l,r
p,N(G)� ��"� u(x, t) �����5"�k� �������% ���������% &�(�"���

� ������

‖u,W l,r
p,N (G)‖ =

(
l0∑
k=0

∞∫
0

∫
g

(1 + t)−N
∣∣∣Dk+r

t u(x, t)
∣∣∣p dx dt

+
l0∑
k=0

n∑
i=1

∞∫
0

∫
g

(1 + t)−N
∣∣∣Dk+r

t Dli
xi
u(x, t)

∣∣∣p dx dt)1/p

<∞,

� �����

‖u, ̂
W l,r
p,N (G)‖ = ‖u,W l,r

p,N (G)‖

+

⎛⎝ sup
0<γ≤σ

l0∑
k=0

∫
g

∣∣∣∣D̂k+r
t u(x, γ)

∣∣∣∣p dx +
l0∑
k=0

n∑
i=1

∫
g

∣∣∣∣Dli
xi
D̂k+r
t u(x, γ)

∣∣∣∣p dx
⎞⎠1/p

����B��� 05� δ > 0 8 �������� 5������"<��� B��"�� � ����(��4������ '��"��� ����������!
��� ��� 5������"<�HD γ� �����5"�k���D �����k%�% (0, δ]�

��������� ����%# ��B�"<��!�����%# 4�5�B% 5"� %�������� ��5�

D2
tL0[x,Dx]u(x, t) + L1[x,Dx]u(x, t) = 0, (x, t) ∈ g × (0,∞), (1)

u|∂g×[0,∞) = 0, u|t=0 = u1(x), Dtu|t=0 = u2(x), (2)

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#������0� !"
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� ��"��5�� G = {(x, t) : x ∈ g, 0 ≤ t < ∞}� 05� g ∈ En 8 �0����B����� �("��< � 0"�5���
0�������� F��5��"�k��� B� �������H L0(x,Dx)� L1(x,Dx) ���# �"�5%#��� ��5

L0(x,Dx)u(x, t) =
n∑
i=1

n∑
j=1

Di(aij(x)Dju(x, t)), L1(x,Dx)u(x, t) =
p∑
k=1

p∑
l=1

Dk(bkl(x)Dlu(x, t)),

05� 1 ≤ p ≤ n−1� ��I�������H aij(x)� bkl(x) (������B�� 5����������%��H �� ḡ� aij(x) = aji(x)�
bkl(x) = blk(x) 5"� ���D x ∈ ḡ� � �H��"���H �"�5%#��� ����������

μ0

n∑
i=1

ξ2
i ≤

n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)ξiξj ≤ μ1

n∑
i=1

ξ2
i , ν0

p∑
k=1

ξ2
k ≤

p∑
k=1

p∑
l=1

bkl(x)ξkξl ≤ ν1

p∑
k=1

ξ2
k,

05� μ0 > 0� μ1 > 0� ν0 > 0� ν1 > 0 8 ������H� ������H� ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ En� x ∈ g�
� �������������� 4�5�B� �����5��� ;������ �"��� ��5�"<�HD 4�5�B 0�5��5�������� @��

������������H� � I�D 4�5�B�D %�������� �� ��4��;��H ������"<�� ���;�� ����4��5����
��� �� %5��"�����# %�"����� ��;� . ����"������� ���# �������H� ��������� ��B�"<��!
�����HD 4�5�B� �"�B�H� � �"����B����D� �������B����� ������� �D ��;���� �%��������
4����� � �("����� � ����HD ����������#�� 4�5�B�� F���H� ���"�5������ ���D 4�5�B (H!
"� �����5��H ��? *�F%������� ��"<���;�� ���"�5������ ���4��H � ��(���� &�'� &�(�"����
� ����HD (H"� 4�"�k��H �����H ����� �������HD ��B�"<��!�����HD 4�5�B 5"� %��������
� ������ �� ��4��;���HD ������"<�� ���;�� ����4��5���� �� ��(�H (H"� ���5�"k��H �
���0�B��"���HD ���"�5������D� )(;����� (�("��0����� ��(� � I�� ������"���� ��5��k�!
�� � ����0�����D =�@� ����5���� � &�@� ��������0�� +��� ����B�����0�� &� =� ������ � +0�
E%� ���� )�*� '�5Hk������� @�+� 
��"���������� &�*� =�(��� � *� =� &��;������� �k� &��!
���� �� 3����� &�@� ��������0� � :�+� @���"<���� � 5��

)���5�"�� �(�(������ ��;���� 4�5�B� ,�1� ,/1� F�"�k�� GT = {(x, t) : x ∈ g, 0 ≤ t ≤ T}�
�%5�� 0�����<� B� f ∈ Wm,l

2 (G)� l ≥ 2� m ≥ 2� ��"� f ���� �(�(����H� ����4��5�H� 5�
m + 1!0� ����5�� �� x� t � GT �

‖f, Wm,l
2 (GT )‖ = ‖f, L2(GT )‖+

l∑
k=0

∑
|α|≤m

‖Dk
tD

α
xf, L2(GT )‖ <∞

5"� "#(�0� T ∈ (0,∞)� �%5�� 0�����<� B� �%����� u ∈ Wm,l
2 (G)� l ≥ 2� m ≥ 2 ��"����

�(�(����H� ��;����� %�������� ,�1� ��"� 5"� "#(�� ������� �� GT �%����� ϕ ∈Wm,l
2 (GT )�

l ≥ 2� m ≥ 2 �H��"����� ��������

∫∫
GT

⎛⎝ n∑
i=1

n∑
j=1

aij(x)DtDjuDtDiϕ−
p∑
k=1

p∑
l=1

bkl(x)DluDkϕ

⎞⎠ dx dt = 0

5"� "#(�0� T > 0� �%5�� 0�����<� B� �%����� u ∈ Wm,l
2 (G)� l ≥ 2� m ≥ 2 ��"���� �(�(!

����H� ��;����� 4�5�B� ,�1� ,/1� ��"� u ��"���� �(�(����H� ��;����� %�������� ,�1 �� GT

5"� "#(�0� T > 0 � ��� I"���� ���������� Wm,l
2 (GT ) �������� 4�5���H� 4��B���� ,/1 ��

∂g × [0, T ] 5"� "#(�0� T > 0�
)(�4��B�� �("��< gδ = {x ∈ g, r(x, ∂g) ≥ δ}� 05� r(x, ∂g) 8 ��������� � �B�� x 5�

0�����H ∂g� F�"�k�� Gδ = {(x, t) : x ∈ gδ, t ∈ [0,∞)}� $��� ���� �"�5%#��� ������ �(
��������� �(�(�����0� ��;���� ���;����� 4�5�B� ,�1� ,/1�
�����/ ����� u1(x)� u2(x) � ���������� ��DD����)�����
� D�����
� D���)�� �� g�

����� ������ ���������� ��7���� 6����� ,�1� ,/1 u ∈ Wm,l
2 (G)� l ≥ 2m + 2� m ≥ 2� &�����+

���� D���)��������� &���������	� '����	� l 9�����
̂
W l̄,r

2,N (Gδ) �� ����� δ > 0� ���
l̄ = (l0,m, . . . ,m)� l0 � )���� l0 ≥ m + 1� N = 2m� r = m + 1� ������ k̄ = (k0, k1, . . . , kn)�
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k = (0, k1, . . . , kn)� kj ≥ 0� kj � )�
�� j = 0, 1, . . . , n� L�� 1 − |k̄|
m − n+1

2m > 0� �� &���6	��+
�
� Dr+k0

t Dk
xu(x, t)� k0 = 0, 1, 2� &��� 	�6������� �6������� �� �������	� ���
 0� �	�+

���� ��&���
	�
�� D���)���� �� Gδ� ����� 	 �����, 	��������, ����� x0 ∈ g D���)��
Dk0+r
t Dk

xu(x0, t)� ���������	����� ��� D���)�� �� t� ����� �������� �	�,��	�S
TU D���)�� Dk0+r

t Dk
xu(x0, t) �	����� ��� ��)�������, �� (0,∞)� ��� ���������� ��

[0,∞) � ����� &�������
, 6��� 	 ��������, ����������� �������������N

VU ���
∞∫
0

∣∣∣Dk0+r
t Dk

xu(x0, t)
∣∣∣ dt = ∞� �� D���)�� Dk0+r

t Dk
xu(x0, t) �	����� ��)�������,

�� (0,∞) � ����� ����� �)����

sup
0<γ≤δ

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

e−γtDk0+r
t Dk

xu(x0, t) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ C

∥∥∥∥u, ̂
W l̄,r
p,2m(G)

∥∥∥∥ ; (3)

gU ���
∞∫
0

∣∣∣Dk0+r
t Dk

xu(x0, t)
∣∣∣ dt < ∞� �� &���� D���)�� Dk0+r−1

t Dk
xu(x0, t) &�� t → ∞ ����+

��	��� � ��	�� ���S lim
t→∞Dk0+r−1

t Dk
xu(x0, t) = 0� � ����� ����� �)���� 	��� ,	1�
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����*����� ) ��"�� ������
� ����	���� �$ !��������

��&� )��%���

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ������
�����	
��	�

@ 5��"�5� ������������� 5����������"<��� %��������(
δ +

ν + 1
m− 1

)
. . .

(
δ +

ν + m− 1
m− 1

)
(δ − ν)U(z) =

zm

(m− 1)m−1
U(z), (1)

05� δ = z d
dz � ν = −(m−1)p� p 8 ����"����H� �������� z 8 ����"������ ����������� +����(H�

��;���� %�������� ,�1 ���# ��5

U (s)
νs

(z) =
∞∑
k=0

(z/m)νs+mk

[(m− 1)k + s− 1]! Γ[k + νs − (s− 1) + 1]
, s = 1, . . . ,m− 1, (2)

U (m)
νm

(z) =
∞∑
k=0

(z/m)νm+mk

k!Γ[(m− 1)k + νm + 1]
, (3)

05� νs = p+m(s− 1)/(m− 1)� νm = ν = −(m− 1)p� Γ(t) 8 0����!�%������ F�� m = 2 �%�����
,/1� ,	1 ��"�#�� ��5�����������H�� �%������� �����"�� � %�������� ,�1 ����D�5� � ���!
����%#��� %�������� �����"�� 3����� �(�(����HD �%����� �����"� �4%B�"��< ������ � ��!
<�D ��.	�� 05� (H"� ���5��H "������� %�������� ,�1� ��� �0� "������ ��4������H� ��;����� ��!
�%�����H� �����;���� 5"� I�D ��;����� �����H �"�k���� � %���k����� �D ���0��"<�H�
���5���"���� � 5�%0��� ���"�0�B�H� �������� ��� % �%����� �����"�� )(�(����H� �%�����
�����"�� %5��"�����#��� %�������# ����5�� �H;� 5�%D� ��D�5� ���"�k���� � ������������
��B��"����� � ����� B���"� ����� �������0� �(�"%k������ � � 5�%0�D ���"�5������D�

@ 5��"�5� �����5��� ������H� ������H� 05� ��k�� ����"<4���< ����# �(�(����HD
�%����� �����"� ��� ��;���� 5����������"<�HD %�������� ��� �(HB�HD �� � � B���HD
����4��5�HD� ����H� B��� ����B�#�� �� ��������

�� @ ����� %��%0��� �������#�� ��"�0������B����� %��������

Δ . . .Δ︸ ︷︷ ︸
n+1

u + g(r)u = 0,

05� u = u(x, y, z)� g(r) 8 ������H���� �%������ g(r) > 0� r =
√

x2 + y2 + z2�
∞∫
0

g(r) dr = ∞� &�!

�����%#���� 4������� I� %�������� ���5��� � �(H�������H� 5����������"<�H� %���!
������ �� r ��5�

d2n+2

dr2n+2
v + g(r)v = 0, 05� v = ur.

F�� n = 0� g(r) = rm ��� ��;���� � �%�����D �����"�

v =
√
rZ1/m+2

(
2

m + 2

√
rm+2

)
, m = −1, 0, 1, 2, . . . .

F�� ����4��"<��� n � g(r) = 1/r� ��� ��;���� � �(�(����HD �%�����D �����"��
/� )(�(������ 5����������"<��� %�������� �����"� 4������� ���������� z = γtβ � �%��!

��� U = tαv ��k�� ����� � 5����������"<���% %�������# ����5�"����0� ��5�� ��;����
�����0� (%5% �H��k�<�� B���4 �(�(����H� �%����� �����"�� +�������� %��������

y(m) +
y

x
= 0
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���� ��;����

y = m
√
xm−1Ũm−1

m−1

(
m

m

√
xm−1

m− 1

)
,

05� p = 1
m−1 � s = m− 1� Ũ(z) = (−1)p/mU(imz)� im = m

√−1�
	� @ ��(�� ��� ��� ��;���� �5������"<��0� %�������� �������0� �(�"%k������ (H"� ��"%!

B��� �%�����

Jkn(z) =
∞∑
r=0

(z/2)n+(k+1)r

r!(rk + n)!
, 05� n 8 ��"��,

� �����<# ������ �(��� ��;���� %�������� ��"%B���� � ����� ������ G%����� Jkn(z) ��<

B���H� �"%B�� ��;�� �%����� U
(m)
νm

(
mz
2

)
��� νm = n � m = k + 1�

������5��

�� Q��&��� 5�C� F�� �5�� 5�������M�"<�� �M������ ����0� ����5�% 66 �����M5M *+ ��&��
�[g � � 	� &� /7[./[	�

/� Q��&��� 5�C� )( �5��� "������� �(H��������� 5����������"<��� %�������� �H�;�0�
����5�� 66 ���� ��� k%��� �[g	� 3� ��� � 	� &� /--./7[�

	� Q��&��� 5�C� 3�����H %���k���� 5"� ��;���� �(�(�����0� 5����������"<��0� %�����!
��� �����"� m!0� ����5�� 66 ���������� %��������� �[-�� 3� ��� � /� &� /7-./[[�

�� j^WO@_ %� KLW ZOVRSMON O\ SLW ZMNXVW!JLTNNWV oRWRMNX WoRTSMONZ JLTYTJSWYMfW^ U] T SMPW!^WQWN^WNS
hOMZZON!^MZSYMURSW^ TYYMdTV YTSW TN^ T XWNWYTV JVTZZ O\ LOV^MNX SMPWZ 66 aQWYTSMONZ jWZ� �[�g� xOV� ��
h� -��.-	/�
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�� �%��( ������( &�%�
�
%� %�))����"���#����  ������� !��%�� 2m

'��� .������

'	�	����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� '	�	����� ����������
��	�

��"<# 5����� ��(�H ��"���� ���"�5������ ��4��;����� ������� 4�5�B� 5"� 5����!
������"<��0� %�������� ����5�� 2m � �H��k5�#����� �� ������� t ��I���������� 3����
���"�5������ ��� m = 1 5"� "������0� %�������� (H"� �����5��H � ��(��D @�+� @��0����
*�+� 3���D���� +�*� '������� & ��4"�B�H�� �H��k5������ %�������� �H����0� ����5�� ���!
�������"��< � ���0� $� :� :0������ &� =� F������ &�@� F������ *�$� ��k������

F%�< Ω 8 �0����B����� �5�����4��� �("��< � ���������� Rn ���������� y = (y1, . . . , yn)
� 5����B�� 0"�5��� 0������� Γ1� ��"��5��B����� �("��< G = Ω× (0,X) � 0������� Γ� ��"��!
5��B����� �("��< Q = G × (0, T ) � (������ 0������� Σ = Γ × (0, T ))� �("��< Qt = G × (0, t)�
t ∈ [0, T ]�

F%�< � �("��� Q 4�5��� %��������

Pu ≡ (−1)m
∂2mu

∂x2m
+ k(x, y, t)

∂2u

∂t2
+ a(x, y, t)

∂u

∂t
− Lu + |u|ρu = f(x, y, t), (1)

05� ������� L 8 ���������k���H� I""���B����� 5����������"<�H� ����0� ����5�� ��
���������� y = y(y1, y2, . . . , yn)� k(x, y, t) ≥ 0. )(�4��B�� B���4 γ = {(x, y, 0) ∈ Q : k(x, y, 0) > 0}�
���1�? H�8�9�/ +��� ��;���� %�������� ,�1 � �("��� Q� %5��"�����#��� 0����B�H�

%�"�����

u
∣∣∣
Σ
=

∂2u

∂x2

∣∣∣
x=0

= · · · = ∂2m−2u

∂x2m−2

∣∣∣
x=0

= · · · = ∂2u

∂x2

∣∣∣
x=X

= · · · = ∂2m−2u

∂x2m−2

∣∣∣
x=X

= u
∣∣∣
t=0

=
∂u

∂t

∣∣∣
γ
= 0. (2)

����/ F%�< �%����%� ������� λ0 ≥ 0 ����� B� �H��"���� ����������

2a(x, y, t) − ∂k(x, y, t)
∂t

+ λ0k(x, y, t) ≥ δ > 0. (3)

3�05� �%����%� ������� λ1 ≥ λ0� B� 5"� ���D �%����� u(x, y, t) �4 �"����H2m,2(Q)∩Lρ+2(Q)
���� ���� ����������

|u(t)|2Hm,1(G) + |u(t)|ρ+2
Lρ+2(G) + ‖u(t)‖2

Hm,1(Qt)
+ ‖u(t)‖ρ+2

Lρ+2(Qt)
≤ C

t∫
0

(
Lu,

∂u

∂t
e−λτ

)
dτ.

�����/ ����� 	
&����
 �������� ���	��S
�1 ���DD�)����
 ��DD����)������� �&������� P &��������� &���������	� C3(Q)N

/1 2a(x, y, t) −
∣∣∣∂k(x, y, t)

∂t

∣∣∣ ≥ δ > 0N

	1 ρ ≤ 2
n− 1

&�� n ≥ 2� ρ ���� &�� n = 1N

�1 &��	�� ����� ���	����� ,�1 � D���)�� f(x, y, t) ������ ��� f(x, y, t) ∈ L2(Q),
∂f(x, y, t)

∂t
∈

L2(Q), f(x, y, 0) = 0�
����� ������	��� � &����� ������	����� ��7���� ��������, 6����� ,/1 �� ���	����� ,�1 �6
&���������	� H2m,2(Q)�
;��9��� r/ *��"�0�B�� ��� � ���0� @�+� @��0��� ��� ��k�� ������� ������ �0�� B�

%�"���� ,	1 "���H ��"���� �%�������H� 5"� �5���������� ��;���� �"����B����� ���;��!
��� 4�5�B� 5"� %�������� ,�1�
;��9��� s/ 
�k�� ������� ������� B� ��� ���%;���� %�"���� / �����H� ����� (H

0"�5���<# �� �("�5�"� ������ B��< %�������� ,�1� ���(�� 0������ ��;���� ���;����� 4�5�B�
�4 ���������� H2m,2(Q) �� �%����%��
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������5��

�� 9����	 9�:� �����H� 4�5�B� 5"� ���"����B����D %�������� ������B����� ��4���� +���!
��(����2 $45!�� +�����(� %�!�� �[7	�

/� ����*�	 2�:�������� 4�5�B� 5"� %����"���� ���;����0� ��� 66 @ ���2 F��������� ���5��
�%�������"<��0� ���"�4� � 4�5�B�� ������B����� ��4��� � �HB��"��"<��� ���������
+�����(����2 $�! �������� &) �*+� �[-[� &� �/7.�	-�
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$��	�
���� %������� � ����	�
����( ��%���
��	��������( ��	���	�
����( ����"��

���� .������1,3� '��� .�������2,3

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �������������	
��	�
2 �������� 
�����&� ��� %�'� )��	�
��� �� ���� ����������
� ��������������	�

3 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������


@ ��(�� �(�%k5���� ��"���� ��4���������� D���B����� 5������� ������� ������� �
��D������ �����B����� ��5�"� ���"��B����0� ����"���� ��5���5� � (H����� %�������� �
��5"����� ��������H�� ��� /�2

ẋ = K1(1− x− y)2 −K−1x
2 − 2K3(y)x2y ≡ εF1(x1, x2),

ẏ = K2(1− x− y)2 −K−2y
2 −K3(y)x2y −K4(y, z)y ≡ F2(x, y, z),

ż = μ[y(1− z)− αz(1 − x− y)] ≡ μ h(x, y, z),

05�K3(y) = k30 exp (−μ3y)� K4(y, z) = k40 exp (−μ4y+μ5z)� x� y 8 ������ ����H�� �����D����
��5���5�� � ���"���5�� ������������ x ≥ 0� y ≥ 0� x+y ≤ 1� z 8 ����������� ����������0�
���"���5� 8 ��5"����� ���������� �� ��������# � x � y� z ∈ [0, 1]� K1� K−1� K2� K−2� k30� k40�
μ3� μ4� μ� α 8 ��������"<�H� �������H �������� �5�"<�HD ��5�� D���B����� ��������
μ" ε < 1�

������B����� D���� ����H� �H �4%B��� � I�� ��(��� ��"���� 0����"���B������ )�
�(%�"��"�� �%����������� ���������"<�HD 0����"���B����D ��(�� ����H� ���05� �������!
�%#�� � ��5������ &���"� ,���������H� 0����(�"�B����� �������H ���k����1�

���"���H� I���������H ����4H��#� B� � ������ �����D�5� �%(0������B����� �����5
(��%������ %5������ �����5� ��� �4������� �5��0� ��������� ����H� �����5� � 0"�(�"<!
���% ������% � (������B�H� B��"�� ��%���B��HD �����5�B����D ��(� �	.���
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Z


H ���5����� �5�������� 5���4��"<��� �%���������� 0����"���B����� ��(�H� @ ��
��������� ������ I������"<�� 4��%���H� ����"��� ��5"��HD �����5�B����D ��;����� ��!
��H� ��"�#�� 4�%4"���H��� �(��4%# 4����"���� �H����0� ����5�� � ���# (�"<;�� ��!
���5H� ���"���H� ��4%"<�H ��5���k5�#� B� ���B��� �������� �� ������� (%5�
�������B���� D���B����� ,��� ���%���1�
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������5��

�� P�����	 8�2�� '����� 5�8� �����B����� %�(%"�����< ,D���1 ������� �4����5������
��5���5� � ���"���5�� �� ���""�B����D ���"�4����D 66 ���"� *+ &&&�� �[7/� 3� - g�
� �� &� ��[ .��	7�

/� P�����	 8�2� 
�����B����� ������H ��5�"�������� �����"�(���� ������� 0����0��!
��� ���"��B����� �������� � 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �g� � �� &� ��-[.��7[�

	� 'O^?@_�/@ w�-�� KO^?@_�/@ j�%�� ]H<"."/@ -�u�� KO^?@_�/ %�-� qOPQRSTSMON O\ QWYMO^MJ
OYUMSZ MN T SLYWW!^MPWNZMONTV lMNWSMJ PO^WV O\ JTSTV]SMJ L]^YOXWN OcM^TSMON 66 _WVJRl i� eQQV�
vTSL� /  /� xOV� 	� NO �� h� 	./ �

�� KO^?@_�/ %�-�� KO^?@_�/@ w�-� jWVTcTSMON OZJMVVTSMONZ MN T lMNWSMJ PO^WV O\ JTSTV]SMJ L]^YOXWN
OcM^TSMON MNdOVdMNX T JLTZW ON JTNTY^Z 66 qLWP� rNX� i� /  	� xOV� [�� NO /.	� h� ���.��7�

�� `�7��� L�2�� P�����	 8�2�� P�����	� :�2�
������"<�H� �������� �����5�B����D ��;�!
��� �����B����� ��5�"� 0����0����� ���"��B����� ������� 66 @����� +�����(�����!
0� 0��%5��������0� %���������� &����2 ��������� ��D������ ����������� /  �� 3� ��
�H�� �� &� 	./ �
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�	�

�S MZ bWVV lNObN SLTS SLW ZPOOSLNWZZ O\ ZOVRSMONZ O\ SLW qTRZL] QYOUVWP \OY SLW bTdW WoRTSMON
TN^ \OY SLW VMNWTY L]QWYUOVMJ Z]ZSWPZ ON SLW QVTNW (x, t) MZ NOS LMXLWY SLW ZPOOSLNWZZ SLW MNMSMTV ^TSW
XMdWN TS t = 0� �N SLW JTZW SO SLW PMcW^ QYOUVWPZ MN SLW LTV\!ZSYMQ Π={(x, t) : 0 < x < 1, t > 0} bW
JTN XMdW ZRJL SLW UORN^TY] JON^MSMONZ ON SLW VTSWYTV ZRY\TJWZ Π� TS bMJL ZPOOSLNWZZ O\ TN] ZOVRSMONZ
JOYYWZQON^MNX UORN^TY] QYOUVWPZ bMVV MNJYWTZW bMSL XYObMNX t�

qONZM^WY SLW \OVVObMNX MNMSMTV UORN^TY] dTVRW QYOUVWP2

Ut + K(x)Ux = A(x)U + F (x, t, U), (x, t) ∈ Π,

I0U(0, t) + I1U(1, t) = 0, U(x, 0) = U0(x).
(1)

pWYW U(x, t) MZ SLW n!^MPWNZMONTV dWJSOY O\ RNlNObN \RNJSMONZ� F (x, t, U) MZ T JOVRPN dWJSOY O\
ZPOOSL \RNJSMONZ� K(x) MZ SLW ^MTXONTV PTSYMc bMSL SLW WVWPWNSWZ ki(x) �= kj(x) �= 0� (i �= j)� A(x)�
I0� I1 TYW n× n PTSYMJWZ� n ≥ 2�
(X�ZP_PNZ/ sWS�Z ZQWTl SLTS SLW QYOUVWP ,�1 LTZ SLW QYOQWYS] O\ MNJYWTZW O\ ZPOOSLNWZZ O\ ZOVR!

SMONZ RQ SO OY^WY k� M\ SLWYW WcMZSZ ZRJL NRPUWY T (k)> 0� SLTS TN] ZOVRSMON U(x, t) O\ SLW QYOUVWP bMVV
UW k SMPWZ JONSMNRORZV] ^MtWYWNSMTSW^ \OY t>T (k)� �N SLW JTZW O\ SLW VMNWTY QYOUVWP F (x, t, U)≡F (x, t)
SLW ZOVRSMON ZTSMZ`WZ \OY t>T (k) SLW WZSMPTSW

‖Dα,β
x,t U(x, t)‖C[0,1] ≤ K(t)(‖Ū0(x)‖L2(0,1) + ‖F (x, t)‖Ck([0,1]×[0,t])),

bLWYW α+β ≤k� SLW JONZSTNS K(t) MN^WQWN^WNS O\ \RNJSMON Ū0(x) URS ^WQWN^ ON SLW JOW|SMWNSZ O\
SLW QYOUVWP�

zOY SLW VMNWTY Z]ZSWP ,�1 MN ��� SLW JVTZZ �!YWXRVTY UORN^TY] JON^MSMONZ MZ MZOVTSW^� KLW \OVVObMNX
SLWOYWP MZ QYOdW^2
*WXNMXQ/ j"= F (x, t, U)≡ F (x, t)� A(x)� K(x)∈Ck+2[0, 1]� X+>"n^.@>H=# �y =O" i�^!\@># W�!\H+

=H�!< H< @ <^�WH"!= @!\ !"W"<<@># W�!\H=H�!� =O@= =O" t>�i."? ,�1 O@< =O" t>�t">=# �y H!W>"@<" �y
<?��=O!"<< �y <�.^=H�!< ^t =� �>\"> k� Hy U0(x) ∈ C1[0, 1]� F (x, t)∈Ck+2([0, 1] × [0, t])N k ≥ 0�

�S bTZ ZLObN MN �/� SLTS ZOPW NONVMNWTY L]QWYUOVMJ QYOUVWPZ ,�1 MN SLW LTV\!ZSYMQ Π LTdW SLW
QYOQWYS] O\ MNJYWTZW O\ ZPOOSLNWZZ O\ ZOVRSMONZ� SOO� KLW UORN^TY] JON^MSMONZ ON SLW VTSWYTV ZRY\TJWZ
Π bWYW \OYPRVTSW^ \OY SLW bTdW WoRTSMON

utt − a2uxx = f(x, t), (x, t) ∈ Π, u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x)

MN �	�� �S bTZ ZLObN SLTS SLW ZPOOSLNWZZ O\ TN] ZOVRSMON O\ SLMZ QYOUVWP bMVV MNJYWTZW bMSL XYObMNX t�
�N ��� bTZ JONZM^WYW^ \OY SLW VMNWTY Z]ZSWP ,�1 ,F (x, t, U) ≡ F (x, t)1 SLW \OVVObMNX UORN^TY]

JON^MSMONZ bMSL SMPW ^WVT]2

m∑
k=0

(AkU(0, t− τk) + BkU(1, t− τk)) +
m∑
k=1

∑
r=0,1

( τk∫
0

Φr
k(ξ)U(r, t − ξ) dξ

)
= 0. (2)

pWYW Ak� Bk� Φr
k(ξ) TYW n × n PTSYMJWZ� n ≥ 2� 0 = τ0 < τ1 < ... < τm TYW `cW^ YWTVWZ ,SLW ^WVT]

SMPWZ1� m ≥ 0� KLWYW bTZ JONZM^WYW^ bWVV!QOZW^NWZZ SLW UORN^TY] dTVRW QYOUVWP ,�1� ,/1 bMSL SLW
^TST

U(x, t)|Γ = Ū(x, t). (3)

sWS�Z NOSW SLTS SLW LOPOXWNWORZ VMNWTY QYOUVWPZ ,�1.,	1 bMSL SMPW ^WVT] MN SLW UORN^TY] JON!
^MSMONZ� TZ T Z]ZSWPZ bMSL ^WJOPQOZTUVW UORN^TY] JON^MSMONZ bMSLORS ^WVT] ���� LTdW T QYOQWYS] O\
MNJYWTZW O\ ZPOOSLNWZZ O\ ZOVRSMONZ U] WcWJRSMNX ZOPW TVXWUYTMJ YTSMOWZ UWSbWWN WVWPWNSWZ O\ SLW
PTSYMWJWZ K(x)� A(x)� Ak� Bk� k = 0, . . . ,m�
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&XcXMXZqXO

�� a.=#<O"/@ w�-� aN oRTVMSTSMdW QYOQWYSMWZ O\ ZOVRSMONZ SO ZOPW L]QWYUOVMJ Z]ZSWPZ ON SLW QVTNW 66
vTS� _U� �[77� xOV� �	�� NO /� h� �7g./ [�

/� j@/>"!=H"/ A�A�qI>�U� j#^._� w�-� �NJYWTZMNX O\ ZPOOSLNWZZ O\ SLW ZOVRSMONZ SO ZOPW L]QWYUOVMJ
QYOUVWPZ 66 _MU� vTS� i� �[[-� xOV� 	7� NO /� h� � [.�/��

	� j#^._� w�-� �NJYWTZMNX O\ ZPOOSLNWZZ O\ SLW ZOVRSMONZ SO T UORN^TY] dTVRW QYOUVWP \OY SLW bTdW
WoRTSMON ON SLW QVTNW 66 vhew /  �� xOV� ��� NO /� h� �g[.�-g�

�� j#^._� w�-� KLW PMcW^ QYOUVWP \OY T L]QWYUOVMJ Z]ZSWP ON SLW QVTNW bMSL ^WVT] MN SLW UORN^TY]
JON^MSMONZ 66 _MU� vTS� i� /  �� xOV� �g� NO �� h� ��  .��/��
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���� �	�	��	���

,���������8 �����8
��� ������������ 7����7���7

��%�)�"��������( &������( ��	�%
	��	������� )���	��#���	�

�� ��������� + ���

���� #���������$

����������
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	�� ����������
� ��
����
��	�

G����"<�H� 0�%�������� ;%� 8 I� ����������� 0�%�������� ���"�5����"<���< �"%B��!
�HD ��"�B�� � �%"��H� ���5���� �%��H ����HD �("�5�# �������� ��D���B����0� ������!
5�(��� @ �"%B�� ��4��������� �"%B���HD ��"�B�� ������� ������5�(�� ����� 1/2� E�����H�
������� �������� 0����4H � �������� �������� 1/2 ����� ("�4��� �"<������H �����H!
����� �� ��5�B�� B���H �������H 4���� I"������� ���"�5����"<����� @ ��(�� ���5!
"�0���� �0� ��5��������2 ��5�B�H��#�� ��5�����H �������H 4���� �� �"<�� ��D�5�H��
�"%B���H�� ��"�B������ �� � ��"�B������ �(��4�����H�� �%����������� ����5��D �"�0��!
�HD� @��� ��5������� �������H 4���� �����4��%#�� 5"� ���"%B;�0� ��4"�B���� ("�4��D
0����4� F����5��� ��������� ��D�5��0� � ��5������������0� ���������

=�%�������� �������H� �("�5�#��� �������� ��D���B����0� ������5�(��� (H"� ���5��H
��4������� *� +� ��"��0����H� � +� @������ � �[� 0�5%� @ �[g7 0�5% �� 
��5�"<(�� � �0�
������H ,���� ��������� ���1 ���5"�k�"� ����"<4���< ���� �������H � ��B���� ��5�"�� 0��!
��4�B����D 5���HD � ���5"�k�"� ��4����� 8 �����"<��� (��%������� 5��k����� @ �[[ !D
0�5�D ���5"�k��� ����"<4������ ���D ��������� 5"� ��5�"�������� I������B����D 5���HD
�/� � ������ ����<#���HD ���� �	�� )�� �� ������ � ��� 5������"<�� "� ������� ��!
����5�(�� H �"�B���� � 1/2� � ��< ��������� ��5 ���� �����"<�H� D������� ��(%�
��������� �����B����0� ������� ���������� �����"<����� 3���� �����B����� ���!
���� ��k� (H< �������� � B������� �� I��������� ������ ��������H ���� 
H ���5"�0���
5�%0�� ��5D�5� ��������H� �� ��5������������� 4������� ���5�� :0� ��5����� � ��� B�
4������ ���5��"�0���� 0�%������< �������� Sn� )5���� ��5D�5 ���� � �����%������ B� ��
���������� ������"<�� ���0� ��4����#��0� ,��������� I����������"<��0�1 ����(��4���!
��� ��4���0� ���������� ��D�5��0� ��������� �� ��� ���� ����(��4������ ��D����� 4����
�����������

E�����H� ���5 ��� ���������� �����"�������� �%����� 0�%�������� ����������� ���"�!
5����"<���� � �%"��H� ������B����� �k�5����� ������� �� ��5�B�� B���H �������H
4���� I"������� ���"�5����"<�����

@ ��� �� �� /	g 5���4��� �"�5%#��� "����2 ��� (ξ, η) � �	������� ��������� ����,���
	������ � ���	
� 	������� ��������������� ��������� ��

P{ξη < 0} =
1
π

arccos ρ,

��� ρ � ���DD�)���� ������)�� ����,�
* 	����� ξ � η�

������� ����	
�
� �� ��������� 2
�������� ����*���
1  
��� �$ ������� �.)"0"�"�"�'# !( ��
��
)��*��
�� �$ ����
� .:�� ��"0��&"�!
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)����� B� 5"� ����������� ,� ;������ ��H�"�1 ���"�5����"<���� ,�g�� �� /-/1 ���
j > 0

EXiXi+j =
1
2
(DSj+1 + DSj−1 − 2DSj).

E5��< Sn = X1 + . . . + Xn�
:�"� ����������� 0�%�������� ���"�5����"<���< X1, . . . , Xn 8 �����"<�H� 0�%��������

;%�� � ��<
DSn = σ2n2H ,

05� H 8 ����4��"< C���� ,0 < H ≤ 11� � ������������� �����"�������� �%����� ���"�5�!
���"<���� ���� ��5

r(j) = EXiXi+j/σ
2 =

1
2
(|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H) .

@ B������� ��I������� �����"���� ��k5% ����5���� �"%B���H�� ��"�B����� �����
r(1) = 22H−1 − 1� F�I��% ��������< �0�� B� ���"�5����"<�H� �"%B���H� ��"�B��H ���#
��4�H� 4����� �����

P{XiXi+1 < 0} =
1
π

arccos(22H−1 − 1).

+� � ���"�5����"<�H� �%��H k �"%B���HD ��"�B�� �("�5�# �� k� ��������� )(�4��B��
B���4 Sk,i �%��% k �"%B���HD ��"�B��� ��B���� � ������ i2

Sk,i =
i+k−1∑
j=i

Xj .

3�05� D
∑n

j=1 Sk,k(j−1)+1 = σ2k2Hn2H � � �����������

ESk,1Sk,kj+1/σ
2 =

k2H

2
(|j + 1|2H + |j − 1|2H − 2|j|2H) .

F�I��% ��I������� �����"���� � ��������< ���< ��������"�k�H� 4���� 5"� Sk,1 �
Sk,k+1 ���� k�� ��� � 5"� Xi � Xi+1� @ ��"% ������������ � k� ����� 5"� Sk,i � Sk,k+i ���
����4��"<��� i > 0�

3���� �(��4��� ����"���� ��4��k���< %"%B;�< �����% �������� H� ����"<4%� �0����!
������� �"%B����� ���"�5����"<����� � ��< �%����%� � ������ ��5�����H �������H 4����
("����� ������ 5"��H� ��"%B���H�� �%����������� ����5��D I"������ ���"�5����"<�����

@ 5��"�5� ���5"�0���� �"0���� �H������ �0��0��������� ������ �(����B���� �����!
��B���� ������"<�%# 5�������# 5"� �"%B��� ��05� H = 1/2� � ��< ��05� �"%B����� ��!
�"�5����"<���< �(��4%� �H(���% �4 �����"<��0� ������5�"���� � �%"��H� ������B�����
�k�5������

����4���� B� ���5"�0���H� ������� �("�5�# �������� �������B����� �����"<����
��� H < 3/4� F������� �������� �����B����D �������� 4�5����0� %����� 4��B������

��5��� ����<#����0� ��5�"�������� �����5��� �D ��������� ��k5% ��(�� � � ���������
��������H� �� ������ �������"<��0� ����5���5�(�� �������� H�

������5��

�� A@!\".i>�= X�X�� G@..H< I� $� _OPW VONX!YRN QYOQWYSMWZ O\ XWOQL]ZMJTV YWJOY^Z 66 mTSWY jWZORYJWZ
jWZWTYJL� �[g[� xOV� �� h� 	/�.	� �

/� b"!># A�� 1@�@>�!# d� KLW VONX!YTNXW ^WQWN^WNJW QTYT^MXP \OY PTJYOWJONOPMJZ TN^ `NTNJW 66
�N2 KLWOY] TN^ eQQVMJTSMONZ O\ sONX!jTNXW nWQWN^WNJW ,h� nORlLTN� w� aQQWNLWMP� TN^
v� _� KTooR� W^Z�1� �MYlLTRZWY� �OZSON� /  /� h� ��-.�	7�

	� j".@!\ G�a�� ;@��^ A� J�� GH..H!n"> G�� GH.<�! �� /� aN SLW ZWV\!ZMPMVTY NTSRYW O\ rSLWYNWS
SYT|J ,WcSWN^W^ dWYZMON1 66 �rrr6eqv KYTNZ� �WSbOYlMNX� �[[�� xOV� /� h� �.���

�� �@O.O@^< $� r|JMWNS QTYTPWSWY WZSMPTSMON \OY ZWV\!ZMPMVTY QYOJWZZWZ 66 KLW eNNTVZ O\ _STSMZSMJZ�
�[7[� xOV� �-� �O� �� h� �-�[.�-gg�

�� ���� 2�5� �����"�������� ����� ���������HD �"%B���HD �%������ '�� �[7��
g� F����	�� 3�5� G����"H � D��� � 5�����B����D ������D� 
�� /   �
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�!	����#��� �"�������� � &�%�
� ����(��(
��������� !�� ����!������� ����	���$

������
����$ !��%!���1���(�

1�1� ,����1� ��"� �*������2

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ��
�������	
��	�
2 �����
�� ���� �����	��!� ����	����	�� 4���!�1������
� �����������	�

F%�< ��B���� � �������0� 5����B�� (�"<;�0� n > m ≥ 1 ��� 5��H ��("#5���� Yn1,
Yn2, . . . , Ynn, ����H� ���5�����H � �"�5%#��� ��5�2

Yni = βn1Xni1 + . . . + βnmXnim + εni, i = 1, . . . , n,

05� Xnij, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m 8 �4����H� B��"�� βn1, . . . , βnm 8 ��5"�k���� ���������#
���4����H� �������H� � �"%B���H� ��"�B��H εn1, εn2, . . . , εnn 8 ����("#5���H� ��0��;����
�4�������� F�� ������HD 5���"���"<�HD ���5��"�k����D I� 4�5�B� "������� ��0������
,4�5�B� ���������� m!�����0� �������� βn = (βn1, . . . , βnm)) D���;� �4����� � �D�5� ��
���0�� �%����5��� �� ������B����� ������� ,���� ��������� ���1� +�������� B� ��� ��
��;���� �(HB�� ����"<4%#�� ���,�
� ������ β∗n = (β∗n1, . . . , β

∗
nm) 5"� �������� βn� ����H�

����5�"�#�� ��� ��;���� �����H "�����HD %�������� ��5�

n∑
i=1

cnjiYni = β∗n1

n∑
i=1

cnjiXni1 + . . . + β∗nm
n∑
i=1

cnjiXnim, j = 1, . . . ,m, (1)

��� ������HD �������HD cnji ���D� B� ������ ,�1 ���� �5��������� ��;�����
@ B������� ��"� ��0��;���� �4������� ��"�#�� ��4������H�� �"%B���H�� ��"�B�����

� �%"��H�� ���5���� � ����H�� 5����������� � �%����%� ���"%B;�� "������� ��������!
��� ������ β∗n �������� βn� �����5�#��� � ������� �� ���5% ������<;�D ���5����� ���!
�%# ��k�� ��k� ����5�"�< ��� ��;���� �����H ,�1 ��� cnji = Xnij � ����� ����%"� 5"�
���"%B;�� "������� ����������� ������ D���;� �4����� � � �"%B��� ��05� ��� ��������
σn �"%B���H� ��"�B��H εn1/σn, . . . , εnn/σn ���# �%"��H� ���5��� � ���H��k5���%# �����%
����������� F�5B������� B� � ��k��� �"%B��� ��05� ��0��;���� �4������� {εni} ���# ���!
������ �����"<��� ������5�"����� ��� %�����%H� �H;� ���"%B;�� "�����H� ���������H�
������ (%5% ��k� � I�������H�� ���������

)5���� 4�B��%# 5�������� �"� �������������� ������ �;�(�� {εni} ��0% 4�����< �
���4�����0� �������� β � � I�� �"%B�� ���"%B;�� "�����H� ���������H� ������ ��0% ���!
�� �� �%�������< ,4� ���"#B����� ������"<�� ��5�(����HD �"%B���1� @ ���B�� �� ���0�
��5� ��%���� � 5����� ��(�� �H� �� ���"�0�� � ��;��� ��(���� �/!��� ����� "�����HD ���!
��� β∗n ���5"�0��� ����"<4���< B%< (�"�� �"�k�� %������H� ������ β∗∗n � ����H� ���������
��4��< ����&��������� ���,�
�� � ����H� ����5�"�#�� � 5�� ;�0� �"�5%#��� �(��4���
+� ������ ;�0� �H �H(����� "�����%# �����% β∗n = (β∗n1, . . . , β

∗
nm)� ��� ��;���� �����H ,�1�

��� ������HD ������"<�� ��5�(����HD �������D cnji� * �%"%B;���%#� �����% ����0� ;�0�
β∗∗n = (β∗∗n1, . . . , β

∗∗
nm) �H ���5"�0��� ��D�5�< ��� ��;���� �"�5%#��� �����H %��������

n∑
i=1

γnji(β∗)Yni = β∗∗n1

n∑
i=1

γnji(β∗)Xni1 + . . . + β∗∗nm
n∑
i=1

γnji(β∗)Xnim, j = 1, . . . ,m,

��� ������HD ������"<�� ��5�(����HD �%�����D γnji(·)�
������� ����	
�
� �� ��������� 2
�������� ����*���
1  
��� �$ ������� �.)"0"�"�"�'# !( �����5

����� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �����������!( +����� �� ���
��� ���*��
�� �$  �����������
5

�� ��������� ����8� 
��7
�� 9��	 ���� ������� .:�� ��"0��&"�!( +����� �� ���
��� ���*��
�� �$ �	1
�������� ��	���� �������� �7�
�� ���� ������� 26���#�"0��&"�!  $�
�� ��������1 ���7�����

�� 
����"
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+��5��H �(��� 5����B�H� %�"���� 5"� �������B����� �����"<���� ���5���HD ������
β∗∗n � @ B������� 5���4���� B� ��� ��������HD �0����B����D I� ������ (%5� ���"%B;��
"������� ����������� �������� ��� β∗∗n �������B���� �����"<�� � �� k� ����� �����!
��B����� �������������� �������� ����� (H"� (H � I�� �"%B�� % ���"%B;�� "�������
����������� ������� ��"� (H ���� 5���"���"<��� (H"� (H �4����� ��������������� ������
��0��;������

����4��� %���k5����� � ������ ��4���< β∗∗ − β ������%��� �������� �������� ��"�!
#����� ��������� B� ��k� (H< ��"�4�� ��� ��������� 5������"<�HD ������"�� �"�
�������� 0����4�

������5��

�� B���	��	 2�2� 
�����B����� �������� +�����(����2 $45!�� $
 &) �*+� �[[-�
/� `���� R�R�� '�*������ 2�E� *������B���� �����"<��� ���������� �������� � 4�5�B�

5��(��!"������� ��0������ 66 &�(� ��� k%��� /   � 3� ��� � �� q� �� .�g	�
	� `���� R�R�� '�*������ 2�E� *������B���� �����"<��� ���������� ���0������0� ��!

������ � 4�5�B� 5��(��!"������� ��0������ 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �/� � /� q� 	-/.	77�
�� `���� R�R�� '�*������ 2�E� ����� �������B���� �����"<��� ���������� ���������

%�������� 
�D�I"���.
���� 66 &�(� ��� k%��� /  �� 3� �/� � 	� q� g� .g		�
�� `���� R�R�� '�*������ 2�E� *������B���� �����"<��� ���������� � 4�5�B� 5��(��!

"������� ��0������ �� �"%B���H�� �;�(���� � ��I��������D 66 &�(� ��� k%��� /  g�
K� �-� � g� q� �	-/.��  �
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������������� 4�5�B� ���"�5����"<��� �������� 0����4H1 �H2� ��4����#���� � �����!
�%� � �"���B����D ���H����D� H2 �������%� ��%� B� ���������� 5����0� "������� ��k�
������� � ��k�"��"<�H� ���"�5����� 5"� 45����<� (�"<��0�� ��I��% ��"�B���� ��("#5�!
���� ���(D�5��HD 5"� ������� I�� 0����4H� 5�"k�� (H< ���5��� � �����%�%� ��� �(HB���
���"�5����"<�H� ��4������H� ��("#5���� ��4��"�# ������< �������# �������0� ����!
��0��"<��0� �"%B����0� ("%k5����� ���#��0� ����"�k��"<�H� ���� ��� ������5"����� H1

� ��"�k��"<�H� ���� ��� H2� =����4� H2 ����������� ��05� �������� �����H� 5���0!
�� �������0� ������������0� %����� b > 0� 4��B���� �����0� ����5�"���� ��(�������� ��
��������� ������� �;�(�B�HD ��;�����

:�"� "���������H� ������� �������# �5���������� k ≥ 1 ��������� � �H������#��
����������� k ��4������HD �������� � ��;���� � ��"<4% H2 ���������� � � ������
��05� D�� (H �5�� �4 ��D �����H� 5���0�� %�����"����0� %����� b�

@ 5��"�5� �����5��� �������B����� ,��� b → ∞1 ����%"H 5"� ���5��0� B��"� ��("#!
5����� ���(D�5��HD 5"� ������� H2� ����H� ����4H��#� �����"<�� (H���� ��k� (H<
������ ��;���� ��� ����"<4������ k �������� ����� �5����

������� ����	
�
� �� ��������� 2
�������� ����*���
1  
��� �$ ������� �.)"0"�"�"�'# !"
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��	����'�����#��� 	������/ %�(�	� 0*��
�� ���( !�� ���/ %� � �� �� 
�(��$ ����
��
� !�����#�� ���0*���� ���!��%��������

���� ���������$

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����������	
��	�

$��"�5%��� ��������� ��������� ����5���� �%��H

S(n) = ξ(1) + ... + ξ(n)

��4������HD �5������� �������5�"���HD �"%B���HD ��"�B�� � ��"%������" [x, x + Δ) � �"�!
5%#��D �"%B��D2

�� F���H� D��� �(��0� ������5�"���� �"�0����0� ξ �����"<�� �������� � �� ���� ��5

P(ξ ≥ t) = t−βL(t), β > 2,

L(t)8��5"���� ����#����� �%������ @ ���� �/� ��"%B��H �����H� ����H��#��� �������!
B����� ����5���� 5"� ������������0� Δ > 0 � ��� x→∞ ����������

P(S(n) ∈ [x, x + Δ))

�� ���� ������ ��"%���� � �� � 4���� 05� 5����%� �����"<��� ���("�k����� � � 4���� 05� ������!
5�"���� S(n) �����������%��� ������5�"����� �������"<��0� �"�0����0�� � ��k� ��� �H���
I�D 5�%D 4���

/� ������5�"���� �(��0� �"�0����0� ξ ��"���� ����I����������"<�H�� � �� ����H� D���
������5�"���� ���� ��5

P(ξ ≥ t) = e−t
βL(t), β ∈ (0, 1),

L(t)8��5"���� ����#����� �%������ �("�5�#��� ������H�� ��������� 0"�5����� @ �	�
��"%B��H �����H� ����H��#��� �������B����� ����5���� 5"� ������������0� Δ > 0 � ���
x→∞ ����������

P(S(n) ∈ [x, x + Δ))

�� ���� ������ ��"%���� � �� � 4��� �����"<�HD � ���D 4���D (�"<;�D %�"������ x2 � ��������!
����� �����k%�B��� � ��������� 4���D ,� ���"�5��� ������5�"���� S(n) �����������%���
������5�"����� �������"<��0� �"�0����0�1� � ��k� ��� �H��� ��k5% "#(H�� 5�%�� ���k!
�H�� 4������

	� @H��"���� %�"���� �������

Eeδξ <∞ 5"� �������0� δ > 0,

�
�1 ������"<�H� ,�����������H�1 %�"������ x

n ��D�5��� � �("��� ���"��B���� �%��!
��� %�"������ Λ(α) �5��0� �"�0����0� ,� ���8�-� ��"%B��H ���0��!"���"<�H� �����H � �("�!
�� ����D(�"<;�D %�"������� ��05� x

n →∞1�
(1 ���� ���� �"<��������� ��4��k���<� ��05� %�"������ x

n �����"�0�#�� ��� �("���
���"��B���� �%����� Λ(α)�

F�� ��;���� ���D �����"���HD 4�5�B ����"<4%#�� ���0��!"���"<�H� �����H 5"� �%��
�"%B���HD ��"�B�� � �("��� �����"<�HD %�"������ 5"� �D��H ������ ��"%B���H� � �7��

������� ����	
�
� �� ��������� ���
��� �$$% �� �����������( �#������� �!( .: �� 0�' "0��'"�! 
B<DC[ �� �0������� !"
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������5��

�� B���	��	 2�2�� B���	��	 F�2� *������B����� ���"�4 �"%B���HD ("%k5����� B��� 
�5"��!
�� %(H��#��� ������5�"���� ���B���� 
2 +�%�� ,� ��B��1�

/� 5�������, 2�2� $��0��!"���"<��� ������� 5����%#��� �� ���� ��"%���� 5"� �%�� �"%!
B���HD ��"�B�� � �����"<�� ����#������ ������5�"������ 66 &�(� ��� k%��� ,� ��B��1

	� B���	��	 2�2�� 5�������, 2�2� F��5�"<�H� �����H 5"� �%�� �"%B���HD ��"�B�� � ��!
��I����������"<�H�� ������5�"������� 5����%#��� �� ���� ��� 66 &�(� ��� k%��� /  g�
3� �-� � �� &� �/�7.�/�-�

�� B���	��	 2�2�� 5�������, 2�2� ) (�"<;�D � ����D(�"<;�D %�"������D �%�� ��4�����!
�HD �"%B���HD ������� ��� �H��"����� %�"���� �������� � 66 3����� ���������� � ��
����������� /  g� 3� ��� � /� q� /g ./[��

g� B���	��	 2�2�� 5�������, 2�2� ) (�"<;�D � ����D(�"<;�D %�"������D �%�� ��4�����!
�HD �"%B���HD ������� ��� �H��"����� %�"���� �������� �� 66 3����� ���������� � ��
����������� /  g� 3� ��� � �� q� g��.g-	�

-� 5�������, 2�2�� ����� P� &���D(�"<;�� %�"������ �%�� �"%B���HD ��"�B�� � �(���
�������B����� �%���I����������"<�H� ������5�"����� 66 3�%5H ����%� ��������
,� ��B��1

7� B���	��	 2�2�� 5�������, 2�2� $��0��!"���"<�H� �����H 5"� �%�� ��4������HD �"%!
B���HD ������� � �D��� ����� 66 
���� 4������ /  g� K� -[� � �� &� �g7.�7/�
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����*����� �	������ ��	������
� �� �������� !��"����

2�� '��3���

�%�$�� �+�

F%�< τ(.) . ����4��"<��� (���"������ ���� �� [0, 1] ����� B� �"%B���H� ������� � �����!
�H��H�� ���"�4������ X(s) �("�5�� "���"<�H� �������� ατ (s, u)� �������� ������H��H�
� P = 1 �� ��������H� (s, u)� ��"�k�� γτ (x, u) = inf{s : ατ (s, u) ≥ x}� 3�05� �(�(����H�
��D���B����� τ !���0��" $� �� �������% X(s) ��k� (H< ����5�"�� ,���1 ��0"���� ����%"�

(E)
∫ t

0
g(s) ∗ dτX(s) =

∫ t

0
g(s)dτX(s) +

1
2
P − lim

ε→0

∫ t

0

1
2ε

[gτ (s,X(s) + ε)− gτ (s,X(s)− ε)]ds,

05� ���0��" � "���� B��� ��< ���;�����H� �������B�H� τ !���0��"� g(s) . ������H����
�"��� �0����B����� �"%B����� �%������ gτ (s, u) = g(γτ (ατ (s, u), u))� ��"� ����B�H ���;�����H�
�������B�H� τ !���0��" � ���5�" �� ��������� P − lim

ε→0
...�

$4������ B� ��� ����5�"���HD %�"����D� ��"�0���HD �� ���0���5� �"����B����� ���0��"
$� ��< �����0�" �� � B������� �0� ������B����� �k�5���� ����� �%"#� @H5�"�� %�"�����
��� ����HD ���"�5��� ������� B���B�� ��D������� 5"� �(�(����HD τ !���0��"�� $��

F%�< �H��"���H %�"����2
�� & ��������<# � ���� τ(.) �(��"#�� ������H���2 τ(ds) = f(s,X(s))ds� 05� f(s, u) ���"%B��!
��� �%������
/� G%����� f(s, u)� ���4����� � �"����<# f(s,X(s))� ���� ������H��H� B���H� ����4��5�H�
∂
∂uf(s, u)� ∂2

∂u2 f(s, u)� (s, u) ∈ (0, 1] ×R�
	� )5������H� �"����� ������5�"���� p(s, u) = ∂

∂uP(X(s) ≤ u) �������� X(s) ���# �����!

�H��H� B���H� ����4��5�H� ∂
∂up(s, u)� ∂2

∂u2p(s, u)� ∂
∂sp(s, u)� (s, u) ∈ (0, 1] ×R�

�� F�� "#(�� s ∈ (0, 1] ������5"��H ��������2 lim
u→∞ f(s, u)p(s, u) = 0� lim

u→∞
∂
∂u [f(s, u)p(s, u)] = 0�

3�05� �"�5%#��� %�"���� �������"<�H2
,T1 5"� "#(�0� t ∈ (0, 1] � ����4��"<��� ������� �%����� h(u) ∈ C1(R)

E
∫ t
0 h(X(s))dXτ (s) = 0 5"� "#(�0� t.

,U1 �"����� p(s, u) %5��"�����# %�������# ∂
∂sp(s, u) = ∂2

∂u2 [f(s, u)p(s, u)], (s, u) ∈ (0, 1]×R.
F%�< �%����� f(s, x) ���� ��5 f(s, x) ≡ f(s)� �05� ���"�5���% %�������# %5��"�����#
�5������H� �"����� ������5�"���� �����������HD 0�%�������D ��������� � f(s) = σ(s)′�
05� σ2(s) = D(X(s))� @ ������ �"%B�� ��������H� ��D���B����� ���0��" �����5�� � ���!
����%#��� ���0��"��� ���5"�k���H� � ��(�� �/��

������5��

�� :��
��	 f�'� )(�(������ ����%"� $� � ������� ���0��"H 66 3����� ���������� � ��
����������� @ ��B���

/� -.�< ;�� A@m"= p�� w^@.@>= �� _SOJLTZSMJ JTVJRVRZ bMSL YWZQWJS SO wTRZZMTN QYOJWZZWZ 66 eNN�
�YOUTU� /  �� x� /-� � /� h� -gg.7 ��
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 �	�(
����	# ��&���	��$
�	�$��	�
����$ �$���

'��� ���c����

-�	���# �
� 	��# ��#&�� ���
��.	�	������ �
�����������	�

)5��� �4 ������"<�� ����HD � ��5�k�HD ���5�� 0�������� �"%B���HD ��������� ��!
"���� ����"<4������ ��D���B����D 5����������"<�HD %�������� ,&��1� � ���"�5%#���
����D�5�� � &�� � ��4����H� �D����� @�4��k���< ����D�5� � ������H���� ��5�"� � 5��!
������% ��5% (�4 4��B��"<�HD �HB��"��"<�HD 4���� �� ��������# � 5�%0��� �4����H��
���5��� �������� �"%B���HD ���������� ��"����� ��!��5����%� �5��� �4 ���(�"<;�D �����%!
���� I�0� ��������� $���"<4������ ��4����HD ��D���B����D %�������� 5�� ��4��k���<
��"%B�< � ���"<��� ���;�(� ������� ���"�4���� �"%B���HD ���������� � �(��� �"%B��� �
��0�%��������� 4������� ������5�"����� F�� �������� ��5�"�������� ���(D�5���� B�(H ��!
"%B���H� ���������H� D����������� �"%B����0� �������� ����������"� 4�5���H�� ���!
�H� ������ ���� ���4�� � %���B����<# ��4����HD �D�� � ��0��;����� �HB��"�����

@����� %���B����� ��4����HD �D�� ��"���� �����"<�H� ��45�"�� ����� B��"����0�
��;���� 5����������"<�HD %�������� ��� /�� )5���� %���B����< ��4����HD �D�� 5"� &��
�����B���� �� ����������"��<� $4������ B� 5"� ��4����HD �D�� �(H�������HD 5����!
������"<�HD %�������� �4%B���� %���B����� �D��H ���5��� � ��"%B���# �������HD ������
��;���� ��4������ 4�5�B� B���4 �D�5�H� 5���H�� )B���5��� B� %���B����< ��< ��%������
������� �D��H� �� 4�������� � ������������� � ���4� �D��H � �����!"�(� 5����������"<!
�H� %���������� ��I��% %�"���� %���B����� 5�"k�� ����%"�����<��� � B����� �"%B��� �
��5� �������� ���4� ��k5% ��I���������� ,����������1 �D��H�

F%�< ��D���B����� ������ ����H����� &�� $� �	�

dX = a (X(t), t) dt + b (X(t), t) dω(t), (1)

05� ω(t) 8 ���5���H� ����������� �������� a (X, t)� b (X, t) 8 5�������������H� �%������
%5��"�����#��� %�"���# '��;����

F����5�� � ������H���0� ������� � &�� ,�1 � 5��������%� �"� I�0� � �("��� ��;����
Ω = {t0 ≤ t ≤ t0 + T} ������� ���������%# ���% 5"� �������

Ωh =
{
tk = t0 + kh, k = 0, n, h = T/n

}
,

05� h 8 ;�0 �� �������� & �����<# ���5�� B��"����0� ���0��������� %�������� ,�1 ���
4�5����� ��B�"<��� %�"���� X0 = X (t0) �� 4��B����� ���������� ����������0� ��������
Δωk = ω (tk+1)−ω (tk) ��k�� ��"%B�< B��"����� ��;���� Xk� @ �(��� �"%B�� ���%# ��4���!
�%# �D��% ��k�� ���5����< � ��5�

Xk+1 = Xk + hQk (Xk, h, Δωk) , (2)

05� �%����� Qk (Xk, h, Δωk) ����5�"���� �������H� ��5�� ��4������ �D��H ��;���� ,�1�
$4 ����5�"���� ���0��"� $� �H���� ��4������ �D��� ��"��� 5"� ��;���� %�������� ,�1

Xk+1 = Xk + a(Xk, tk)h + b(Xk, tk)Δωk. (3)

*��"�0�B�� ��0% (H< �������H �D��H ��"��� . ��;�� �%�0� . �%� � ������ . +���"!
���� �/� 	��

F%�< X(h) = (X0,X1, . . . ,Xn) 8 ��;���� ,/1� ����5�"����� �� ���� Ωh� ��������� "�!
������ 0�"<(����� ���������� �"%B���HD ��"�B�� Uh� ����5�"���HD �� ���� Ωh� E�5�5��
����% ���B��� �%����� X(h) ∈ Uh� ��"�k��∥∥∥X(h)

∥∥∥
Uh

=

(
n∑
k=1

hM
[
X2
k

])1/2

;
∥∥∥X(h)

∥∥∥
Uh

= max
k

(
M

[
X2
k

])1/2
.

�-����( ������
� 22$ .q= � �& �"( �������� �	������
���� �������� +"6" q���
���( 	��/  ������
�������� 	��	 � ��
��� ��

�� ������"
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�"� �0� B�(H 5�< ����5�"���� %���B����� ��D���B����� ��4������ �D��H� %5�(���
4�����< �D��% ,�1 � ��5�2

LhX
(h) = V (h), (4)

05�� ��������� 5"� ���HD �D��

LhX
(h) =

{
Xk+1−Xk

h −Qk (Xk, h,Δωk) , k = 0, n− 1
X0

; V (h) =
{

0, k = 0, n− 1
θ.

(5)

E5��< Lh 8 ��D���B����� �������� V (h) ����5�"���� �4 ,�1 � 4����� �"<�� � ��B�"<!
�HD %�"����� �5�(�� �B��<� B� V (h)� 4�5����� ����%"�� ,�1 �����5"�k� (n + 1)!������%
0�"<(����% ���������% �"%B���HD ��"�B�� Fh� ������ ����� �4 I"������ ��5� ε(h) =

(ε0, ε1, . . . , εn−1)� +���� � Fh ��k� (H< ���
∥∥ε(h)

∥∥
Fh

= max

((
Mε2

)1/2
,

(
h

n∑
k=1

Mε2
k

)1/2
)

�"�

��� �������"<��� ��"������ ��"�B��
∥∥ε(h)

∥∥
Fh

= max
((

Mε2
)1/2

,max
k

(
Mε2

k

)1/2)
�

�<�80�� r2 �t�/ ��4������ �D��� ,�1 %���B���� ��"� �%����%# B��"� h0 > 0 � δ > 0
����� B� ��� "#(�� h < h0 � "#(�� �"%B����� ������ ε(h) ∈ Fh�

∥∥ε(h)
∥∥
Fh

< δ ��4������
4�5�B�

LhZ
(h) = V (h) + ε(h), (6)

��"%B����� �4 4�5�B� ,�1 5�(��"����� � ������ B��� �"%B����0� ��4�%����� ε(h)� ���� �5�� ,�
�B���<# 5� ��D���B����� I�����"������1 ��;���� Z(h)� ���B�� ��"������ I�0� ��;����
� ��;���� ����4�%������ 4�5�B� ,�1 %5��"������ ������∥∥∥Z(h) −X(h)

∥∥∥
Uh

≤ C
∥∥∥ε(h)

∥∥∥
Fh

, (7)

05� C 8 �������� ���������� �� 4�������� � h�
@ B������� ���������� ,-1 �4��B��� B� ��"�� ��4�%����� ε(h) �H4H��� ��"�� ��4�%!

����� ��;���� Z(h)� �"� "������0� �������� Lh �����5����� �H;� ����5�"���� �������"<��
�"�5%#���% ����5�"���# %���B������
�<�80�� s2 �t�/ ��4������ �D��� ,�1 � "�����H� ��������� Lh ��4H����� %���B�!

���� ��"� ∥∥∥X(h)
∥∥∥
Uh

≤ C ‖X0‖Fh
, (8)

05� C 8 �������� ���������� �� 4�������� � h�
3���� �(��4��� 5"� "������0� �������� %���B����< �D��H �4��B�� %���B����< �� ��!

B�"<�H� 5���H�� :�"� 5"� �%����� Qk(Xk �O�Δω k) ������5"���

M (Qk (Zk, h,Δωk)−Qk (Xk, h,Δωk))
2 ≤ R2M (Zk −Xk)

2 , k = 1, n− 1,

05� R > 0 �������� �������� � 5���4���� B� ��4������ �D��� ,�1 %���B���� @ D�5� 5���!
4��"<��� ����4���� B� �D��H ��5� ,�1� ,�1� � ����H� �������� � B������� �D��H ��"����
��"��� . ��;� � �%�0� . �%�� %���B��H� )5���� ��� �� 5�# ��"�B�������� ������ 5"�
;�0� h� ��������� �D��% ��5� ,/1 � "������� �%������ a (X, t) = aX2

Xk+1 = R (h)Xk + Vk (Xk, h) Δωk, (9)

05� �%����� Vk (Xk, h) ��"���� "������� ���(������� �%����� b (X, t)� +�������� 5"� �D��H
��"���

R (h) = (1 + ah) , Vk (Xk, h) = b (Xk, tk) .
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)�#5� ���"�k�� ��5�<� B� Xk+1 = [R (h)]k+1 X0 +
k∑
p=0

[R (h)]k−p Vp (Xp, h) Δωp� $���"<4%�

������� ���������� ����������0� �������� MΔωp = 0,MΔωpΔωk = hδpk � ��4��������<
���������� ����������0� �������� � �%����� b (X, t) �� �"�5����"<��� � Vk (Xk, h)� ��"%B��

MX2
k+1 ≤ max

p
[R (h)]2(p+1)

⎡⎣MX2
0 +

n∑
p=0

MV 2
p (Xp, h)h

⎤⎦ .

3���� �(��4��� ��"� MV 2
p (Xp, h) ≤ C1� � I� ���������� ��k�� ��������< � ��5�2

MX2
k+1 ≤ max

p
[R (h)]2(p+1) [MX2

0 + C1nh
]
.

3�� ��� MX2
0 < ∞� � �%����%� ���� ������� C2� B� �H��"���� ����������2 C1T ≤

C2MX2
0 � &"�5����"<��� ��k�� 4�����< MX2

k+1 ≤ (1+C2)max
p

[R (h)]2(p+1) MX2
0 � ����k�� I�

�H��k���� �� h � ����%�������� �� ���� k� ��"%B�� �����%∥∥∥X(h)
∥∥∥2

Uh

≤ (1+C2)max
p

[R (h)]2(p+1) ‖X0‖2
Fh

.

@ ��������� � ����5�"����� %���B����� ���(D�5��� ����(���<� B�(H max
p

[R (h)]2p ≤
C3� F��5��"�k��� B� |R (h)| ≤ 1+C ′h� 05� C ′ 8 �������� �� 4�������� � h� 3�05� �B���5�H
�"�5%#��� ����������2

[R (h)]2p ≤ (
1 + C ′h

)2n ≤ exp
(
2C ′T

)
.

3�� ��� ���������� 5�"k�H �H��"��<�� ��� h→ 0� ����(%�� �H��"����� (�"�� k����0�
��(������2 |R (h)| ≤ 1�

������5��

�� 8�����	 '�F�� 3�������, 9�'� ��4����H� �D��H� 
�2 +�%��� �[--� �� ��
/� :������ :�:�� 3�6�	�� 9�C� 
��5H �������0� ��5�"�������� ��D���B����D 5�������!

���"<HD %�������� � ������ �D ��0��;����� 66 >%��� �HB� ��� � ��� ��4� �[-7� 3� �7�
� �� &� � g.��-�

	� '�	������ :� 9� 
��0�����H� ��0��"<�H� �����%����2 �D B������ I���������< �
����D�%���B����< ������� 
���0����� 6 ��5 ��5� ��'� �%��B����� &F(�2 $45!�� F�"��D��
%�!�� /  �� �/ ��
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���� ����1%��� ���&����$ ��  ����� k
��%���	�
����$ ��	�*�$� !��"������

���� -�%��$

���
�� +����� ��������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ���
�
������)��!��	�������	�

F%�< Xn(m)� n = 0, 1, . . . , ���5���H� ��5����B����� ��������� ������� =�"<���.

@������ ��B���#����� � m ∈ IN B����� �� �4��B��� B� X0(m) = m� Xn(m) =
∑Xn−1(m)

j=1 ξj,n
��� n ∈ IN � 05� ξj,n ��4������H� � �����%������ �5������� ������5�"���H� �� �(��� ��%!
��"<�H� ��5����� �"%B���H� ��"�B��H� ���������%��H� ��� B��"����� ������� B����

� ����4��5���� �%������ f(z) = Ezξ1,1
def=

∑∞
j=0 fjz

j � ������B����� �k�5����� Eξj,n =

f ′(1) def= A > 1�
F��5��"�k��� B� f(0) > 0� � q

def= P(limn→∞Xn = 0) ∈ (0, 1) . ��������< �H��k5����
��5����B����0� �������� =�"<���.@����� Xn(1)� ��B���#��0��� � �5��� B����H � �� k��
B� � ����� ����4��5���� �%������ f(z) = Ezξ1,1 � $4 ��� ,0"� �� �	1 �4������ B� � 5�����
�"%B�� q ��"���� �5�������H� �� ������"� (0, 1) ��;����� %�������� f(q) = q� ����� I�0��
����� ���5���"����

Xn
def= Xn(k) =

k∑
j=1

X(j)
n (1),

05� ��������� �������H X
(j)
n (1) ��"�#�� ��4������H�� ��D���B������ ������� Xn(1)� ��

�"�5����"<��� �(�4��B�� P (limn→∞Xn = 0) def= q1� ��"%B���

q1 = P

⎛⎝ k⋂
j=1

{
lim
n→∞X(j)

n (1) = 0
}⎞⎠ =

k∏
j=1

P
(

lim
n→∞X(j)

n (1) = 0
)

= qk.

)(�4��B�� B���4 Z{l}n (m) ���4���H� �� %����� l ��5����B����� ������� =�"<���.@������
��B���#����� � m B����� � �� k� ������5�"����� B��"������ ������� � �5��� B����H�
B� � ������ G����"<��� Z0 = m �

Z{l}n (m) = min

⎧⎪⎨⎪⎩l,

Z
{l}
n−1(m)∑
j=1

ξj,n

⎫⎪⎬⎪⎭ .

$�"�5%�� ������� Z
{k}
n (k) def= Zn� �4"��H� ������� ��"���� ����� �����%���� 4�5����

��������� Zn � Xn �� �(��� ����������� ����������� 3�B���� �� ���k����D Dn = {Xn =
Zn > 0} ��� m ≥ n ����5�"���� %�"���H� �������

X̃n
m

def= Xm

∣∣∣Dn

� ξj,m� m > n, j > 0� �k5������� �����5�#���� 5"� Xm � Zm ��� j ≤ Zn−1� ��%0���
�"������ ������� X̃n

m ����� �4 ���D B���� Zm �"#� B����H� ���4���H� 5"� Zm �� %����� k�
�� I��"#������%#��� ���5���H� �(��4�� � ��������� �������� X̃n

m�
)���5�"�� �"%B���H� ��(H�� � ��5 %�"���HD �"%B���HD ��"�B��2

������� ����	
�
� �� ��������� ���
���p ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&����
���0#!( �$$%�<rs �4#"��&"��'  
��7
�� 9��	� \ � ��"0��&"�"
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• Ak,n
def= {Xn = k, limm→∞ X̃n

m = ∞}�

• τZAk,n

def= min{s : Zn+j < k, 5"� 1 < j < s, Zn+s = k
∣∣∣Ak,n}�

• Bk,n
def= {Xn = k, limm→∞ X̃n

m = 0}�

• τZBk,n

def= min{j : Zn+j = 0, j > 0
∣∣∣Bk,n}�

• τXBk,n

def= min{j : Xn+j = 0, j > 0
∣∣∣Bk,n}�

)B���5��� B� Ak,nBk,n = ∅ � P(Ak,n) + P(Bk,n) = 1� �� ��� ���B��� ������ P(Bk,n) = q1 =

qk� )(�4��B�� τk(n) = min{j : Zn+j = 0
∣∣∣Zn = k}� ������5�"���� τ(n) ��� � % ����5�"���HD

�H;� ��"�B�� � ��(H�� �� 4����� � n� F%�< Eτ(0) ≡ Eτk(n) def= Ek, EτZAk,0
≡ EτZAk,n

def=

a, EτZBk,0
≡ EτZBk,n

def= b.

@�� �� ���5���HD �������� 4����� � %����� ���4�� k � � ��"% ����B���� ���� 
������
����B�H� ��� (%5� � ���� �5��� �4 ���(D�5��HD � 5����B�HD %�"���� ��0%"������ ����5����
EτXBk,n

��"����
∞∑
n=1

nqnfn lnn <∞. (1)

3�������# �������� Zn ��k�� ����������< ��� ���"�5����"<���< ��4������HD ���"�!
4���� ��(H�� Ak,∗ � ��������<# 1− q1 = 1− qk 5� �����0� ����"���� ��(H�� Bk,∗� ��k5��%
�4 ��(H�� Ak,∗ �������%� �"%B���H� ������" τXAk,∗ � 05� �������� �������� Zn �4�����!
�� ��k� %����� k 5� �����0� ��4�������� �� ��0�� )(�4��B�� B���4 ν �"%B����� B��"� ��(H��
Ak,∗ 5� �����0� ����"���� ��(H�� Bk,∗� )B���5�� B�

P(ν = m) = (1− qk)mqk, m = 0, 1, · · · ,
� ����� 5� ����"���� ��(H�� Bk,∗ (%5� ����� T =

∑ν
j=1 ηj , 05� ηj ��4������H � �5�������

������5�"��H � τXAk,0
� '�0�� �HB��"�< Eν = (1− qk)q−k � Dν = (1− qk)q−2k�

)�����H� %���k5����� ��(�H ��"����2
����� r/ L�� 	
&����� ���	�� (1)� �� &�� k →∞

Ek =
1− q1

q1
a + b = aq−k + (b− a),

���

b = EτZBk,n
= − ln k

ln f ′(q)
(1 + o(1)),

�

a = EτZAk,n
≤ A− 1 + q

(1− q)(A− 1)
+ o(1).

F���� �����

DτZBk,n
= − ln k

ln f ′(q)
(1 + o(1)).

������5��

�� -=O>"#@ ]� X�� w"# d� a� �YTNJLMNX hYOJWZZWZ� �WYVMN.pWM^WVUWYX.�Wb �OYl2 _QYMNXWY!xWYVTX�
�[-/�
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W� eRIA

R=@;:L>@?X 7B K7??@=\EDF� RW� �����	�����
����
����	��	��

pOb SO `N^ T XOO^ TQQYOcMPTSMON ON SLW ZSOQ!VOZZ QYWPMRPZ O\ SLW `YZS TN^ ZWJON^ OY^WYZ MN SLW
MN^MdM^RTV YMZl PO^WV bMSL MN^WQWN^WNS JVTMPZ OJJRYYWNJWZ�

pOb SO PWTZRYW SLW MPQTJS O\ ^WQWN^WNJW UWSbWWN JVTMPZ OJJRYYWNJWZ�
pOb SO ^WYMdW WcSYWPTV QYOQWYSMWZ O\ jT^WPTJLWY \RNJSMONZ OY `N^ SLW UWZS JONZSTNSZ MN SLW

jOZWNSLTV MNWoRTVMS]�
KLW _SWMN.qLWN PWSLO^� ZSOJLTZSMJ OY^WYMNXZ TN^ OQWYTSOY MNWoRTVMSMWZ TYW WPQVO]W^ SO TNZbWY

SLWZW TN^ ZMPMVTY oRWZSMONZ�
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����� ��%����������

���,>�������� ����������7
��� ������������ ��������

)������ ������*�����	� 
��������� ��	�%�
� ���	� �
���%���	�( 	����� ����	� �	������

!�����1��� ) ��"�(�

��'� ���3*

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����������	
��	�

+� #(�"����� ��%B��� ������� ����������� � !"��# $���%� ����"�5��� ��������
��� 
�@� ��"5H;� �*+� ���B�"��<� B� ���H�� ��$� ��(���� �����H����HD B��"���HD
���5�� �� �"<�� ���"��< �5��� �4 ���(�"�� ����D �����B����D 5���k���� $���%�� ��
� ��"� B��4�HB���� ��k�H� ��(H��� �� ���� ����"�5��� �HB��"��"<��� ��%�� � ��"���
������ �4"�k���� ����� ����� I�D ���5�� ��5��k��� � ���0� ��$� ��(���� ���� ����� �4!
5���� ������ �����"��< � /  / 0�5%� @ ���5��"���� �� �����% �45���#� ����������% �����
*��� ��#��� � B������� ���B����2 ���� 
��0�� ���5H� �4"�k���H� � ���0� ,���(���� �"0�!
���H (�4 ���H�����1 5� ��D ��� ���4����H �� 4���5� � ���#�� ��%�"<�H��� �(� ���05�
���#�� 4�5�B� ��(%#��� �������"<��0� ����"<4������ ���D ��4��k����� ����<#�����

=����B���� �����H����H� B��"���H� ���5H ���D�5� � ���5�� ��������HD ����5���
,�D�5�����1� �"�B���< � ��D� �5����� ���H;����� ��"<# ������ ������������� � �"�����
���������� 4�5�B2 � ����� �4������ 0"�5���� ��;���� I� ���5H ���������;����%#���
��� ������B���� �������5������ � 5����������"<��� �����5� �H�������HD ��;���� 4�5�B
B����# ���������� ����� �����B����� I���������� ,D������ �����
��������1� F��B��
���� ����� I���������� 8 ���&����)�����, �*�������� 8 �����H����H� ���5H 5���0�!
# �� �"����D ,�������D1 (������B�� 5����������%��HD ��;���� 4�5�B ,������< �D�5�����
����������� � B��"�� n ���(�5�HD ��������� % �%������ �4 ����HD �����%��%#�� ���!
("�k����1 � ��"��� ��������� � ���������� I����������"<��0� � ����� �������� n
%(H����� � �%"# �D �"�����5������D n!������B����� ����

'#(��H�� ����<� B� B��"���H� ���5H� ���#��� 0"���H� B"�� ��0��;����� ����!
���� �0�(������ ����%��� �����H����H� ���5��� �� �("�5�# � ����% ���B���� � ����!
������� �������������HD �� ��%�!��� ����B��!��4������ ����5�0�H 8 0"���H� B"���� ��!
0��;����� ���5��"<��%� � �HD�5� �����H����HD B��"���HD ���5�� 4� �"�;�� 0����5��%!
#��� � �HB��"��"<��� ������� ����5�0�H�

@ 5��"�5� �����5��H ����H�� �����"<�� �� �0����B��"<�H� � ����� � �� ��5��k��"<!
�H� �����%����H� �����H� � ����HD %5�"��< ��4�����< � ��H�" �������� �����H�����!
��� � ��H�" I����������"<��� �D�5����� �����H�����0� B��"����0� ���5� �� ���4�� �/!���
F�� I�� ������� �����H������� ���4�"�� �"�5������ D�� � ���(HB���� ������ ���0� "�;<
�������"<�� ��4��(������ ����� ��"������"<��0� B�(H;?����0� ���("�k���� ������H��HD
�%����� �� ���4�� � � ��"�H� ������ ��k� �B��<�� 5���k����� ����� I�� ������


�k�� ���5��5�<� B� ��5����B��� ��4����< ����� �����%�����0� ���("�k����
�%����� � ���0������� �"%B��� (%5� ��"�<�� ������ ����������� ��� ���5����� �5�� ����!
�H������� � �HB��"��"<�%# ������% � � ������ ������� ����(%�� ��5���� �����������
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/�g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

���<�4�HD ������B����D %��"�� � I�� ������"����� F��B���� �� ������ ���0�����H� �"%!
B�� ���������"<�� �"�B���� � ���4��� %��4��� � ����

�� ������� ����B��0� ���4��� � ���H �� ��� ��4����#��� 45��< ������H B�(H;?�����
������������� ������H��HD �%����� ���<�� ��5��k��"<�H� �4����H � 5����B��� �����<#
��"��H � � ��5% ���"<��� �����B����� �����(��� 5���� %k� ����;"� � ��4��5 �B���5�HD
�����%����HD �����

������5��

�� B������ F�E� )����H B��"����0� ���"�4�� 
�� $k����2 �C�� /  /�
/� B�
* 9�:� ) �������D ���"%B;�D ���("�k���� C∞!0"�5��D �%����� �� ���4�� ����!

������� ��� ,� �������% �����H������� B��"���HD ���5��1 66 &�(� ��� k%��� /  ��
3� �g� � 	� &� �7	!�[[�

	� B�
* 9�:� � ���("��� �(������ ����������B�HD �" (�"<;�0� %5"������ ������ �5�!
�"<��� ���k������� k�5���� 66 F���"� ��D� � �D�� ��4���� /  g� 3� �-� � �� &� �g!g-�

�� B�
* 9�:� @��;��� ����������B��� 4�5�B� +������ 5"� %�������� '��"���2 �����H��!
��H� ���5H B��"����0� ��;���� 66 �*+� /  -� K� ��-� � ��
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���	#0
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0��� ��������a1� '�"� ��%���2

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ������!�
��	�
2 �������� # 	���� +�&�
� ��� %��� )� 
	��� ����������
� 
	�	��������
�	
��	��

F������ B��"����0� ������B����0� ��5�"�������� ��� �����"� ��"#B�� � ��(� �����"<��
��k�HD I����2
�1 ��4�B����� �"� B��"���H� I���������� �4 �����0� ����5�"�#�� ��D�5�H� 5���H� 4�5�B��
/1 ������"���� I�D 5���HD �� ��# ������%#�%# �("��< �4������� ����������
	1 B��"����� ���0����������
�1 5������4����� � �� ��������� ����B�������� ������B����� ��5�"��
�1 ��;���� ���5����� 4�5�B� �HB��"��"<��� "������� �"0�(�H

Ax = f �"� Av = λv. (1)

��k5H� I�� ���4(�k�� �������k5���� D�������H�� ������ 5"� ��0� ��0��;�������
�����%����< ����HD � ����5�"�� ��0��;���< ����B��0� ��4%"<���

)����� B� 5"��"<��� ������ �����"���� � ��4���� �%"<%�H ��4�B����0� I������!
���� ,I�� �1 �����"� � ��%� B� "#(H� 5���H� �4������� �B��#�� 5�������H�� �"<��
� �� �"%B��� ��"� ��� �������k5�#�� %��4����� ������"� ��4��k��� �;�(���

&����(H ������ �;�(�� ������"���� � 5������4���� ,I��H /�	��1 ��k� D���;� ��4��!
(���H � ��"�#�� ��5�������� B��<# �%���� �HB��"��"<��� �������� � �%4�D�

�5����"<��� B� 5� ��5����0� ������� �HB��"��"<�H� ��0��;����� ���"�5��0� I��� ��
���5���"��< ������0� 4��B����� ��4%"<� ��;���� 4�5�B� ,�1 �������"�� 4� �(��"#�� �B!
�H�� ��"�� ����B��� ������� ������� D����������� �� ��������B�"� ��4�B�����% ��H�"%
� �;�(�� �� (H"� �B���5����

@������� ���B��� ��% ! ������"<�� ������� �����B����� �����k%�� �%����������
����<#���� � ������"<��� %��"�B���� �D ��������� & �����B����� �B�� 4����� �HB��!
"��"<��� �������� �0������� ����;"� � ����� ��"HD ����5��� � ������� (�"<;�D
��4������ �� ���4���� B� D�� ������H� 4�5�B� ,�HB��"���� ��(�����HD 4��B���� �������!
��B�HD ������ �HB��"���� ������ ��"������1 ��"�#�� �������H�� � ��5�������� �B��
4������ �������� ���������H�� � 5�������� ����<#����� ���������� F�� �H��"�����
��""����� �������B����D �������� �D ��"��<��� ��0��;���� �����"���#�� � ��0"���#
4��B��"<�%# B��< �B���� �HB��"����0� ��4%"<��� $ � (�"<;����� �"%B��� ��"<4����"#
���D�5��� �������< ���� ��4%"<� �� ���%�

+� �%����%� � 5�%0�� ��5D�5� �� ���5��� %B�� � �%���������� ��;���HD ��0��;!
����� �������� �� �4������ ���5� �(����0� ���"�4� ,��� ���1� $����� I� ���5��� (H"�
����"<4����� ��� ��4��(��� ���0������0� ����� #!"!Ts/} ,wRTYTNSWW^ eJJRYTJ] MN sMNWTY
eVXWUYT1 5"� ��;���� �"�5%#��D ���5���HD 4�5�B "������� �"0�(�H ,��� �/�12
�1 ��;���� ����� "�����HD %���������
/1 ��;���� �������B�HD ������"<�HD 4�5�B�

)������%��< ��� ��45���� ����� wese �� ��"<4����"�� �� ��"�#��0��� ������"����
� �HB��"��"<��� "������� �"0�(��� ����H ����"�5���"� �"�5%#��� ��"�
�1 �������"<�H� %�����< ������4���� ���"�4� ������ 4�5�B�� ��%5� �"�5%�
/1 �������k5���� ��4%"<�� �HB��"���� 0������������� ������� �0� �B�����
	1 ��5��k��"<��� 5��0������ ���B�� �������HD ���������

��4%"<� �HB��"���� ��� ������ ���0���� ����� wese!/� ���� D������ �� �0���!
�4H� ,���5��"�k��"<��0� 4��B����1� � ������H� ,%��4H��#�� 0�����������H� 0�����H

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� ����
� �&������'�4!(
.:� ���"0��&"�( +, �-. \ %
�����/�

�� ������ � 4&"



/�7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

������"�� � ������ ��D�5��� �B��� 4��B����1� 3���� �(��4��� ��"<4����"< I�D ���0����
��k� 5�"�< �(��������H� �H��5H �4 ��4%"<��� �HB��"����� ����H� ����5�� ��5���"<��
�"��# �� D�5 �0� ���"�5������ � ����H� ����4��k�H ��� ����"<4������ 5�%0�D ���������!
����HD ���0�����HD ���5%����
�6��1�� <���85��

�1 ��;���� ����� "�����HD %�������� � (N ×M)!��������
/1 )(������� (M ×M)!�����H � %�B����� �� I"�������
	1 @HB��"���� B��"� �(%�"��"������ �����H�
�1 @HB��"���� ��(�����HD 4��B���� � ������� �������B��� �����H�
����� r~ �<<��
6�����? �5�
���/ E�5�B� �( ������������� �� ����B��� ���4��

������H���� �%����� f(t) ��"������ � t ����5�� M − 1 ���5��� � ��;���# "������� ��!
���H � ������� =�"<(���� 
����� =�"<(��� ���5���"�� ��(�� �4����H� ������ �"�D�
�(%�"��"����� �����H� ��I��% ��0��;���< ��;���� ���� �����H 5����B�� ��"���� @
��4%"<�� ��5�"<�HD ���B��� � �%������ f(t) = tM ��"%B�"�� B�
�1 ��� M = 8 ����H� �� ��I�������� ��"����� x(t) �� ���# �� �5��0� 0������������
�����0� 4�����
/1 ��� M = 9 0������������� ������ %k� ����4��k��� ��� M = 10 ������ �� ��4��;����
����� s~ ����<�0?��? 8����>/ E�5�B� �( ������"���� I�����B����D 5���HD ���

������ ��"����� ���5��� � ��;���# "������� ��������5�"����� �����H� )(%�"��"�����<
���� �����H ��k� (H��� ���� � %��"�B����� ������ ��"����� ,� 4��B� � %��"�B���!
�� �����B����� �B���� ������"����1� 3�B���< k� �HB��"���� ��I��������� ��� I��
��5��� @ 5������"<���� k� I�����B����� 5���H� 4�5�#�� � �������� ������"<��� ��!
0��;���<# δ� &"�5����"<�� ��;���� ���� ��H�" ����< � ������"<��� �B���<# �� (�"��
μ(A)δ� $�D�5� �4 I�D ���(��k���� ��D�5��� �����"<��� �����< ������"�������0� ���0�!
B"����
����� t~ <��� ��50?��H����/ E�5�B� � ������5�"���� (H��HD B���� � �%B�� �

�����<# 4��5��%#��0� �%B�� �����"<�HD ����� ���5��� � ��;���# ���0��"<��0� %���!
����� G��50�"<�� �����0� ��5�� F��"� 5������4���� I� 4�5�B� ����������� � "�����%#
�"0�(���B���%# �����%� ������ ��� �����"� �"�D� �(%�"��"���� 
��5 ��0%"���4���� ,���
�	�1 ��4��"�� %"%B;�< �(%�"��"�����< � ���� ��;����� +�"�B�� 0�����������HD ������
��4��"�� ���� �����"<��� �����;���� ��������� 5������4���� � �������� ��0%"���!
4���� τ �
����� u~ 1�9�60�� 6�46�1���> H��9��	 x5��1��� @�8�����y/ F��("�!

k���H� ��(�����H� 4��B���� � ��(�����H� �%����� %�������� A��5��0��� �HB��"�#��
���"� 5������4���� %��������� )B���5��� B� � %���<;����� ;�0� 5������4���� %���<!
;���� ��4���< ��k5% �B�H� 5������H� � �B�H� ���"��B����� ��;������� F�� I��
���� ��0��;���< �HB��"���� 5�������0� ��;����� )����"<�H� ��"���� ������� ��05�
��0��;���< 5������4���� � �HB��"��"<��� ��0��;���< ���# ����H� ����5��� +�"�B��
0�����������HD ������ ��4��"�# ���� I� ����%��

������5��

�� k������� C��Q� *"0�(���B����� ���("��� ��(�����HD 4��B����� 
�2 +�%��� �[- �
/� B�������D v�2�� ��&�	� :�E� =������������� �B���< ���������HD �"0������ "�������

�"0�(�H� +�����(����2 $45� &) �*+� /  g�
	� 8�����	 '�F�� 2�����	 2�8�� F����� [���� F����� 9�E� =������������� �B���< ��;�!

��� ����� "�����HD %�������� � ���"�5��HD ����������D� +�����(����2 +�%��� �[[/�
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� ����! ���( ��	��!��"��
��"�����#���� �!��(�����
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������������� 4�5�B� ������"���� ��"���"<�H�� �(�(����H�� ��"������ �"���� C2�
��D����#���� ��B������H� D����������� 5���HD� *"0����H ��������� ���(�"�� ���%!
"���HD ��"����� ���H����� ������ �����#�� �� ������� �?D5��0���"<�HD ����� ���!
���"<�� ��������� ��"����� @ ��B���� ���D ��������� �(HB�� �H�%��# ���4����H�
4��B���� ����HD �"� ���HD ����4��5�HD ��"���� � %4"�D� D�������4%#��� ����% 0����!
���� & ��"<# �(����B���� ��D������� �%��B��� ���������� � �%��B��� �H�%�"��� 5���HD �
������"<�H�� 4������ � � �� k� �"���� 0"�5���� � �(�(����� �"����B����� �����%����
���5��� 5���"���"<�H� �������H %����"���� ������� )����"<���% �H(��% ���D ����!
����� 5"� 5���HD� ����#��D ������"���� �H�%�"���� ��������� 5����� ���(������

F�"%B���H� � ��� ��4%"<�H ������"<�� �H�%�"�� ������"����� ��������H� �� ���!
��5���� ����� ��"�����HD ����� � ���������% ��5%� ���������� �� �"%B�� ���H�%�"��
������"����� � ������ ��4����# �����H ���(���� ��5�� @ ��B���� ��������� ����5% ��
���;�� �"����B����� �����%����� �������"<��0� ��"���� A�I�� ����������#�� � 5�%0��
��"���H� � B������� �("�5�#��� ����������H�� ����������

������5��

�� B������	 9�9�� 9���	 R�'� @H(�� ��������� �(�(�?��HD �%(�B����D ��"����� ��� �H!
�%�"�� ������"���� 66 &�(������ k%���" �HB��"��"<��� ��������� /  g� 3� [� � ��
&� �.//�
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F%�< �0����B����� �("��< Ω ⊂ Rn � �%��B�� 0"�5��� 0������� � �5���B�H� �(�����
�"%k� �("��<# 4�5���� �%����� �4 �������0� (���D��� ���������� X = X(Ω)� F��5��"�!
k��� B� X �"�k��� �0����B���H� �(��4�� � ���������� C(Ω) ������H��HD � 4��H����� Ω
�%������ $�H�� �"������ �%����%� ����B��� ��������� 	������� ��� ���� ��"�k��"<!
��� B��"� A� B� ���� ���� ����������

sup
x∈Ω

|ϕ(x)| ≤ A‖ϕ | X‖, ∀ϕ ∈ X. ,�1

������� �"�k���� A 8 ������"<��� B��"� �� �������� ,�1� F%�< �k5������� �5���B���
�%����� �����5"�k� X� ���� ��� I�� �5���B�%# k� ����%� 3�05� A ≥ 1�

@H(���� � ��B���� �("��� 4�5���� Ω �5���B�H� �%(

Q = {x ∈ Rn | x = (x1, x2, . . . , xn), 0 ≤ xj < 1, j = 1, 2, . . . , n} ,

� � ��B���� �%�������"<��0� ���������� X 8 ���������� &�(�"��� W̃m
2 (Q)� �(��4�������

�����5�B������ � �5���B��� ������� �����5�� �%������� �4 L2(Q)� �(�(����H� ����4��5�H�
����HD ��"�< 5� ����5�� m ��k� �����5"�k� L2(Q)� ��"���� �����5�B���� �%����� ϕ(x)
�4��B��� B� ϕ(x + γ) = ϕ(x) 5"� ∀ γ ∈ Zn� +���% � W̃m

2 (Q) 4�5�5�� ���������

∥∥ϕ | W̃m
2 (Q)

∥∥ =
[∣∣ ∫
Q

ϕ(x) dx
∣∣2 +

∫
Q

∑
|α|=m

m!
α!
|Dαϕ|2 dx

]1/2

<∞.

C���;� �4����� ���� B� ��� m > n/2 ���������� W̃m
2 (Q) �"�k��� � C(Q)� &������%#���

������� �"�k���� A = Ãmn 4�5���� ���������

Ãmn =

⎧⎨⎩1 +
∑

β∈Zn, β �=0

1
|2πβ|2m

⎫⎬⎭
1/2

. ,/1

�������� � ������ ,�1 ��� A = Ãmn 5���0���� �� �%�����

u0(x) = 1 +
∑
β �=0

1
|2πβ|2m e−i2πβx.

F�����;�� ������ Ãmn ���4% ���� ��5(
Ãmn

)2
= 1 +

∑
β �=0

1
|2πβ|2m ≥ 1 +

2n
(2π)2m

∞∑
k=1

1
k2m

= 1 +
n|B2m|
(2m)!

> 1 +
2n

(2π)2m
.

������H �"�k���� ��������H� �(��4�� ��4����# � ������HD �HB��"��"<�HD 4�5�!
B�D ��� ������ ��0��;������ F����5�� ������ ���0� ��5��

������� ����	
�
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����
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�� ��	�����
� �������� � ������
��0��  � �#���������!"
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F%�< ϕ(x) ∈ W̃m
2 (Q)� � 5"� ���("�k����0� �HB��"���� 4��B���� ϕ(x) ��%�� Q ����"<4%!

��� "������� ���(������ �4 N (�4���HD I�������2

ϕ(x) ≈ ΣN (ϕ) ≡
N∑
k=1

cke
−i2πβ(k)x, 05� β(k) = (β(k)

1 , β
(k)
2 , . . . , β(k)

n ) ∈ Zn � β(k)x =
n∑
j=1

β
(k)
j xj .


��k���� {ck = ck(ϕ) | k = 1, 2, . . . , N} ��I��������� �������������� ����%"H ���5��!
"�0���� �������� �4 ��I��������� G%�<� cϕ[β(k)]� k = 1, 2, . . . , N � �%����� ϕ� f���)����
&����7����� (lN , ϕ) = ϕ(x)−ΣN (ϕ) �������������� ����%"H "����� � �0����B�� �� W̃m

2 (Q)�
� ��0��;���< ��� I�� ���������� ��

|(lN , ϕ)| ≤ ‖lN | W̃m∗
2 (Q)‖ · ‖ϕ | W̃m

2 (Q)‖.
:�"� �%��� ΣN (ϕ)� ���5���"�#��� ��(�� ���"����� ����4��5���� ������  c ��I���������
����%"H �� ����� e 4��B���� � �B�� x �������%#��D (�4���HD I�������� �HB��"���� ��
����<#���� � �����5����� ������ ��0��;���� ��4�%������ ��"������ �(�4��B�< ���"<�%#
��0��;���< B���4 (

[
lN
]
F
, ϕ)� 05� ϕ ∈ W̃m

2 (Q)� � F 8 ���k���� ����"<4%��HD ��� �HB��"����
��7���
* �����

@ �"�B�� � R ���k���� F ����B��� � ��� �%����%# &���� ��7������ ��� ε0 = ε0(F)�
&���� &���&������ ε∞ = ε∞(F) � ���� ��"�k��"<��� B��"� ε1 = ε1(F)� B� 1 + ε1 ∈ F� �
(1, 1 + ε1) ∩ F = ∅ ,��� �/�� �	� ��� �[�1� F������H ε0� ε1 � ε∞ ������� � �%�5�����"<�H�
����<#���H� ���5���� � 4�5��H 4������� @ �rrr ���5��� 5���B��� ��������� ε0 =
2−126 ≈ 10−38� ε∞ = 2+128 � ε1 = 2−23 ≈ 12×10−8� :�"� ε0� ε1 � ε∞ ������ ����H� � �%����%�
������� RF� 5"� ������ ������5"��H ����������

|([lN]F, ϕ)| ≤ RF‖ϕ | W̃m
2 (Q)‖ ��� ∀ϕ :

√
2ε9/2

1 ≤ Ãmn ‖ϕ | W̃m
2 (Q)‖ ≤ ε1/3

∞ .

F������ RF ��"���� ��k� �%������ �"0������ �����5���� �����0� � ����<#��� �HB��!
"�"��< ���"����� ����4��5����� @ ��B���� �����0� (H" ��������� �"0���� �4 �/� ��� /�g�
����%"� ,��g1�� � ������ ��4%"<� ��k5�� �H��"������ �������B����� �������� ���4% k�
���%0"���� � �� k� �B���<#� � ������ (H"� ���5��H ��B�"<�H� 5���H�� )����� %�"������
RF � ‖lN | W̃m∗

2 (Q)‖ �����5��� � �"�5%#��� �������
����� r/ ����� ε0(F)� ε1(F) � ε∞(F) � ��������
 gV+����	��� &������	���� ��+

�� � &�	����, �����, 	 Zaaa ��������� �	�����, ���D������ � Ãmn <
√

ε∞(F)/2� �����
�&��	���	� ����	����	�∣∣∣RF − ‖lN | W̃m∗

2 (Q)‖
∣∣∣ ≤ 8NÃmn ε1(F) &�� ∀N ≤ 1/ε1(F).

F������ 8NÃmn � %B���%#��� � �����5����� ������� ��������� ����������< ��� ����
�����	������� ����%"H ϕ(x) ≈ ΣN (ϕ) �� �"���� W̃m

2 (Q)� @ I�� ��H�"� 4�5�B� �HB��"����
������H �"�k���� �� �%����% I�����"���� 4�5�B� �H������ I�0� B��"� �(%�"��"�������

������5��

�� J�i�."/ J�j� _OPW TQQVMJTSMONZ O\ \RNJSMONTV TNTV]ZMZ MN PTSLWPTSMJTV QL]ZMJZ� KYTNZVTSMONZ O\
vTSLWPTSMJTV vONOXYTQLZ� x� [ � ev_� hYOdM^WNJW� j�� �[[��

/� 8�����	 '� F�� 2�����	 2� 8�� F����� [� ��� F����� 9� E� =������������� �B���<
��;���� ����� "�����HD %�������� � ���"�5��HD ����������D� +�����(����2 +�%��� &�!
(������ �5�"����� �[77�

	� 8��� C��� 9�� `��� P� 
���B�H� �HB��"����� 
�2 
��� �[[[�
�� 9����	�� 9�`� ������� 0������������� �B���� �HB��"���� ���0�����HD ���0��"�� 66

@HB��"��"<�H� �D��"�0��� 3� [� /  �� &�����"<�H� �H�%��2 $4(����H� 5��"�5H x�� 
�k!
5%����5��0� ��������!��������� ��%(�%��H� ����%"H � �D ���"�k������ �����������
��0%� /  	� +�����(����2 $@3 &) �*+� q� ��.�[�
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$4������ B� ��� ������"���� ��"������ B?��� ������ �B�� ������"���� �� 5�"k!
�H �����5�< � %4"��� ��"����� +��(�"�� ������������H 5�� �����%���� ������"������HD
��"����� B?��� ������� @����H� ���� �����%���� ��"����� ����� ������ ��������"�

�
���5�� � 9�+�&%((���� F��������"<��� ��4"�B�� ��k5% ���� 4��"#B���� � ��� B�
� ������ �"%B�� �B�� ������"���� �H(���#�� ��k5% %4"��� ��"���� ,��� �����"� �����!
5���1� � �� ������ ���(��� 8 %4"H ��"���� �����"�0�#�� ��k5% �B���� ������"�����

@ 5��"�5� ����������#�� �(� I� �����%���� 5"� ��"����� ����4��"<��� B?��� ������
8 �� 
���5��% � �� &%((���%� $4%B���� ���5"�k���H� ����� ������ ��5D�5 � ��������#
������"������HD ��"����� B���4 ��I�������H ��4"�k���� �5��� �4 ����4��5�HD ������!
0� ��"���� �� B!��"����� �������%#��� ������� ������"������� B� �����;���� ��4�H�
�����%���� �� 
���5��% � �� &%((���% ���� ���4��H ��k5% ��(��� )��4H������ B� ���
�������������� ��5D�5� �����H ����5�"�#��D ����� %�������� 5"� ������"������HD
��"����� �� 
���5��% ��"�#�� ��������������H�� � ������� ������HD ����� 5"� ��"��!
��� �� &%((���%� ������ �(����"<��� ��4��"�� ��"%B�< �5������H� %�"���� �D�5�����
��������� ������"���� 5"� k!� ����4��5��� ������"������HD ��"����� B?��� ������ 2n
�� 
���5��%� ��"� f ∈ Ck[a, b]� � 5"� (2n − k)!� ����4��5��� ��"����� �� k� ������ 2n ��
&%((���%� ��"� f ∈ C2n−k[a, b]�

����� �0� %�����"���� B� 5"� ��"����� B��?��� ������ �� &%((���% s′′′ ����������
�D�5��� � f ′′′ 5"� "#(�� ������"��%���� �%����� f ∈ C3[a, b] � "#(�� ���"�5����"<����
����� &���������� 5"� ��"����� B��?��� ������ �� 
���5��% ��< �D�5����< s′ � f ′ 5"�
"#(�� f ∈ C1[a, b] � ��k� "#(�� ���"�5����"<���� �����

������5��

�� 9���	 R�'� ��� �����%���� ������"������HD ��"����� B?��� ������� +�����(�����
/  g� 	/ �� ,F������ � �g[ 6 �*+� &�(� �5!���� $�! �������� ��� &�'� &�(�"���1�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� //	

�� �%��� ��&���	��� ��	�%� ��+���
����1%����$ ��!������
����$ ���	��

��� ��$�����

��������  �����
� ����	� � �	���� �,����	��# �� ���� ��
���
� ������������	�

@ ��(�� ����������#�� �H��k5���H� �����H %�������� � B���HD ����4��5�HD ��5�

A∂tu + B∂xu + Cu = f, ∂t ≡ ∂/∂t, ∂x ≡ ∂/∂x, (1)

05� A ≡ A(x, t), B ≡ B(x, t), C ≡ C(x, t) . 4�5���H� �����H ��4���� (n × n) � I"��������
4��������� � ��������HD x ∈ R1 � t ∈ R1, (x, t) ∈ U = [x0;X]× [t0;T ]; f ≡ f(x, t) � u ≡ u(x, t)
. ����������� �4������ � ������� n!����H� �����!�%������ @ ������ ,�1 ������ A, "�(�
������ B, "�(� �%B�� ����� λA+μB ���5��"�0�#�� �k5������� �H��k5���H�� � �("���
U ∀λ, μ ∈ R1. 3���� �����H ���# (�"<;�� ����"�5��� 4��B���� � ��4����#� � B������� ���
�4%B���� ��������� 0�5��5�������� 0�4���� 5�������� ����� ��"HD ��"�(���� k�5����� @
"����%�� �����H ��5� ,�1 ��k� ��4H��# �k5������� �H��k5���H��� ����4��;���H��
������"<�� ���;�� ����4��5���� �������� &�(�"���� �"0�(��!5����������"<�H�� %���!
������� � B���HD ����4��5�HD� � ��k� �������� �� ����������� � ��% ����� ��;�!
����"�������

E�5�5�� 5"� �����H ,�1 ��B�"<�H� � �����H� %�"����2

u(x, t0) = φ(x), u(x0, t) = ψ(t). (2)

����� (H"� ��"%B��H 5����B�H� %�"���� ��4��;����� ��B�"<��!������� 4�5�B� ,�1�,/1� F��!
��5�� �D � �"�5%#��� �������
����� r/ ����� 	 �������+����	�, 6����� qTU�qVUS

TU &���� �����) λA + μB + C ���	��	����� �	�,���� �������� �����+���&����N
VU ����� ��������� det(λA+D), D = B + (E − SS−)C ����)�����
�� &����
� � 	�6�����
�����
� ���	
� �� 	��* (x, t) ∈ U, S = (A B), S− l ���� &���������� �����)� � �����)�
S;
gU 	*���
� ����
� ���������� ������ 	 ������ U;
�U ������
� � �������
� ����
� ���	��	����� ���	���S A(x0, t)u(x0, t) = ψ(t),
B(x, t0)u(x, t0) = φ(x) � &���&�������� ������	���
�� 	 ����� (x0, t0) �� �	���� &���6	��+
�
���
����� ��� ����� ��7���� 	 ������ U.

3������ � (H"� 5���4��� ������ � ��(�� ���� *��"�0�B��� %���k5���� ������5"��� 5"�
����� ,�1 � �%B��� ����� λA+B, %5��"�����#��� ������# ����0!�����<�� @ I�� �"%B��
� ������ � ����� ���0�B"��� det(λA + D) ���(D�5��� %��4�< ���0�B"�� det(λA + B).

F��5��"�0��� B� 4�5�B� ,�1�,/1 %5��"������ ���� %�"����� �����H �� � ��< ���� ��!
;����� ��;�� �? B��"����� �"� I�� ��"� ������� ��D�"���%# ��4����%# �D��%�

F���4��5�� � �("��� U ��4(����� Δ ����H��2 x = x0 + ih = xi, t = t0 + jτ = tj, i =
0,N1, j = 0,N2, N1, N2 ∈ N, 05� h, τ . ;�0� ��"%B����� ���� UΔ� h, τ ∈ (0; 1). 3�B�� �
����5������ (xi, tj) (%5�� ��4H��< %4"��� ���� UΔ� @ ��k5�� �("��� U′ = [xi;xi +m1h]×
[tj ; tj+m2τ ] ∈ U ��;���� 4�5�B� ,�1�,/1 (%5�� ����< � ��5� ��"����� Hm1,m2(x, t) �� ���;���
�������� �� x � �� t ����H�� ����������� m1, m2, � ������5�"���H�� ��I��������!
��� 4��B���� �����0� �����5�# �� 4��B������ ������0� ��;���� � %4"�D ���5����� ����2
Hm1,m2(xi, tj) = u(xi, tj)� +�������� 5"� �"%B��� ��05� m1 = m2 = 2 ���� ��"���� ��k��
4�����< � ��5�2

H2,2(x, t) = u(xi, tj)
∏
i

(x)
∏
j

(t) + u(xi+1, tj)
∏
i+1

(x)
∏
j

(t) + u(xi+2, tj)
∏
i+2

(x)
∏
j

(t)+

+u(xi, tj+1)
∏
i

(x)
∏
j+1

(t) + u(xi+1, tj+1)
∏
i+1

(x)
∏
j+1

(t) + u(xi+2, tj+1)
∏
i+2

(x)
∏
j+1

(t)+ (3)
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+u(xi, tj+2)
∏
i

(x)
∏
j+2

(t) + u(xi+1, tj+2)
∏
i+1

(x)
∏
j+2

(t) + u(xi+2, tj+2)
∏
i+2

(x)
∏
j+2

(t),

05� ∏
i

(x) =
(x− xi+1)(x− xi+2)
(xi − xi+1)(xi − xi+2)

,
∏
i+1

(x) =
(x− xi)(x− xi+2)

(xi+1 − xi)(xi+1 − xi+2)
,

∏
i+2

(x) =
(x− xi)(x− xi+1)

(xi+2 − xi)(xi+2 − xi+1)
.

$4 �������� ,	1 ��5��� B� � %4"�D ���� 4��B���� ��"����� 5������"<�� �����5�# ��
4��B������ ������0� ��;����� F��5����������%�� ��"���� �� ��������H� x, t � �HB��"��
4��B���� ����4��5�HD � %4"�D (xi+2, tj+2) �("��� U � F�"%B���

∂xH2,2|(xi+2,tj+2)
= 1/(2h)ui,j+2 − 2/hui+1,j+2 + 3/(2h)ui+2,j+2,

∂tH2,2|(xi+2,tj+2) = 1/(2τ)ui+2,j − 2/τui+2,j+1 + 3/(2τ)ui+2,j+2,

05� u(xi, tj) = ui,j. F����"<�% 4��B���� ��"����� � %4"�D (xi+2, tj+2) �����5�# �� 4��B����!
�� ������0� ��;����� � � I�D %4"�D ��"���� 5�"k�� %5��"�����< ������ ,�1� F�5�����
4��B���� ��"������ �HB��"���H� � %4"�D (xi+1, tj+2) � 4��B���� �0� ����4��5�HD � �����% ,�12

Ai+2,j+2 ∂tu|(xi+2,tj+2)
+ Bi+2,j+2 ∂xu|(xi+2,tj+2)

+ Ci+2,j+2ui+2,j+2 = fi+2,j+2, (4)

05� Ai,j ≡ A(xi, tj), Bi,j ≡ B(xi, tj), Ci,j ≡ C(xi, tj). F��B��

∂tu|(xi+2,tj+2) = ∂tH2,2|(xi+2,tj+2) + O(τ2), ∂xu|(xi+2,tj+2)
= ∂xH2,2|(xi+2,tj+2) + O(h2).

@ �������� ,�1 4������ ∂tu �� ∂tH2,2 � ∂xu �� ∂xH2,2 F�"%B�� ������%# �����%# ��4����%#
�D��% (

3
2τ

Ai+2,j+2 +
3
2h

Bi+2,j+2 + Ci+2,j+2

)
ui+2,j+2 =

2
τ
Ai+2,j+2ui+2,j+1−

− 1
2τ

Ai+2,j+2ui+2,j − 1
2h

Bi+2,j+2ui,j+2 +
2
h
Bi+2,j+2ui+1,j+2 + fi+2,j+2, (5)

��;���� ������ (%5�� �(�4��B�< ũi,j. &����� ,�1 ���5���"�� ��(�� 4����%%# �����% n!
"�����HD �"0�(���B����D %�������� � ��4H����� ��D�"����� ��4������ �D����� ���"���H�
�������� � ������ �����0� "�k� ��;���� �����H ,�1� ��4H����� �?D�"���H� ��4����H�
���5��� �"� ���"�4���� �?D�"����0� ��4�����0� ���5� ���(D�5��� 4��< 4��B���� ����!
��0� ��;���� �"� ���("�k���� � ���% � �B���<#� �� ������� ����� O(h2) + O(τ2) �� 5�%D
��B�"<�HD � �����HD �"��D �("��� U : ui+2,0, ui+2,1, u0,j+2, u1,j+2, i = 1,N1, j = 1,N2. +�
����H� �40"�5 ��k���� B� I� ��(������ %�"�k��� 4�5�B% � ��� 5�"k�� %B�H��<�� � �?
��D�5��� ���������� +� ����� 5�"�� ��� ��;���� �����B����D 4�5�B� � ����HD ���4������
�%����� u(x, t) �(�4��B�� ������H� ��4�B����� ��"�B��H� ��������� 5��"����� I��"<��#�
��D�k5���� 4��B���� I�D ��"�B�� �� ����5��D� ��������� ��B�"<�HD ,�������HD1 �"��D ��
���5���"���� 4��%5���"<�H�� �����"<�% � ���"<��� ��4�B����� �������� �D �4������� 4�
5���H�� ��H� 5�"� ���%�5H ��4��B��"<�� � ��I��% 4��B���� ������� �%����� �� 5�%D ��!
B�"<�HD �"��D ��k�� 4�5���< �����B���� ����H���

&D�5����< ��D�"����0� ��4�����0� �������� � ��;���# 4�5�B� ,�1�,/1 5���4��� � �"�5%!
#��� �������
����� s/ ����� �� �������+����	�, 6����� qTU�qVU 	
&����
 	�� ���	�� ������
 T�

����� ��,����� ����� τ∗, h∗ ∈ (0; 1), ��� �� 	��* τ < τ∗, h < h∗, ���	��	������* ���	��
|λ∗|τ
h < 3

5 , ��� λ∗ l ������7�� �6 	��* �����	���
* ���� �����)
 B(x, t) 	 ������ U, ��M*+
��,�
, ��6�����
, ����� �*������ � �&��	���	� �)���� |u(xi, tj)−ũi,j| = O(h2)+O(τ2) ∀i, j.

������5��
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�������� �!/�����	����� ���	����
� � ���	����/	�
�� �	�+�&�
� �� ���� ����������
�
1 �����	����������������	���� 2 ���������	����	�

������������� �"0���� B��"����0� ��;���� 5�%������ �(����� 4�5�B� ��"<����� �
����������� �"%B��� F����� 5�%������ 4�5�B� ��"<����� 5"� ���5����5�HD �����HD ���5
��;���� ��4����H� ���5�� � ����"<4������� ���5� ����"��� ������4���� �%"����� �"�
B��"����0� ��;���� �(����� 4�5�B� ���������� ���4��<#�������� ���5�
��6����1
� H�8�9�/ F�� ��5�"�������� ���������HD ��������� � �����HD ���5�D ��!

��"<4%��� %�������� ������ F�� I�� �B��#�� �4����H��2 �����������<� ��4���< ��"<!
���%#��� k�5����� ��4�B����� �"����� %��%0�0� ������0� �"� � k�5����� � ��k�
�������<� +� ������� B��� (H���� B� ������ ��;���� ���4����H�� �B��#�� �����!
�H� D����������� ���5H� F��5��"�k��� B� �H��"���H 4����H ��D������� ����H � �����
5"� �����HD ���5 ���/�2

div (ρl v) = 0 , (1)

ρl v = − 1
χρ

∇p . (2)

E5��< v = v(x)� p = p(x) . ������< ��"<����� k�5���� � 5��"����� ρ(x) = ρl(x) + ρs(x)
. �"����< ������� ���5H� ρl(x) = ρfl (x)d0(x) . ������"<��� �"����< k�5����� ρfl (x) .

��4�B����� �"����< k�5����� ρs(x) = ρfs (x)(1 − d0(x)) . ������"<��� �"����< %��%0�!
������0� �"�� ρfs (x) . ��4�B����� �"����< %��%0�!������0� �"�� d0(x) . �������<� χ(x)
. ��I������� ��k����������0� ������ x = (x, y) . �B�� �4 R2�

)���5�"���� 5��"���� p(x) �4 �����H %�������� ,�1�,/1 ��� 4�5���HD �%�����D ρ(x)� χ(x)
� �����HD %�"����D ����D"�� ��"���� ������ 4�5�B�� ��"<������ � ����5�"���� χ(x) ,���
4�5����� ρ(x)1 �� 5���"���"<��� ���������� Wl2

∂p

∂n

∣∣∣
∂Ω1

= Wl, l = 0, . . . , L. (3)

. �(����� 4�5�B�� ��"<������ @ ����%"� ,	1 ∂Ω1 . 0������� �� ������ 4�5���,�4������1 5�!
��"���"<��� ���������� Wl� &������%#��� �����H� %�"���� ����D"� p0l

���5��"�0�#��
4�5���H�� �� ∂Ω ,∂Ω1 ⊂ ∂Ω1�

$��� ��;���� �(����� 4�5�B� ��� �B�% �����%�� ��"���0� �%�������"�2

Φ[χ] =
L∑
l=0

∫
∂Ω1

[B(χ, p0l
)−Wl]

2 dΩ . (4)

@ �%�������"� ,�1 ������� B(χ, p0l
) ������5� �%����# χ(x) � ∂p

∂n

∣∣∣
∂Ω1

�4 ������ 4�5�B�

,�1�,/1 ��� 4�5���HD �����HD %�"����D ����D"� p0l
2

B(χ, p0l
) =

∂p

∂n

∣∣∣
∂Ω1

.
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��60��� ��80���1��� <�?��	 H�8�9� ��07������� F�� ��������� ��4������
�D��H 5"� B��"����0� ��;���� %�������� ,�1�,/1 � 5�%������ �"%B��� ����"<4���"�� ���0��!
������"������H� ���5 ��� �� ����������� ���� �� ��k5��% ������"���# ���B��� �("���
Ω� F�"%B����� ������ "�����HD %�������� ��;�"��< ���5�� ����"��� ������4���� �	��

�"� (�4%�"����� ������4���� �%�������"� ,�1 ����"<4���"�� ���4��<#�������� ���5
��� g�� ����H� �("�5�� B��"����� %���B����<# � 0"�(�"<��� �D�5����<#� �(%�"��"���HD
�������B���<# � ��"�k��"<��� ����5�"�����<# 0������� ��5�"�� $���"<4%#�� ��"�k�!
�"<�� ����5�"���H� � �������B�H� ������������� 0������� �� ���%��� ,�zw_1�

F����5�� ��4%"<�H B��"����0� ��5�"�������� 5�%������ �(����� 4�5�B� ,�1.,�1� ��4���
��4������ �("��� �� ���������% 8 12× 12 %4"��� Ω = [0, π]× [0, π]� ������� L = {4, 16, 64}�
+� ���� � ���5���"�� 0����� ��������"������0� �������� χ(x) �

���� �� ?�������
����� ��	����	 χ(x)�

+� ����� ���%��� �4�(��k��H ��������"���H� χ(x)� $4 ���5���"���HD ��4%"<��� B��!
"����0� ��5�"�������� ,�"��� L = 4� ����5��� L = 16� ������ L = 641 ��5��� B� � �����
B��"� �4������� %"%B;�#�� ��4%"<�H ��������"���� ��I�������� �������

���� �� ?������������ χ(x) �	
 L = {4, 16, 64}

������5��

�� C���	���, 9�:� �����%�"<��� ����� ��"<����� 66 =��"�0�� � 0����4���� �[7[� � -�
q� 	[.���
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�Wb �OYl2 �OdT _JMWNJW� �[[�

	� E��� 9��� 
��5H ����"��� ������4���� 5"� ��;���� �"0�(���B����D ������ 
�2 G�4!
��"�� �[[�� /77 ��

�� '�������, 2�2�� 8��� 2�9� ���"���H� ���5H ������B����� ��4���� /!� �45� 
�2 +�!
%B�H� ���� /  	� 	�g ��

�� C����� C�� s����� 3� ���"���H� ���5H (�4%�"����� ������4���� � ��;���� ��"����!
�HD %��������� 
�2 
��� �[77�

g� (������� 8�E� ) B��"���� %���B���� �����(� �����B�� ����� ����(��4������ � Y!
�"0�����D ������4���� 66 &(� �%5��� &������� ��5�"��������!�g� +�����(����2 @� &)
*+ &&&�� �[[ � &� ��.���
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$��"�5%��� ���5 ������"���� 5"� �%������ �������%#��� ��;���# I""���B����0�
%�������� � ��"H� ��������� ��� ���;�D ����4��5�HD ��� � �����%0�"<��� �("��� D2

u(x, y) = γ(y) exp(−a0ε
−1x) + P (x, y), (1)

05� |γ(j)(y)| ≤ C, 0 ≤ j ≤ 3, ε > 0, a0 > 0; ��5 C ��5��4%������ ��"�k��"<�H� �������H�� ��
4�������� � �������� ε � ;�0�� �����∣∣∣ ∂i+j

∂xi∂yj
P (x, y)

∣∣∣ ≤ C
[ 1
εi−1

exp(−αε−1x) + 1
]
, 0 ≤ i, j ≤ 2, a0 ≥ α > 0.

F��5��"�0���� B� �4����H 4��B���� �%����� u(x, y) � %4"�D ����� ui,j = u(xi, yj) 5"� ��k5�!
0� %4"� �����%0�"<��� ���� Ω� F���4���� B� ��"������"<��� ������"���� ��k� �������
� �%�������H� ��0��;����� ��� ����5�"���HD �����;����D ��k5% ;�0�� ���� � ����!
����� ε.

$���"<4%�� ���5���"���� �%����� u(x, y) � ��5� ,�1 � ��"%B�� ������"��%#�%# �%��!
��#� "�����%# �� y � I����������"<�%# �� x. F%�< ũ(x, y) ! ���������� ������"��%#���
�%������ ����4��� ����������� �� ��"��% �������% �B���< ���������� ������"�����!
��� ����%"H�
���� r/ �"� ���D (x, y) ∈ D :

|ũ(x, y)− u(x, y)| ≤ C max
i,j

(hi + τ2
j ),

05� hi � τj ! ;�0� ���� �� x � y�
*�%�"<�H� ��"���� � ������ ���("�k����0� �HB��"���� ����4��5�HD �%����� u(x, y) �

����4��"<��� �B�� �("��� B���4 4��B���� I�� �%����� � %4"�D �����
$���"<4%� ��������%# ������"������%# ����%"%� ��"%B��2

ũ′x(x, y) = −a0

ε

[yj+1 − y

τj+1
(ui+1,j − ui,j) +

y − yj
τj+1

(ui+1,j+1 − ui,j+1)
]
×

× exp(−a0ε
−1x)

/[
exp(−a0ε

−1xi+1)− exp(−a0ε
−1xi)

]
, xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1.

���� s/ �"� ���D (x, y) ∈ D :

ε|ũ′x(x, y)− u′x(x, y)| ≤ C max
i,j

(hi + τ2
j ).

F����5��� ���"�5������ �B���� ��"������"<��� ������"���� �� ����� �0%��#����� �
��0����B��� �"��� ���������H �"%B�� ���� A�;���� � �� ��5��������� ����4���� B� �
�"%B�� ���D ���� ����%"� ��"������"<��� ������"���� ���������� �B��� )(�%k5�#��
��4%"<�H B��"���HD I������������

������5��

�� AH.."> I� I� b� pz$H�>\@! a�� JOH<O_H! %� Z� zMSSW^ �RPWYMJTV vWSLO^Z \OY _MNXRVTY hWYSRYUTSMON
hYOUVWPZ� _MNXTQOYW2 mOYV^ _JMWNSM`J� �[[g�
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�������� ��%���������� �&����%�(�	��
 %����$ � %�	���"�����$ ���� � ��&�$�

��� "�����1� ��'� #���+�(��2� �� �� -��(6�3� &��� )��+������$4

�������� �	��	��/	�
�� � ,��
�� ��� �	*���
� ��� �� �� 4����������/� �� ���� ����������
�
1 ���
������
��	�� 2 ���������	
��	�� 3 ������������	
��	�� 4 ���������	
��	�

@ ��(�� ���5���"��H ��4%"<�H B��"���HD ���"�5������ %5����!��"���HD �����0%��!
���� ��4����#��D ��� �4����5������ %5���HD � 5���������HD ��"� � ����D4�%���HD �B�!
���D 0�4�� )������� �������� %5�"��� �4%B���# 0�����4��� ��� ����D�5� ��k5% ��0%"���H� �
����0%"���H� ,��D������1 ���k������ %5���HD ��"�� F���4���� B� ���5���������< ����!
������0� ��;���� � 0�����4�� ��� ����� %5����!��"���HD �����0%����� ��"�#�� 5����B��
���B�H�� ��"������ ��� �4����5������ ��4�H��� � ��;����D 0����(�"�B����D ����� %���!
������ ����H��#��D ��4"�B�H� ��4�B����� �����H�

+������ �� �� B� �4%B���� �4����5������ %5���HD ��"� � 0�4�D (H"� ��B�� ��� � ��!
4����;"�� ���� � �"����B����D ��(��D �� 
�D� � ����"���"� �������� ���D ���"�5����"��
��� �k� ��� +������ ��"���� 0�����4��� ��� ����D�5� ��k5% ��4"�B�H�� ���������H��
%5����!��"���H�� �����0%������� (H"� ���H� "�;< ��5����� @ �[-[ � ��(�� C�C���%�0�
� �������� ��� �����H� (H"� �H5���%� ���5��"�k����� B� ��� ���k���� ����� %5�����
��"�H � �"����� �����D���� �"� "���� �������� ����D�5 � ��0%"����� ,5�%D��"�����1
�����0%����� � ��D������ ,��D��"�����1 � �(���H� ����D�5 ��0% �����D�5�< ��� ��4!
"�B�HD %0"�D ��5���� ��"�H� �� ���5��"�k���� �� ��"%B�"� ��5���k5���� � �����5���HD
4��� ����� C� C���%�0�� I����������D� )5���� � �[[� 0� ���5���4���H� � ��� 0�����4�� (H"
5������"<�� �(���%k�� ��� B��"����� ��5�"�������� ���k���� %5���HD ��"� �/�� �H��"!
������ J �����<# ���5� 
���!���"� �/�� F����5���H� 5�"�� � $3F
 &) �*+ �(;���H�
B��"���H� ���"�5������ ��4��"�"� 5��"<�� �4%B�< ��4"�B�H� �����H 5����0� ���������
F�� �����5���� ���B��� � �������� ����"<4���"��< ���������H� �D��H ����4��0� �B��� ���5!
���"�#��� ��4���� 4�������� ������5�����D��H &� �� =�5%���� � ��4��"�#��� � �H�����
�B���<# � (�4 ����D!"�(� B��"���HD ����""���� ��D�5�< �"�(H�� � �� ��5��k���� ��4�H�H�
��;���� %�������� ��"��� � 5�%0�D 0����(�"�B����D ����� %���������

�H"� %�����"���� B� ���5���������< ��;���� � 0�����4�� ��("#5�#�� ��k� ���
���������B��� �4����5������ %5���HD ��"�� ��� ���k���� ��D����HD %5���HD ��"�� ��4!
����#��D ����%0 �"� ��������HD � ����D4�%����� ����� ��� ����D�5�D� �H4����HD �4����!
���� B��"� 
�D� ��(�0�#��0� ����� � ��������� 5� �"������ ���k����� �� ��"���� (H"�
�(���%k��H ��k� ��� ����������� �����0%����� �4 %5���HD � 5���������HD ��"� � ���!
�� D���B���� ���0��%#��D 0�4�� � ��� ���"�5������ �4����5������ ���HD 0�5���"�B����D
��Hk��� �� ��"��� ��5��

�H"� �H5���%� ���5��"�k����� B� ������"<�H� ��4%"<� �������B�"<�HD I���������!
�� C� C���%�0� �(�������� �"������ ��4�%������ ����%��%#��D � ����D4�%���HD �I��5�!
����B����D �%(�D� ��� ��� %5�"��< ���5�����������<� ��4�%����� ��(�0�#��0� �����
5������"<�� �����(�H �H4��< ����D�5 � �5��� %5����!��"����� �����0%����� � 5�%0�� �
��0% (H< ��������H 4� ������ ����D�5 � ��D������% ���k���# � ��%���� 0�����4���
� I����������"<�HD %�������D � �H����� %������ ;%��� )����H����< �� I�D ��4%"<��D�
� $3F
 &) �*+ (H"� ���5������ I����������"<��� �������� 5���HD� ��"%B���HD �%��
B��"����0� ��5�"��������� $���"<4������ �I��5�����B����� �%(H � ��4��� %������ ��4�%!
����� ,��������;���� ����� 5"� ���"�5������ "��������!%�(%"����0� ����D�5� � ����D4�%!
����� ��0����B��� �"��1 ��4��"�"� ��"%B�< %(�5��"<��� I����������"<��� 5���4��"<���
�%���������� 0�����4��� �	�� 
��0�B��"���H� I���������H �� ��D �I��5�����B����D %��!
�����D $3F
 &) �*+ ���5��"<��%# � ��"��� ��0"���� I����������"<�HD �4������� �
B��"���H�� ���5���4������ ����
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�� ������ ��� ������������ ����" +" 6" q���
���!"
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3���� �(��4��� B��"���H� ���"�5������ �����"� � �(���%k���# ��k��0� �������� D����!
����0� ��� 5"� ���k���� %5���HD ��"� � ����D4�%���HD �����D 0�4�� �� � 5"� �4����5��!
���� ��4�H��� � 5�%0�D ��4�B����D ������D� ����H����HD %���������� 0����(�"�B����0�
���� ������"���� ��������� %����"�#��D ����D�5�� ��k5% ��0%"����� � ��D������ �����!
0%������ %5���HD ��"� ��k� ���� ���0�B��"���H� �����B����� ����������� � B������
��� ��4���� ����������� �D���� ,��������� ��� �����%�������� ��45%D�4�(������� 5"�
����������HD 0����4�%���HD "���"<�HD ��������1�

������5��

�� b�>!^!n b�� p">=". b�� J@!\"?@! $� KYTNZMSMON SO vTJL YWyWJSMON O\ ZLOJl bTdWZ MN ZSWT^] TN^
QZWR^OZSWT^] yOb bMSL TN^ bMSLORS YWVTcTSMON 66 i� zVRM^ vWJL� �[-[� xOV� [ � h� ���.�g �

/� Z/@!�/ A� J�� %H?".<O"H! J� o�� X"#.HWO -�a� p]ZSWYWZMZ WtWJS MN ZSTSMONTY] YWyWJSMON O\ ZLOJl
bTdWZ 66 hL]Z� zVRM^Z� �[[�� xOV� -� �O� �� h� g7�.g7-�

	� Z/@!�/ A� J�� ]^\>#@/=<"/ -�w�� wH_Hy�>�/ J�X�� ]O�=#@!�/<_# ��u�� d@/.�/ -�-� rcQWYMPWNSZ
ON ZLOJl bTdW YWyWJSMON SYTNZMSMON TN^ L]ZSWYWZMZ MN VOb!NOMZW bMN^ SRNNWV 66 hL]Z� zVRM^Z� /  	�
xOV� ��� �O� g� h� �7 -.�7� �

�� E	���	 5�'�� F����	)�	 2�:�� :���D���	 '�B�� Q�����	���, C�9� F���D�5 ��k5% ��0%!
"���H� � ��D������ ���k����� %5���HD ��"�2 ���H� B��"���H� � I����������"<�H� ��!
4%"<�H 66 *I����D����� � 0�4���� 5�������� /  /� � 	� &� 	.�/�
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!��	������ !����$���	�( �����%��( )����
��	�%�� ��	���

��"� #�����

�������� �!/�����	���!* �	*������� �� ���� ����������
� ����������	
��	�

)���H����� ��5D�5 � ��������# �����D����� ���(�5��� ����H� 
��5 ������� �� ����%!
"������ 4�5�B� ���0������� ��"���!������"���� ��� 5����������"<��� ���0��B�B��� ���!
���� 4�5�B� 5"� �(�(�����0� (�0������B����0� %��������� �"� B��"����0� ��������� �����!
��D����#��D ��"����� ����"<4%��� ���5 ����� F��"� �������� ���5�����"<��� �(��(���
��4%"<��%#��� ������ ���B�HD %�������� I�������� ��;���� ���5�� ���"�5����"<���
���D��� ��"������� �"� � �����<# �D�� � 5��(�HD ;�0�D� ����������#�� ������H� �HB��!
"��"<�H� �����H I�0� ��5D�5�� ���(������ � �����%����� �����0� �""#����%#�� ��
��D����HD �������D�
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� �<I �&�������'�!"
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�%������� ��	���	�
���� ��%��# !�		����
���!��%����� � ����� � ����� ���	���(

���� ,�*����$1� '���  ����+����1� ���� ��������1� �"� 2�����2

1 �������� d�������� � �	�	��
� �� ���� ����������
� ���������
��	
��	�
2 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� !����������	
��	�

F����5�H� �%���� ��"���� %����"<�H� ��������� %B���%#��� � ��0%"���� ��4����
������� B���4 �����"��%���� ������������ ������� ������5�"���� �%����� � 5�4�!4���!
���HD ��D���4��� �0� 5�������

@ ��(�� ���5"�0���� ������B����� ��5�"<� ����H��#��� � �5�������� ��������� ���!
���5�"���� �%����� � � �"���D� "�k���D �5�"< �����"<��� ��� ����� ���(�5������� F��
I�� %B�H��#�� �"�5%#��� �������H�

�� *%���� ��k� �������� 5���%�5�����< � �"��� � �"����
/� *%���� ��k� ��������<�� ������� &�����< ������0� �������� 4����� � ������!

����� �%����� ! ��� �H����� ��� ��4��D �����������D � ��4��� ��� �H����D�
	� �"� ������ �"��� ��5�"� ����"<4%��� ������"<��� 0����B��� %�"����2 �%���� ��k�

�HD�5�< �4 ������ �"��� �"<�� �� ���%# � �"<�� 4� �B� ��������� 5���%4���
�� ������������� �� k� 5��������� �%������ ������ �(��5���� �������H� �����5����

� %���<;���# ����������� �%����� � �"���� ��������� ���<#0����� ������ ����"���� �"�
�������H� ������� � 0���4���"<��� ������"���� ,� �"���� ����H� �� ����������#�� �
��5�"�1�

G����"<�� ��5�"< ���5���"�g�� ��������� ������� %�������� ������"<�� ��������!
��� �%����� � �"���D� �"� �4%B���� ������ ��;���� 4�5�B� ��;� � 4��������� � ������!
��� ��5�"� ����"<4���"�� ���5 =���� $��"�5������ ���k��������� ���������HD ��;����
�����5�"��< ���5�� ���5�"k���� �� �������%� ���"���� (H"� %�����"���� B� ��� ����!
5�"���HD ��(���D ��������� ��5�"< ���� 4��B��"<��� ��"�B���� ��4"�B�HD %���B��HD
���������HD ������5�"���� ����������� �%������ B� ���� ��4�B���%# ����������#�

F��5"�0����� ��5�"< �������4��5� ��B�������� ������5�"���� �%����� � �"���D ���!
��"<��� ��� ����� � ����� � ��� %���<;���� ������� ������0� ��������� �H4������ �(!
��(���� ��0�(����� �he� ��������"���� ��B�������0� ������5�"���� �%����� � ���4�����
� I�� ��������"���� �������H ����� ��� ��0�������� ����� ���"� �(��4���� �0� ���B����

@ ��(�� �H��"�#�� ��4"�B�H� ��H ������5�"���� ����������� �%����� �5�"< ����� �
���5"�0�#�� ��4��k�H� �������� ���� ������ ������������ "����"<�HD ������� � ��k�
5�#�� (��"�0�B����� ����������� ��4"�B�H� ��k���� ����5���� ��5�"��

F�"%B���H� �����B����� ��4%"<�H 5��%���# I����������"<�%# �������%�
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��	���	�
����� ��%���������� ����	���$
!��"����� ������	�� ��	����� %��������

��1� ,�������

�������� ��f����	 	��# � �	��������� 2-� ���� '���������
��������	� ������
���������	�

��"<# ��(�H ��"���� ����5�"���� ��"�� 5��������� � ��������� �B�� ��4��0� �4��!
����� ����H �"�� � ��k� � �B��D ��4�H�� ��"� �������� ������������ ����H� �(���H�
�� �%����%� ��"�#�� ������������� 5���������� )������� �������� �����"���� 5������!
��� ���5���"�� ���(H� ������� �� ���4��� � ��� B� �"���B����� 5��������� � ��k5��
B����� 5��"� � I"����� �����%���� ���% ���������# �( ������ �� ��(�H� ��B���� �
��B�"� �� �40���"�����

@ ��(�� ���"�5������ ��"�� � ��������� �D ���(������� �����5��� ���"��B������
���5���� �� �"�B���� � ��5������HD ����B��!��4����HD � ����B��!I"�����HD ���!
5��� ��(%#��D ������H����< �%����� � �D ����4��5�HD � �0����B���HD �D�5����<# �
�������������� �������� ���B��� ����������� 4�5�B �����5��� � �����D ��5�"� �5��"<��0�
k�����"���B����0� �"� ����

@ ��B���� ���H 5��������� ����"<4%��� ��4�� ����B�HD 5��������� *"<����� Eij�
����H� ���4�� � ����������� 5������� Aij = x0

j,i = ∂x0
j/∂xi �����;�����

Eij =
1
2
(
δij − x0

k,ix
0
k,j

)
, (1)

05� x0
i � xi . "�0���k��H � I�"����H ����5���H� ������������

������5�"���� 5��������� � ��������� ���(������� ��"� �������� ����������� ! "����
��4�H��� ����5�"���� %5�"<��� 5���������� I���0�� W �/!��2

W =
[Vτ ]

G + Vν
, Eij =

1
2

(
0 −W

−W −W 2

)
, (2)

05� [Vτ ] . ��4�H� �����"<��� �����"�#��� ������� ������������ Vν . �����"<��� �����!
���� ������� 5��k���� B���� �� "���� ��4�H��� G . �����"<��� ������< ��������������
"���� ��4�H���

@ �/!�� ��k� ����4���� B� � ��������� 5�%0�� ���(������ � ��5� ����� ����� "����
���"<k����� �4������� �������� 5������� ����H����� ������� �(H�������HD 5�������!
���"<�HD %��������2

da11

dα
f − a11 sinα cosα + a21 cos2 α = 0,

da12

dα
f − a12 sinα cosα + a22 cos2 α = 0,

da21

dα
f − a11 sin2 α + a21 sinα cosα = 0,

da22

dα
f − a12 sin2 α + a22 sinα cosα = 0,

(3)

05� f =
u− a′ cosα− b′ sinα

u + ∂v/∂α
� u� v . �������� ������ ������� ����������� �� �����"�����H�

��� α � β� ������������ m = a′(t)i + b′(t)j . ������< 5��k���� ����� ������
+� ��������� �4"�k����0� ���"�5%��� ������� ����������� ��"��H B���4 �����% � �����!

"�����H�� ������� ,���� �1� ������������� %�������;���� ,���������H�1 �������� ��05�
%5�"���H� 0�����H �����!;����"� �� �"��# �� �("��< �"���B����0� �B���� ���"� ����!
�H� @ I�� 4�5�B� �"���B����� �("��< �0����B��� ���"����� 0������� �����H � k������
�("����� �� �D�5� � �("��< ���5����5��0� �"���B����0� �B���� � �� �HD�5� �4 ���� =����!
�� �����H ���5��"�0���� �5��"<�� 0"�5��� . ������H� �����"<�H� �����k���� �� I��
0������ ����H �%"#�

F�"��� ,��B�"<��� �"���� H1 ��5 5��"����� ���4% ���D�5� �� ������<# V0 ����4< k��!
�%# 0"�5�%# �%k���#�%#�� ��"< ,�����%1� ��� I�� ��"��� ���HH��� �"���B����� 5�!
�������� � �("���� ����H��#��� � ������� � �"���� ��"��H %���<;���� 5� 4��B���� h
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,���� /1� �0�" ��k5% �"�������� ��"� ����� 2γ� @ �������� �5�"���� � ��"� B��� ��"��H
5��k%�� ��5�(�� ���5��% �"%� �� ��������� V0 � V1� &������ V0 � V1 ���4��H %�"�����
���k�������� . ��������� ������ �������� �� �D�5� � �� �HD�5� �4 �"���B����� �("�!
��� F"���B����� �("��< � ��"� "���� ���"<k���� ���5���"��H �� ���� /� �0�" �����H��
�����������HD ������ ����� γ�
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)��(�������� ��"� � 5����� �"%B�� ��"�#��2 ABCB1A1�DC � D1C . "���� ��4�H�� ��"�
�������� ������������ D � D1 . ����H ������ "���� ���"<k����� $���"<4%� �����;����
,�1� ,/1 � ��;�� �����% 5����������"<�HD %�������� ,	1� (H"� ��"%B��� ������5�"���� ��"�
5��������� � ��"��� �� �HD�5� �4 �����H � %B��� �D �����"���� ,���� /1�

*��"�0�B�H� �(��4�� (H"� ��"%B��H ������5�"���� ��"�� 5��������� � ��������D ���!
��0� ����������� ��"��H B���4 �����% � �����%0�"<�H�� ������� (γ = 90◦)� �(����0� ����!
������� � ���;���� ��"��H ����

F��5"�k���H� ��5D�5 ��4��"�� B��"���� ����H��< ��"� (�"<;�D 5��������� � %B���
�D �����"���� ��� �D��"�0�B����D ��������D �(��(��� ���""�� 5��"�����2 ��� ������ ����!
������� ��"��H B���4 �����% � ��4"�B�H� %0"�� ���"��� ������ ��� �(����� �����������
� ���;���� ��"��H�

������5��

�� B
��	)�	 8�E�� E	�	 C�C� 3����� �"���B����� @"�5������2 ��"<��%��� �[[7� �/[ ��
/� Q����	 2�E� '���"�4���� �"���B����D 5��������� � ��4�%;���� �5��"<�HD k�����"�!

��B����D �" 66 ���"� *+� �[[7� 3� 	g/� � /� &� / /./ ��
	� Q����	 2�E�� B�*����� 2�2�� '��&���	 '�`� ����������H 5��������� 66 ���"� *+�

/  g� 3� � -� � g� &� ---.-7��
�� B�*����� 2�2�� `�7����	 2�R� F�"� 5��������� � ��������� ���(������� �"���B�!

���� �("��� 66 F��("��H ��D����� ��"�;�HD ���5 � ���k�H� ������H �D��"�0�� ��;���!
�������2 &(����� 5��"�5�� ��<�� ������������ @"�5������ 8 �������"<��!��!*�%���
����(�< /  � 0� �������"<��!��!*�%��2 $
�
 �@) �*+� /  �� &� /		./���

�� `�7����	 2�R� ���B� ��"�� 5��������� � 4�5�B�D �(��(��� ������"�� 5��"����� 66
@����� �@) �*+� /  g� � �� &� �/-.�		�
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@ ��4%"<�� �����5�HD �"� �D��0���HD ������� ��0% ��4����< �B�0� ��"��H5�"�!
��� � �����HD ���5�D� :5�������� ��4��k�H� I�������H� ���5���� ���5��������� �D
����B����0� ��4�0���� �� ������������ ������HD ������� ��k� ���4�<�� 0�4���� �D"�!
k5���� ���D ���B����� ��"�� 3���B�H� �������� ���0� ������0� ��"��H5�"�#��0� I"�!
����� �D"�k5�#��0��� ���������� ���������� ��45%D�� ��"���� �������H� I���0�("�� ���!
��(H"<���� *�& ���� 3�� ��� I�����B����� ��5�"�������� �D"�k5���� �B�0�� I���0��H5�"�!
��� ������ 4��%5���"<�� � �B�� 4����� �����B����� ���"�4���� � �B��< 5���0�������
� �����"<�H� 5"� ���0��4�������� ���"�5���� �������� ���4���HD � ��"��H5�"����� �
�����HD ���5�D� ��"���� ������B����� ��5�"�������� � ����"<4������� ���5�� ��D�����
0����0���HD ,���0����������HD1 ���5�

@ �������� ��(�� ���"�5%��� �B���� 0�4� B���4 ���5H� �5����5�H� ����5��k�H� ����!
�H� I"����� � ������ �����D�5� ��"��H5�"����� F����H� I"���� �0����B�� ����������!
�H�� ����"������5�H�� (����H�� �������� ����D% � ���4% ���H� @ ��4%"<�� ���������
�D���B������ ������� � ���5�� ��4� �����D�5� �H5�"���� ��"�� @ ��k�## B��< I"�����
��5 5��"����� ��5���� D�"�5�H� 0�4� ����H� 5��k��� ���4% ����D B���4 �����%# ���5%� ��!
0������< � ��4%"<�� ��"��(����� � �H���� � ���(�5��� ���������� � 4�5���H� 5��"������

�5�"< �D"�k5���� ������ � ���5��"�k���� 5�%D �4����5����%#��D �4�����������#��D
�����%%��� �/� � ��"#B�� � ��(� %�������� ����4�H������ 5��k����� I���0�� � ��������
5"� ��k5�� ��4H� 3�� ��� 5����� ��5�"< ��"#B�� � ��(� �"�k�%# ��"�����%# ���;���%#
0����(�"�B����!����(�"�B���%# �����% %��������� � �? ���"�4 � �4%B���� ���(D�5��� ���!
��5�< �����5���� B��"���HD ���5���

)"�B��"<��� ���(�����<# ��5�"� ��"���� ���H��< ������4�0����#����� �������
���5H � �������% ���4% � ����D%� ���5% I�0� ���D�5 � ������< ��"<����� 0�4� �� �D�5� �
I"���� ���4����H � 5�"k�H ����5�"�<�� ��� ��;���� 4�5�B�� 3���� �(��4��� 0����B�H�
%�"���� �%�������� �"�B�#�� � %�"���� � �"����B����D 4�5�B�D ��D����� ���0���������!
�HD ���5� B� 4��%5��� ���������� ;����� �4����HD ����B��!��4����HD �D��� F�I��% 5"�
��5�"�������� �����������HD �5������HD �B���� 0�4� B���4 �����H� I"����H � �H5�"�!
���� ��"� ���5"�k�� I�������H� ���0���"<�H� B��"���H� ���5 �	� ��� ��������H� �� ���!
(������ ���HD � �����HD ����B��!��4����HD �D��� ��������� I���0�� � ��D������� ���%"<��
����(��4��H��#�� � ���H� ����B��!��4����H� %��������� �4 ����HD ����5�"�#�� ������!
%�� 0�4�� ������%�� ���5�� ���5H � ������< ��"<����� 0�4�� ��������� ����4�H�����
����(��4��H����� � ������� ����B��!��4������ %��������� �4 �����0� � %B��� %��������
�������� �����;����0� 0�4� ���5�� ���0���� ����5�"���� 5��"���� 0�4�� F"����< 0�4�
�����"<�� ����5�"���� �4 %�������� �������� �����;����0� 0�4�� 
��5 ���� ����� ��!
��5�� �B���� �� ���������%� �"� %���<;���� 5������������ �;�(��� ������ ���B��
5"� �D�� B���0� ����5�� �B����� � ����B��!��4����H� %�������� ���5��� 5������%#���
B"��H B�����0� ����5�� ����

F��5"�k���H� ���5 �������� ��� ���"�5������ ��4"�B�HD �����������HD �5������HD
��k���� �D"�k5���� �����HD ��"��H5�"�#��D I"������ �	� �� g�� F���4���� B� � 4�������!
�� � ��B�"<��!�����HD %�"���� � ��������� 4�5�B� ��4��k�� ��� ����D�5 � %���B����% ��!
���������% ��k��% �D"�k5����� �� � ���0����B���H� ��4�0��� ��"��H5�"�#��0� I"������
��5%��� � �"��"���# ���5�� ��4H� )(���%k��� B��4�HB���� ������� ��"���� ���0����B��!
��0� ��4�0���� ������0� ��"��H5�"�#��0� I"����� ��� 5�����B����D �����HD %�"����D
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�� �$$%53A, �-. � �&���� &�0���l������l�( ������� 3A, �-. � �&�BBB�A��'��# "
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���� �����5���� � ��4�%;���# ������0� �(���� ��� %�"����D� %5��"�����#��D ������#
�������������

+� ������ �����������0� �H;� ���5� 5"� �5������HD 4�5�B ��4��(��� B��"���H� ���5
5"� ���"�5������ �"����D ,5�%����HD1 �����������HD �B���� 0�4� B���4 �����H� ��"��H!
5�"�#��� I"����H �-�� 3��k� %�������� ����4�H����� ����(��4��H����� � ������� ����B��!
��4������ %��������� ������ ��;���� ���5�� ���0����� � ���"<�H� ! ����(��4��H��#�� �
���H� ����B��!��4����H� %��������� & �����<# I�0� ���5� �����5��� ���"�5������ �D"�!
k5���� �����HD I"������ �"���� �%k�#����� � �%���B�� �%k�#����� ����H2 �4%B���
�"����� ����H ��"��H5�"�#��0� I"����� �� ������� �0� �D"�k5����� ����5�"��H ���(�"��
��4�0������H� 4��H % ����������HD �����HD I"�������

���������� ���5"�k����0� B��"����0� ���5� ��"���� ��%���� ���(D�5����� ��;�!
��� �"�k�HD ����� �"0�(���B����D %��������� ("�0�5��� B��% ��4��k�� "�0��� � I������!
��� �������""�"������ �"0������

������5��

�� 5���	 9���� 5������	 9���� C����	 9� 8�
�����B����� ��5�"�������� ��������0� ("�!
�� �����(H"<���� *�&� 
�2 +�%��� �[7-� ��� ��

/� :�������� 3�E� )����H ��D����� 0����0���HD ���5� 
�2 +�%��� �[-7� 		g ��
	� `�)���� :�2� +����������H� ��k��H �D"�k5���� ������0� ��"��H5�"�#��0� I"����!

� 66 
�����B����� ��5�"��������� /  �� 3� �-� � 	� q� �/ .�/7�
�� `�	�� 9�2�� `�)���� :�2� @�4���������� ��%���B��HD ��k���� �D"�k5���� ������0�

��"��H5�"�#��0� I"����� ��� 5�����B����D �����HD %�"����D 66 =������ � �"�4��D�!
���� /  �� 3� 	� � /� &� 7�![/�

�� 2������� C�� �����*� C��� ������ 3� @HB��"��"<��� 0�5����D����� � ��"��(����
@ /!D � 3� �� F��� � ��0"� 
�2 
��� �[[ � 	7� ��

g� `�	�� 9�2�� `�)���� :�2� 3�B���� 0�4� B���4 �����%# ��"��H5�"�#�%# ���5% ��� %B��
������%���� 4��������� ��4���� 0�4� 66 $�k������!��4�B����� k%���"� /  g� 3� -[�
� �� &� 	�!� �

-� `�	�� 9�2�� `�)���� :�2� ���"����� ��5�"�������� 5�%����HD �����������HD �B����
0�4� B���4 �����H� ��"��H5�"�#��� I"����H 66 @HB��"��"<�H� �D��"�0��� /  g� 3� ���
� g� q� ��!�7�
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F%�< �%(�B����� ��"��� S(x) ∈ C2[a, b] ������"��%� 4��B���� �%����� fi = f(xi), i =
0, . . . , N �� ���� Δ : a = x0 < x1 < . . . < xN = b � %5��"������ ,5"� ����5�"?�����1 �����H�
%�"����� S′(xk) = f ′(xk), k = 0, N � :�"� f ∈W 4∞� � �4����� ��� ������

‖S − f‖C ≤ K0H
4‖f (4)‖∞, K0 = 5/384, (1)

05� H = max
i

hi, hi = xi+1− xi, i = 0, . . . , N − 1� +���H � ,�1 (��%�� �� ���4�� [a, b]� �������

K0 �� ��k� (H< %"%B;��� �5���������� 5"� ���D N ,������ ,�1 5���0���� �� �����������
���� ��� N −→ ∞1� ��"�� �0�� ������ ,�1 �� %"%B;���� ��k� ��� (�"�� �H����� 0"�5��!
�� ������"��%���� �%������ @���� � �� 5"� ������HD �����B���� �������HD �"�����
�%����� ��k�� ��"%B�< (�"�� �B�H� �������

F%�< W r+∞ = {f ∈W r∞ | f (r)(x) ≥ 0, x ∈ [a, b]}� $��� ���� ������

‖S − f‖C ≤ K̃0H
4‖f (4)‖∞, f ∈W 4+

∞ , K̃0 = 3/384. (2)

F�5�(��� ��%���� ,%���<;���� ������1 ��("#5���� ��� ��������� ������ � �"����D
W r+∞ � W r∞ ��k� ��� r < 4� � �� B��"�� 5"� ������ ��0��;���� ���("�k���� ����4��5�HD�

="���H� ��5����� ������ ,�1�,/1 4��"#B���� � ��� B� � ��D �D�5� �"<�� 0"�(�"<!
��� D����������� ���� � ����H �� ��?� ���4�� ������"����� ��� ������ �� D�������4%#
"���"<��� ����5���� ��"����� 3���� ������ (����"�4�H� ��������� ��� ��������� ����������!
�HD ����� �� ����HD ���(�"�� ��"<�� �����"�#�� ��������H� ���������������H� �������
��"������ � ��"% ����%��D �� "���"<�H� �������� ���� F�I��%� ����5% � 0"�(�"<�H�� ������!
�� ��� ,�1�,/1� (�"<;�� ������ ���5���"�� ��"%B���� "���"�4�����HD ������� &"�5%#���
��4%"<� ��"���� �������� ���0� ���� �������

‖S − f‖i,C ≤ K0h
4
i ‖f (4)‖i,∞ +

1
48

h2
iH

2‖f (4)‖∞, f ∈W 4
∞, i = 0, . . . , N − 1.

$�5����� i 45��< �(�4��B��H ����H �� ���4�� [xi, xi+1]�
@ 5��"�5� �����5��� ��4���(��4�H� "���"�4�����H� ������ ���("�k���� �%(�B������

��"������ � ������ � �"����D W r+∞ , r = 1, 2, 3, 4� )(�%k5�#�� �"0����H ������"���� �%(�!
B������ ��"������ � 4�5����� �B���<#�

������5��

�� (�	���	 R�'�� F	���	 B�E�� 5���7������� 9�`� 
��5H ��"���!�%������ 
�2 +�%���
�[7 �

/� AH>�<O!HWO"!_� u� j� rcTJS WYYOY UORN^Z \OY SLW QWYMO^MJ JRUMJ TN^ QTYTUOVMJ ZQVMNW MNSWYQOVTSMON
ON SLW RNM\OYP PWZL 66 vTSLWPTSMJT �TVlTNMJ�� �[77� x� 	� � /!	� h� /� .//��
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���
2	 ������	���� !�� � �
�����( �����	�
�����"���� &����	����� � HIIJ �.

'��� ����������1� ,��� ������2

�������� +�&�
� g	��� ��� ���� h�� �� ���� 1��
���
1 ���
����
���	�� 2 �����
���!�	�

������������� ��4��k���< ��������� ��D������ ��������� ��5�"� ,��"� �������
�������������� ���5�"<��� �"� ������B��� ��"�H � 4����� ���� � �����1 �� ������ ������!
"�0�B����D 5���HD� $4"�0���� ���5��� ���"�5������� �"�B��� � �(��������� ���5���
���0������ ����������#�� ������H �B���� ��������"���� ��"� �������� ��4��(����H�
�"0����H � ���0������� �(����B���� ����"<4����H 5"� ���B?� ��������0� ��"� � �B�0����
4��� ��������0� 4��"�������� ,���B���1� �����;�5;�0� � �[[- 0� *��"�4 ��"%B���HD ��4%"<!
��� ��4��"�� ����"�5�< 5������% �4������� ��������0� ��"� � ���������� � ��������
���k�#�%# ��4���� ������B����0� � �%"����B����0� ����������

@ �����% ��4��(������ ������� 5��"�5� ���5��� ��������"���� ��"�� �������� ���!
���B����D ��"� ��"�k�� ������� �(������� ��"���HD ��"��� $���"<4������ I�0� ������!
�� ��4��"�� ����������< ���k���� ������ ���(�0� ������B����� ��"�H � �"�(HD 4��"�!
������� 5� �������� ������B����� ������� ��� ������� ���(�0� �(������ ��"�H � I��
������B����� ������ 5� ��4"�B�HD �B�0�� � ���"�5%���� �("���� F��("��� �HB��"���� ���!
���� �������������� ������B����D ��"� � ��������� �������� �B�� M0(x0, y0, z0) ,�B�0
4��"��������1 ���5��� � 4�5�B� ��������"���� ����� �(������ ��"�H � ������� �0� ���!
����������� � �������� �("��� G ���"� I�� �B���

@ �"%B�� ������������� ����� ��"�H � �("��� w �"����� ������ 4�5�B� ���5��� �
������4���� �%�������"�2

Mβ [Aj , Bj, Cj ] =
n∑
i=1

[Aj(xi − x0) + Bj(yi − y0) + Cj(zi − z0) + (t0j − tij)]2 + nβ(V − V��)2. (1)

05� tij 8 ! ������� ���(�0� ������B����� ��"�H � �B�� Mi(xi, yi, zi) 5� ������ ��("#5����
Sj� n 8 B��"� �B�0�� � �("��� G� %B���%#��D � ��������� ������ V�� 8 ���5��� 4��B����
������� � ������� β 8 ������� ��0%"���4�����

&��5��� ������< ����������� ����� �(������ ��"�H Vj � ������ Sj � �("��� w
���4��� � ��I���������� Aj , Bj, Cj �����;�����

Vj
2 =

1
A2
j + B2

j + C2
j

.

��;���� 4�5�B� � ��������� ��������� ��5�"� � �������� ������ ��4(������ �� 5��
I���� �� ������� ���5�����"<���� I��� ���������� ���5��� 4��B���� ������� V�� �� ��?�
�������������� ������� & I�� ��"<# �%�������" ,�1 ������4��%��� � ��������� ��0%"�!
��4���� β = 0� @ ��B���� V�� (��?�� ��4%"<� %���5����� ��"%B���HD 4��B���� ��������
�� ���� �B��� ������� +� ����� I��� ��;���� 4�5�B� ������4���� �%�������"� ��5?�� �
��������� ��0%"���4���� β > 0 � ���5����� �� ������ I��� ��"�B���� V���

$�0�� ��;���� 4�5�B� ������4���� �%�������"� ,�1 ��"���� ��"�B��� Vj 8 ���5���
������< ����������� ����� �(������ ��"�H � ������ Sj � �("��� G� F��"� ��;���� �����
���"�0�B�HD 4�5�B �� 5���H� 5"� 5�%0�D ������� �HB��"�#�� ������� ����������� �����
� ���D ������ � �("��� G� &��5��� 4��B���� ��"%B���HD �������� ���������� 4� 4��B����
������� � �������������� �("��� � ������� � ����% �("��� 8 �B�� M0(x0, y0, z0)�

$4"�k����� ���5��� ��"���� 5����������"<���� � �"0����� ����"<4%#�� �"<�� ��4!
���� I����������"<�HD ������ � 5�%D �B�0�� �4 �("��� G� ��4���H �("��� G �H(���#��
5����B�� ��"H�� �� ��������# � ���������� 5� ������� B�(H ��k�� (H"� �B��<� B�
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��"�H �4 �B�� M0 � Mi ��� �("��� G ���D�5� ���("�4��"<�� �5������H� �%<� 3�� ��!
�H� ���"#B���� �"����� ���(������� ������� ���H ��5 �������� ��"�B�� �������B�����
�;�(�� �� �������D � ����5����D �B�0���

&"�5%� ��5B����%<� B� ��"%B����� 4��B���� ������� ��"���� %���5������ ������0�
������5�"���� �� �(���% �("��� G � ���k�� �0� 4������������ � �"%B�� ��"�!0��5������
��������� ���5H� F�� ��"�B�� � ���5� ��4��D 0��5����HD 0����� ������� �"0���� �0"�!
k���� ��4��� 0��5��� �� ���������D ����HD "�������% ��4���% �("��� G�

F�5��(��� �������� �"0����� 5"� ��;���� 4�5�B� ��������"���� ��������0� ��"� � �(!
"��� �B�0�� 4��"�������� ������ � ��(��D �����/�� �� �"0���� ����"<4���"�� 5"� ������
��������0� ��"� ���5�"<�HD ��"� � ��4"�B�HD �����������HD ������D� @ �	� �� ����������
5"� �4%B���� ��������0� ������� ������� �%"����B����� 4��H ,���H����� �%"����B�����
���� �� ���B���1�

������5��

�� ��	�	���	� :� B�� '�	��� `�B�
��5��� ���B�� � ���"�5������ %���B����� ��D����HD
��"�� �������� ���5�"<�HD ��"� ,�� ������� ���B���1 66 G�4��� E��"�� �[7�� � �/�
&� �[./-�

/� ��	�	���	� :�B�� ��	�	���	 9� 8� 
��5�B����� �����H �"0����� ��������"���� ��D!
������ ��������� ���5H 66 �"������H� k%���" �@����� �5�"���� ��%� � E��"��� /  	�
� �,/�1�

	� '�	��� `�B�� ��	�	���	� :�B�� `�	��� 9�E� $���"<4������ ������"�0�B����D 5���HD 5"�
�4%B���� ��������0� ������� ������� �%"����B����� 4��H 66 @%"����"�0�� � ������"�!
0��� /  �� � /� &� ��.�g�
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!��	������ �����" �����	�  �	�(
����	�
��+���( ���	��� %�))����"���#��$

 �������( � &�!�&%���0*��� ��� ���	���

���� �������3$1� ���� .�������+2

$���
�� ���� �����	��!� ����	����	�� $���
�
1 �����
��	���	�� 2 ���+(��������	���

��������� ���������%# �����% �(H�������HD ��"�����HD 5����������"<�HD %�����!
��� n!�0� ����5�� � n 4���45H�������� ������ B��< ������ ���� �� 4����� � ������� t2

ẏ(t) = f(y(t), y(t− τ)), (1)

05� y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yn(t))T 8 n!�����!�%����� �������� �����H � ����� �������
t� y(t − τ) = (y1(t − τ1), y2(t − τ2), . . . , yn(t − τn))T 8 n!�����!�%����� �������� �����H �
����� ������� t−τi� τi ≥ 0� 8 4���45H����� �� �������� ���� 5"� ��k5�� ��������H yi(t−τi)
������ y(t− τ)� i = 1, n� +�B�"<�H� %�"���� 5"� �������0� %�������� ,�1 � 4���45H�������
4�5�5�� �"�5%#��� �(��4��2

y(t) = ϕ(t), −max{τi} ≤ t < t0; y(t0) = y0, (2)

05� �� �(�4��"<�� ϕ(t0− 0) = y0� ��� �4����� ���� �������� %�������� ,�1 � ��B�"<�H�� %�"�!
����� ,/1 ���� ��;����� ��"� n!�����!�%����� f(y(t), z(t)) � ϕ(t) 8 ������H��H �� �����
��0%������ � I� ��;���� �5��������� ��"� �%����� f(y(t), z(t)) %5��"������ %�"���# '��!
;��� �� y(t) ,5"� I�0� 5����B�� �0����B������ ����� |∂f∂y |� |∂f(y,z)

∂z | � ������ |dϕ(t)
dt | �

��������� ��B�"<�HD 4��B����1�
3�B�� ����� ,�������� ����������1 y∗ �����H ,�1 ����5�"���� %�"����� f(y∗, y∗) = 0�
F������ 4�5�B% ����5�"�< 0�����H �("��� %���B����� �B�� ����� �����H ,�1 � ���!

������� 4���45H������
����B����< �B�� ����� ���"�5%# ��� �� "�������% ���("�k���# �����H ,�1� ��"%B��!

���% � ��4%"<�� "������4���� �� ������ B��� � ��������� I�� �B��2

ẏ(t) = A · (y(t)− y∗) + B · (y(t− τ)− y∗), (3)

05� �����H ��I��������� A � B 8 �����H B���HD ����4��5�HD ��5� A = ∂f(y,z)
∂y |y=y∗,z=y∗�

B = ∂f(y,z)
∂z |y=y∗,z=y∗ � F����"<�% ����4��� ,���� ��������� ���1� B� ���"�5������ �� %���B����<

�B�� ����� ��"������� ����������� �����H ,�1 � 4���45H������ I�����"���� ���"�5���!
��# �� %���B����< �B�� ����� "������4������� �����H ,	1� �� ���5� �("��< %���B�����
�����H ,	1� �H ���5�� � �("��< %���B����� ��"������� �����H ,�1�

�"� �����H %�������� ,�1� � ������ ��k�� ������ � "������� ������ �����0� ���!
("�k���� ,	1� 5���4��H �����H �( %���B������ ���"�0�B�H� ������� '��%���� ���� $4 ��D
�"�5%�� B� ���(D�5��H� � 5����B�H� %�"����� �������B����� %���B����� �B�� �����
�����H ,�1 ��"���� ������"<���< 5������"<�HD B���� ���D ������ D���������B����0�
���4���"����� 5"� �����H �����0� ���("�k���� ,	12

det(A + B · diag(e−kτ1 , e−kτ2 , . . . , e−kτn)− kI) = 0, (4)

05� I 8 �5���B��� 5��0���"<��� ������ ��4������� n × n� diag(a1, . . . , an) 8 5��0���"<���
������ �� k� ��4������� � 5��0���"<# (a1, . . . , an)� )B���5��� �� 0������ �("��� %���B�!
���� ��� ����� %�������� ,�1 5�"k�H (H< B��� ����H��2 k = iω�

� ��k�"���#� ���� ���"��B���� ��� ����H� ����� %�������� ,	1� � �D (��B��"����� ���!
k����� �� ���5���"���� ��4��k�H�� )5���� ��k�� ������< �"0���� B��"����0� �H���!
��� ��(���� (τ1, τ2, . . . , τn, ω)� ���("�k���� %5��"�����#��D %�������# ,�1 ��� k = iω�
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E�5�5�� �("��< ��4��k�HD 4��B���� 4���45H����� τ � �������� ω � ��5� �����%0�"<��!
0� 0��������""�"�����5� � n + 1!������ ���������� Rn+1� �H(��� ������H� �������"<�H�
4��B���� ���D 4���45H����� τ1, τ2, . . . , τn � �������� ω2 0 ≤ τ1 ≤ τ1max, 0 ≤ τ2 ≤ τ2max, . . . , 0 ≤
τn ≤ τnmax � 0 ≤ ω ≤ 1� F���(���� � I�� �("��� 4��B���� τ1, τ2, . . . , τn, ω � ������H� ��"H�
;�0�� Δτ, Δω ,��������� 0.0051� ���5�� � ��(��H ,τ1, τ2, . . . , τn, ω1� ��� ����HD � 4�5��!
��� �(��"#��� �B���<# ε ,�� D%k�� ���k��� 0.0011 �H��"����� �������� ,�1� 3���� �(!
��4�� ��k�� ��"%B�< ���k���� 0���������D����� (��%������ � ���������� ��������HD
τ1, τ2, . . . , τn� �� ����HD D���������B����� ���4���"���� �����B���� ����� �%"#� +����!
���� � �"%B�� n = 2 ��� ����5��� ���������� (τ1, τ2)� � ��k� � �4 ��"%B���HD "���� (�!
�%������� ����H� "�k� ("�k� ���0� � ��B�"% ����5���� �(��4%# 4����%%# �("��<� ���5!
���"�#�%# ��(�� �("��< %���B����� "������� �����H 5����������"<�HD %�������� �

4���45H������ ,	1� � 4��B�� � �����H ,�1� @ ��B���� ������� ��4<��� A =
( −0.3 0.12

0.18 −0.25

)
�

B =
( −0.5016 0.3846

0.301 −0.8013

)
� y∗ =

(
1 1

)T
� ϕ(t) = y∗� t0 = 0� y0 =

(
2 1.5

)T
� F�"%B���H�

� �����<# ��������0� �"0����� �B��� "�k���� �� "����D (��%������ ��;����� ���5���!
"��H �� ���� �� )("��< %���B����� 8 4�;��D������� �("��< "���� � ��k� ���D "����
(��%�������

���� �� C����: ��� �
���
 A��9�	
$�����B
����
 ����� 
��� A%B 
 ADB�

��� ��5�� �4 ������ �("��< %���B����� ���� �B��< �������H� 0�����H� ����������
5��%���� τ1 = 3� &�0"���� ���� �� ��� τ2 = 1.5 ��"%B�� %���B���� ��;���� �����H ,	1� ���
τ2 = 3 8 ��%���B����� +� ���� / ���5���"��H ���0��"<�H� ����H� ��;���� �����H ,�1 ���
n = 2 ����������� 5"� τ2 = 1.5 � τ2 = 3 ��� τ1 = 3� ��;���� ���5��H ���5�� ;�0�� ��� ��
�D��� �%�0�!�%H �!0� ����5�� �B�����

���� �� E����	��:��� �	
��� 	�9��
� 
���� ADB �	
 τ1 = 3 ��� τ2 = 1.5 A����B 
 τ2 = 3 A�	���B�

������5��

�� v�����) `�v� @��5���� � ����# 5����������"<�HD %�������� � ��"���#����� ��0%!
������ 
�2 +�%��� �[g��
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��+���( %� �����&� ���(�	�
%�))����"���#��$  �������(

��'� 	������

�������� �!/�����	������ �� 	��������# �� ���� '�����#��
� �����������	���
	�

��(�H ���0�D ���"�5����"�� � �("��� 5����������"<�HD %�������� ���5�����������!
"� �"�k���< ���"�0�� ��4���0� ����������� ��4��k���< 4���"����� ���������� ���0�
I���0��B���� 5��%���0� ����������� F�������� I�0� ��"�#�� 5�����B����� ��D���B!
���< � 0���"<����HD ������D� ����"���� �("��� ���������� 5"� ����HD �%����%# 5��!
k���� , ��;���� �����H1 �0����B���H� �� ������� � �("�5�#��� ����0���#���� ����!
����� ���D ����5��D ��;����� ������� �����B����� %���B����� 5��k���� �� ����B���
������"� ������� ��� �������� 5����%#��D ��4�%�����D � 5�%0�� ��"�����

F�� I�� ���5���"�� ������ �� �"<�� ��� %���B����� �"� ��%���B������ �� � ��!
"�B������H� ������ ����5���� I�D ������ � ��k� �����"����< I�D ������ � ���"<�HD
%�"����D� )��(�� �������� ��"� %5�"�<�� 5���������� ��"%B���HD ��4%"<���� �����"<�%
���"�4���� �� ����<#��� ���� ����� ��4"�B�H� ��4�%����� 4� �B� ����D�5� � 5������H�
��������������� 4� �B� ����"���� �;�(�� ���%0"���� ��� �H��"����� ��;���HD �������!
B����D ��������� @"����� ;%�� ,��4�%�����1 �� 5��k���� 5�����B����D ����� ��k� ��k�
(H< ���B���� ���0�D �"�k�HD I������� +��H� ������B����� ��4%"<�H ����"�#�� �
���"�5��� 0�5H �� ������ B��"����0� ��5�"�������� 5�����B����D ������

�"��� ���5�� ���!�7� ���� 0�����������H� 0�����H ���k��� ��;���� ����� �(H���!
����HD 5����������"<�HD %�������� � ��4�%�������� 5"� ����HD �4����H �D ������� )�
�����H����� �� ����(��4������ �����"<�HD ����%" ���("�k���HD ��;����� 3����� 0����!
�������H� ���5� � ��k� 0������������� 0������ ��;����� �4��B��� B� � ��"%B���H�
0�����H ��"#B�#�� ��� �B�H� ��;���� )��� ��4������� � �H(��� 4��B���� ���������
5����������"<��0� %�������� � ��� 4��������� � �;�(�� �H��"����� �������B����D ���!
������ &����"<��� ����%"� ,���"��B����� �H��k����1 8 4����< ���� ������� ��������HD
� 5������� ����H� �%k�� ���5�"�< � ����5�"����� ����5�� ��5 4��B������ I�D �������!
�HD� F�� 4����� �����"<�HD ����%"� �����������%#��D ������� �5��0� �5�"< ���������
5��%������ ��"#B���� � ��D B��"��HD ������� � �"�k���H� �H��"������ 5������ � �����
��"�� ����5�"�#�� �("��� ���D ��4��k�HD 4��B����� ����H� ��0% �������< I� ����%"H�
�HB��"�#�� 0�����H ���D 0"�(�"<�HD �;�(�� 5"� I�D ���("�k���HD ��;���� � �����%�!
�%#�� �� �D ������ 0�����������H� 0�����H �("���� ���D �B�HD ��;�����

@ �(��� ��5� ������������� ������ �(H�������HD 5����������"<�HD %�������� ,)��1�
����H��#��� �������� ���"<��0� �(���� ,�����H1 � �0� I��"#��# �� �������

dz

dt
= g(t, z(t), u(t)),

05� z = (zi(t)) .����� �������� �(���� ,�����H1�u(t) = (uj) 8��45������� ����5�"���H�
��;�� �H(����� � ��k� �����H� �� �H(�� ����HD �H ���"��< �� ��k��8��4�%����� ��!
���H� F�5�(��� ��������� 4�5�B� �D��H��� ��� ������B����� ��5�"� ��4"�B�HD ������
��D�5������ ��5 �"������ ��4�%��#��D �������� �� � �����H %����"���� �� ����5�"��!
�H� �������� � %�"����D ������5�"�������

@ ��B���� �����"<��� ����%"H F ���5� �5��0� �5�"< �������� ��k�� �H(��< ���!
�%"H� B��"��H� ���0���"H ����HD �������%# ���("�k���H� ���5�� ��;���� �����
�(H�������HD 5����������"<�HD %�������� ,��������� "�����H� �5��;�0��H� � ���0�;�!
0��H� ���5��� ��""��������H� ���5��1� F��������"<��� �"�B�� 4��"#B���� � �����(�
���"�4���� I�D ���5��� � ��< ��"%B���� B��"��HD ���0���"�� �����"<�HD ����%" F .
@ �������� �����%�������� �����"<��� ����%"H ��"����(��4�� ����"<4���< I������B�H�
�����"<�H� ����%"H� � ��< ���"�5����"<���� ���� ��������HD � 5������� ��4��"�#���
D����< ����%"H � ����� ��;��H � �(��(�H��< �D 4� ������"<��� ����� � � ��4%��H��



/�/ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

4������ ������ ����� �0�� ���5H 5�"k�H �(����B���< ("�4��< ���k���� 4��B����� ��!
"%B���HD �� �����"<��� ����%"� � ���k���� 4��B���� �B�HD ��;����� ���4���H� �������
�4��B�#� B� ���� ��������� ����%" � �D ����"����� �%�������� �4����#�� ������"<��
B��"���HD �"0������� �4%B���HD � ��45�"� B��"����0� ��;���� ����� )���


��0�� ������� B��"���HD ���5�� ��;���� )��� ���� ��� %���B����<� �������B�!
���� %���B����<� "�(� ��������%"��%#��� "�(� ��"#B�#�� � 5�%0�� D����������� 0����!
�������HD ���5���

�"� ������ 0����� 0"�(�"<��� �;�(�� �������#�� 5�� ��5D�5�� @ ������ �4 ��D� 0"�(�!
"<��� �;�(�� ���������� � �5��0� ��������0� ;�0� �� 5�%0�� ;�0� ��5B�����< ������ ��4�%!
����� ��D�5��� �����H 5����������"<�HD %��������� @���� �����( ����� � ����""�"<���
��5�B�� ������ "���"<��� �;�(�� � ��4�������� � ��D�k5���� �����"<��� ��;���� �%���!
������� � ;�0� � ;�0% I�� ������ "���"<��� �;�(���

F�� I�� �������#�� ��������H� �����"<�H� ����%"H ���("�k���HD ��;����� ��4��!
"�#��� �HB��"�< 4��B���� ��;���� ,� ��k� �("���� ��;����1 � "#(�� �B�� [t0; t]�

F����5��� ��4"�B�H� ������H ���������� 0�����������HD �����"<�HD ���5�� ��� !�7��
3�� ��� �H �� 4���� ����� �4 4��B���� ��������� ��0% ������� � ����"���# ��D����� �
5��k����� ����� �0� %���B������ � �"�5%� �������< ��� ���k���� ��;����� �"� ������
5��k���� 5�����B����D ����� ���� ���(�� 4��B���� ��"%B���� 5��������� ���������� �(
I�D 5��k����D� � ��k� ��4��k���< ���"���������< �����"<�� ��5�k�H 5���H�� ���5��!
�H� ��� ���"�4���� ���5�� ���B�� �� ����<#����

������5��

�� :�	���	 9�2�� 3����	 2�:� F�������� �D�5���D�� ���D��D � ��k��D ������ ��;���� ��!
��� �(H�������HD 5����������"<�HD %�������� 66 >%���" �HB��"��"<��� ��������
� ������B����� ��4���� �[[	� 3� 		� � /� &� /�[./	��

/� 3����	 2�:� E�5�B� �����B����� ,������"<���1 %���B����� � 4�5����� �("��<#
���5�"<�HD ��"������ 66 3�%5H ���� ��k5%����5��� ����������� ����� ���5�����
*�F� :�;���� +�����(����2 $&$ &) �*+� /  	� &� [ .�  �

	� 3����	 2�:� =�����������H� ���5H ��;���� ����� �(H�������HD 5����������"<�HD
%�������� �� ������ ����(��4������ �����"<�HD ����%" 66 @HB��"��"<�H� �D��"�0���
/  	� 3� 7� � �� &� � /.��g�

�� 3����	 2�:� 
��5H ����5�"���� ���D��D � ��k��D ������ ��;���� 5����������"<�HD
%�������� � �D ���������� 66 3�%5H 
�k5%����5��� ����������� �� �HB��"��"<��� 
�!
������ 
�@
!/  �� 6 F�5 ��5������ 
�D��"��� =�*�� $"<��� @�F�� '������0� 9�:�
+�����(����2 $@
 � 
= &) �*+� /  �� �� /� &� g��.g/ �

�� 3����	 2�:� =�����������H� 0�����H ��;���� 5����������"<�HD %�������� 66 3�D����
� ����������� ��������2 @HB��"��"<��� �������� � ����������2 
�k5%����5���
������������ 
����� 
=� ��� 
�@� '���������� ���������� *��5���� +�%�� 6 G��%"<�
@
�� 
=� ��� 
�@� '���������� 
�����2 $45��"<���� �5�" ���%"<�� @
�� 
=� ���

�@� '���������� /  g� &� �  .� 	�

g� 3����	 2�:� &����"<�H� �HB��"���� � 0�����������HD ���5�D� �H��"����H� �� �����"<!
��D ����������D 66 @����� +=�� &����2 $�����������H� �D��"�0��� /  g� 3� �� �H�� ��
&� �g.g/ �

-� 3����	 2�:� +�����H� 4�5�B� ������ ��������� D���B����D 5��k���� 66 3�%5H 
�k!
5%����5��� ����������� �@HB��"��"<�H� � ������������H� �D��"�0�� � ��%��� �D����
� �(��4�������� $@3 &) �*+ +�����(����� +=�� +=3�� F=� ,��4�D���1� ��4+� ��� �"<!
G���(� ,��4�D���1� F��"�5��2 3)) +FG ������ /  g� 3� /� &� ��[.�g��

7� 3����	 2�:� @HB��"���� (�4�����HD � 0�����������HD 0����� ��;���� 5���������!
�"<�HD %�������� 66 3�%5H @������������ ����������� �� @HB��"��"<��� � ��������
,�@
!/  -1� $@
�
= &) �*+� +�����(����� +�����(����� /  -� ,I"�������� �%("������1
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&��%5��B���� $���%� �������� ��� &�'�&�(�"��� � '����0��5���0� ���""�B����0�
4���5� �� ���("��� ������4���� ������������� ����B��� B��� 0�5��%�(�� ���5�"k����
(�"�� ��5��� ��� "�� ��(�B�� ��"��� ! �������� �� I"����� ����5�"�#��� I���0��B�����
D����������� 0�5��%�(��H� @ ������ ���������HD ���5�� ������������� ��(�B�D ��"��
"�k� B��"����� ��5�"�������� �B���� � ����B��� ���� 0�5��%�(��H� ��"<;�� ����!
�B����� ������ ���5���"�# ���5H ������ � �������� ��H�"� �����"<�HD ��;����� @
�����D I�� ���("��H �� ���5��� 0������B����� ��55��k�� ��4"�0�#�� �"�5%#��� �����!
�H� 4�5�B�2

! 0������B����� ��5�"�������� I"������ ����B��� B����
! 0�������� ���0���������B����0� �������� �����D����� "����� ��(�B�0� ��"����
! ���B� ���� � �("��� ����B��0� ���� 5"� B��"����0� ��5�"�������� �B�����
@ 5��"�5� ���5���"��H ���5��� ��;���� %��4���HD 4�5�B� =������B����� ��5�"��������

I"������ ����B��0� ���� ��%����"���� � ��5� ��������B����D ��"������ F��5"�0����
�����( ����5�"���� ���0���������B����0� �������� �����D����� "������ ��������H� ��
�������� �����D���� ��D�5��� "������ ������� � ��B���� �������� �"� ���B�� ���� �
�("��� �B���� ����"<4���� ���5 �%����

������� ����	
�
� �� ��������� ����	���
��� 
�����/�

��� ������� +, �-. �� 0��&�0"�0!"



/�� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

!���	 !������� 7��,K %� 
���������
�����%����� ��	������$ ���	�� � ���	��

������(��$  �������(
�"� 2�����1� "��� ��$����2� ��#� #������3� �� �� ��������4

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� !����������	
��	�
2 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ��)
��������	
��	�
3 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����������	
��	�

4 �������� �	��	��/	�
�� � ,��
�� ��� �	*���
� ��� �� �� 4����������/� �� ���� ����������
�
�������������	
��	�

���"�5 �������� ���4������ ����� ���0���� STEP+� ���5��4��B����0� 5"� B��"����0�
���"�5������ �������HD ����� � ����� ��"�����HD %�������� � 4��������� � ���������
�4%B���HD ��5�"��� F��5"�0����� ��4��(��� ��"���� ������� ��5 WINDOWS ����� ���!
0���� STEP ���� �5�� ����� STEP+ %�������"<�� � 5�� ��"<4����"# ��4��k���< �����!
5�< B��"����� ���"�5������ 5"� ����� �4 ����4��"<��0� B��"� %��������� @ ����� STEP+�
��� � � ����� STEP � ����"<4%#�� ���0���"<�H� �HB��"��"<�H� �"0����H� ��4��(����H�
� $���%� �������� &) �*+2 ������ ���5� ���5�"k���� ��;���� �� �������%� ���5
=�5%���� . �%"0����� ����5�"���� %���B����� �����H ,κ!�������1� �"� ��;���� 4�5�B�
��;� ���������� ���0�;�0��H� ���5 =��� ���������0� ����5�� �B���� �/�� ���4���H� �"!
0����H ��4��"�# �4%B�< � �����D ��5�"� ���� ��"�����H� I����H ��� 0�����4��� ��"<!
��� ��������B����� B%�����"<���<� ��4���������� �����"�(���� � �5� F�5��(��� �����!
��� ���5�� ��5��k��� � %B�(��� ����(�� ���� F��� ���0���� STEP+ ��4��"�� �����5�<
����"������ �4%B���� �������HD ������ ������ ��"#B�� � ��(� �"�5%#��� ��4��k�����

�1 $��0��������� ��������� �����H� ��� �����( 4�5���� ������0� ��;���� � ���5�
���5�"k���� �� �������% ��� �4%B���� ���������HD ��;���� �������HD ������ @ �"%B��
�HD�5� �� ���5�"<�H� ���"H ������ ��4��k���< 0����B����0� ���5���"���� �D ��������
�� �"�����< �"� ��D������ ��4���� �����������

/1 F�������� 5��0����H ���������HD ��;���� ���5�� ���5�"k���� �� �������% J
����5�"����� �("���� �4������� ��������� � ��4�H� B��"�� ��;����� F�������� 5��0���!
�H �������k5���� ����5�"����� %���B����� ���������HD ��;���� � 4��������� � ����!
�����

	1 *��"�4 5��0���� ���������HD ��;���� ��;����� ��4��"�#��� �H���< (��%�����!
���H� 4��B���� �������� �����H� ��� ��%���B���� ����������� ��;���� ����D�5� � ��!
���"�(����� � ��k� �("��� �4������� ��������� D��������4%#����� ������4(%k5�����
�����"�(�����

F��� ����� �4 B�H��D ������HD ��45�"��2 &�45���� ��5�"�� E�5�B� ��;�� &�������!
�H� ��;���� � +�"�����H� �����H� �"� ��%����"���� 4��%��� ���B��HD ���0���� � 4�!
5���� ���B��HD ��������� 4�5�B� � �����<# ��"<4����"<���0� ��������� (H"� ��45���
���0����� 5"� 0�������� DLL!(�("������ �"�0�5��� ������"<��� 4����� ����HD B���� ��!
���H 5����������"<�HD %��������� 0������� ��k� ��D�5� ���"��B���� �����% ���(�
�����H ���"��B���%# �����% B���HD ����4��5�HD �� ����������

F��� STEP+ ���"�4���� � ���5� ��4%�"<��0� ���0������������ V isualBasic.NET � ���5!
��4��B�� 5"� ����"<4������ � ������������ ������ WINDOWS /   .XP � @ ���5���"���%#
�����# ��"#B�� (��� ��5�"��� �%5� �D�5� ������B����� ��5�"�� ��4��(����H� � $���%�
���"�0�� � 0������ &) �*+� � ��k� ��5�"� �4 5�%0�D ���"�k����� �4�H� �4 "����%�H�

������5��

�� f����	 '�E�� �����	���� '�2�� B���6�� 2�R�� 8�,��	� E�2� F��� ���0���� _Krh 5"�
B��"����0� ���"�5������ ����� ��"�����HD %�������� � �������HD ����� �(��0� ��5��
)������� ��(�H ����� _Krh �� �������D 4�5�B �4 %B�(��0� �%��� �$�k������� D����
���"��B����D ����������� +�����(����2 $45!�� +=�� �[[7�

/� %"@> %�G� KLW TRSOPTSMJ MNSWXYTSMON O\ OY^MNTY] ^MtWYWNSMTV WoRTSMONZ 66 qOPP� eqv� �[-��
xOV� ��� � 	� h� �-g.�-[�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� /��


�������� �����%������ ��%��� ��"�!"��
���%���	� ���"��	��"�� ���)����� ��������

�"� 2�����1� �� �� #���$1� #� �� ������2

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� !����������	
��	�
2 �������� 5�������� � �	�	��
�� ����������


@ 5����� ��(�� �� ��������� ���"�4� ��"��%"����0� ��D���4�� ��4���� ������!����!
������� 0�����H ����������� ��H"���0� ���0���"<��0� 5���� �>�<�tOH.@ ?".@!�n@<="> ��!
������ ��5�"< �������� 0��5���� ����������� �����0��� pW^XWLOX� 
�5�"< ��5��k� D�!
����!�����B����� �������� I��������� 0��� t@=WO"\ � ��������� ������5%#��D �� ��0%"���#�
G����"<�� ���("��� ���5��� � � ���������% ��;���# ������� 4�5�B� ��5�

0 ≤ r ≤ R, DH
d2u

dr2
− k4y2 u = 0, u( 0) = 1, u (R) = 0, ,�1

� �����H ��"�����HD %��������
f(r, y, u; p) = 0 . ,/1

F��5��"�0����� B� � �("��� �4������� ��������� ��5�"�� ���5���"�#��� ������� �%��!
��� u(r)� ��� � ��������H �����!�%����� y(r)� ��"�k��"<�H� & �����<# ���5"�k����0�
B��"����0� ���5� ���5��H ���������H� ��;����� ("�4��� � I����������"<�� ��("#5���H��

F����5�� ������ �������� ���5�� ��4��"�#��0� I�������� ��D�5�< ��;���� 4�5�B�
,�1� ,/1�
��1�	 :�� ���5� ����� � �"�5%#���� F%�< ��������� ������

dy

dt
= f(y; u, p) ,	1

���5���"�� %�������� D���B����� �������� 05� u� 0 ≤ u ≤ 1� �0��� ��"< �5��0� �4 ������!
��� �����H� $��0��������� ,�1 ��� u = 0 �� 5����B�� (�"<;�� ������"� �� t ��4��"��
���� ���("�k���� ����������� ��;����� ������ 4��� ����"<4%��� � ��B���� ��B�"<��0�
���("�k���� � ���5� +<#��� 5"� %�B����� ��;���� �����H ,/1 ��� u = 0 5"� ����5�"����
5�%0�D ���������HD ��;���� ,	1 � 4��������� � u ���5�� ���5�"k���� �� �������%�
�� 1����� :�� ���5�� ���5�"k���� �� �������% u �� ���4�� � � �� ����5�"����

�����!�%����� y(u; p)� ��"�#����� ��;����� �����H ,/1� @ B������� �������� �4������
4��������< ��������H y2 � u�
�� ���7� :�� ���5��� ���� �� u � ��;���� 4�5�B� ������"���� �%����� y2(u; p)

������"������H� �%(�B����� ��"����� g(u) �"���� C2� �� ��4��"�� �����%"�����< ���!
��%# 4�5�B% 5"� ����5�"���� �%����� u(r)2

0 ≤ r ≤ R, DH
d2u

dr2
− k4g(u)u = 0, u( 0) = 1, u (R) = 0. ,�1

�� 9�1���� :�� ����� ��;���� �����H ��"�����HD %��������� ���5���"�#���
5������H� ���"�0 ������� 4�5�B� ,�1�

DH
uj−1 − 2uj + uj+1

h2
− k4 g(uj)uj = 0, j = 1, 2, ..., n − 1, u0 = 1, un = 0, ,�1

����H� �"�5%� �4 ,	1� )����� B� �B���5��� ���("�k���� ���B�HD 4��B���� u(r)��D�5���
�4 �����H "�����HD �"0�(���B����D %�������� � ��D5��0���"<��� ������� ��I����������
@ ��"% ��"�k��"<���� ���D ��������� ��5�"� ������ �����H �("�5�� 5��0���"<�H�
����("�5������ �� �"�5����"<��� 5"� ��;���� �����H ��k� (H< ����"<4���� I�������H�
���5 ���0�����

E����;�#��� <?��	 :�� ����� � ����5�"���� ���B�HD 4��B���� 5�%0�D ��������
������ yj = y(uj)� uj = u(rj), � ����"<4������� 5"� �HB��"���� ��k5�� �4 ��D ������!
"�������0� �%(�B����0� ��"���� �"���� C2�

F��5"�k���H� ���5 �(�(����� �� �"%B�� ���"�5������ ��������� �����H �����HD 4�!
5�B � ����� ��"�����HD %�������� ��� ,�1� ,/1�



/�g ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������


�������� �����%������ ��	���	�
����(
��%��� ��!�12����� !� 	�!� 

��	���	�
������ ����	��� !�����( ���������
� �������� ��	�����

�"� 2�����1� �� �� /������2� ���� #�������2� '��� #�4��2

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� !����������	
��	�
2 �������� 
�����&� ��� %�'� )��	�
��� �� ���� ����������


@ ���"�5��� 0�5H � ���4� � ��4����� ��5���5��� I���0���� ���<�� ��%�"<��� ����!
���� 4�5�B� ��4��(��� ��������0� ���"��B����0� ������� 5"� ��"%B���� ����4 0�4� �4
�����B����D ���"���5��5��k���D ��5�� %0"���5���5�HD ��"�� ,�����"�� (��I���"�� 5�!
���"���0� I����1 5"� ���"�5%#��0� ����"<4������ � I���0�%�������D �� ������ ��"���HD
I"������� $4 ���D �%����%#��D �����(�� ������� ��������� �(����B���� �������"<�H� �H!
D�5 ��5���5�� �� 5"� �� �����5���� ��(%��� ��5��5 ��"� � 4��� I�5�����B����� ��������
)5��� �4 ����������HD ��;���� ��"���� ���������� �� ��"% � �5��� ������� I�5�����B�!
���� ������� ��������� �����"� � ���"��B����� 5�k�0����� ���4���D�5������0� � (�����
��"���HD I"������ ��5���5��5��k���0� ���5��0� 0�4� � ������ �����"�� @ ���� ����!
��� ������ ���5���"�# ���(�����# �"����D ����"�� 4���"����HD ���"�4������ @ B���
�4 I�D ����"��� ��4H����HD 5�"�� I�5�����B������� ������� ������� ������� ���������
�����"�� � 5�%0�D ����5��D � ���� ����"�D ,I�4�����B����D1 �����D�5� ����"���� ���5��0�
0�4� � ������ �����"� � �H5�"����� ��"�� �� ��"� 4� �B� ��"������5���� ����5����
� ����5��� I�5�����B����� ����"H� $����� � ��5�(��0� ��� %�������� � ���"�5��� �����
��4��� � ���4� � ��4��(���� �H����������%��HD �����!�����5���D ��"�����HD ���(����
��"� B%�����"<�HD � ��5��k���# &) � ����4!0�4�� @ �������� ��(�� �����5��� ���!
���B����� ��5�"< 5"� �������� ��������� � ���� �������� ��4%"<�H I����������� ���
�����5���� ������� ��������� �����"� � ��������� ��4%"<��� ��5�"�������� � I���������!
�"<�H�� 5���H���

@ ��(�� ���5���"��H ��4%"<�H B��"����0� ���"�5������ ������B����� ��5�"� � ��5�
��"������� ������� 4�5�B�� ����H��#��� ���������H� ��k��H � ���"��B����� ��"�����
����������� F�� I�� 5"� I�5�("��� ������������� 5�%������ ��5�"< � ���5�"<�H� ������!
��� ��"� � ������� 0�4�� � ������B��� ��"������5���<# �� ���"�4���% � /!D ������!
%���� ���("�k����� �"� I�4�����"� ������������� ��5�"< � ���5�"<�H� ��������� ��"�
� ������� 0�4��� )(� ("��� ���4��H ��k5% ��(�� ��������� ������%�H � ��"���0� �����
�� 0�������

F����5�� B��"���H� ���"�4 5�%D �������� ��%����"���� ��������� � I�4�����B����D ��!
��"�D � �D �"����� �� ����4��5��"<���< ������� � ��������B���%# B%�����"<���< ��!
�������HD ��k����� F���H� ������ ����������" ����"���# �����"� � I�4�����B����D
����"�D� ����� ������ (H" ���4�� � ����"<4������� ���;��0� ���"��B����0� 5�k�0��"�
���5�HD 0�4�� � ������� �����"� � ��5�B�� ��4�0��HD ���5%��� ������� � I�4�����B�!
���� ����"H� ��4%"<�H ���B��� �� ������% ������% ����4�"�� B� ��� "#(�� ���"< %0�5��
(�"<;�� �������� ���"�4���� ����"���� �0���B�� ����� �� �D�5� � ������ ,D���������
5"� �"%B�� ���"��B����0� �k�0���� ��5���5� � I�4�����"�1 � 5����� �"%B�� �� �(��4%�!
��� B�� ����������� ��"���� (�"<;�� �����%������� )5���� �%����%� 5�%0�� �������< .
��0������ ������� ��� ��5����B��� �������� ���"�4���� ����"���� �����"� ,� �0����!
B����D �� ������%�� ���"�4���� ��������0� . �� �H;� 	� 0&1� @ I�� �"%B�� ���������
����"<4���< ����� ������� ����H� � (H" ���"�4���� I����������"<��� &�������� ��4%"<!
��� B��"���HD � ��%��HD I����������� ����4�"� D���;�� ��0"���������



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� /�-

��%��%������� �� ���*�0*�(� �)����
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�������� �� �� �����
� ��� 1��� ���	���	�� �� ���� ����������
� ��������
�����	
��	�

$��"�5%��� ������B����� ��5�"< ��"��� ��5H �� �����#������ ����0���#��� ������
����H��#��� 5��k���� 0�4� � ��������D �"��� � k�5���� � 
������ ������� ="������
�"�B��"<��� B���� ���"�5������ ��"���� �4%B���� ������ ��;���� 0"�(�"<��� �� ����� �
��"���

*��"��B���� ���"�5����H �"���H �B�HD ��;����� ����k5���H� 0�%����� ��������
5����� ��5�"�� 5��� �D ��4�B����� ������������

�1 F���H� ���������H� ��"�H� � ����HD ��� �����H� �%����� 4����� "�;< � ;���!
H� ��;���� ����H��# �B���� 0�4� �� ����� �4 ���B����� �����"�k����0� �5�"< ����""�"�
� ���� ��k� ��"�#����� ����""�"<# ����H� ����4��� �%���������� ��;���� 5�%D �����
���B�#��D 5�! � ����D����B����� 5��k����� � ��4"�B�#��D�� ������ �����"� 0"%(��H
� ������<# �B����� 3���� ��;����� ����5�"?��H� � �����B����D �����D� �����"�k���HD �
��4�HD ��"%;����D ����H ,�������� � #k���1 ��5�"��%# 5��k���� 0�4� �� ����� �����H!
��#��� ����%� @ ��4��� �������H ���� ��H ��4H��#�� �B������ ,��"���H��� =�5"���
G����"�1�

/1 �B? � ��5�"� �����(�k��0� %�������� �����5� � ��%� B� �������# �����������
���B�#���% ������"<���% ����# ,�?�5��"<���% �������# 0�4� �� ���;���� �������"<!
��� ������ ��B?�1 ���B�� �"�B�H� � �����B����0�� �("�����5�H� �����"< 0"%(��H� )�
����5�"�� �4�(���B���%# �����D���<� ��"�#�%#�� �����D���<# ���������

����4���� B� ����% �����������% �����"# ���B��� ����� ������ �������"<��� �B�!
��� 0�4� �� ������ )�� D�������4%��� ��� B� �0� "���� ��� � ��k5�� �B�� ���0���"<�H
0��5�4�B����� �4�(���B����� �����D����� $��"�5����H ��4��k�H� �����H �B���� � 4���!
������ � ����5���� 0��5�4�B����D� ����4���� B� �%����%� �������"<��� �B���� 0�4��
����5�"?���� �� ���� ������ � ������ ��"#�� �"%k� ���B����� � ������

3���� �(��4��� ���;��� ��("#5��"<� ������%#��� "�;< ����% �����"� 0"%(��H 8 �(!
"�����5�%# �����D���< 8 �� ��k� ����5�"�<� ������ 5��k���� 0�4� � �������� �"���H2
�?�5��"<��� �"� �"�B��� � ��0�� �������"<����

F��5���"���H� ��4%"<�H �����H� ����H��# �������"<�H� 0�5��5�����B����� �B�!
��� �� ����� � ��"���
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/�7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

4���	��� �!��(�'��(���	� � !�����&��������
����� ��%��1����	��

���� /������1� 0��� 0�����2

1 $���
�� ���� �����	��!� ��*��	
������������	���!� ����	����	�� $���
� ���������	�
2 $���
�� ���� �����	��!� ����	����	�� $���
� ������+������	�

)(HB�� ��� ��������� ����"��� 5�(���#�� �H��"����� ������ ���0���"<����� ���!
������������ ��"%���0���"<���� � ������HD 5�%0�D� �"� ��5� �"%B��� I� ��(�� ��k��
�����"<�� ������<� �� %��B���� ��� I�� 0"���HD ������2 �%����������� �5���������� �
�(�������� ��"�� ������������� ��������� ����"��� �� ������ ��"������"<�HD ��"�����
������ � � 	�

�1 F%�< �����< ��"���� ����� �� ��%D���;�(��� �����;���� 5"� (�4���HD B!��"�����
������ ������ �4�����2

ϕ1(t) =
1
2
ϕ1(2t) + ϕ1(2t− 1) +

1
2
ϕ1(2t− 2).

&������%#��� �"��� ��"%���0���"<�HD (�4���HD ����"��� � ������"<�H� �����"��
[0, 3] ���05� ��4H��# 	�,	����� '��������� ���� ��k� � I�� ������;�� �"%B�� �HB��!
"���� � �(������� ����"�!��4"�k���� �����k��� � ����"<4������� �������B����D ����%"
"�(� ��4�B���� �����"�4%��HD ��"<��� �/�� +��� �������H ����"�H � ���<;�� �����"��
[0, 2] ⊂ [0, 3] ��5�

w2(t) =
√

3
2

(2ϕ1(2t− 1)− ϕ1(2t)− ϕ1(2t− 2)) ,

5"� ����HD ��"%B��H ����B�H� ����%"H ��4"�k���� � ��������"���� ��0��"�� F����B�!
���� ��%���� ��"%���0���"<���� �����5� � ��%� B� ����"�!��4"�k���� ���� (�"<;��
��"�B���� 4��B��HD ��I����������

/1 F%�< �����< ��"���� ����� 	� +� ������ ��"����� 5����� � (�4���H� ����"�H� �("�5�!
#��� �������� ��"%���0���"<����� ��0% (H< �������H ��� ������"<��� �����"� [0, 7]
. 5���"<�� (�"<;�� 5"��H� F�I��% �H ������������ ���������� 5"� ��������� ����"���
I�����HD ��"����� ,5����� /1� ��%D���;�(�H� �����;���� ��"%B��H � ��5�2

ϕ3(t) =
1
2
ϕ3(2t) + ϕ3(2t− 1) +

1
2
ϕ3(2t− 2) +

3
4

(ψ(2t)− ψ(2t− 2)) ,

ψ(t) =
1
8

(4ψ(2t− 1)− ψ(2t) − ψ(2t− 2)− ϕ3(2t) + ϕ3(2t− 2)) .

�"� ������� �"����HD� ����"��� ,� ������"�0�� ���1 ����� ��D5��0���"<�H� �����H
%�������� ������"<�� 4��B���� I������0� ��"���� � �0� ����4��5�HD � ��B��HD %4"�D2

−1
2
s2j−1 + 5s2j+1 − 1

2
s2j+3 = 2(vj+1 + vj) +

2
q
(wj+1 + wj) + 12

(
v′j − v′j+1 +

1
g
(w′j − w′j+1)

)
,

−1
2
s′2j−1 + 5s′2j+1 −

1
2
s′2j+3 = 2(vj+1 − vj) +

2
q
(wj+1 − wj)− 8

(
v′j + v′j+1 +

1
g
(w′j + w′j+1)

)
,

05� q =
√

35/13, g =
√

105� �

vj =
1
2

(s2j + s2j+1 + s2j+2) +
3
4
(
s′2j − s′2j+2

)
, v′j = −1

8
(
s′2j − 4s′2j+1 + s′2j+2 + s2j − s2j+2

)
������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ����
���
��� 
��7
��� ��
�� �� �&��0�&40�0�u;!"
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. ��I�������H ����"�!��4"�k����� ���5���H� �4 �������%#��D 4��B���� ��D�5��0� I���!
���0� ��"���� � �0� ����4��5�HD� F�� I�� � ��B���� ��5���#��D �����HD %�"���� �������!
#�� �%"��H� 4��B���� ��������"����0� I������0� ��"���� � �0� ����4��5�HD � �H��5�#��D
4� ���5�"H ��D�5��0� ������"� ��B��HD %4"�D� F����"<�% ������ �����H %�������� ����
���0�� 5��0���"<��� ����("�5����� ��;���� �%����%� � ��"���� �5�������H��

�"� ���D B��HD %4"��� ��"#B�� �������� �H��"���H �����;����

wj = −qs2j, 2w′j = −gs′2j .
@ 5��"�5� 5"� ��;���� 4�5�B� ���0��4�������� ��� �� �H��� ��5��k����� ����������

���������� ��������HD I�����HD ��"���!����"��� 5"� 4���"����� ����%���� �� �������HD
��5�D�

������5��

�� '����) v�� C�3��6 ��� '��6�� C� @���"�H � ����<#����� 0������2 F��� � ��0"�
$k����2 +$� ���0%"����� � D���B����� 5��������� /  /�

/� P�� P� @��5���� � ����"�H2 F��� � ��0"� 
�2 
��� /  ��
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!�����1����� ������	�� � ��1��� !��%���
���!!�������� ����	� %� &�%�
 	�����

���!�����( � &�%��1�����

���� �����

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����������	
��	�

F��5���"�� �(4�� ���"�5��D ��4%"<��� �� ���("�k����� ��4��;����� 4�5�B ����� ���!
������� � k������ � ������"<�H�� 4�5��k����� ������������H� 4�5�B� ��"�#�� ���!
�����H�� ��������� �"����B����D 5�%D��5���HD 4�5�B ����� ���������� �� �5��� � 5�%D
��;���D� � ����HD %B�H����� B��� ����B�#����� � �����B����D ���"�k����D ��%�!
���� ��05� �"�5%#��� �������� �5��� � �� k� ��(�H 5�"k�� ��B���<�� "�(� �� ����� ,5"�
�������� � ������"<�H�� 4�5��k����1� "�(� � �B���� ,5"� �������� � k������ 4�5��k!
����1 �� ���B���� �����k%�� ������� 4�5����� ��"�B��H ���"� ����B���� ������ ���������
F��"�k���� �(�%k5���HD 4�5�B ���0��(��4�H � ��"#B�# ��4��(��% �D��"�0�B����D ����!
B��� � ����HD 4�5��k�� ��k� ���5���"�< ��(�� ����� ������������� �(��(�H�����0�
�45�"�� �4 �5��0� ��D� ,���5������1 � 5�%0�� ,5�%0��1� �����4���# ��(�H ���0�������!
����HD �HB��"��"<�HD ������ 05� ����4��k�� �0�������� ����5�B� ��4%"<�� �HB��"�����
��"%B���HD �� �HD�5� �5��0� ����������� �� �D�5 5�%0�0�� 
�5�"� � k������ 4�5��k���� ��!
D�5� ��k� ���������� � D���B����� ����4��5���� 05� �B�H� ��������H� �����k%�� ��k5%
���������� ��"�#�� B��<# �D��"�0�B����0� ���������

@� ���D ������������HD 4�5�B�D 4�5��� ���k���� J = {1, . . . , n} ��4������HD ��(�� ��k!
5�� ��(�� j ∈ J ����� �4 ������ � ����� ��������� �� �H��"����� ����HD ��(%��� aj �
bj �5���� ������� ������������ �"� ��k5�� ��(�H j ∈ J 4�5��� ��"�B��� lj ∈ Z+� ��4H!
������ 4�5��k���� @H��"����� ����� �������� ��(�H j ∈ J 5�"k�� ��B���<�� "�(� �B���
"�(� �� ������ B�� �� ���B���� lj �5���� ������� ���"� ����B���� �H��"����� ������ �����!
���� @ ������ �"%B�� 4�5��k�� lj ��4H����� k������ � �� ����� ������"<���� @�� ��(�H
�H��"��#�� "�(� �� �5���� "�(� �� 5�%D ��;���D� ���B�� � �"%B�� 5�%D ��;�� "�(� ������
�������� ��k5�� ��(�H �H��"����� �� ������ ��;���� � ����� �� ����� ,�������� ���!
�������� �D��� �"� zsam _pah1� "�(� �5�� �4 �������� �H��"����� �� ������� � ����� ��
����� ��;��� ,���(�5��� ����������� �D��� �"� ahr� _pah1 � F��5��"�0����� B� �� �5��
�4 ��;�� �� ��k� �H��"��< (�"�� �5��� �������� � "#(�� ����� ������� � �� �5�� �4 ���!
����� �� ��k� (H< ��������� @� ���D 4�5�B�D ��(%��� ������4�����< 5"��% �����������
� �� ����� ����B���� ���"�5��� ��������� @ �(��������� ��D������ ������ �(�4��B����
4�5�B ����� ���������� ������������H� 4�5�B� 4����H��#�� �"�5%#��� �(��4��2

• 1 | WcTJS lj | Cmax�
• F2 | WcTJS lj | Cmax

• O2 | WcTJS lj | Cmax

• F2 | lj | Cmax

• O2 | lj | Cmax

@ 4�5�B�D 1 | WcTJS lj | Cmax� F2 | WcTJS lj | Cmax� O2 | WcTJS lj | Cmax ��� 4�5��k�� k������
���B�� � ������ ��� ��(�H �H��"��#�� �� �5��� ��;���� � ����� � ��<� ! 4�5�B� ���

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �������� &�( �&�
�����0��!"
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zsam _pah � ahr� _pah �� 5�%D ��;���D ������������ @ 4�5�B�D F2 | lj | Cmax ,���
zsam _pah1 � O2 | lj | Cmax ,��� ahr� _pah1 ��(�H �H��"��#�� �� 5�%D ��;���D � ���
4�5��k�� ������"<�H��

@��5% �0����B���� �� �(��� �4���� �H �����5�� �"<�� ���5�%# �("��% ��4%"<����
�(�%k5���HD � 5���H� �(4��� ,��� �("� �1� F����� ��"���� �("��H ��5��k� �(�4��B����
4�5�B� ����� %��4H��� ���"%B;�� ������ �B����� 5���0���H� ���("�k���H�� �"0�����!
��� ��<� 8 5���4���H� ��k��� ���5�"H �������������%����� 5"� �������%#��D 4�5�B�
��5�� � �������� �����5��H ��H"�� �� ���B����� E��� ������� � ��<�� ��"���� �4��B�!
�� B� 5"� �������%#��� 4�5�B� �� 5���4���� B� ��� eh�!�%5�� ,� ��k�� ���4������
�%����%� "� ��"������"<��� ���("�k����� �D��� 5"� �� ��;����1�

;�8�9� ���
� ��9��6�� ��m��	 <�80 ��<<�/
1 | WcTJS lj , | Cmax 3.5 �	� 2− ε �	�

1 | WcTJS lj, aj ≤ bj | Cmax 3 �	� 2− ε �	�
1 | WcTJS lj, aj ≥ bj | Cmax 3 �	� 2− ε �	�
1 | WcTJS lj, aj = bj | Cmax 2.5 �	� 2− ε �	�

1 | WcTJS lj , aj = bj = 1 | Cmax 1.75 �/� �
1 | WcTJS lj = L | Cmax 2.5 [5] 1.25− ε ���

1 | WcTJS lj = L, aj ≤ bj | Cmax 2 [5] 1.25− ε ���
1 | WcTJS lj = L, aj ≥ bj | Cmax 2 [5] 1.25− ε ���
1 | WcTJS lj = L, aj = bj | Cmax 1.5 [5] 1.25− ε ���

F2 | WcTJS lj | Cmax 3 �	� 1.5 − ε �	�
F2 | WcTJS lj , aj ≤ bj | Cmax 2 �	� 1.5 − ε �	�
F2 | WcTJS lj , aj ≥ bj | Cmax 2 �	� 1.5 − ε �	�

F2 | WcTJS lj, aj = bj = 1 | Cmax 1.5 �	� �
F2 | WcTJS lj ∈ {0, L} | Cmax 2 ��� 1.25− ε ���

O2 | WcTJS lj | Cmax 3 �	� 1.5 − ε ���
O2 | WcTJS lj , aj ≤ bj | Cmax 2 �	� 1.5 − ε ���
O2 | WcTJS lj , aj ≥ bj | Cmax 2 �	� 1.5 − ε ���

F2 | lj | Cmax 2 [6, 4] �
F2 | lj , aj = a, bj = b | Cmax 1.628 [4] �

F2 | lj, aj = bj | Cmax 1.5 [1] �
O2 | lj | Cmax 1.5 [10] �

��	
� ��

������5��

�� -n""/ -�-� e 	6/!eQQYOcMPTSMON \OY SLW SbO!PTJLMNW yOb ZLOQ ZJLW^RVMNX bMSL PMNMPRP ^WVT]Z
TN^ M^WNSMJTV PTJLMNWZ 66 F��5���"��� � �%("�������

/� -n""/ -�-�� X@i^>H! -�a� eQQYOcMPTSMON TVXOYMSLPZ \OY {rK ZJLW^RVMNX QYOUVWPZ bMSL rcTJS
nWVT]Z 66 3O TQQWTY MN aQWYTSMONZ jWZWTYJL sWSSWYZ�

	� -n""/ -�-�� ]�!�!�/ -�u� eQQYOcMPTSMON TVXOYMSLPZ \OY ZJLW^RVMNX QYOUVWPZ bMSL WcTJS
^WVT]Z 66 sWJSRYW �OSWZ MN qOPQRSWY _JMWNJW �	g7 ,hYOJWW^MNXZ O\ meae /  g1� h� �.���

�� -n""/ -�-�� X@i^>H! -�a� eQQYOcMPTSMNX SLW KbO!vTJLMNW zVOb _LOQ hYOUVWP bMSL vMNMPRP
nWVT]Z 66 F��5���"��� � �%("�������

�� 2���	 2�2�� E	���	 5�2� *����������%����< ������HD �h!�%5�HD �������� 4�5�B ��!
��� ���������� � k������ 4�5��k���� 66 F�50���"��� � �%("�������

g� �"..z-?HW� A� _LOQ QYOUVWPZ bMSL SbO PTJLMNWZ TN^ SMPW VTXZ 66 aQWYTSMONZ jWZWTYJL� �[[g�
x� ��� h� ---.-7-�

-� �"..z-?HW� A�� u@"<<"!< $� I�A� zVOb TN^ OQWN ZLOQ ZJLW^RVMNX ON SbO PTJLMNWZ bMSL
SYTNZQOYSTSMON SMPWZ TN^ PTJLMNW!MN^WQWN^WNS QYOJWZZMNX SMPWZ MZ �h!LTY^ 66 vTSWYMTVM ^M
^MZJRZZMONW ���� nMQTYSMPWNSO ^M rJONOPMT hOVMSMJT� {NMdWYZMS�T ^M vO^WNT� �[[g�

7� %>@O@? $�j�� j@ ."> a� j�� j"!<=>@ I� ]�� $H!!��# ]@! -�b�%� aQSMPMfTSMON TN^ TQQYOcMPTSMON
MN ^WSWYPMNMZSMJ ZWoRWNJMNX TN^ ZJLW^RVMNX2 T ZRYdW] 66 eNNTVZ O\ nMZJYWSW vTSLWPTSMJZ� �[-[� x� ��
h� /7-.	/g�
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[� p>?@! -� I�� d�==< K�w� aN SLW JOPQVWcMS] O\ JORQVW^!STZl ZJLW^RVMNX 66 nMZJYWSW eQQV� vTSL�
�[[-� x� -/� h� ���.����

� � J=>^<"/HWO u�-�e LWRYMZSMJ \OY SLW SbO!PTJLMNW OQWN!ZLOQ ZJLW^RVMNX bMSL SYTNZQOYSTSMON SMPWZ 66
nMZJYWSW eQQVMW^ vTSLWPTSMJZ� �[[[� x� [	� h� /7-.	 ��

��� Y^ G� KLW SbO!PTJLMNW ZLOQ QYOUVWP bMSL ^WVT]Z TN^ SLW ONW!PTJLMNW SOSTV STY^MNWZZ QYOUVWP�
hL� n� SLWZMZ� KWJLNMZJLW {NMdWYZMSWMS rMN^LOdWN� �[[g�

�/� Y^ G�� b��n"/""! b�� j"!<=>@ I� ]� vMNMPMfMNX PTlWZQTN MN T SbO!PTJLMNW yOb ZLOQ bMSL ^WVT]Z
TN^ RNMS!SMPW OQWYTSMONZ MZ �h!LTY^ 66 i� _JLW^� /  �� x� -� NO� �� h� 			.	�7�
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@ ��(�� ������������� 4�5�B� � p!��5���� � ���5��B������ �"����� � �"�5%#��� ��!
�������2 ����

min
yi∈{0,1}

{
∑
i∈I

∑
j∈J

cijx
∗
ij(y)|

∑
i∈I

yi = p},

05� x∗ij(y). �����"<��� ��;���� 4�5�B�2

min
xij∈{0,1}

{
∑
i∈I

∑
j∈J

gijxij|
∑
i∈I

xij = 1, j ∈ J, xij ≤ yi, i ∈ I, j ∈ J}.

��� �(�(����� �"����B����� 4�5�B� � p!��5���� ������������ 4�5�B� ��"���� �� �"<�� �h!
�%5��� � ��"<��� ��H�"�� �� � ���4H����� � �"���� hs_!��"�HD 4�5�B � ��5�� ��"������"<��
���������HD ����������� @����H� 4�5�B� ��4������� � ���5��B������ �"����� ������!
����"��< 4��%(�k�� F� C��k�%"�� � �� F������ ���� ��4k� � ������ @�3� �����<��H�� 9�@�
A����5��H� � '�:� =��(�B������� @ ��(�� ���5"�0���� 0����B����� �"0���� "���"<��0�
������� I"������� ���%"���� �����0� ��"�#�� "���"<�H� ����%�H �� ��������� '���!
�����0���� $��"�5%��� �"����� ��4"�B�HD ��������� �"0����� ,�������H ������������
�%���� � ��"�����1 �� ��B���� ��"%B���HD ��;����� ��(H �����< ��B���� ���("�k����0�
��;���� ��k�� �����"<4���<�� ��k���� ��������� �"� ��"%B���� ��k��D ������ ����"<4%!
��� ���5����� ��D�5��� 4�5�B� � 4�5�B� ��"�B��"����0� ��0������������� @ ��(�� �����5���
��������� %k� �4����HD ��k��D ������ � ���5"�0���� ������ ������ 5������%� ���"<�H�
�� 4��B���# ��"���� �%����� "������� ��"�������� &��5����� � 4�5�B� � ����� ����� � 5�!
��"���"<�H� �0����B����� �� B��"� �H(�����HD ���� ��4��"�� 4�����< ������������%#
4�5�B% � ������D �'F� @ ��(�� ���"�5%#�� 5�� ���D ���5���"����� )5�� �4 ��D ��4��!
"�� ��D�5�< ���%# ��k�## �����%� ������ �� D%k� ���5;���%#��D � ��k� ���4�<�� �
����4��"<��� B��"� ��4 "%B;� �D�

������5��

�� b@!c�^. d�� d""=">< �� e \TJMVMS] VOJTSMON QYOUVWP bMSL JVMWNSZ~ QYW\WYWNJW OY^WYMNXZ 66 jWXMONTV
_JMWNJW TN^ {YUTN rJONOPMJZ� �[7-� x� �-� �ZZRW 	� h� ���.�-	�
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��� )�����
���
���	�

�"� �(����B���� ��5�k��0� �%�������������� %����"�#��D ����� ���(D�5��� ��;�<
4�5�B� �����"� ���������� � 5��0������ ������������� I�D ������ �"� ��;���� I�D
4�5�B &�@��("������ ���5"�k��H "�0�B����� ���5H �����"� ���� �%< ����HD ����� �
��� B� �D�5H �D��H ��5���0�#�� ��������% ������"<�H� �(��4�� ��5�(������% ������!
��#���%� ��45�����#� ��� �� �D�5H �����H ��5���� �������� ������ ���������� � ��
������ ��("#5���� ������� �����H �� I� ��45������ 5�"���� 4��"#B���� �( �� ����������
� D������� ������������� ,��� �D ��"�B��1�

�%5�� ����������< �D��H �4 �%�������"<�HD I"������ �/� � (�4��� {&,⊕, 1, 0}� @ ��!
B���� ������������� (%5�� ���5��"�0�< �5���B�H� �������H� ������������ ��� �1� ��
�HD�5�D ����#������ & � �%������� ⊕ ,����� �5�� �4 I�D I"������ ��k� (H< ��������!
�H� � �H5���< 4��B���� 1 ��4������� � �D�5�HD 5���HD1�

F%�< S 8 �������� �D��� �4 �%�������"<�HD I"������� ���"�4%#��� (%"��% �%����#
f(x̃)� x̃ = (x1, x2, . . . , xn)�

G%������ ���"�4%���� �� �HD�5� �D��H ��� ��"�B�� � �D��� ����������0� I"������ ��!
4H����� D���)��, ����&��	������ @����� ���k���� T �D�5�HD ��(���� �D��H S ��4H�����
�������
� &��	������� ������ 5"� I�� �D��H� ��"� 5"� "#(�� �%����� ������������
g(x̃)� �� ������ �k5������� f(x̃)� � T ���5��� D�� (H �5�� ���� ��(�� σ̃� B� f(σ̃) �= g(σ̃)
�	�� ���"� ��(����� �����"�#��D I� ��� ��4H����� ����, ���� @ ��B���� �����"<��!
0� ��� ���05� ��k�� �4�< ��� ��5��k���� ��� 2n ��(���� 4��B���� ��������HD (%"����
�%����� � n ��������HD�
�����/ `���� ���	� D���)�� ����� ����6�	��� �*���, �6 D���)������
* �����+

��	 	 ��6��� {&,⊕, 1, 0}� ��&�������, �������
, &��	������, ���� ���
 1�

F�� 5���4��"<��� �����H 5"� ��k5�� (%"���� �%����� ���� %��4H����� �����( �����!
���� ���"�4%#��� �� �D��H � �������#��0� ����

����� &� ��55� ��� (H"� 5���4���� B� "#(%# (%"��% �%����# ��k�� ���"�4���< �D���� �4
�%�������"<�HD I"������ � (�4��� {&,⊕, 1, 0}� 5��%���#��� �5���B�H� �������#��� ��
5"��H n + 3 ,������ B� � ��� ���5��"�0�"��< �5���B�H� �������H� ������������ ����4!
��"<��0� ��� �� �HD�5�D I"������1�

*��� ("�0�5���� ���������% +�F� ��5<���% 4� �������� � ��(���

������5��

�� P���� E�2�� �������, '�9� '�0�B����� �����(H �����"� ��(�H I"����B����D �D�� 66
3�%5H 
$*+� �[�7� 3� ��� &� �.��/�

/� `�&���	 [�B� *������B����� ������ �"�k���� %����"�#��D ����� 66 
�� �[7��
	� 3������ :��� +�5�k���< � 5��0������ �D��� 
�2 �45!�� 
=�� �[[/�
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)0����B���� ������������ �"<�� 5���B�HD ��5��� � �� ��5���k��� ���k���� ���D 5��!
�B�HD ��(���� ����4��"<��� 5����� 5"��H n ,n!�%(�1� 9���	
� �&������ ��5� C ������"<��
5���B��0� ������ a ��4H����� ��(�� v(a) = (v0(a), v1(a), . . . , vn(a))� i!� ��������� �����0�
����� B��"% ��5��HD ���;�� �� ��������� i � ���;��H a� F����� ������0� ������ ��5�
��"���� �5��� �4 ��k���;�D � ����� ��5��������� F��5��"�0��� B� ��5�%� ����H�� ��5�
����� R = R(C)� ����5�"�� �"�5%#��� ���k����2 Ci = {x ∈ En : ρ(x, C) = i}, i = 0, 1, . . . , R.
����B�H� ��5 C ��4H����� 	&��� �������
�� ��"� 5"� ���D i, i = 0, 1, . . . , R� ����4��"<���
���;��� x ∈ Ci ���� ������������� B��"� di ����5�� � ���k���� Ci−1 � ������������� B��"�
ui ����5�� � ���k���� Ci+1� $4������ B� ������H� D���;�� �"���H ��5�� ��"�#�� ���"��
��0%"���H��� ��������� ��� �����;���H� ��5H � ��5H F������H ��"�#�� ����H��� +����!
���� B� ��	��7���
� ����� C � ����������� 2e+1 ��4H����� ���� ��5� B� ��k5�� ���;���
n!�%(� ��D�5��� �� ��������� �� (�"�� e � �B���� � �5��� ��5���� ���;��H� F���� ���+
&����
 C ��4H����� ��5 5"��H n = 22m − 1, m = 2, 3, . . . , � ���������� � �������"<���
��4��k��� ������� |C| = 2n+1/(n + 1)2�

)���5�"�� ��������� P = (P1, P2, . . . , Pr) ��� ����4��"<��� ��4(����� n!�%(�� :�"� ���;���
Y �����5"�k� ���k���% Pi, i = 1, 2, . . . , r, (%5�� 0�����<� B� ��� ���� i!� )	��� F�
���"�0�� �� ������� ��5� ��k�� ���������< � ������� ����� ���������� @ I�� �"%B��
i!� ��������� ��(��� v(a) (%5� r!����H� �������� 5�#��� ��"�B���� ���;�� ��4"�B�HD
����� �� ��������� i � ��D�5��0� ������� '�	��7����, ��4���� ��%# ��������% P =
(P1, P2, . . . , Pr)� % ������ 5"� "#(HD i, j ∈ {1, 2, . . . , r} � 5"� ��k5�� ���;��H x ∈ Pi B��"�
����5��� �����5"�k���D ���k���% Pj � 4����� �"<�� � B���" i, j� )B���5���B� ��4(�����
�� ���������� (C0, C1, . . . , CR) � ����4��"<��0� ���"�� ��0%"����0� ��5� C 5�� �����;���%#
��������%�

="����� ������� ������0� ������ ���"�� ��0%"����0� ��5� ����� � �0� ������������
������"<�� �H(��� ��5���� ���;��H � ��B���� ��B�"<���� ��� ������)������ ��	������+
����� ����4��"<��0� ���0� ��5�� )��4H������ � �����;���H� ��������� �("�5�# ���"�0�B!
�H� ��������� ������ ��k� ��k�� ��4��< 5����������� �����������<# 8 �0� ������!
�����< ������"<�� �H(��� ���;��H ����4��"<��0� ������������0� ���� � ��B���� ��!
B�"<����

��� ���"�0 � ���;������ ������ ������0� ������� ���5��� ������ "���"<��0� � ��k��!
����0� ������ ����4��"<��0� ��5� � ����4��"<��� ��������� n!�%(�� 3��� �����
, �&����
	 ����� �%(� ����5�"���� �� k�� ��� �������� �"<�� � ��5�B�� ���;�� �� 5����� ������!
��� � ��D�5��� ���;��H %B���%# �"<�� ���;��H� �����5"�k���� �������������� 0����
�%(�� +�������� B� ���k���� ���D ���;�� �4 n!�%(�� �����5�#��D � �����������HD n − k
����5����D� ��4H����� k!�����, ������ n!�%(�� =���� γ � γ⊥ ��4H��#�� ����������
���
��"� ���k���� ����5���� � ����HD �����5�# ��� ���;��H �4 γ⊥� ��"���� 5���"������
���k���� ����5���� � ����HD �����5�# ��� ���;��H �4 γ� ����� B� ������B���� 0����� γ
� γ⊥ ����� �4 �5��� ���;��H� � �%��� �D ��4�������� ����� n� :�"� ��������< "���"<!
�H� �����H �����;����� ��������� � ���� ���0���"<�HD 0������ � ���4H������ B� ���
�5��4��B�� ����5�"�# 5�%0 5�%0�� �� ��"�4��� ������� �� ��k� (H< 5��"���� ���������!
���� �� ��� ���"�� ��0%"���H� ��5H� B� �(�������� ����5����5���<#�������� 5���"�����
� ��5%� ��� ��"�B��� ���;��� ��D�5���D�� �� ��4"�B��� ��������� � ��5��

��%0�� �(�(����� ������0� ������ ������� ��5�B�� ��� ���;��� E�������%�� ������%#
���;��% a �4 n!�%(�� �"� ���D ���� B���" i, j, d ∈ {0, 1, . . . , n} ��5�B���� B��"� ��� ���!
;�� x,y ��5� C� �(��4%#��D ����� � ���;���� a ��%0�"<��� �� �������� (a,x)� (a,y) �
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(x,y) 5"�� i, j � d ������������ �����5�B���H� ��(�� ���D B���" � ��"���� ���	���	
�
�&������ ��5� C� *��"�0�B�� ����5�"���� ��k������� ����� ���������� �5���� �� ��"����
�� ��D��������B����� ��(���� B���"� ��� � �"%B�� ��5�� � ;�����������B�����2 ����
���H�� ���������� ��"�#�� ���� ���;�� ��%0�"<�����

@�k��� ������� ��k������0� ������ ����4��"<��� �����;����� ��������� ����� � �0�
������������ ������"<�� �H(��� ���;��H ����4��"<��0� ������������0� ����� ��� �"�5!
���� I�0� ����� ����� ���"�0�B��� ������� 5"� ���"�� ��0%"����0� ��5�2 �����������<
�0� ��k������0� ������ ������"<�� �H(��� ����4��"<��� ��5���� ���;��H�

�� ����B����� �������� ������ ������)������ ��	������������ ������������HD ��!
5�� � ��������� %��4H��� �� (�"<;%# ���0%"�����<��D �������� B�� ����� 5�����������
�����������<� $ I� ��k��� �����"<�% �"�5%#��� %��"���� ���0%"�������5"� ��D %k� ��
�H��"����� 8 ��� �� ��"�#�� ������)����� �������
��� F��"�5��� ������� ��5�� ���4���
� ��5�B��� ������HD ��%0�"<����� ��5��HD ���;�� x,y, z� � ����HD 4�����������H 5��
���;��H x � y � 5"��H ���D ������ :�"� ��k5H� ��4 B��"� ���D ��%0�"<����� �� 4�����
� �H(��� ���H x � y� � ��5 ��4H����� 5���������� ��0%"���H�� �"� ����5�"���� 5����!
������� ��0%"������ ��������� ����(%��� ��� ��k5H� ��4 ���������< ���� ���D ���;��
��%0�"<�����

������5��

�� X>�^ "> -�a� e NOSW ON JOPQVWSWV] YWXRVTY JO^WZ 66 nMZJYWSW vTSLWPTSMJZ� �[[ � x� 7/� h� ���.
��-�

/� 9�����	� 2�R� '���"<�H� �����H �����;���HD 5���B�HD ��5�� 66 ������� ���"�4 �
���"�5� ��������� &��� �� �[[[� 3� g� � �� &� 	.���

	� 9�����	� 2�R� &�"<��� 5����������� �����������< �����;���HD 5���B�HD ��5�� 66
������� ���"�4 � ���"�5� ��������� &��� �� /  /� 3� [� � �� &� 		.� �

�� u@<H.z"/@ -�Y^� sOJTV TN^ �NSWYbWMXLS _QWJSYT O\ qOPQVWSWV] jWXRVTY qO^WZ TN^ hWY\WJS
qOVORYMNXZ 66 hYOJ� KWNSL �NSWYNTSMONTV mOYlZLOQ �eVXWUYTMJ TN^ JOPUMNTSOYMTV JO^MNX SLWOY]��
�dWNMXOYO^� jRZZMT� _WQSWPUWY 	.[� /  g� h� 	7�.	7[�
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������������� �h.�%5��� 4�5�B� ����� ���������� Pm��Cmax� E�5��� n ��(� �m �5��!
�B�HD ����""�"<�HD ��;��� �"� ��k5�� ��(�H ����5�"��� 5"��"<���< �� �H��"������
3��(%��� ������5�"�< ��(�H �� ��;���� ��� B�(H ������4�����< ����� 4����;����
���D ��(��

)�������<# Swap 4�5����0� ��;���� ��4H��# ���k���� ��;����� ��"%B���HD �4 5��!
��0� ������������ 5�%D ��(�� �����"�k���HD �� ��4�HD ��;���D� )�������<# Swap

⋃
Flip

��4H��# ���k���� ��;����� ��"%B���HD ��������� �5��� ��(�H �� 5�%0%# ��;��% �"� ��!
���������� 5�%D ��(��

����4���� B� � ��k5�� �4 ����B��"���HD ���������� ���5���H� �"0���� "���"<��0�
��%��� 5���0�� "���"<�H� �����%� � "#(�� ������� �B�� 4� ��"������"<��� B��"� ;�0���
� ������2

. 5"� 4�5�B� P2��Cmax � �(���� ����������� Swap � Swap
⋃

Flip �"0����% "���"<��0�
��%��� ��(%��� O(n3) ;�0���

. 5"� 4�5�B� Pm��Cmax � �(���� ����������� Swap � Swap
⋃

Flip �"0����% "���"<��0�
��%��� ��(%��� O(m2n4) ;�0���

F������H ������H 5"� 4�5�B� P2��Cmax 5"� ����HD �"0���� "���"<��0� ��%��� � �����!
������ Swap � Swap

⋃
Flip 5���0�� "���"<��0� �����%�� 4� O(n2)�

������5��

�� X>^W_"> d�� b^>H!_ I�� G">!"> o� �PQYOdMNX VOJTV ZWTYJL LWRYMZSMJZ \OY ZOPW ZJLW^RVMNX QYOUVWPZ!
� 66 nMZJYWSW eQQVMW^ vTSLWPTSMJZ� �[[g� x� g�� h� [-.�//�

/� X>^W_"> d�� b^>H!_ I�� G">!"> o� �PQYOdMNX VOJTV ZWTYJL LWRYMZSMJZ \OY ZOPW ZJLW^RVMNX QYOUVWPZ!
�� 66 nMZJYWSW eQQVMW^ vTSLWPTSMJZ� �[[-� x� -/� h� �-.g[�
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&�%�
� ��������� ���)��/ ��&�����
� ���	�������� ���!�����(

%� ���� ����"�����$ ��	�(�

�� �� ��4���

� 	���� �
������ ����
������	
��

)�����������H� �"� ��������������H� �%"<�0��� (�4 ���"< ��k�� ����������< ���
����%���������%# ��<� %4"��� ������ ��"�#�� ���;��H� � ��(�� ��"�#�� ���(�������
�5���B��� 5"��"<����� ����H�� 5�"k�H �(����<�� ���;��H� @���� �B����� 5�����!
�H�� ��k5H� ����� ������� ��4H����� ������ &�����< ���������� 5"� ���� ��� ! I�
4��B� ������< ��k5�� ��(�� ,� ��("#5����� ����5�"���HD %�"����1� @ �"%B�� ����<#��!
��� ��� ���5��"�0����� B� ��� ���(����� ����5�#�� B���4 ������� ��D�5������ ��� ����
@ I�� �"%B�� �%k�� ����������< 5�� ����5����� ��k5�0� ��(��� +�B�"<�H� ����5����
�������%� ����5�B� ���(����� � ������� �� ����H��� � �5�����%� ����B�H� ����5�����
�������%#��� ����5�B� ���(����� �5����% � �������� ����H��� � �5����%� &����"����
���������� ����� � ��������� ����5������ � �����<# %����5�B����0� ���k���� ������
��������� �B����� �����"<���� ��"� ��� ����"<4%� ������"<��� B��"� ������

��4"�B�H� %�"����� ��"�0���H� �� 5��%�����< ����������� �����5� � ��4�H� 4�5�B���
�� %�"���� ��0% (H< ������

�� ��k5�� ���;��� ���� ����5�"����� B��"� ����"�� 5��%��� ������ �������"<�� 5��%!
�����% B��"% �5������� ����;���HD ��(�� �"� ����5������� ����H��#��D � I�� ���;����

/� @ �"%B�� ����<#����� ��� ��4���< ��k5% ������ ����B��0� ����5����� � ��B�"<��!
0� ����5����� 5"� ��k5�0� ��(�� 5�"k�� (H< �� ���<;� ����5�"����0� B��"� ! ������"<��0�
�������� ���(D�5���0� 5"� 5������ ���(����� �5����%�

	� E���45H����� � 5������ ���(����� �0����B��� ����D% ������H� B��"���
�� +�����H� �5���B�H� ���(����� ��0% ����5���<�� �5��� %4"�� ����<#����� ���

�����"<��� �5������� @ I�� �"%B�� ���D�5��� ���< 5�"� � ���������� ���5������ 0����!
0�����

&%�������� ����� 4�5�B� ��4������ ��"� ��(�� �������%# ���(������ ����4��"<���
5"��"<����� F���"�#�� �%"<�0���H � �4��;���H�� ��(���� � ����� ��������� �%k��
����������< �%"<���������%� F�� �%"<���������� ��k5��% �4��;�����% �(���% ����!
���"���� ������" ������ 5"��� �����0� ����� ���% �(����� E�5�B� �%"<��������� ����
��������%# ����������# � � �"%B�� �%"<���������� ���;�� 0�����

@ 5��"�5� �4"�0�#�� ��%("�������H� � ���H� ��4%"<�H �� %��4����� ���("�������
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�
� �� �
�
����� ��������� B<DC[ ������� �4�##�#�#'!"
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������	�� � �"������ %� ����	���$ &�%�

�������12�� � �$ ��%�)���"�(�

0�)� ������

�������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����������	
��	�

E�5�B� ��������k?�� ,E�1 ��"���� �"����B����� �������� �%5����;����� 4�5�B� �����
r/ :�� � �[g[ 0� (H"� %�����"��H %�"���� �������B����� �B���� k�5��0� �"0�����

���5���B��� ��������� �"�k����� 5����%#��0� �� �������% �$5� � ("�k��;�� ������5��!
�H� 0���5� ,$�=1� �� ;������ �"���� �"%B���� 4�5�����HD ����� ��������� � I"��������
����5�"���H�� � �0����B����� ������"� [an, bn], an > 0 �-�� @ ��(��D ������� �� ��������!
���% ���"�4% ���("�k?��HD �"0������ ��;���� E� ��k� ����������#�� �0����B���H�
�D�5�H� 5���H�� '�;< ��5���� %5�"��< �����������< ��4%"<�H ����������0� ���"�4�
���("�k?���0� ��;���� E� �� �"%B�� ���0����B���HD ����D% �D�5�HD 5���HD�
����� r �g�� ����� ������
 �����)
 ���������, �	����� ��6�	����
�� �������	�

���&�������
�� ����,�
�� 	��������� &����������� 6������� �6 �������������, �	��*�
������ [an,∞), an > 0, ������� ���������� ��� &���6�������� ���&��������� [��6��+
��� ����6 βn &�������
 σn � αn ���������� � &���6�������� ���&�������, ����	����	��+
��� ����� ����D�)���	���
, ������� EB8 ���� ��7���� (F �� �������

q�U � �)����, �����������, &����7����� &������ O
(
βn/an

n/ lnn

)
;

q�U � 	����������� ��������
	���� �������� &������ O
(

1
n

)
;

q	U � ���	��� ����&���������, �������� �������� βn

an
= o

(
n

lnn

)
.

3������ � ������5"��� ��� 5"� ������������HD� �� � ��������������HD 0������
s/ �"� �(�(����� E� �� ������%� 8 4�5�B� �H������ ���4��0� ������0� ��50���� ���!

����"<��0� ���� � 4�5���H�� �������� ���;�� 8 ������� ���("�k?��H� �"0���� �%5�!

������ O(Mn2) � 0������������� ������"<��� ��0��;���<# ����5�� O
(

1
d(d−1)

)
, 05� M 8

B��"� �?(�� ������0� ��50����� d8������"<��� �����< �0� ���;���
�"� ������ d!��0%"����0� ��50���� I������"<��0� ���� �� �"%B���HD �D�5�D �������

���("�k?��H� �"0���� � ��������� �"�k���<# O(n2 + dn log n) � �(�������H %�"���� �0�
�������B����� �B���� � �"%B�� ����4��"<��0� ������5�"���� �������%���0� ��� ����
t/ @ ��(�� ��/� �����H� (H"� �����%"������� 4�5�B� m!h_h ,hWYMQTSWSMJ ZTVWZPTN QYOUVWP1�

������ 4��"#B���� � �H������ � ��"��� �4��;����� 0���� m �?(����!����������#��D��
���;�%�� ��������k?�� I������"<��0� �%������0� ���� �?(���
t/r/ �"� 4�5�B� 2!h_h �� ������%� ,2!h_hmax1 � ����4��"<�H�� ������ �?(�� 0���� ��!

����� �"0���� �%5�?����� O(n3) � ������� �B���� 3/4 ����
t/s/ �"� ����B����� 4�5�B� 2!h_hmin �������H ��"������"<�H� �"0����H � ��������

�B���� 9/4 � �"%B�� �(��� �%����� ��������� � 12/5 � �"%B�� ��4�HD �%����� �	��
t/t/ ����� 5"� E� �� ������%� � ���0������� ���"�5���� ���������� (H" �������

�������B���� �B�H� �"0���� � ��������� �"�k���<# O(n3) �7�� F�4k� (H"� ��"%B��H
%�"���� �������B����� �B���� ��;���� E� � ���"�5���� ���������� � ������D 5��!
���� 0���� �/�� �"� 4�5�B� 2!h_hmax � ���0������� ���"�5���� ���������� ��k� %5�?��
������< �������B���� �B�H� �"0���� �[�� @ 5����� 5��"�5� ���5"�0���� �����������!
��� I�0� ��4%"<�� �� �"%B�� �����"<��D ��������k?����
����� s/ ����� m � ���� �M�����+��&����������*�� ���������	
* )���	� m ≤ n/8.

����� 6����� m+dJdmax �� ���D� 	 ����������� �	����	�� &���������	� ��7����� ����&��+
������� ����� 6� 	���� O(n3).
t/u/ @ 4��"#B���� 5��"�5� ���5���"��H ���"�5��� ��4%"<�H �� ���("�k?����% ��;���#

4�5�B� 2!h_hmin,��/1� � ������ ���� �?(�� 0���� �������# 4��B���� 1 � 2�
&��B�"� 5"� 4�5�B� 2!h_hmin,��/1 (H"� ��"%B��� ������ �B���� 4/3 � ����"<4�������

7/6!���("�k?���0� �"0����� � ��	� 5"� ��;���� E� �� �����%� � 0���� � ������ 1 � 2 �[��

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������' �! 
B<DC[ �� �4�##�#�#'!"
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�"� 4�5�B� 2!h_hmin,��/1� �����5���� ���5���� �? � 4�5�B� 2!h_hmax �� 0���� � ����4��"<!
�H�� ������ �?(�� ���� ������� �"0���� �%5�?����� O(n3) � ������� �B���� 5/4 �[��

F����5�� ����%"�����% ��4%"<��� 5�#��0� "%B;%# �� ��0�5�� �����% �B���� 5"� (�"��
�(��� 4�5�B� 2!h_hmin, � ������ ���� �?(�� �������# ����4��"<�H� 4��B���� � ������"�
[1, q], q ≥ 1 ����
����� t/ (����� 2+dJdmin � 	����� �M��� 	 &��������� [1, q] ��7����� 6� 	���� O(n3)

� �)����, ��������� �� &��	��*�����, 4+q
5 .

�086�1�/ C� ���D� � 	����� �M��� 1 � 2 �)���� �������� �� &��	��*���� 6/5.
�����"<�H� ������� � �(��������� �����H 	 ��"���� �"�5%#��� %���k5����
����� u/ 9 n+	��7����� 4+��������� ���D� &��� ��&����������*�� �������
* ����	

� ����� �������	�� �M��� �� ����� 8n/5 ����� �
�� ��,���� 6� 	���� O(n2).
�0���8����6�7/ C�B��� �H��4�< ���(%# ���4���"<���< ���� ��"�5H� ��""�0�� ��

0���% �GG$ ��(%���% *�:�� ="�4���% 9�@� � ="�(��% *�+�� �������� �%�������H� ��"�5
� ������������%# ���("�����%�

������5��

�� 2���	 2�2�� B������ 2�L�� 8����� v�Q� F�"������"<�H� �"0���� � ������� �B����
	6� 5"� �H������ 5�%D ����������#��D�� 0���"<����HD ���"�� �������"<��0� ���� 66
�������H� ���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� �� /  g� 3� �/� � /� &� ��./ �

/� B������ 2�L�� 8����� v�Q� )( �������B����� �B���� �5��0� �"0����� ��;���� 4�5�B�
��������k��� �� ������%� � ���"�5���� ���������� 66 �������H� ���"�4 � ���"�5���!
��� ��������� &��� �� +�����(����� /  /� 3� [� � �� &� /	.	/�

	� B������ 2�L�� 8����� v�Q�� F����7�� :�5� F��("�k���H� �"0����H 5"� ��D�k5����
5�%D ��(���� ����������#��D�� 0���"<����HD ���"�� ������"<��0� ���� 66 �������H�
���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� /� /  �� 3� ��� � �� &� ��./��

�� B������ 2�L�� 8����� v�Q� )( �5��� �(�(����� 4�5�B� ��������k��� �� ������%� 66
�������H� ���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� �� /  g� 3� �	� � 	� &� 	.�/�

�� 8����� v�Q�� 8�6��	 R�9�� 8���	 2�:� F��("�k���H� �"0����H ��;���� 4�5�B� 5�%D
����������#��D�� ���;�%�� ��������k��� �� 0���� ������� ��(�� � � / 66 @ ��B���

g� 8����� v�Q�� `� 8�� 2�� s�*7��,��� 2� 9� @��������H� ���"�4 ���("�k����0� �"0�!
���� 5"� 4�5�B� ��������k��� �� ���0����B���HD ����D% �D�5�HD 5���HD 66 @ ��B���

-� ����&��)� 9�2�� 8����� v�Q�� 4�5�B� ��D�k5���� ������"<��0� 0���"<����� ���%�� ��
0���� �� �4��;���H�� 5%0��� 66 @ ���2 �������H� ���"�4� +�����(����2 $�! ��������
&) �*+� �[g[� � ��� &� �-.g��

7� '������	 2�E� *������B���� �B�H� �"0���� 5"� 4�5�B� ��������k��� �� ������%�
� ���"�5���� ���������� 66 @ ���2 �����"���H� �����H� &(� ��%B� �� +�����(����2 $

&) *+ &&&�� �[7-� � /-� &� -[.7-�

[� -�a� X@i^>H!� a�]O� %H?@\H� hOV]NOPMTV TVXOYMSLPZ \OY ZOPW LTY^ QYOUVWPZ O\ `N^MNX JONNWJSW^
ZQTNNMNX ZRUXYTQLZ O\ WcSYWPW SOSTV W^XW bWMXLS 66 aQWYTSMONZ jWZWTYJL hYOJWW^MNXZ� /  g�
�NSWYNTSMONTV qON\WYWNJW aj /  g� uTYVZYRLW� _QYMNXWY� �WYVMN� /  -� q� /��.// �

� � -�a� X@i^>H!� o� K>�W"� a�]O� %H?@\H�� Y�u� %.@m_�/� u� d@<WO�<� eQQYOcMPTSMON TVXOYMSLPZ
\OY /!hWYMQTSWSMJ _TVWZPTN hYOUVWP bMSL W^XW bWMXLSZ � TN^ / 66 _RUPMSW^ MN nMZJYWSW eQQVMW^
vTSLWPTSMJZ T\SWY �NSWYNTSMONTV qON\WYWNJW an_e /  g� jOZSOJl� wWYPTN]� �.g _WQS� /  g1�

��� o>H"m" -�A� aN YTN^OP Z]PPWSYMJ SYTdWVVMNX ZTVWZPTN QYOUVWPZ 66 vTSLWPTSMJZ O\ aQWYTSMONZ
jWZWTYJL� /  �� x� /[� � �� h� 7-7.7[ �

�/� ]>@>^t I� KLW QWYMQTSWSMJ ZTVWZPTN TN^ ZOPW YWVTSW^ RNZOVdW^ QYOUVWPZ 66 qOPUMNTSOYMTV
QYOXYTPPMNX2 PWSLO^Z TN^ TQQVMJTSMONZ ,hYOJ� �eKa e^dTNJW^ _SR^] �NZS�� xWYZTMVVWZ� �[-�1�
�[-�� h� �-	.�-7�

�	� d@t@\H?H=>H^ Kb�� Y@!!@_@_H< A� KLW SYTdWVMNX ZTVWZPTN QYOUVWP bMSL ^MZSTNJW aNW TN^ KbO 66
vTSL� aQWY� jWZ� �[[	� x� �7� � �� h� �.���

��� ;O" ;>@/".H!n J@."<?@! d>�i."? @!\ H=< /@>H@=H�!<� ,W^� U] e� hRNNWN TN^ w� wRSMN1� nOYSYWJLS.
�OZSON.sON^ON2 uVRbWY eJT^WPMJ hRUVMZLWYZ� /  	�

��� u�O>@ $�u� hYOUTUMVMZSMJ TNTV]ZMZ O\ SLW VONXWZS pTPMVSONMTN SORY QYOUVWP 66 �WSbOYlZ� �[77�
x� �7� � �� h� �	.�7�
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m!�"����� �?D��5������ �"������� 4�5�B� � ��4��B���� �� �5�����"�B����D ��5�������D
��k� (H< �����%"������� �"�5%#��� �(��4���

m∑
i=1

n∑
j=1

cijπi(j) −→ min,

πi ∈ Pn, i = 1, ...,m,

πi(j) �= πi′(j), πi(j) �= π−1
i′ (j), 1 ≤ i, i′ ≤ m, i �= i′; j = 1, ..., n,

05� cijk 8 I"����H ��D��5������ �����H (cijk), 1 ≤ i ≤ m; 1 ≤ j, k ≤ n� Pn 8 ���k����
�5�����"�B����D ��5��������

@ �/� ���5���"�� ��"������"<�H� �"0���� 5"� ���("�k?���0� ��;���� I�� 4�5�B� � �"%!
B�� m = 2 � 5���4��� �0� �������B����� �B���< 5"� ����5�"?���0� �"���� ������5�"����
�D�5�HD 5���HD ,I"������ �����H (cijk)1� @ �������� ��(�� ���5���"�� ���("�k?��H�
�"0����� ����H� �������� � ���;������� 5����4��� m < n/4� � 5���4��� �0� �������!
B����� �B���< 5"� (�"�� ;�����0� �"���� �D�5�HD 5���HD� )� ��k� ���� "%B;�� ������
��B���� �� ��������# � ����� �4����H� �"0������ �4 �/��

@ 5����� ���(����� �����5��� ��k� ��4%"<�H ���"�5������ B����0� �"%B�� 5�%D�"��!
��� 4�5�B�� ��05� I"����H �����H �������# 4��B���� � �"� /� �� 4�5�B� �4����� ��5 ��!
4������ �/!hWYMQTSWSMJ ZTVWZPTN QYOUVWP bMSL ^MZSTNJWZ � TN^ /� � �"� ����������� 2!h_hmin(1, 2)
�	�� �"� ���("�k����0� ��;���� I�� 4�5�B� ���5���"��� B�H�� ��"������"<�HD �"0�����
� 0�����������H�� �������� �B���� 197/144� 5/4� 26/21 � 6/5� F���H� �"0���� (H"
���5"�k�� � �	�� E5��< �����5��� �0� ��"��� �(���������� @���� ��"���� ���5����� � 4�5�!
B� 2!h_hmax � ����"<4%� ��4%"<�H ���� 3���� � B��?�H� �������H �� 5�%D ������"<�HD
�����5%��D ��D�k5���� � n!���;����� ���������������� 0���� B���B�HD %���� F�����
�����5%�� ��D�5� � 0���� �� �������� ���;�� 2, 3 � 4 B���B�H� %� �4 2n/3 �"� (�"��
�?(��� @���� �����5%��� ��5���� ���5���"����� *�+� ="�(��H� �� ��������D $
 &) �*+
,�3����� 0������ � ��������H� I������"<�H� 4�5�B��1� ��D�5� � 4!��0%"����� 0���� 5��
�?(���� ����������#��D�� B���B�HD %�� � ��"�B����� �?(�� �� ����� 4n/5 ��k5H��

������5��

�� 2���	 2� 2�� B������ 2� L�� 8����� v� Q� F�"������"<�H� �"0���� � ������� 	6� 5"�
��D�k5���� 5�%D �?(���� ����������#��D�� 0���"<����HD ���"�� �������"<��0� �%����!
��0� ���� 66 �������H� ���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� �� 3� �/� � /�

/� F����7�� :� 5� F��("�k?��H� �"0����H ��;���� ������HD ���0���5����HD 4�5�B �
��4��B���� 66 ���5�5����� 5���������� $���% �������� ��� &�'� &�(�"��� &) �*+�
/  	�
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0�)� ������1� �� ,� �����2� �� �� /�*���$���3

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����������	
��	�
2 iG79: S79X?:GE=@QA:� SDL@>� VLD=G:� �
���	�� ���������������
�.��	���

3 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� �������
��	�

�"� ���0�D NP !�%5�HD 4�5�B 5�������� �����4���� �� �"%B���HD �D�5�D ��%�"<�H�
��"���� ���������H� ���"�4 (H��HD ���("�k���HD �"0������� &��5� D���������� �"!
0������ �H5�"�# ������"<�%# ��0��;���< εn � ��������< �����(�H����� δn, 05� n
8 ��4������< 4�5�B�� )����� I�D D���������� ��"%B��H ��0"���� ���5��"�k���#� B�
�D�5�H� 5���H� ���D ��5���5%�"<�HD 4�5�B ���# �5�������� ������5�"����� &����������
������"<��� ��0��;���< � ��������< �����(�H����� �"0����� 4����� � ��5� ������!
5�"���� �D�5�HD 5���HD�

@ 5����� ���(����� ���5"�0���� ��������< �������B���� �B�H� ��5D�5 � ��;���#
4�5�B� ��������k��� ���� ��05� εn � δn ������� � 0 � ����� n�

��������� �"�5%#�%# ��5�������� �"0����� �$5� � ("�k��;�� ������5���H� 0�!
��5� ����

F%�< G 8 n!���;���H� 0��� (�4 ���"<� 05� ��������� ��k5% ��4�H�� ���;����� i � j
����H �������%#��� I"������ �����H ��������� (cij).
E��< r/ F����� 5�� ����4��"<�H� ���;��H 0����G� �"� ����5�"������ �%�< ��� ���#

������ � � n2 π1 = 1, πn = n.
E��< s/ F�"�k�� i = 1. F��� 1 ≤ i ≤ n− 2 �H��"���� �������� ;�0�
�6��1��	 :��/ F���B��� ������ ������B���%# ���;��% πi+1 < n� ("�k��;%# � ���;���

πi. ���"�B����� i �� �5����%�
3���� �(��4��� � ����� ����0� I���� ��05� i = n− 1, (%5� ������� ���< π1, π2, . . . , πn−1.
E��< t/ &��5����� �4�"�������%# ���;��% πn = n � ���<# π1, π2, . . . , πn−1 ��� B�(H

�(��4���"�� 0���"<���� ���" π1, π2, . . . , πn−1, πn, π1.
$4 �������� ��5�������� �"0����� �"�5%�� B� �0� ��������� �"�k���< O(n2).
F��5��"�k��� B� ��5��0���"<�H� I"����H �����H ��������� (cij) 8 ��4������H� �5�!

������ ������5�"���H� �"%B���H� ��"�B��H�
@ �/� ���5���"�� ���������H� ���"�4 �"0����� �$5� � ("�k��;�� ������5���H� 0���5�

5"� ���("�k����0� ��;���� 4�5�B� ��������k��� � �"%B��� ��05� ��������� ���# 5�����!
��� ������5�"���� pk = C{cij = k}, k = 1, . . . , rn� F�"%B��� %�"���� �������B����� �B����

�"0�����2
rn∑
k=1

(
k∑
i=1

pi)−1 = o(n).

@ ��� � �	� ���������� 4�5�B� ��������k��� �� ������H��HD �"%B���HD 5���HD � �0����!
B����� ������"� [an, bn], an > 0� @ �"%B�� ����������0� ������5�"���� ��������� cij ∈ [an, bn]

��"%B��H ������ ������"<��� ��0��;���� εn = O

(
bn/an

n/ lnn

)
� ��������� �����(�H�����

δn = n−
3
2 . ����4���� B� �"0���� ��"���� �������B���� �B�H� ��� bn/an = o(n/ lnn). @

�"%B�� β!������5�"���� J ���������� γ = 0, α > 0 �������B����� �B���< ���� ����
��� bn/an = o

(
nα+1 min(1, α)

)
.

@ ��� 5"� 4�5�B� ��������k��� � ��"��� n!���;����� ���������������� 0���� � ������
��(�� cij 8 ��4������H�� �"%B���H�� ��"�B������ ���������� ������5�"���H�� �� ���4��
[0, 1], ����4���� B� |f∗−f2| = o(1), ��� n→∞, 05� f∗ 8 �B��� ��;���� 4�5�B� ��������k����
f2 8 ���("�k����� ��;����� ���������� �� �B��� ��;���� 4�5�B� � ���"���� ����H���
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������ ���(����� ��������� �����������% ���"�4% ��5�������� �"0����� �$5� � ("�!
k��;�� ������5���H� 0���5� 5"� ��;���� 4�5�B� ��������k��� �� �"%B���HD �D�5�HD 5��!
�HD �4 ���0����B����� ����D% �("��� 4��B���� [an,∞), an > 0, ������5�"���HD �� �����"<!
���%

p(x) =

{
2√

2πσ2
n

exp
(
− (x−an)2

2σ2
n

)
, ��"� an ≤ x ≤ ∞,

0, ���B��

� ����4��"<���%

p(x) =

{
1
αn

exp
(
− (x−an)

αn

)
, ��"� an ≤ x ≤ ∞,

0, ���B��

4�������
)(�4��B�� B���4 βn �������H αn � σn ����4��"<��0� � �����"<��0� ������5�"���� ���!

���������
)�����H� ��4%"<��� ��"���� �"�5%#��� ������2
����� r/
5���D���)�� �������� �E�� 	 ����,7�, ��&��,����
, ������ �� ��7���� 6�����

�����	������ �� ����,�
* 	*���
* ����
* �6 �������������, �	��*� ������ [an,∞), an >
0� ���&������
* &� ���������� � &���6�������� 6������� ����� �)���� �����������,
&����7����� � 	���������� ��������
	����

εn = O

(
βn/an
n/ lnn

)
; δn = O

(
n−1

)
,

� ����� ������� �	����� ����&��������� ����
� &��

βn
an

= o

(
n

lnn

)
.

E������ B� ��"%B���H� ��4%"<� ������5"�� 5"� 4�5�B ��������k���� �����T������HD
��� �� ������������HD� �� � �� ��������������HD 0����D�

������5��

�� v�Q� 8������ 9�2� ����&��)� *������B����� ��5D�5 � ��;���# 4�5�B� ��������k?!
�� 66 �����"���H� �����H� $
� $� &) *+ &&&�� �[-�� � �/� q� 	�.���

/� v�Q� 8������ 9� 2� ����&��)� E�5�B� ��D�k5���� ������"<��0� 0���"<����� ���"� �
�4��;����� 0���� 66 �������H� ���"�4� +�����(����� �[g[� � ��� q� �-.g��
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���)� ���"+� 9 &�����

���� &���3���1� ,�� ���������1,2

1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ��������	
��	�
2 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� ����
�����	
��	�

F"����� ���4�H� 0��� ��4H����� kl*������������� ��"� �0� ���;����� D�����B�����
B��"� χ(G) ����� k� +�4���� 0��� ������� �l������������ ��"� �� ��"���� �.D�����B��!
��� � %5�"���� "#(�0� ��(�� 5�"�� �0� 	.D�����B������ F%�< �"����� 0��� G = G(S)
�(��4���� �%�����4����� ���k���� S ����HD 4����%HD ����HD �� �"������ � �(��� ��"�!
k����� ��� ����H� �� ���# ����������B����� �� ����#�� 5�%0 5�%0�� � ������� �� ����H�
�� ���# �(��� �B��� @��;��H 0���� G �������%# �B��� ������B���� ����HD �4 S� �
��(�� �������%# 5%0�� ����HD� ���5���#��� ����5��� �B�� ������B����� ���"� ���;��
� 0���� G(S) ���05� B���� ��� "#(H� 5�� ����H� ��������#�� � B���� B��"� �B��� 3���� �!
��0%"���H� �"����� 0���H ��4H��#�� ���D��� 8��)7�l(����� 
��k���� 4����%HD ����HD
�4 S ��4�(<�� �� &������
� ����
� � ��k5�� �4 ����HD ����H� ������� �� ��������#���

�����"<��� B��"� ����""�"<�HD �"����� �(�4��B�� B���4 s�

@������� =� =���; � � !D 0�5�D ���;"�0� ��"��� (H" ����H�� �� ���"�5���" 4�5�B%
��������� 0������ �(��4�����HD ������B������ ����HD �� �"������� +� ��5� �����������
�� ����� 0����� � - .7 !D 0�5�D C� E��� �(�%k5�" �"�5%#�%# 0����4%� ������H����%# ��
=���;%2 D�����B����� B��"� 0����� =���;�.E���� �� ������D�5� 	 ,��&���6� 8��)7�l(����1
��� /�� F��"�5%#��� ���"�5������ ����4�"�� B� D�����B����� B��"� ���D 0����� 4����� �
��"�B���� ����""�"<�HD �"����� s� @ �[-g 0� G� >�k� 5���4�"� B� ��� s ≤ 3 ��� 0���H
=���;�.E���� G ��"�#�� 	.������;�����H��� ��� χ(G) ≤ 3 �	� ��� ��%0�� 5���4��"<���
I�0� ���� ���5"�k�" =� ����� � ���� @ �[7� 0� ����� �������0 0����4% =���;�.E����� ��!
����� 5�� �.��0%"���HD �.D�����B����D 0���� ��.-�� ����k5���HD ������B����� �������
���%k����� �� �"������� =���H ������ 5�"0�� ����� ��"�"��< �5�������H�� ���������
�!D�����B����D 0����� =���;�.E���� 5"� s > 4� ��4%���;�H� ���H�� ������< ���� 0��!
�H 5"� s = 4 �����"� � 0����4� ��&���6� 8��)7�l(����lF������2 ��"� �������� ����HD�
����k5�#��D 0��� G� ���� B�H�� ����""�"<�HD �"����� � χ(G) ≤ 3 �7.���� �� 0����4�
�������0�%� ��(�H���H� � 
�"<�����H� � ��(�� ��/�� (������B�H� ����� ���D 0����� ��!
�����H � ��	�� 3�� k� ����"�� (�"�� �%5�H� ������ � �%���������� ��(���� �!����B����D
0����� =���;�.E���� � s = 4�

F���������H� ���5�� 5"� ���"�5������ ��������� �"����D 0����� ��"���� ��"���� �
��D ���%��D 0����� � ��0%"����� ��%�%���� ��4��"�#��� D���;� �����"�����< �������!
�% ���;��� �"� ��������� ����B����D 0����� ���� (H"� ����"<4����H �����)
 ������� �
��5��(�� ����������H� � ���� ,�5�� (�(�B�� �(��4%��� ��k5���"����� �5��� ���;��H �
5�%D ��%0�"<����D1� �"� ���D 0����� 	.��������� �D ���;�� ��"���<# ����5�"���� ���!
��� 5�%D �H5�"���HD ��B�"<�HD ���;�� � B����<# B��"� (�(�B�� � "������� ����� �0��
"�����H � B��"�� (�(�B�� 4k� k ≥ 1� �� ���%;�# ������� 0���� (H< 0����� =���;�.E����
� ��D����# �.���4���<� @�"����� "�����H (�(�B�� � 0��� ��k�� 5�(�<�� �0�� B�(H ����!
���� ������B����� ��(�� ��"� ����B������ )5����� ����B����� ��(�� ���"� ��"���� "��!
���H ��k� ������< (H< ����H�� F�I��% �%�������H� ��"���� ��D�k5���� ��5D�5���!
0� ���� 5"� ��"����� & �����<# I�0� ���5� %5�"��< ����< �� ������ � �%����������
��(���� �.����B����D 0����� =���;�.E���� � s = 4 ���� �g��
����� r/ '�����	��� ���������
� ����,��	� ������� �l����������* ���D�	 8��)7�l

(���� &������ 48 + 12k� k ≥ 0� � ����� &������
* �����	 s = 4�
+�B�"<�H� 0���H I�D 5�%D ������� ���# B��"� ���;�� �7 ,��� ���� �1 � (H"� ��"%B��H

��"����� 5�%D "����� 5"��H � � ������H� ������B����� �.D�����B����� 0��� =���;�.
E���� � /� ���;������ =���H � (��"<;�� B��"�� ���;�� ��"%B�#�� %��"�B����� 5"��H "��!
��� (�(�B���

@ 5��"�5� 5�� �(4�� 5�%0�D ��4%"<��� � I�� �("��� � �����%"�������H ���HH� ���!
("��H�
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���� �� F��	
�
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� �	��� �	�89�GH���  s = 4�

������5��

�� J@WO< b� hYOUVWP 66 vTSL� �TVlTNMJT� �[-�� x� �� h� �	g�
/� J@WO< b� e KLYWW.qOVORY.qON�WJSRYW O\ wY�OSfZJL 66 i�!q� �WYPON^� i�!q� zORYNMWY� v� sTZ

xWYXNTZ� n� _OSSWTR ,W^Z�1 hYOUV�WPWZ qOPUMNTSOMYWZ WS KLWOYMW ^WZ wYTQLWZ� hTYMZ2 r^MSMONZ ^R
qWNSYW �TSMONTV ^W VT jWJLWYJLW _JMWNSM`oRW� �[-7� h� ����

	� I@"n"> o� hYOJWW^MNXZ O\ SLW zM\SL �YMSMZL qOPUMNTSOYMTV qON\WYWNJW �[-�� qONXYWZZRZ �RPWYTN!
SMRP �x mMNNMQWX2 {SMVMSTZ vTSLWPTSMJT� hRUVMZMNX �NJ� �[-g� h� g7/.g7	�

�� I@"n"> o� _RY VWZ XYTQLWZ JORdWYSZ QTY VWRYZ UMJ]JVWZ WS VT JON�WJSRYW ^WZ oRTSYW JORVWRYZ 66
i�!q� �WYPON^� i�!q� zORYNMWY� v� sTZ xWYXNTZ� n� _OSSWTR ,W^Z�1 hYOUV�WPWZ qOPUMNTSOMYWZ WS
KLWOYMW ^WZ wYTQLWZ� hTYMZ2 r^MSMONZ ^R qWNSYW �TSMONTV ^W VT jWJLWYJLW _JM� �[-7� h� /�	./�-�

�� ]�"<="> %� qOVOYMNX QYOUVWPZ ON T JVTZZ O\ �.YWXRVTY QVTNTY XYTQLZ 66 p� _TJLZ ,W^�1 wYTQLZ�
p]QWYXYTQLZ TN^ eQQVMJTSMONZ� ��w� KWRUNWY xWYVTXZXWZWVVZJLT\S� �[7�� h� � /.� ��

g� ]�"<="> %� �WPWYlRNX fR WMNWP hYOUVWP dON p�wY�OSfZJL 66 mMZZ� �� {NMd� pTVVW� �[7�� x� 		�
h� �/[�

-� ]�"<="> %� �OSW SO T QYOUVWP O\ K� wTVVTM TN^ w�e� nMYTJ 66 qOPUMNTSOYMJT� �[7�� x� �� � 	�
h� //-.//7�

7� I"!<"! ;�� ;�y= X� wYTQL qOVOYMNX hYOUVWPZ� �Wb �OYl2 iOLN mMVW] � _ONZ� �[[�� h� ��.���
[� wYTQL KLWOY] MN vWPOY] O\ w� e� nMYTJ� �� n� eN^WYZWN� �� K� iTlOUZWN� q� KOPTZZWN� �� KO\S�

h� n� xWZSWYXTTY^ ,W^Z�1 eNNTVZ nMZJYWSW vTSL� �[7[� x� ��� h� ���.��-�
� � wYTQLZ� p]QWYXYTQLZ TN^ eQQVMJTSMONZ� p� _TJLZ ,W^�1 ��w� KWRUNWY xWYVTXZXWZWVVZJLT\S� �[7��

h� /��./�7�
��� J="H!i">n $� KLW ZSTSW O\ SLW SLYWW JOVOY QYOUVWP 66 i� wMPUWV� i�m� uWNNW^]� s�x� }RMNSTZ

,W^Z�1 }RW xT^MZ� wYTQL KLWOY]� eNNTVZ nMZJYWSW vTSL� �[[	� x� ��� h� /��./�7�
�/� ��i>#!H! -�-�� A".z!H_�/ j�J� qORNSWYWcTPQVWZ SO wY�OSfZJL._TJLZ.uOWZSWY~Z JON�WJSRYW 66

nMZJYWSW vTSL� /  g� x� 	 g� �g� h� �[�.�[��
�	� ��i>#!H! -�-�� A".z!H_�/ j�J� �N`NMSW \TPMVMWZ O\ �!JLYOPTSMJ wY�OSfZJL._TJLZ XYTQLZ 66 i� wYTQL

KLWOY]� ZRUPMSSW^�
��� 5������	 `�'� &������� �"����D �.��0%"���HD �.����B����D 0����� 66 �������H�

���"�4 � ���"�5������ ��������� &���� /� /  �� 3� ��� ��� &� -[.����
��� A".z!H_�/ j�J�� ��i>#!H! -�-�� ]�"<="> %� �.JLYOPTSMJ wY�OSfZJL._TJLZ XYTQLZ TN^ W^XW �.JYMSMJTV

�.dTVWNS QVTNTY XYTQLZ� ZOPW YWPTYlZ ON OV^WY TN^ VTSWZS YWZRVSZ 66 jWQOYS ON qON\� wYTQL KLWOY]
ON SLW aJJTZMON O\ SLW 7 SL �MYSL^T] O\ hYO\� pOYZS _TJLZ� KWJLNMJTV {NMdWYZMS] �VPWNTR� wWYPTN]�
�VPWNTR� vTYJL /-.	 � /  -�

�g� ��i>#!H! -�-�� A".z!H_�/ j�J� r^XW �!JYMSMJTV wY�OSfZJL._TJLZ XYTQLZ 66 nMZJYWSW vTSL��
ZRUPMSSW^�
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������������� 4�5�B� �H(��� �����"<�HD ���� ���5������ �� ��(��D ����"�B�����
���� ��"#B�#��� ���B��� ��0��"� � ��5���k���� ���;��!������"�� ,��"%B��"�� ��0��!
"�1� &�0��" �4 ���B���� 5�"k�� (H< ��"%B�� ��k5H� ������"�� k � �B���� 4�5����0�
������"� ������� [dk,Dk]� �"� �HB��"���� ������� ���D�k5���� ��0��"� � ����D(�"<;�D ��!
�0��"<�HD �D���D ,&�$&1 ����"<4%���� ��� �����"�� ��5�"< �"<���� ���� F�� I�� �����
���D�k5���� ��0��"� 4����� � ������ cij(x) � �������"���� rij(x) ��k5�0� ��(�� (i, j) �
4�5���� �%������� � ��� ���5������ x� @ ��0"��4HB��� "����%�� �H(�� ���� ���5���!
���� ��� �����"�� �0����B������ ����5�"����� �D �"���H� � I�� ������ �������� ��"H�
��5 ��(�� 5����B�� ��5��(�H� �(4�� ����HD ��k�� ���� � �/��

�"� ��������� ���("��H ��� ����5�(��� ����%"H �"<���� ��� ��4��"�#��� �HB��"�<
����� ��"%B���� ��0��"� ���;����� 5������ F%�< 4�5��� 5����� T = (V,E)� � ���k�����
���;�� V = {0, 1, . . . , n}� ��5��k���� ���B��� ��0��"� ,�����< 5�����1 . ���;��% 0� ��5���!
k����� ������"�� V ′ ⊆ V � ���k����� ������������HD � ����� 5%0 E� )(�4��B�� Pk .
�%< �4 ���;��H 0 � ���;��% k � 5����� T � Ti . ��55����� 5����� T � ������ � ���;��� i ∈ V �
r0 . �������"���� � ���B���� 0� ci . �����< ���;��H i ∈ V \ {0}� Cj =

∑
(u,v)∈Tj

cuv +
∑
u∈Tj

cu .

�%�����%# �����< ��55����� Tj �
3�05� ����� ���D�k5���� ��0��"� �� 5%0� (i, j) ,6�������1 � ��5�"� �"<���� ��"�0����

����H�

dij(xij) = rij(xij)
(
cij(xij)

2
+ Cj

)
, ,�1

� ����� ���D�5� ��0��"� �4 ���B���� 0 � ���;��% k �HB��"���� �� ����%"�

tk = C0r0 +
∑

(i,j)∈Pk

dij(xij), ,/1

05� xij . �� ���5������� ����"<4%���0� �� 5%0� (i, j) ∈ E�
@ 5����� ��(�� ������������� 4�5�B�� ������ �(�(��� ���0�� �4����H� ����� ����!

����� �/��
;�8�9�/ �"� ��k5�� 5%0� (i, j) 5����� T �4 4�5����0� ����B��0� ���k���� Xij �H(��<

���� 5��%���H� �� ���5������ xij� B� ����� ���D�5� ��0��"� tk � ��k5H� ������" k ∈ V ′
�����5"�k� ���4�% [dk,Dk] � �%������� �����< 5����� ������"<���


�����B����� ��������� 4�5�B�2∑
(i,j)∈T

cij(xij) −→ min
{xij∈Xij}

, ,	1

tk ∈ [dk,Dk], k ∈ V ′. ,�1

@���� tk � ,�1 �HB��"���� �� ����%"�� �"<���� ,�1.,/1�
�"� ��;���� 4�5�B� ,	1!,�1 ���5"�0���� ����"<4���< �5����������B���%# �D��% 5���!

��B����0� ���0������������ ,�F1� ������ B���B�� ������� � �	�� +� ������ D�5� �"0�����

������� ����	
�
� �� ��������� ���
�� %
��	 ?2���	  ������ ��������� �� ����������
 +v%+@"
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5"� ��k5�� 5%0� (i, j) ��%�� 4��B���� �%�������"� Sij(t)� ����H� ����H ������"<��� ����!
�� ��55����� Tj � ��"� ��0��" � ���;��% i . ��5��"< ���;��H j ���;�" �4 ���B���� 4� �����
t� � ��� ������"H ��55����� Tj ��"%B�# ��0��" ������������� E��� �HB��"�#�� 4��B����
�%����� Si(t) . �����%� �%������� ������ 5��%����0� ��55����� Ti� ��"� ����� ���D�5�
��0��"� � ���;��% i ����� t� F������ t ���(�0�� ��� ��4��k�H� 4��B���� � d = min

k∈V ′ dk 5�

D = max
k∈V ′ Dk�

��� ���B��� � �	�� �HB��"���� 4��B���� Sij(t) � ��D�k5���� %�"����!�����"<��0� ��;�!
��� xij(t) 5"� ����4��"<��� 5%0� (i, j) ∈ E ��� ������������� 4��B���� �������� t ��(%�
��;���� ���%����� B� %��"�B���� �%5������< �����0� D�5�� @ 5����� ��(�� ���������H
B���H� �"%B��� ��05� ��;���� ���%���� ��%����"���� � ���<;�� �%5������<#�

@� ����� �H��"����� �(����0� D�5� �"0����� �F �� %�"����!�����"<���% ��;���#
��������"������ �����"<��� ��;���� 4�5�B��

& 5��"��� �"0����� ��k�� �4������<�� � ��(�� �	��
�"� �H(��� �����"<��� �����
 ���5������ 5�����B����� ���0������������ ����"<!

4���"��< � ������ +�������� � ��(�� ��� �	�*&�������������, �"0���� �F ���� ��;����
� �%5������<# O(nX)� 05� X = max

(i,j)∈E
|Xij |� *"0���� �	�*&��������������� �F� ����5�"�!

#��� �����"<�H� ��H ���5������ ,�"���% � ��4��k���< ����"<4������ (%�����1 5"�
B����0� �"%B�� �%����� �������"���� � ������ ���5"�k�� � ���� �� �"0���� ��D�5�
�����"<�%# ������ ���5������ ,(�4 ����"<4������ (%�����1 � �%5������<# O(n2X2)�

@ 5����� ��(�� ���5"�k�� �"0���� ����&��������������� �F� ����H� �������� 5"�
&���6	���
* �%����� cij(x) � rij(x) � � �(��� �"%B�� ���� �%5������< . O(nXQ2)� 05�
Q = D − d� ���������H ��k� B���H� �"%B�� 4�5�B� �H(��� �����
 ���5������� ��05�
�%5������< %5���� ������< 5� O(nXQ log2 Q) �"� O(nX2Q)�

@ &�$& ��(�� ��� �����5"�k� "�(� �����%!��(%5< ����5�"�����% �"�#� "�(� ��k�"��!
���% ���5�����#� &��5������ �5��0� �"��� ��� �����"�� ���# �5������H� D������������ @
���4� � I�� � 5�"<���;�D ���"�5������D �"����%��� ��������< 4�5�B% �H(��� �����"<��!
0� �"�� 5"� ��k5�� 5%0� 5������ F��"�5��� 4�5�B� �� ��"���� B���H� �"%B��� 4�5�B� ,	1.,�1�
� �� ��k�"���H� ���5������ �� ��4��"�# ����"<4���< % k� �5����������B���%# �D��% �F�
B� � 5"� 4�5�B� ,	1.,�1� F�I��% 5"� �� ��;���� �"����%��� ��4��(��< ����5���"�����!
�"<�%# 5�%D��������B���%# �D��% �F�

������5��

�� a.?�>" G�K� KLW KYTNZMWNS jWZQONZW O\ nTPQW^ sMNWTY �WSbOYlZ bMSL hTYSMJRVTY jWXTY^Z SO
mM^W!�TN^ ePQVM`WZ 66 i� eQQV� hL]Z� �[�7� x� �[� h� ��.g	�

/� K�!n I� I�� d@! 1� mMYW mM^SL hVTNNMNX \OY �NSWYJONNWJS hWY\OYPTNJW aQSMPMfTSMON 66 �rrr
KYTNZ� ON qen O\ �NSWXYTSW^ _]ZSWPZ� /  /� x� /�� �O� 	� h� 	�[.	/[�

	� L�6�� 2�E� @H(�� �����"<�HD ���5������ � 5����� � %B��� 4�5��k�� �"<���� 66 @ ���2
&(� ��%B�� �%5�� /!� @������ ��%B��!�D� ����� �F��("��H ��4��(��� ����������HD ���!
��I"������HD ����� ! /  g�� 
�2 $FF
 �*+� /  g� &� � [.����

�� K�!n I� I�� j"^!n ]� J� aQSMPTV mMYWZMfMNX {N^WY rVPOYW nWVT] vO^WV 66 �rrr KYTNZ� ON qen
O\ �NSWXYTSW^ _]ZSWPZ� �[[�� x� ��� �O� 	� h� 	/�.		g�

�� jH..H< I�� KO"!n K�]�� jH! ;�;� aQSMPTV mMYW _MfMNX TN^ �RtWY �NZWYSMON \OY sOb hObWY TN^ T
wWNWYTVMfW^ nWVT] vO^WV 66 �rrr i� O\ _OVM^!_STSW qMYJRMSZ� �[[g� x� 	�� �O� 	� h� �	-.��-�
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������������� ����5������H� ��5D�5 � ����D�%���B����% ����<#�����% ���"�4% �
�����4������# B��"��HD ���"�5����"<������ �%����< �����0� ����� � ������������ ,Ot!
VMNW1 �����(� �(��(��� ���"�5����"<���� � ��B����� � �����"�4����� ��5��k��"<��� 4�!
5�B� ��� 4�5�B� ������� ��;���� ,�������� 0����41� $4"�k��H ��4%"<�H �� ���"�5�����#
�"�k����� ��;���# � �������4���� 5������HD I������"<�HD 4�5�B� � ����H� ���5�!
�� ���"�4���� I�0� ��5D�5� � �"%B��� ��05� ���"�5����"<���� ��"#B�# ���4������5�B����
B���5%#����� ������������H� ���0���H ,��5���"�5����"<����1� ���#��� �5�% � % k�
��4������< ,B��"� B"����1�

E�5�B�� �D�5���� � ���"�4��%��%# �����%����<� ��4����# � ���"�k����D� ���4���HD �
�(��(���� �������� 4�;%�"���HD ��%�%��������HD 5���HD 8 ��4%"<��� �4������� D�!
��������� �4%B���HD �(����� ��4"�B��� �����5H� �� 4�5�B� ���B�H� � B������� 5"�
I"�������� ��4��5��� 5����������0� 4��5��������� �"�����%�������� 0����4���� �(��(�!
�� ��0��"��� (��������� ��5�������� � �D��B����� 5��0������� ��5��"������� 0�5����%!
����� �������"������ ������ �� �%"<���5���H� (�4�� 5���HD � 5��

@ ������ ��D D���;� �4%B���HD ��5������HD ��5D�5�� "�k� ���"�5����"<�H� ,ON!VMNW1
� ����������H� �����(H �(��(��� ���"�5����"<���� � ��B����� � �����"�4����� ��5��!
k��"<��� 4�5�B� ��� 4�5�B� ���������� ,�����"<��� ��"<�����1� � ��k� ���"�5����"<!
�H� �����( �(��(��� � ���(������ � �����"�4����� 4�5�B� ��� 4�5�B� �������� 0����4�
�� ��5D�5H ���# 0"%(��%# �����# � ���4��H � �%�5�����"<�H�� ��(���� ��"��0������
���"<������� F%0�B���� A������� C������B�� *�5������� @�"<5�� @������ ��"����� FI�5k��
C���"� � ���k���� 5�%0�D ��B������HD � 4��%(�k�HD ���"�5����"��� F�� ���"�4���� ��!
5������HD ��5D�5�� ���("��H ���(�������� �����4���� ��� �����"� �� ��4����#� @ ���!
�����"�k���< I��%� ���"�4���� �������������0� � ��(�� ��5D�5� �����k��� � ��;�����
�������B����D 4�5�B ���(�������� �����4���� � ��"<# �H(��� ���"%B;�0� �4 ���k����
5��%���HD ��;����� ������< �����0� ���� I����������"<�� ��� %��"�B���� 5"��H ��!
�"�5����"<�����

���"���� ���"�5����"<���<� ��"#B�#��� ���4������5�B���� B���5%#����� ���%"��H�
������������H� ���0���H ��4������� q� ����5�"���� �"�5%#��� ����%"�� �(��0� B"�!
��2

xn =
∑
m∈M

un−nm(m), n = 0, . . . , N − 1,

05� un−nm(m)=0� ��"� n−nm �=0, . . ., q−1� (u0(m), . . ., uq−1(m))∈Rq� 0<‖(u0(m), . . ., uq−1(m))‖<∞
��� ��k5�� m ∈ M = {1, . . . ,M}� � (n1, . . . , nM ) ∈ Ω� ���B��

Ω =
Mmax⋃

M=Mmin

ΩM ,

05�

ΩM = {(n1, . . . , nM ) : 0 ≤ n1 ≤ N+ ≤ N − q; 0 ≤ N− ≤ nM ≤ N − q;
0 < q ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N − q,m = 2, . . . ,M},
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� Mmin � Mmax ��D�5��� �4 ��;���� �����H ���������� �D�5���D � ����5�"���� ���k����
ΩM � � ������ N−� N+� Tmin � Tmax 8 ��"H� B��"�� 3����� ����4������5�B����� ���"�5���!
�"<���<� ,��� ���"�5����"<���<� ���4������5�B���� �4����#��� ���� �������1 �(%�"��"��
���������� �0����B����� �D�5���D � ����5�"���� ���k���� ΩM �

F�"�k�� Um = (u0(m), . . . , uq−1(m)) � ��4���� Um� m ∈ M� 8 ������������H� ����!
���� ���"�5����"<���< �0� �������� 8 �������������� ���"�5����"<���<#� G��0���
(xnm , . . . , xnm+q−1)� m ∈ M� ���"�5����"<���� xn� n = 0, . . . , N − 1� �����5�#��� � �������
Um� (%5�� ��4H��< ������������H� ���0������

F��5��"�0����� B� ����� X = (x0, . . . , xN−1)� ���"�5����"<���< �������� �����0�
��5��k� B���5%#����� ������������H� ���0���H� ��5��%��� 5"� �������5������ �(��!
(��� �4!4� ������ ����D� E = (ε0, . . . , εN−1) ∈ Φ0,σ2I � 05� Φ0,σ2I 8 �����"<��� ������5�"�����
���%��H� 5"� �(��(��� �B����� ����� Y = X + E� F�� I�� ����� X �����������!
�� ��� �%����� X(n1, . . . , nM , U1, . . . , UM )� �����%����< ��0%����� ������ %�B����� ���
����%"������ ��4"�B�HD �������� 4�5�B ���"�4� � �����4��������

@�� ����������H� � 5��"�5� 5������H� I������"<�H� 4�5�B� �H��"��H ,��4����#1 �
��4%"<�� �����"�4���� ��5��k��"<�HD 4�5�B �(��(��� 5���HD ��� 4�5�B ������� ��;�!
��� ,� ���5��� X(·) �"%B����0� 0�%�������0� ������ Y ∈ ΦX(·),σ2I1� 5����"�#��0� ������%�
�%�������"% ����5���5�(��� � �5���B�H� ����%"������� I������"<�HD 4�5�B �����5�
������4���� �%�������"� ‖Y −X(·)‖2 �%��H ���5���� %�"�������

&����%����< �H��"���HD I������"<�HD 4�5�B ��"#B�� �"�5%#��� �"���H� �(��5���#!
��� ��5��k��"<�� ��D�k�� 4�5�B�2

�1 �(���%k���� � B��"���� ���"�5����"<���� ������#��0��� ���0�����
/1 �����4������ ���"�5����"<����� ��"#B�#��� ������#����� ���0����
	1 �(���%k���� � �5���������� ���0������
�1 �����4������ ���"�5����"<����� ��"#B�#��� ���0���H �4 �"������
�1 �(���%k���� ���0����� � ���"�5����"<���� � ��4(����� I�� ���"�5����"<���� ��

����� �5���B�HD ���0������
g1 �����4������ ���"�5����"<����� ��"#B�#��� ����� �5���B�HD ���0������
-1 �(���%k���� � B��"���� ���"�5����"<���� ������#��0��� ��(��� ���0������
71 �����4������� ���"�5����"<����� ��"#B�#��� ������#����� ��(�� ���0������
[1 �(���%k���� � �5���������� ��(���� ���0������
� 1 �"�����4���� ���"�5����"<������
�"� B��� I������"<�HD 4�5�B �4 ���"�4��%���� �����%����� %�����"��� ��"������"<!

��� ��4��;����< "�(� �h!�%5���<� �(�������H �B�H� � ���("�k���H� �"0����H �D ��!
;���� ,��� ��!	� � ���������H� �� ��(�H1� )5���� ��%� �HB��"��"<��� �"�k���� ���0�D
4�5�B �4 I�� �����%����� ���� �� �H������ ������"���� ��%�� ���(�������� �"�k����
I�� B��� 4�5�B ���5���"���� ��k�H� 5�"�� ("�k��;�� ���������H� �����"<�% ��� ��"�!
#�� ������"<�H�� �"%B���� 4�5�B �(��(��� ���"�5����"<����� � (�"�� �"�k��� ��%�%!
����
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�� F������	 2�9� *���������H� ��5D�5 � ��;���# ����HD 4�5�B ���"�4� � �����4����!
��� B��"��HD ���4������5�B����D ���"�5����"<�����2 �(4�� ��4%"<��� 66 ���"�5H ���
@������������ ����������� �
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/� F������	 2�9� F��("��H �����4���� � ����HD 4�5�B�D ����D�%���B���� ���������!
��� �(��(��� B��"��HD ���"�5����"<����� � ���4������5�B����� ��%�%��� 66 
�����!
"H 	!� @������������ ����������� �F��("��H �����4���� � I������B����� ���"�k������
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	� F������	 2�9� F�"������"�� ��4��;��H� � �h!�%5�H� ������H 4�5�B� �����"<��!
0� �(���%k���� � B��"���� ���"�5����"<���� ������#��0��� ���0���� 66 
�����"H
����������� ���������� �����4���� � ���"�5������ ��������� ,naaj~ -1� @"�5������!
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1 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� ����
�������	
��	�
2 <HC j� k� lD?>7= I:>:DLGE a:=?:L� m7LM?7n= o:@\E?>� R6J� �������	���	���

3 �������� ���	����
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)5��� �4 0"���HD ��������� ��4����#��D ��� ��;���� 4�5�B 5�������� �����4�����
��"���� ������ � �"�k���� 4�5�B�2 �%����%� "� ���%5�?���� �"0���� �? ��;����� &��!
5���H�� ��������� ���� �� I� ������ ��"�#�� "�(� ���5���"���� ��������0� �"0���!
�� ��"������"<��� �%5�?������ "�(� 5���4��"<��� �h!�%5���� 4�5�B� ,B� �����B����
�������"<�� ��������"�k���% ���%� %���k5�#���% ���%���������� ��"������"<��0� �"!
0�����1� F�"%B���� �5��0� �4 I�D ����� ��"���� ��B�"<�H� ;�0�� � ���"�4� �"�k����
4�5�B� 8 ���������� ��� (H �"�k���< 4�5�B� �� ��"���� )5���� ���"<�� I�0� ��5����B��
5"� ��"%B���� ��"��� �����H �"�k����� �����"<�% (�"<;����� 4�5�B ��"�#�� �"�k�H��
�(������� � ����HD ��� ���k���� 5��%���HD ��;����� �� � ��"���� �%����� ��0% ��!
0%"�����<�� �����"<���� ����������� E�5���� �������HD 4��B���� I�D ��������� �0��!
��B���� ���k���� 5��%���HD �D�5�� � ���k���� ��4��k�HD �HD�5�� 4�5�B�� � ��4%"<��
B�0� �H ��"%B��� <�8H�8�95 ��D�5��� 4�5�B� ,��� %�"����� B� �H ��"<4%���� �� k� �D����
��5�������� �D�5�HD 5���HD� B� � � �(��� 4�5�B�1� * 5"� �����4��k�HD ���(������ 4��B�!
��� I�D ��������� ��"%B��� ��"�H� ��(�� ��54�5�B ��D�5��� 4�5�B� ,�� �H(������% ��(��%
���������1�

��D ��54�5�B ��k� (H< �B��< ���0� ,��� �����"�� �D �B?��� B��"�1� �5���� ��� D�!
�"��< (H ��"%B�< <�0�5I 
�����5 60�m��6�� ���D I�D ��54�5�B� ���B?� 8 �(�4���%#
4� ����B��� ������ 3���� �(�4����� ������� �"�k���� ��k� ��"�<�� �� ��4H������ ��+
6����� ������� &��6���� ,�&F1� �������� �4 5�%D ������� ��54�5�B2 PP = {P ′1, P ′2, . . . } �
PNP = {P ′′1 , P ′′2 , . . . }� 05� 5"� 4�5�B �4 PP 5���4��� ��"������"<��� ��4��;����<� � 5"� 4�5�B
�4 PNP 8 �h!�%5���< ,�"� �h!��"���� ��"� ��B< �5? � 4�5�B�D �����4�������1� C������!
�H�� ��������� �&F ��"�#�� ������� ��4��������� � ��"��H� :�6�	�������� �4��B���
B� ������� 4�5�B� �4 PP �� ��"���� ��54�5�B�� 5�%0�� 4�5�B� �4 PP � � � k� ����� 5"�
���k���� PNP � ������ �4��B��� B� "#(�� ��54�5�B� �4 �������������0� �"���� ,����5�!
"����0� 5���H� ��(���� ���������1 ��"���� "�(� ��54�5�B�� �����!"�(� 4�5�B� �4 PP � "�(�
��54�5�B�� �����!"�(� (�4����� 4�5�B� �4 PNP �

��� �����"�� ��� 5����B�� �(��D %�"����D �� ���k���� 5��%���HD 4��B���� �H(���!
�HD 5"� ���"�4� ��������� %5�?�� 5���4�< �%���������� �&F� �? �5���������< � ����B!
���< �/�� &������ ����B���� �&F � 5�? % ���%# ��(�4�����<� �����H �"�k�����

@ ��B���� �""#������ I�0�� 5����B�� ����0� 5"� 5�������� �����4���� ��5D�5� (H"
���5�"�� �!��������B����� ���"�4 �"�k���� ��5� 4�5�B� @ B������� � ��� (H" ���5��"��
��"�H� �!��������B����� ���"�4 �"�k���� 4�5�B� � ���4��� ���5�������� ��������� ���;��
0����� � � ��� 8 ��B� ��"�H� ,4� ���"#B����� �5��0� ���H�0� �������1 ���"�4 �"�k���� 4�!
5�B� OQWN ZLOQ 8 �"����B����� ��D���� 4�5�B� ����� ����������� �����H� �����%"���������
� ���"�5������� =��4�"�4�� � &��� � �[-g 0� ����

@ �������� ��(�� ���5���"��� �B���5��� %���;��� �""#������ I�0� ��5D�5� 8 ��"�H�
�!��������B����� ���"�4 �"�k���� �"����B����D ��D��HD 4�5�B �OU ZLOQ� OQWN ZLOQ � PMcW^
ZLOQ ,�(�4��B���HD � ������ 4����� (%����� J,O � X1� 05� PMcW^ ZLOQ ��"���� �(�(������
��� �OU ZLOQ� �� � OQWN ZLOQ� @H(����H�� 5"� ���"�4� ���������� ��"�#��2
�1 ��5�"< ,� ���k����� 5��%���HD 4��B���� {J,O,X}1�
/1 ���k���� 5��%���HD 4��B���� 5"��"<����� �������� {pij}�
	1 �0����B���� ����D% �� B��"� �������� ��k5�� ��(�H ,op1�
�1 �0����B���� ����D% �� 5"��% ���������� ,Cmax1�
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F���4���� B� �&F 5"� ���� 4�5�B� ����� �4 �� ��54�5�B� g �4 ����HD ��"������"<��
��4��;��H� � ���"<�H� � 8 �h!��"�H2

PP = { 〈X | pij = 1, op ≤ 2 |Cmax ≤ K〉∗;
〈X | op ≤ 1 |Cmax ≤ K〉;
〈X ||Cmax ≤ 2〉∗;
〈J ||Cmax ≤ 3〉;
〈O ||Cmax ≤ 3〉;
〈O | pij = 1 |Cmax ≤ K〉}

,05� K 8 ����4��"<��� ��"�B���� ��"�#����� B��<# �D�5�1

PNP = { 〈X | pij ∈ {1, 2}, op ≤ 2 |Cmax ≤ 3〉∗;
〈X | pij = 1, op ≤ 3 |Cmax ≤ 3〉∗;
〈J | pij ∈ {1, 2}, op ≤ 2 |Cmax ≤ 4〉∗;
〈J | pij = 1, op ≤ 3 |Cmax ≤ 4〉;
〈O | pij ∈ {1, 2}, op ≤ 2 |Cmax ≤ 4〉∗}

3���� �(��4��� 5����� ��(�� �%�������� �(�(��� �5����������B����� ���"�4 �"�k��!
�� 4�5�B �OU ZLOQ � OQWN ZLOQ ,���5�"���H� �� 4��B���# �0����B���� �� 5"��% ����������1�
���5���"���H� � ��(�� �	�� F�� I�� � ������������ (�4����� �����H ��54�5�B %B���%#
��� ����� ��"%B���H� ��4%"<�H ,�4 ��(� ��� � �	�1� �� � ���H� ��4%"<�H� ���B���H� �
�����5?��HD �H;� ������D 4�?45�B�����
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�� F�7�����* F�:�� '�	�������	 '�9�� P���
* E�C� ��H�?D��������B����� ���"�4 �"�k!
���� 4�5�B� OQWN ZLOQ 66 �������H� ���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� �� /   � 3� -�
� �� &� �[.--�

�� F�����	 2�9�� '�	�������	 '�9� ) �"�k���� ��D�k5���� ���4��� ���5�������� ���������
���;�� 0���� 66 �������H� ���"�4 � ���"�5������ ��������� &��� �� /   � 3� -� � /� &� /�.
�g�
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����H� 5��"�5 ���5���"�� ��(�� �(4�� ��(�� ���������HD ���"�5�����# ������ � ��!
������# ���HD q!4��B�HD �����;���HD ��5�� � �����<# ���B��0��HD ���5�� ���������
��5��� F���H� ���B��0��H� �����%���� q!4��B�HD �����;���HD ��5�� ���5"�k�"� A��D���
� �[g7 0�5% � 
�""�� � �[7	 0�5%� @ �[[g 0�5% *�0%������B &� @� � &�"��<��� G� $� ���5"�k�"�
���B��0��H� ���5� ��4H����H� ���5�� α̃!��������� 5"� ��������� 5���B�HD ��5���

@ �������� ��(�� ����������#�� �� ���B��0��HD ���5� ��������� � ���"�5������
q!4��B�HD �����;���HD ��5��� ��k5H� �4 ����HD 5�� ��4��k���< �����< B��"� ��4"�B�HD
q!4��B�HD �����;���HD ��5�� ���4%� ����� �0�� �����5��� ������H� ��4%"<�H � ��%�%�!
�HD �������D q!4��B�HD �����;���HD ��5��� ��"%B���H� � �����<# I�D ���5���

F%�< V N
q 8 �������� ���������� ��4������� N � ������� CI����0� ��5 ��"�� =�!

"%� GF (q)� 05� q 8 �����< �����0� B��"�� F�5���k���� C ���������� V N
q ��4H�����

��	��7���
� �+6����
� ����� ���
 w � ����������� g ,����� ��	��7���
� �����1� ��"�
|C| = qN−logq(qN−N+1) � ��������� ��k5% "#(H�� 5�%�� ����	
�� ��	��� �� ����� 	� $4!
������ B� ���� ��5 �%����%� �"<�� 5"� N = (qm − 1)/(q − 1)� 05� m "#(�� ��%��"<���
B��"� �� ���<;�� 5�%D� ��5 C ��4H����� ���,�
�� ��"� �� ��"���� ��5����������� V N

q �
&����;���H� "�����H� � ���������� V N

q ��5 HN
q ��4H����� ����� Q�������� @�#5% 5�"��

N = qn + 1� n = (qm−1 − 1)/(q − 1) � m ≥ 2� F%�< R 8 �������� ��5���k���� �����;����0�
��5� C � R′ 8 ���k���� �������� ��"%B����� 5������� �������� ���k5�������� ����!
������� �� I"�����D � 0 5� q − 1 � i!� ��4���� ��5��HD �"�� ���k���� R� 
��k���� R
��4H����� H+���&������, �����;����0� ��5� C� ��"� ���k���� C ′ = (C\R) ∪ (R′) ��"����
�����;���H� ��5��� �%5�� 0�����<� B� ��5 C ′ ��"%B�� �4 ��5� C �	�������� i!��������H
R�

F%�< HN
q 8 q!4��B�H� ��5 CI����0� 5"��H N � F�5����������� ����k5����� �����%���!

�<# ��5��HD �"�� ���� 	 ��5� HN
q � �5���B��� i!� ����5������ �(�4��B�� B���4 Ri� $4������

B� ���k���� Ri ��"���� i!���������� ��5� HN
q � )(�%5�� ������H� �5�� �����%���� �

��"%B���H� � �D �����<# ��k��� ������ B��"� ��4"�B�HD q!4��B�HD �����;���HD ��5���
���6��5
��? !/ @ ��� (H"� �����5��� �����%���� 5"� q!4��B��0� �"%B��� ������ ��!

"���� �(�(������ ���5� ��������� 5���B�HD �����;���HD ��5�� ���"�5����"<�H�� �5��!
0��� α̃!��������� ���5"�k����0� � �/�� �����%���� ��4��"�"� ��"%B�< �"�5%#�%# ��k!
�## �����% B��"� Fq(N) ��4"�B�HD �����;���HD q!4��B�HD ��5�� 5"��H N = qn + 1� 05�
n = (qm−1 − 1)/(q − 1) � m ≥ 22

Fq(n) > qq
n−(m−1) · (3q)q

n−1
q −(m−2)

.

$5�� �����%���� 4��"#B���� � �"�5%#���2 ��D�5�H� ��5 CI����0� HN
q ����"������� ��

����������#����� ��%��H� (i, j, k)!��������H� ��k5�� �4 ����HD � ���# �B���5< 8 �� ���<!
;�� i!��������H Ri �� �5���% �4 ��D ������"���� i� j �"� k� F��"� I�0� ��%����"����
���B��0 ��k5�� i!��������H �� �5�� �4 q I"������ ��"� GF (q)� �� ����(��4������ 5�#
�������� ��"�5 � ��k�## �����% � ��5� �����0� �%"<��"�������0� B"���� ��"�� ��%����"�!
��� ���B��0 %k� (i, j, k)!��������� ����H� ��k� 5�� ���� ��"�5 � �����% B��"� ��4"�B�HD
�����;���HD ��5���

�B�H��� ���4< �������B��� �����H q!4��B��0� ��5� CI����0� HN
q � ���������� 0����!

���� PG(m−1, q)� ������� ,��� �	�1 %"%B;�" I% �����%� 4������ ����% �� ����� �%"<��"�!
������� B"��� �� (q + 1)�
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���6��5
��? %/ ��"<���;�� ��5�������� �����%���� e ��4��"�"� ��"%B�< �B���5���
%"%B;���� ������ 4� �B� �� ��4H����HD ���B��0�� �� ������������ � ��< i!� ��4���� ��5�!
�HD �"�� ��������H Ri ������� �� �� �5�� �H(����H� I"���� ��"� GF (q)� � ��5 5�������
������������ 5����%#��� �� I"�����D ��"�� ��� ���� )����� ���� �"�5%#��� ��52

Fq(N) > (q!)q
n−(m−1) · 3q

n−1
q −(m−2)

. ,�1

���6��5
��? �/ @ ��(�� ��� ���5�"k��� ��4���� ���B��0���0� ��5D�5�� @ i!���������D
��5� CI����0� �H5�"�#�� �� ��4H����H� ����H� ��������H� ��4����#��� � �"%B�� �����!
��0� ��"� GF (pr), r > 1 ,� i!�� ��4���� ��5��HD �"�� ���� ��������H ��5��k��� I"����H
�����0� ��5��"� GF (p)1� @����H� ���� ��������H (H"� ���������H � �g�� ������ ���!
��%���� ��4��"�"� ��"%B�< ��k�## �����% B��"� Fq(N) ��4"�B�HD �����;���HD q!4��B�HD
��5��� ��"�#�%#�� �� ��0�5��;��� 5��< "%B;���
����� r/ P��� Fq(N) ��6���
* ��	��7���
* q+6����
* ����	 ���
 N = qn + 1� ���

n = (qm−1 − 1)/(q − 1)� q = pr � m ≥ 2 �� ����7�� ���

(p!)q
n·( 2r−1

r )−(m−1) · (q + 1)q
n−1

q −(m−2)

. ,/1

&������ 5�� ���"�5��� ������� F�� r = 1� � ��< q = p� ����H� �%"<��"������H� B"��H
I�D ������ �����5�#� ��� %B�H���� B� q > 2� ����� ���k��"< ������ ,/1 (�"<;� ����0�
���k��"� ������ ,�1� @ �"%B�� r > 1 ����H� ���k��"< � ,/1 4��B��"<�� ������D�5� ���!
�H� ���k��"< � ,�1� F����� ��������� ������"<��0� ��5� ��"���� ������"<���� � �� ���
����4"�k��� �� ��������H ���<;�� �������� �� ������� �4��B��� B� �����5����� �H;�
������ �� ��k� (H< �%�������� %"%B;��� ���B��0��� ���0� ��� ���������

��������� ���������� �����%���� q 5"� ���"�5������ ������ q!4��B�HD �����;���HD
��5��� @ ��(�� �-�� ����"<4%� �H;��������H� ���B��0� �������� (H"� ���"�5����H ������!
B���� q!4��B�HD �����;���HD ��5��� ��"%B��H �"�5%#��� ��4%"<�H�
����� s/ C� ����� k ∈ {0, . . . , p ·K− 2, p ·K} ������	��� �	� q+6����
* ��	��7���
*

���� HN
q � C ���
 N = nq + 1 ������ ��� |HN

q ∩ C| = k · |Pi|/p� ��� |Pi| = pnr(q−2)+n� q = pr�
����� t/ '�����	��� �	� q+6����
* ��	��7���
* ���� ���
 N = qn + 1� &��������+

��*�� &� pnr(q−3)+n ����	
� ��	��� ��� q = pr, r > 1�
����� �0�� �����%���� q ��4��"�"� ��"%B�< �"�5%#�%# ��k�## �����% B��"� ��4"�B!

�HD ��4(����� ���������� V N
q �� q!4��B�H� �����;���H� ��5H�

����� u/ P��� ��6���
* ��6�����, &���������	� V N
q �� q+6����
� ��	��7���
� ���


���
 N = qn + 1 �� ����7�� ��� pnp
n(2r−1)−r(m−1)+log(p+r)

, ��� q = pr, r > 1�
3�����H /� 	 � � ��"%B��H �������� � &�"��<���� G� $�

������5��

�� `��� 2�9� F�������� �����;���HD q!4��B�HD ��5�� ���"�5����"<�H�� �5��0��� α̃!�����!
��� 66 F��("� ����5�B� ���� /  �� 3� � � � �� &� 		.	[�

/� 2	�������	�� '�9�� '��	��	� f�E� F�������� �����;���HD 5���B�HD ��5�� ���"�5���!
�"<�H�� �5��0��� α̃!�������� 66 F��("� ����5�B� ���� �[[-� 3� 		� � 	 &� ��./��

	� 3�����	 2�5� ) ��4(�����D q!�B�HD ��5�� CI����0� �� ����������#����� ��������H 66
������ ��� � ���"�5� ����� /  �� 3� ��� � 	� &� 7 .7-�

�� `��� 2�9� qONZSYRJSMON O\ QWY\WJS q!TY] JO^WZ 66 hYOJ� �MNSL �NS� mOYlZLOQ �eVXWUYTMJ TN^
qOPUMNTSOYMTV qO^MNX KLWOY]�� �RVXTYMT ,uYTNWdO1� iRNW /  �� h� /-/./-g�

�� `��� 2�9� F�������� �����;���HD q!�B�HD ��5�� ���B��0��� ����HD �������� 66 F��!
("� ����5�B� ���� /  g� 3� �/� � �� &� 	�.�/�

g� dO".t< ]� ;�� $Hy@ I�� uH..@!^"/@ A� uWYNWVZ O\ q!TY] � QWY\WJS JO^WZ 66 hYOJ� �NS� mOYlZLOQ ON
qO^MNX TN^ qY]QSOXYTQL]� mqq /  	� zYTNJW� h� 	-�.	7��

-� '��	��	� f�E�� `��� 2�9� ) ������B����D q!4��B�HD �����;���HD ��5�� 66 &5��� � ��B�<
� q�(� ��� k%���
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&�%�
� �,�� 7��, � ���+� 	�&�"��(
� ��&��+����� !��������(�

���� ,�����1� "�&� .���3*2

1 ����������
�� ���� �����	��!� ����	����	�� ����������
� �����
��	�
2 �������� ���	����
� ��� ��� �����	�� �� ���� ����������
� �����
�������	
��

@ �"����B����� 4�5�B� OQWN ZLOQ ������ ��(�� �4 m ��;�� � n ��(�� ��k5�� ��;���
5�"k�� �H��"��< ���# �������# ��k5�� ��(�H� ������"H �H��"����� �������� �5��� ��!
(�H �"� �5��� ��;��H �� ��0% ���< �(��D ��%�����D �B��� F�� I�� �B������ B�
��;���� �H��"��� �������# �5��� ��(�H� � I� k� ����� 0���� ��B�< �H��"����� �"�5%!
#��� ��������� @ ��5�"�D � ���;�%�4����� ���5��"�0����� B� ��(�H ��4�����H � %4"�D
�������� ���������� ���� � ��;���� ���k5� B�� �H��"��< �������# 5����� ��(�H� ��!
(%��� �5��D�<� 5� �������%#��0� %4"�� 4����� �������%#��� ������ $4��B�"<�� ���
��;��H ��D�5��� � �������� �H5�"����� %4"� ,��4H������ ��6�,1 � 5�"k�H ����%<�� %5�
���"� �H��"����� ���D ��������� E�5��H ��������� ��k5% %4"��� ,������� ��;�� �B��#��
�5������H��� � ����%����� �����(���< ���4�� 8 ���0����B�����1 � 5"��"<���� �H��"�����
���D ��������� 3��(%��� ������< ���������� ������<;�� ��4��k��� 5"��H�

@ ��� 5���4��� �h!�%5���< 4�5�B� OQWN ZLOQ � ���;�%�4����� 5�k� 5"� ������;�0�
�"%B�� � 5�%�� ��;����� � ���������� ���� �������� ���0� �4 5�%D %4"��� 3�� k� �����!
5��H �"0����H ���("�k����0� ��;���� I�� 4�5�B� � 0�����������H�� �������� �B�����
@ ��(�� �/� �������H �"0����H ��;���� I�� 4�5�B� � %"%B;���H�� �������� �B�����

&"%B�� � 5�%�� ��;����� � 5�%�� %4"��� ��5��(�� ���"�5���� � ��(�� �	�2 ������ �"0�!
��� ���("�k����0� ��;���� I�� 4�5�B�� ������� ���������� � 5"���� �4 ������"� [C̄, 6

5 C̄]�
05� C̄ 8 ��k��� ������ ����%�� 4�5�B�2

C̄ = max{lmax + T, d1, d2 + T},
05� lmax 8 ���(�"<;�� ��0�%4�� ��;��H� T 8 5"��� ���B��;�0� ���"�B����0� �(D�5� ���D
%4"�� ���� d1 � d2 8 ���(�"<;�� �%�����H� 5"��"<���� �������� ��(�H� ��D�5������
� ������ %4"� ,(�4�1 � ������ ������������ 3�� ���H� �������H� �"0���� ��"���� 6

5 !
���("�k���H�� ��"�� �0�� 5���4���� B� ����%� "#(�0� ������� I�� 4�"�B� "�k� � %��!
4����� ������"� � 0�����H ������"� �B�H�

@ 5����� ��(�� ������������� 4�5�B� OQWN ZLOQ � ���;�%�4����� � ��4��;����� ���!
�H����� �H��"����� ��������� ��4��;���� ����H����� � �"����B����� 4�5�B� OQWN ZLOQ ,(�4
���;�%�4����1 5�"�� �� �"0�����B���� (�"�� "�0���2 ��"� �"����B����� 4�5�B� OQWN ZLOQ
��"���� �h!�%5��� %k� 5"� �"%B�� ��D ��;�� ,���1� � 4�5�B� � ��4��;����� ����H�����
��"������"<�� ��4��;��� 5"� ����4��"<��0� m� ���B�� 5"��� �����"<��0� ���������� ���!
��5�� � ��k��� ������� C̃ = max{lmax, dmax}� 05� dmax 8 ���(�"<;�� �%������� 5"��"<���<
�������� ��(�H� @ 4�5�B� � ���;�%�4����� ����H����� ��k� �("�0B�# ��������� ���!
��"<��0� ����������� ��4%"<�H ���"�5������ ������H � �"�5%#��� �������
����� r/ C� 6����� �t"! <O�t � ���7����6�)��, �	�* ��7��� �� ���� �6 �	�* �6�	 �

��6��7����� &���
	���, �&�������� ���&������ ����� ���� C̄� ����� ���&������ � �� ����
��� ����� &���
	����� ����� �
�� &�������� 6� O(n)�

����4��"<��� �����H �����%�����2 ������ �"0���� � ��(%��H�� ���������� ��"<!
���;�� ������ ���5���"�� ���"�5������ 4�5�B� � (�"<;�� B��"�� ��;�� �6�"� (�"�� �"�k!
��� ��%�%�H ���������� ����

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
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+��������B����� �����;���H� 5���B�H� ��5H 5"��H n ≥ 255 (n = 2m − 1) (H"� �����H�
�������H � ���� ��"�� ���� ��5H �4%B�"��< � ��(��D �/!��� 
H ������������ �����%�!
��# ���������B����D �����;���HD ��5�� ��5 ����B�H� ��"�� =�"%� Fq� q ≥ 3� F%�< Fm

q
. �������� ���������� ��4������� m ��5 Fq� ��������� � Fm

q ��5���k���� N � ����!

���� �4 n = qm−1
q−1 ���%"��HD ������� ����""������HD �������� ��"�� (%5�� ����������<

N ��� ���k���� ��5����� 5"� ������� x = (xi)i∈N ∈ FN
q � &����;���H� q!�B�H� ��5 C��!

���0� Hn
q ��k�� ����5�"�< ��� ���k���� ���D ���D ������� x = (xi)i∈N � B�

∑
i∈N

xii = 0�


��k���� C ⊂ FN
q � � ������ "#(H� 5�� ������ ��4"�B�#�� �� ����� B�� � ��D ����5���!

�D� ������< �����0� ����� ������� Hn
q � ��4H����� �����;���H� q!�B�H� ��5�� 5"��H

n� &"�5%� ���� 5"� "#(�0� i ∈ N ��������� � Hn
q ��5���������� Ri� ����k5����� �����

�������� ���� 	 ,� �� ���#���� ����� 	 ���%"��H� ����5���H1 � ���%"���� i!� ����5���!
��� �"� u ∈ Hn

q ���k�H� �"���H Ru
i = Ri + u ��4H��#�� ����������� ��5� Hn

q � ������!
��� �������� B = {Ru1

i1
, . . . , Ruk

ik
}� �������� �4 k ������� ����������#��D�� �������� ��5�

Hn
q � ��4���H� ����� � FN

q � % �����0� i!� ����5���� ����� �5������ � ��� ���"<�H� ��!
��5���H �%"��H�� �(�4��B��� B���4 ei� 3�05� 5"� "#(�0� α = (α1, . . . , αk) ∈ F k

q ���k����

Hn
q (B, α) =

(
Hn
q \

k⋃
s=1

Rus
is

)
∪
(

k⋃
s=1

(Rus
is

+ αseis)
)

��"���� �����;���H� q!�B�H� ��5�� �����g��

)����H����< �� I�� �����%���� ��5�� ��k�� ����< ���������B����� ��5H�

�<�80��/ &����;���H� q!�B�H� ��5 C ⊂ FN
q ��4H����� �������B������ ��"� �%��!

��%� ���� (n−m)!I"������� ���k���� ��5����� I = {i1, . . . , in−m} ⊂ N � ���� ��(��k����

f : F I
q → F

N\I
q � B� x = (xi)i∈N ∈ C ⇐⇒ xi = fi(xi1 , . . . , xin−m) 5"� ���D i ∈ N \ I� � �� ��5 C

��"���� 0������� �%����� f � @ �������� �"%B�� ��5 C ��4H���� ���������B������

F%�< K = {j1, . . . , jm} ⊂ N . ������H� (�4�� � ���������� Fm
q � )(�4��B�� L(K) =

{j ∈ N : ∃α, β ∈ Fq,∃jr, js ∈ K, ����� B� j = αir + βjs}� �"� �������� ����������#��D��
�������� B = {Ru1

i1
, . . . , Ruk

ik
} ����5�"�� IB = {i ∈ N : ∃s, ��� ������ i = is} ,���k����

��5����� i� 5"� ����HD �%����%# i!��������H �4 �������� B1�
����� r/ L�� ������	��� ����, ��6���
, ����� �������	 K = {j1, . . . , jm} ⊂ N � ���

IB ⊂ L(K)� �� ��	��7���
, ��� Hn
q (B, α) (α ∈ F k

q ) �	����� ����������������

@ ���4� � I�� ����� ���k���� ��5����� I = {i1, . . . , ik} ⊂ N (%5�� ��4H��< ������!
���B������ ��"� I �⊂ L(K) 5"� "#(�0� (�4����0� ��(��� K ⊂ N � =������� B� ��������
����������#��D�� �������� B = {Ru1

i1
, . . . , Ruk

ik
} �� ��5��k� ����HD ��������� ��"� ir �= is

��� r �= s�

����� s/ ����� m ≥ 4� L�� 	 ����,��	� ��&����������*�� ���&����� B ��� ����+
�
* ���&����� � �������	� �������	 IB �	����� ������������������ �� ��	��7���
, ���
Hn
q (B, α) ����������������, �� ��
* α ∈ F k

q , αi �= 0 (i = 1, . . . , k)�

�086�1�/ L�� ����,��	� B ������� �6 �� ���� 7���� ��&����������*�� ���&������
�� ��� Hn

q (B, α) 	����� ��������������,� ��� ���� m ≥ 4 	 ���� Q������� Hn
q ������	�+

�� ����� ����,��	� B �6 ���� ��&����������*�� ���&������ ��� ��	��7���
, q+���
, ���
Hn
q (B, α) �	����� ������������������

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� ������� ��������'&4!"
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*�������4��� �����0� ���"� C � 5���B��� n!������ �%(� Qn ��4���� ��������4� Qn�
������5���� C � ��(�� 3���� �(��4��� Aut(C) ��"���� ��50�%���� 0�%��H Aut(Qn)�

F%�< ϕ . �������"<�H� ��������4� �����0� ���"� C = v0, v1, . . . , vt−1, vt = v0 � Qn�
3�05� ϕ(v0) = vi 5"� �������0� i� ϕ(v1) �����5�� "�(� � vi+1� "�(� � vi−1� @ ������ �"%B��
ϕ ��4���� ����H� ��������4��� ,�� ��D����� ��������# ���"�1� �� ����� . �(���H��
F�50�%��% ����HD ��������4��� ���"� C �(�4��B�� Aut+(C)�

F���4��"<�H� ������ ��������4� ϕ �����0� ���"� C = v0, v1, . . . , vt−1, vt = v0 � Qn

�(�4��B�� ϕπi , ��"� ϕ(C) = v0 ⊕ vi ⊕ π(C)� 05� π ∈ Sn(Qn)� @��5�� ������� i(C) �"�5%#���
�(��4��� :�"� Aut+C �= {e}� � i(C) = min{i |ϕπi ∈ Aut+(C), i > 0}� @ �������� �"%B��
��"�k�� i(C) = |C|� )(�4��B�� n(C) = |C|/i(C)�
i�1�m8�� r/ C� ����� &������� )��� C 	 Qn ���&&� �	�����D�6��	 -^=(C) �6�+

���D�� ��� )��������, ���&&� &������ n(C)� ��� ���&&� Z2 
 Zn(C) &������ 2n(C)�
i�1�m8�� s/ L�� C l &�����, )�� 	 Qn� n(C) = 2k� �� n ≥ 2k−1 + 1.
����� r/ F%�< Bk ��50��� 0���� Q2k+1� ����k5���H� ���k����� ���;�� ���� k �

k + 1� C���;� �4����� ���("���2 ��"���� "� 0��� Bk 0���"<����H� ��� "#(�� k ≥ 1� @
��� ����4���� B� ��"� C ��"���� 0���"<����H� ���"�� � 0���� Bk� � � ���"� ��(�� ���D
������"���� ����B�#�� �5�������� B��"� ��4� �� �0����B���� �H��"������ ��"� ����<
���"H C � %�"����� n(C) = 2k + 1� E������ B� �5�������H� � �B���<# 5� �4������4��
0���"<����H ���"H � B1 � B2 %5��"�����# I��% %�"���#� @ �	� � �����<# ����<#���
(H"� ���5��H 0���"<����H ���"H � %�"����� n(C) = 2k + 1 � Bk ��� ���D k, 1 ≤ k ≤ 15�
����� s/ F����� ���" C 5"��H l � Qn ��4���� < m,n >!���"��� ��"� "#(H� ���"�5�!

���"<�H� �� ���"% m �?(�� ���# ��4"�B�H� ������"����� @ ��(�� �����5��� �����%����
0���"<����� < 6, 8 >!���"�� 3��k� ��"%B��H ���H� ��k��� ������ �������"<��� 5"��H
l = l(m,n) < m,n >!���"� ��� �����������HD ��"HD 4��B����D m � n �/�� '%B;�� �� ��0�5��
��4%"<�H �����5��H � �"�5%#��� �("����

n 3 4 5 6 7 8 9 10
l(n) 8∗ 12∗ 32∗ 40∗ 100∗ 200 288 576

�"� 0���"<����HD ���"�� � Qn �����
i�1�m8�� t/ ������� ���&&
 �	�����D�6��	 ����� ���������	� )��� 	 Qn� n > 2�

�� &��	��*���� 2�log2(n−1)�+2�
i�1�m8�� u/ ��� ���� n, 3 ≤ n ≤ 16 ������	��� ���������	 )�� 	 Qn� &������

���&&
 �	�����D�6��	 �������� ��	�� 2�log2(n−1)�+2�

������5��

�� L	������	 2� 2�� ��������� 2� `� 
�����"<�H� �%������� ��5���k��� ����B��0� ���!
k���� � ���("��� 0���"<������� 0���� ���5��D �"��� 0�����%(� 66 ������� ���"�4 �
���"�5� ��������� �[[-� 3� �� � �� &� g.�/�

/� ��������� 2� `� ) ���"�B����D 〈m,n〉!�%�������D 66 ������� ���"�4 � ���"�5� ���������
&��� �� �[[7� 3� �� � �� q� g�.- �
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F%�< G = (V,E) 8 0���� A = (aij) ! ���5����� ������ ����5�� n� r ≥ 1� ���������
��������% 0���� G � n ����� � ����4��"<�%# ���;��% x ���� i� :�"� ��"�B���� ���;��
���� j ,�"�B�HD � x1 �� ��������� �� (�"�� r � ���;��H x �� 4����� � �H(��� ���;��H
x � ����� aij � � ��������� ��4H����� ��	��7����, ������� r � ������� A� ����� �����;���H�
��������� ��5�%�� 1 �4%B�"��< � ��4"�B�HD �������D � ���"� ��4"�B�H� ��4������ � B����!
��� �D ��4H��"� WoRMSTUVW QTYSMSMONZ ,���������H�� ��4(�������1 �/�� 3��k� ����������"��<
�����;���H� ��������� � 5�� ���� ������HD 0����� � ������� 0�����2 n!�����0� 5���B��0�
�%(�� �"����D ����0%"���� ������"<��� ������ ��<�

F����� �����;����� ��������� 8 I� �(�(����� ������ �����;����0� ��5�� �������"<!

��� �����;����� ��������� n!��0%"����0� 0���� � �������
(

0 n
1 n− 1

)
��"���� �����;���H�

��5�� � ���������� 3 ,��5��H� ���;��H 8 I� ���;��H ���� 11�
)�����H� �����(�� ��������� �����;���HD ��������� ��"���� �� ��4H����H� ��(�!

�H� ���5� �%< �����0� �H��k���� � �"�5%#��� �B���5��� ����� F%�< G 8 ����4��"<!
�H� �(H�������H� 0��� � 0�%���� ��������4��� H � H ′ 8 �������� ��50�%��� 0�%��H H�
)�����"<�� H ′ ���k���� ���;�� 0���� G ��4(������ �� ��(�H� ������;���� ��k5%# �4
��(� ����� ������ ��"%B��� �����;���%# ��������% 0���� G�

��%0�� �(�(������ �����;���HD ��5�� ��"�#�� �����������H� �%������ ���������
����4��"<�H� 0��� G� �������"<��4��B��� �%����� �� ���;���D 0���� ��4H����� )�����+
��	����, ������� r� ��"� �%��� �� 4��B���� � "#(�� ;��� ��5�%�� r ����� 0� :�"� f : V → {0, 1}
8 ������������� �%����� � �%���� 1 ��5�%�� r� � ���;��H� � ����HD �%����� ��������
4��B���� 1� �(��4%# �����;���H� ��5 � ���������� 2r+1� �"� ��0%"����0� 0���� �HB������
������H ��k�� �5�"�< �%��% ������ 0 � ��k5�� ;����


H ������������ �����;���H� ��������� � �����������H� �%����� �� 0���� G(Z2) (��!
����B��� �����%0�"<��� ��;���� �� 0��� 4!��0%"���H�� �0� ���;����� ��"�#�� �����4!
��k�H� %����5�B���H� ���H ��"HD B���"!����5���� ��� ���;��H x = (x1, x2) � y = (y1, y2)
���k�H� ��"� |x1 − y1|+ |x2 − y2| = 1� +�4���� �����% A ��&������,� ��"� �%����%� �����!
;����� ��������� 0���� G(Z2) � ������� A 5"� �������%#��0� r�

�����������H� �%����� �� (������B��� �����%0�"<��� ��;��� ��k� ���4��H � 5�����!
�H� ���"�0�� �4������ � ���0��"<��� 0������� ���("��H F�����#� ����H� ��k� (H<
�����%"������ �"�5%#��� �(��4��� F%�< Ω 8 ����B��� ���k���� ����B�HD ��5���k���
Zn� G 8 0�%��� ����"���� Zn� E�5�B� ����� � ��� B�(H ����5�"�< ��05� �5���������
�%������ ϕ : Zn → Z� ���� B�

∑
x∈g(S) ϕ(x) = 0 5"� �����0� g ∈ G,S ∈ Ω ��"���� �%"����

�%����� ���1� @ ��;�� �"%B�� ���k���� Ω ����� �4 �5��0� ;��� ��5�%�� r�
@ ��� *�������B ����B��"�"� ��� 5��%���H� �����H �����;���HD ��������� ��5�%�� 1 � 2

���� (������B��� �����%0�"<��� ��;��� � ��;"� ������H� ���(D�5��H� %�"���� 5"� �0��
B�(H ������ (H"� 5��%����� ��5�%�� r ≥ 2� @ �-� ����B��"��H ��� 5��%���H� �����H
�����;���HD ��������� ��5�%�� 1 � 3 �����

@ ��� (H"� 5���4��� �"�5%#��� ������2
����� r/ `���� ������������ )�������	����� D���)�� �� G(Z2) �	����� &��������+

���,�
�����������H� �%����� � �����;���H� ��������� (������B��� �����%0�"<��� ��;���

��0% ����������<�� ��� 5�%����H� �"��� ��5 ����B�H� �"������ 4��B���� � ������ ��!
���������� �"� 5���4��"<��� �����5�B���� ����"<4%��� ���5 R!���5�"k���HD �"���

������� ����	
�
� �� ��������� �$$% ����
� �#������04�!  $�
�� ��������1 ���7�����

�� 
����"



/7 ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

����H� (H" ���5���"�� � ���� 3� k� ���5 ���4�"�� ��"�4�H� ��� 5���4��"<��� �"�5%#!
��0� ��4%"<��2
����� s/ K�	��7����� ��������� ������� r > 1 �	����� &�����������,�
3��k� ��"%B��� ���D��� 0������ �� �����5� E������ B� � ��B���� �"�5���� �4 I��

�����H �H ��"%B��� �(��� �����( ��"%B���� ���D �����;���HD ��������� (������B��� ���!
��%0�"<��� ��;���� F%�< H ′ 8 0�%��� ����"����� ����k5����� 5�%�� ����""������H��
�������� v � u� $���"<4%� ��(��H� ���5� �H ��"%B��� ����"������%# ��������% ψ� ���!
��� ��"���� �����;����� 5"� "#(�0� ��5�%��� :�"� v � u 8 �����H �����5�B���� ��������
�����;����� ��������� ϕ� � ϕ ��k� (H< ��"%B��� �(��5������� ������HD ����� �4 ����!
"�������� ��������� ψ�

@ �"%B�� r = 1 �%����%# �������5�B����� �����;���H� ����������
����� t/ �g� C� ���, ��&������, �����)
 ������� 1 ������	��� &������������ ��+

	��7����� ���������� &����� ��� ����� �
�� &������ �6 ��&�����������, ������� �	��+
����� ������
* ��������,�

�������� 5��0���"< 8 I� 5��0���"<� �������� �4 5�%D B���5%#��D�� ������ ��5 ���!
B��0�� (������� 5��0���"� ��5��4%������� ����������� ����� ��%�� 5��0���"�� ����"<��
B��� ��� �4%B���� �� 0���� (������B��� �����%0�"<��� ��;��� ��4"�B�HD ���(������HD
�����%����� � B������� %�������� ����H�� � 4��������� ��4����# ������H �"�5%#��0�
���2 ��"� �������� �����%���� �� 0���� G �%����%�� � �"�5%� "� ��#5� �%����������
�����%���� � ��� k� ����������� �("�5�#��� �������� �����5�B����� )�� �� I� ��!
���� �� ���05� ���4H����� ��"�k��"<�H�� +�������� � ��(�� �	� ����������"��< 4��������
�"������ �"������ )��4�"��<� B� 5"� �������0� ��(��� �"��� 4�������� �%����%�� ��
��� ���� 4�������� ���4H��#�� ������5�B�������

@��5�� ��� �5�� ������� �(�(��#��� ������ �����;����� ��������� � �������������
�%������ )(�4��B�� ;�� ��5�%�� r � ������ � ���;��� x 4� Br(x) = {y ∈ V | d(x,y) ≤ r}.
F%�< A = (aij)ni,j=1 8 ��"�B��"����� ������� G%����� ϕ : V → Zn ��4H����� ���������,
A+)�������	����, D���)��, ������� r� ��"�

∑
y∈Br(x), y �=x

ϕ(y) = Aϕ(x) 5"� �����0� x ∈ V �

&����;����� ��������� � n ����� � ������� A ��k� ����������<�� ��� A!�������!
������ �%����� � ���k����� 4��B���� {e1, · · · , en}� 05� ei 8 �5���B�H� ����� � 1 � i!��
����5����� A!������������� �%����� � n = 1� A = −1 ��"���� �(HB��� �������������
�%�������
����� u/ T� ����� ϕ : Z2 → Zn � ������������ A+)�������	����� D���)�� �������

r > 1� ����� ϕ &�������������
V� L�� ϕ �	����� A+)�������	����, D���)��, ������� 1 � detA �= 0� �� ϕ &�������������

L�� detA = 0� �� ������	��� &������������ � ��&������������ A+)�������	���
� D���)���
��"�� �0�� �������5�B����� �%����� ��0% (H< ��"%B��H �4 �����5�B����D ���(��"�����

�%����� ������"<��0� ��5�� �� ������ ��"���� �(�(������ B��� %�����%HD ��4%"<����
*��"�0�B�H� ��4%"<�H ��"%B��H 5"� (������B��� ��%0�"<��� � 0����0���"<��� ��;����

������5��

�� -�"!�/HWO A� aN PRVSMQVW JOdWYMNXZ O\ SLW MN`NMSW YWJSTNXRVTY XYM^ bMSL UTVVZ O\ JONZSTNS YT^MRZ 66
nMZJYWSW vTSLWPTSMJZ�/  	� x� /g7� h� 	�.�[�

/� %�\<H. K� ��� A@>=H! G� I� }ROSMWNSZ O\ TZZOJMTSMON ZJLWPWZ 66 i� qOPUMN� KLWOY]� _WY� e� �[[��
x� g[� NO� /� h� �7�.�[[�

	� d"!>�<" $� KLW YOVW O\ TWSLWSMJZ MN QRYW TN^ TQQVMW^ PTSLWPTSMJTV YWZWYJL 66 �RVV� �NZS� vTSL�
eQQV� �[-�� x� � � h� /gg./-��

�� d^m#!H!@ J� -�� -/n^<=H!�/HWO J� u� aN QWYMO^MJMS] O\ SbO!^MPWNZMONTV bOY^Z 66 �5��� � ��B�<
� ����� �H�%�� KLWOYWSMJTV qOPQRSWY _JMWNJW

�

�� 1"H.i">n"> �� KLW hOPQWMR QYOUVWP \OY ^MZJYWSW ZQTJW 66 hYOJ� �TSV� eJT^� _JM� �[-7� x� -��
h� 	���.	��g�

g� ��6
���� '� 2� F����5�B���< �����;���HD ��������� (������B��� �����%0�"<��� ��;�!
�� 66 ������� ���"�4 � ��""�5� ��������� &��� �� /  �� 3� ��� � �� &� -[.[�

-� ��6
���� '� 2� &����;���H� ��������� ���;�� 0���� G(Z2) � �� ���� 66 ������� ���"�4
� ���"�5� ��������� &��� /� /  �� 3� �/� � �� &� 	-.���
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F%�< G = (V,E) 8 ������������H� �%"<�0��� (�4 ���"< � ���k����� ���;�� V �
���k����� 5%0 E� :�"� 5%0� e ∈ E ����5���� ���;��� v ∈ V � � %����5�B����� ���� (v, e)
��4H����� ��)���������� $���5���� (v, e) %5�(�� ������< ��� ��"����% 5%0� e� ����!
5���%# ���;��� v� ��k5�� 5%0� e = uv ���� 5�� ����5�����2 ������
, ����5���� (u, e)
� ������
, ����5���� (v, e)� �� 5�� ����5����� ��4H��#�� ��&������
�� �� ���;���#
5�%0 � 5�%0%� ��� ����5����� ��4H��#�� �����
��� ��"� ��� ����H��# � �5��� ���;����

��k���� ���D ����5������ �%"<�0���� G �(�4��B�� B���4 I� 3���t����, ��)������t�	 ��!
4H����� �Q��4��"<��� ��(Q�k���� f : I −→ Z+� 05� Z+ 8 ���k���� ��"HD ��"�k��"<�HD
B���" ,)	���	1� �"� 5%0� e = uv (%5�� ����< f(e) = (a, b)� ��"� f(u, e) = a � f(v, e) = b.
;�8�9� ��6
��6
� ����8�����1 � ����� �(��� ��5� ����%"��%��� ��2 ��������<

����5����H 5����0� �%"<�0���� � ������"<��� B��"� ����� ��� B�(H �H��"��"��< 4�!
5���H� %�"���� �� ���� ���k�HD � �����k?��HD ����5�������

�� 4�5�B� �(�(��� ��� ���;���%#� �� � �?(���%# ��������� �%"<�0����� F����� 4�5�B�
��������� ��%�5������ (H"� ���������� � ����

@ ��(�� 5�"���� �(4�� ������ ��4���������� 4�5�B ��������� ����5������� ��"%B���HD
��4%"<���� � ��k� ���4� 4�5�B ����5������� ��������� � 4�5�B��� �4 5�%0�D ��45�"��
5�������� ���������

������5��

�� ������ 2�9� +�����H� 4�5�B� �����4���� ���������� ����5�B� ���(����� � "���"<���
��� ���4� 66 ������� ���"�4 � ���"�5� ��������� �[[�� 3� /� � �� &� -�.-[�

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������' �! 
B<DC[ �� �4�##�#�#'!"
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3����� �����;���HD ��5�� 8 �("��<� ������ ��D�5��� �� �H�� ����� ��5�������� �
����� 5�4����� �"� t!�D�� � ��"���� �%5��� 5"� ���"�5������� '�����H� �����;���H� ��!
5H (H"� �������H 
�=�"��� � ��C�����0�� � ����� � !D 0�5�� ���;"�0� ����� +�"�����H�
�����;���H� ��5H (H"� ���HH 9�'�@���"<��H� � �[g� 0�5%� @ �������� ����� �4���!
�� 5����B�� ���0� ��4"�B�HD ���5�� ��������� �����;���HD ��5��� @ ��(�� ���5���"��
�(4�� ���5�� ��������� ��"�����HD �����;���HD 5���B�HD ��5���

F%�< Fn2 8 �������� ���������� ��4������� n ��5 ��"�� =�"%� GF (2)� F���4��"<���
��5���k���� C ⊆ Fn2 ��4H����� �	����
� ����� 5"��H n� @����H� �����5"�k���� ��5%� ��!
4H��#�� ����	
�� ��	���� 3���������� Q������� d(x,y) ��k5% �������� x ∈ Fn2 � y ∈ Fn2
��4H����� B��"� ����5���� � ����HD �����H x � y ��4"�B�#��� 
�����"<�� ��4��k���
��������� d ��k5% 5�%�� ��4"�B�H�� ��5��H�� �"����� ��4H����� ��������
� ������+
����� ��5�� 3������� �&���	�� ρ ��5� C ��4H����� ��"�B��� ρ(C) = d−1

2 . 3����� &���
���
��5� C ����� r(C) = max

x∈Fn
2

min
c∈C

d(x, c). ��5 C ��4H����� ��	��7���
�� ��"� r(C) = ρ(C).

��5H C1,C2 ⊆ Fn2 ��4H��#�� �6����D�
��� ��"� �%����%� ����������� ����5��� π
����� B� C2 = {π(c) | c ∈ C1}� ��5H C1 � C2 ��4H��#�� ��	�	�����
��� ��"� �%����%�
����� x ∈ Fn2 � ����������� π ����� B� C2 = {π(c) + x | c ∈ C1}� ��5 ��4H����� ���,�
��
��"� �0� �"��� �(��4%# "������� ��5���������� � Fn2 � '�����H� �����;���H� ��5H � ����!
��"<�H� ���������� d = 3 ��4H��#�� ������ Q�������� & �B���<# 5� I�����"������
�%����%� �5�������H� 5���B�H� ��5 C�����0� 5"��H n�

���"� n� M � d ��4H��#�� &���������� ����� ��"� �0� 5"��� ����� n� ������< 8 M � ��!
����"<��� ��������� 8 d� $4������ B� �����;���H� 5���B�H� ��5H � ���������� ��5��
C�����0� �%����%# �"<�� ��� n = 2s − 1� s = 2, 3, . . . � @ 5����� ��<� (%5% ������!
����<�� ������ ���� ��5H� @�� ��"�����H� �����;���H� 5���B�H� ��5H ���# �������H
��5�� C�����0� � �%����%# ��� n � 15�

��C�5�� �g� �(���%k�"� B� ���5� �����;���HD ��5��� ��������HD ���5�� �����������
,������ ����5�"���� ������������ � �����"<�H�� ��4(������� Fn2 �� �����;���H� ��5H
5"��H n1� �%����%� �����;���H� ��5 5"��H n = 15� ��I�����"���H� �� �5���% �4 ��5��
@���"<���� G�$�&�"��<?�� ��� �����"� ������H �������"<�HD ��4(����� Fn2 �� �����;��!
�H� ��5H 5"��H n � ����4�"�� B� �4 I�D �������"<�HD ��4(����� ���5�� �����������
��k�� ������< �����;���H� ��5H� ��I�����"���H� ��5�� @���"<��� � ��5�� C�5��� �g��
��G�"�� �� � ��k� ����?" ������H �������"<�HD ��4(����� Fn2 �� �����;���H� ��5H� @ ����
�� �����" �����%���# �����;���HD 5���B�HD ��5��� � ������ ����������� ����5�"���� m!
����� ���4�0�%���� ,����������% ��k�� ����������< ��� ������%# %����%# ���4�0�%��%1�

�
�""�� �[� �(�(��" �����%���# @���"<���� @�*� E����<�� � *�'�(���� �7� ���5"�k�"�
�����5�H� �����%���� �����;���HD ��5���

3������ � *�@��5� �-� ���5"�k�"� ������H� %����5�B���H� �������� ��5���k��� �4
Fn2 � ��4��"� �D �����;���H�� ��0���������� $���"<4%� I� ��0�������� ��� ���5�� �����!
������ ������"� �����;���H� 5���B�H� ��5H � ����4�"�� B� ���5� I�D ��5�� ��5��k���
���H� ��5H 5"��H n = 15� @ I�� k� ��(�� ���5�� �5��0� �������� ��5� C�����0� �"�
���B��0��� ��� ��k� ������"� �����;���H� 5���B�H� ��5H ��"��0� ���0� � �����"<�H�
�5��� � ����4�"�� B� �����;���H� 5���B�H� ��5H ��"��0� ���0� �� ��0% (H< �������H
�������������

&��B��0� � �����;���HD 5���B�HD ��5�D (H"� ���HH 9�'�@���"<��H� �/�� &��B��!
0��H� ���5H ;����� �4����H � ���(��������� �� ������� B��"� ���B��0��HD �"������
�� ����H� ��4(������ ���k���� �����;���HD 5���B�HD ��5�� 5"��H n� � �������� �����

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� ��������'&4!"
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���(�"�� �4%B���H� ��"���� ���B��0��H� �"��� ��5� C�����0�� ����� �0�� � ��	� �����5?�
������ 5�%D �����;���HD ��5�� 5"��H n = 15� ����H� �� �����5"�k� ���B��0����% �"���%
��5� C�����0� � �(��4%# ��(�����H� ���B��0��H� �"���� �������� �4 5�%D ��5���

��G�"�� � 
�'�@�� ��/� 4����"�� B� ��5���k���� ��5� C�����0�� ����H� �5��0�"�
3������ � *�@��5� �-� � ����H� �H ��4H���� ������������ ��"�#�� ���k�H�� �"��!
���� ������HD ��5���������� $���"<4%� 0�%����H� ������� �������� ��5� C�����0��
��� �������%����H�� ���5��� 5���4�"� �%���������� � ��5� C�����0� ����������#��D!
�� ��������� ���B�#��D ��4"�B�H� ����5������ � �� ���H� 5���4�"� �%���������� ��!
���;���HD 5���B�HD ��5�� �� ����� 5��%���H�� ��4��������� �5��� &�@�*�0%������B �
G�$�&�"��<?�� ��� �(���"� �������� �� �� B� ��"� � ��5� C�����0� �5���%< n ��������!
��#��D�� �������� �� n ��4"�B�H� ������"������ � ��5 C�����0� ��������� � ������!
���B����� ��5� &�*�
�"#0�� �	� ����4�"� B� 5"� ����������� ��5� C�����0� � ������!
���B����� ��5 � �?� 5����B�� �5���%< 7 ��������� @ ��� ��"%B��H 5����B�H� %�"����
��������������� �������� ��5� C�����0� � �������H ��0%"���H� ��4(����� ��5� C�����!
0� �� ��������H� & ����"<4������� I�D %�"���� �������H ���������B����� ��5H 5"��H
n = 15 � �������� ����������#��D�� ��������� ������ 5�? ��5H ��"��0� ���0� � �����"<!
�H� �5����

F%�< N(n) 8 B��"� ������� ��I�����"���HD �����;���HD 5���B�HD ��5�� 5"��H n� 3�05�

22(0,5+o(1))n � N(n) � 22(1+o(1))n
. +�k��� ������ ��"%B��� 9�'�@���"<��H� �/� � ���5�������

����5���4��� ���0��� �������� @��D��� ������ ��"���� �����"<����

������5��

�� 2	�������	��'�9�� '��	�M	�f�E� ) ���������B����D �����;���HD 5���B�HD ��5�D 66
F��("��H ����5�B� ����������� �[[g� 3� 	/� �H�� 	� &� �-.� �

/� 9�����	R�`� ) ��0�%����HD �"��� %��������HD ��5�D 66 F��("��H ��(��������
@H�� 7� 
�2 G�4��0�4� �[g/� &� 		-.		[�

	� 5�����'�2� +��������B����� �����;���H� 5���B�H� ��5H 66 ������� ���"�4� � ���"�5�
��������� &��� �� /  �� 3� 7� � �� &� ��.-g�

�� 3�����	2�5� ) ��������� �����;���HD ��"�����HD 5���B�HD ��5�� ��������� �����!
"�� 66 ������� ���"�4� � ���"�5� ��������� &��� �� �[[-� 3� �� � �� &� �g.�/�

�� '��	�M	�f�E� ) 5���B�HD ��0�%����HD ��5�D 66 
��5H 5�������0� ���"�4� � �4%B����
(%"��HD �%����� � 0������ &(� ��%B� �� @H�� 	-� +�����(����2 $�! ��������� �[7�� &�
g�.-g�

g� b"\"!p� e NWb JONZSYRJSMON O\ XYORQ TN^ NONXYORQ QWY\WJS JO^WZ 66 �N\OYP� TN^ qONSYOV� �[--�
x� 	�� � �� h� 	��.	/	�

-� a=mH�!;�� u@>\#-� hWY\WJS UMNTY] JO^WZ2 JONZSYRJSMONZ� QYOQWYSMWZ� TN^ WNRPWYTSMON 66 �rrr
KYTNZ� ON �N\OYP� KLWOY]� �[[�� x� � � � 	� h� -��.-g	�

7� j�i<="H!-� J�� 1H!�/H"/ u�-� aN NWb QWY\WJS UMNTY] NONVMNWTY JO^WZ 66 eQQVMJTUVW eVXWUYT MN
rNXMNWWYMNX� qOPPRNMJTSMON TN^ qOPQRSMNX� �[[-� x� 7� � �� h� ���.�/ �

[� A�..@>\A� e XWNWYTVMfW^ QTYMS] \RNJSMON TN^ MSZ RZW MN JONZSYRJSMON O\ QWY\WJS JO^WZ 66 _�ev i�
eVXWUYTMJ nMZJYWSW vWSLO^Z� �[7g� x� -� � �� h� ��	.����

� � dO".t<]�;� e JOPUMNTSOYMTV JONZSYRJSMON O\ QWY\WJS JO^WZ 66 _�ev i� eVXWUYTMJ nMZJYWSW
vWSLO^Z� �[7	� x� �� � 	� h� 	[7.� 	�

��� dO".t<]�;� * XWNWYTV QYO^RJS JONZSYRJSMON \OY WYYOY JOYYWJSMNX JO^WZ 66 _�ev i� eVXWUYTMJ
nMZJYWSW vWSLO^Z �[7�� x� �� � /� h� //�.//7�

�/� dO".t<]�;�� j"u@!A� uWYNWVZ O\ NONVMNWTY pTPPMNX JO^WZ 66 nWZMXNZ qO^WZ TN^ qY]QSOXY� �[[��
x� g� � 	� h� /�-./�-�

�	� dO".t<]�;�� j"u@!A� _bMSJLMNX WoRMdTVWNJW JVTZZWZ O\ QWY\WJS JO^WZ 66 nWZMXNZ qO^WZ TN^
qY]QSOXY� �[[[� x� �g� � /� h� �-[.�7��
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@ ��(�� ������������� 4�5�B� %������� ����B��0� ���k���� ���5���� �� �"�������
��k5H� ���5�� ��"���� "�(� ��%0�� � 4�5���� ��5�%���� "�(� �����%0�"<����� � 4�5����
5"���� � ;������� 3��(%��� ��4����< ��� ���5��H �� �"�����< ��� B�(H �"���5< �����!
"�#��0� �D �����%0�"<���� (H"� ������"<��� F�� ��4������� �����%0�"<����� �D �����H
����""�"<�H ����5����H� ����� ���%���#�� ������H �����%0�"<����� �� [ 0��5%����

�"� ��;���� �����%"��������� 4�5�B� ��4��(��� �"0���� ������� �k�0� ���� F����
��;���� ��5��� � ���������� �� ��4H����HD 5�%D������HD %������� �/�� ��05� �B���5���
���5�� �"�5��� �� ���% %k� ��4������HD ���5����� ��"#B�� ����5����H� ���� ��;����
��5��%#�� � ��5� ����������� ���5����� F�� ����������� "���"<��� ������ ����"<4%#��
��������� ���5���B��� ��������

��4��(����H� �"0���� �������"�� �� �"%B���� �0�����������HD �������D� )(�%k5�!
#�� ���5�����"<�H� ��4%"<�H B��"���HD I������������

������5��

�� I�O!<�! �� J�� ->@n�! K�$�� AW%"�WO j�-�� JWO"/�! K� aQSMPMfTSMON U] ZMPRVTSW^ TNNWTVMNX2
eN WcQWYMPWNSTV WdTVRTSMON� QTYS � ,XYTQL QTYSMSMONMNX1 66 aQWY� jWZ� �[7[� x� 	-� h� 7g�.7[��

/� %"�>n" I�-�� %"�>n" I�A�� j@?@> X�G� hTJlMNX O\ ^MtWYWNS!ZMfW^ JMYJVWZ MNSO T YWJSTNXRVTY
JONSTMNWY 66 rRYOQWTN i� aQWY� jWZ� �[[�� x� 7�� h� g[	.-�/�
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����������#�� �(H�������H� ���4�H� 0���H G(V,E) � ���k����� ���;�� V � ���k�!
���� �?(�� E� ����B��0� 5������ d(G) � � �(HB�H� ����������

ρG(x, y) = min |P (x, y)|,
05� �����%� (����� �� �����4��k�H� ����H� ����� P (x, y) ��k5% ���;����� x � y � 0��!
�� G� � |P | 8 5"��� ���� P � =���% G 5������ d ������� � ��������� ��(�� τ(G) =
(τ0, τ1, ..., τd)� 05� τi 8 B��"� �������5�#��D ;���� ��5�%�� i � G� +�(�� τ(G) ��4H����� 	��+
����� ��6������6�� 7���	 � 0���� G ���� ����� B� ��������H ������ τ(G) ���4��H �����!
;������

|V (G)| = τ0 ≥ τ1 ≥ ... ≥ τd = 1.

�%5�� 0�����<� B� ����� λ = (λ0, λ1, ..., λd) 0����B���� ���"�4%��� ��"� �%����%� ����
0��� G� B� λ = τ(G)� ����4 Md �(�4��B�� ���k���� ���D ��"�B��"���HD ������� τ =
(τ0, τ1, ..., τd)� B� τ0 ≥ τ1 ≥ ... ≥ τd = 1� ����4 m(d) �(�4��B�� ������"<��� ��%��"<��� B��"�
k� ������ %5��"������ �"�5%#���% %�"���#2 "#(�� ����� τ ∈ Md ����� B� τd−1 ≥ k�
0����B���� ���"�4%��� :�"� 5"� �������0� d ���0� k �� �%����%�� � �B����� B� md = ∞�
����4 Md(n) �(�4��B�� ���k���� ������� �4 Md� % ����HD τ0 ≤ n� ����4 Rd(n) �(�4��B��
���k���� �D ������� �4 Md(n)� ����H� 0����B���� ���"�4%��H� :�"� lim

n→∞
|Rd(n)|
|Md(n)| = 1� �

(%5�� 0�����<� B� ��B� ��� �����H �4 ���k���� Md 0����B���� ���"�4%��H�
@ ���/� ����������"�� ��5D�5 � ���"�5�����# ����B����� ��%�%�H 0����� �� ������

�4%B���� ��4���(��4�� � ������������� ;���� � 0����� C�������4���� ������� ��4���(��!
4�� ;���� � 0����D 8 �5�� �4 4�5�B� ��4����#��D ��� ���� ��5D�5��@ ��� 5��� ���(D�5����
� 5����B��� %�"���� 0����B����� ���"�4%����� ������ τ ������H� 5������� *����� ��!
"%B��H �"�5%#��� ��4%"<�H �	��
����� r/'&��	���	
 �������� ��	��������S
1. m(1) = 2�
2. m(2) = 3�
3. :�"� d ≥ 3� � 2d ≤ m(d) ≤ 2(d− 1)(2(d − 1)/23 + 1) + 1�
����� s/ C� ����� ����������� d &���� 	�� 	�����
 �6 �������	� Md ���D������

����6���
�

������5��

�� L	������	 2�2� '���"<�� �4�����B����� �"�k���� 0����� � ������� ���5�"k���� ��!
���� 66 &�(������ k%���" ���"�5������ ��������� �[[�� 3� �� � �� &� �.�/�

/� L	������	 2�2� ��5�������� ��%�%���������� ���������� � �"�k���� 5������HD ���!
������ 66 ������� ���"�4 � ���"�5� ��������� &��� �� /   � 3� -� � �� &� �7.�7�

	� 3
���	 F�`� ) 5����B�HD %�"����D �%���������� 0���� � 4�5���H� ��4���(��4��� ;�!
��� 66 ������� ���"�4 � ���"�5� ��������� &��� �� /  g� 3� �	� � �� &� [[.� 7�

�� f������	� �� E� ��4���(��4�� ;���� � ����B����D ����������D 5����<�� 66 �������
���"�4 � ���"�5� ��������� &��� �� /  �� 3� �/� � 	� &� -�.7��
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��(�� ��������� ���"�5�����# 5�%D����HD 4�������� ���������%��HD 4����%HD ��!
���D����� ������ ����� ���� A������ ������"<��0� ��5�� ��%D����H� 4�������� ����!
�����%#�� ��k� ��� 5�%D����H� ����0%"�������H� �"�k���� ��"��0� 0���� � 4����%H�
�����D����� ���� ��������� ��!��� &������ ���� A������ ����5�� n ,����� STS(n)1 ��4H��!
��� ������ ��B����� �4 n I"������ �� ("���� 5"��H �� ,������1 ����� B� "#(�� ��%��!
��5�B����� ���� I"������ ����B���� � �B���� � �5��� ������ &�������� ��k5�� �����
(i, j, k) ∈ STS(n) ���"�0�B����� ��%0�"<��� � ���;����� i� j � k� &�"������� �� �5������!
�H� ������� ��%0�"<������ ���B�#��D ������"<��0� ��5� ���� ����������#��D�� STS(n)
��4��"�� ��"%B�< B����!(�"�� 4�������� �������� 4����%�� �����D����� )�����H� ����!
5�"���� ���� ��������� � ��� � ���� ��(�H ��!�� � �g!� � ��������H ��������# 4��������� ���
�������%��HD ,���� � �%B����1� �� � ���������%��HD ,���� � �"������ 
�(�%��1� @�����
� ��������� ��I�����"���HD ���������%��HD 4�������� ����5�� n ≡ 3 (mod 6) �����"��
���HH��

C���;� �4����� ,��� ���1� B� ��"�H� 0��� Kn ����0%"��%� �������� �������%����
���0��(��4�� �05� � �"<�� �05�� ��05� n ≡ 0, 3, 4 �"� 7 (mod 12), � ���������%���� ���0�!
�(��4�� . ��"� � �"<�� ��"� n ≡ 0 �"� 1 (mod 3), n > 7� 3����0%"���� ��4H����� �	�*)	����,
,�"� &��	���� V+������7�	����,1� ��"� ��� ��%0�"<����� ���B�#��� �"�k���# 0���� Kn�
��0% (H< ������;��H � B���H� � (�"H� ���� ��� B� ������� 5�� ��%0�"<���� �5��0� ����
�� ��"�#�� ����5����� �"� ���D �"�k���� ���(D�5���� B�(H n (H"� ��B��H� ,�����"<�%
�����< ��k5�� ���;��H 5�"k�� (H< B����1� &"%B�� ��������� � 5�� ���� ���5���"�!
� ���(H� ������ � �B�� 4����� ����� ("��!�D��� �����"<�% � I�� ��%����� ��� ���%5!
�� ��5�<� ����D�����B����� ��%0�"<���� ��5%���%# �����% ���� A������ ,��� I��
��k5��% ���"�0�B�����% ��%0�"<���% � ���;����� i� j � k ���B�� ����� (i, j, k)1� @ ��!
4%"<�� ��"%B��� 4�������� �����D���� 5�%�� �������� ���� A������� �5�� �4 ����HD
5�� ��%0�"<���� (�"�0� ����� 5�%0�� ! B����0�� �%5�� ��4H��< ��%# ���% ����� ����
A������ ����5�� n 6��������� &������ n� $4������ B� �����H ���� A������ ����5��
n �%����%# �05� � �"<�� �05�� ��05� n ≡ 1 �"� 3 (mod 6)� $4 ����� �"�5%�� B� ��"� 4���!
����� ����5�� n �������%���� �����D���� �%����%�� � I� �����D���< ��"���� ������
� (n − 4)(n − 3)/12 �%B����� 5"� ���������%���0� �"%B�� �����D���< 5�"k�� (H< ������
� (n − 4)(n − 3)/6 �"������ 
�(�%��� &"�5����"<��� � %B��� ��4%"<��� ��� ,��� �H;� ���!
��� ���5"�k���� �������0� �(4���1� 5"� �������%���0� �"%B�� 5�"k�� (H< n ≡ 3 �"� 7
(mod 12)� 5"� ���������%���0� �"%B�� ����� n ≡ 1 �"� 3 (mod 6), n > 7�

3���� �(��4�� ��"%B��� �"�5%#�%# I�����"���%# ���(������%# 4�5�B%� F��� �����
���� A������ ����5�� n� 5�#��� 5�%D������ 4�������� ����5�� n� 5�"k�� %5��"�����<
�"�5%#��� %�"�����2
r� I� ���� _K_~Z ����5�� n ����5�"��� �� �5��� � �� k� ���k���� N = {1, 2, . . . , n}�
s� ��k5�� �B�� i ∈ N %5��"������ �	�,��	� )���������� � ��< ��� ��%0�"<�����

�����5"�k���� I�� _K_~Z � ��5��k���� I"���� i� ��0% (H< �����"�k��H ���"� �B�� i
�"�5%#��� ���"�B����� �(��4��2

i|i1, i2|i3, i4| . . . |in−2, in−1|,
05� ������"<�H� "���� ��45�"�# ����� I�D 5�%D _K_~Z � �� ��H�"�� B� �����

(i, i1, i2), (i, i3, i4), . . . , (i, in−2, in−1)
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�����5"�k� ������ STS(n)� � �����

(i, i2, i3), (i, i4, i5), . . . , (i, in−1, i1)−
����� �������

@ ��(��D �[� � �� � ����4��� �%���������� 4�������� ����5�� n ���������%���� 4����%!
�� �����D����� � ������ ����H � (n − 3)(n − 4)/6 �"������ 
�(�%�� �����5���� ������"<!
�H� �(��4�� ���������� ���H ����� ���� A������ ����5�� n 5"� ��k5�0� n ≡ 3 (mod 6)�
n ≥ 15� @ �������� ��(�� ���5�"k��� ���"�5������� ��B��� � �[� � �� ��

����� r/ C� ����� n ≡ 3 (mod 6)� n ≥ 15� ������	��� ���6����D�
� ������������+
�
� 6�������� &������ n q�D��
 � (n− 3)(n − 4)/6 &������ 5������U &����� ������ �����
s��,���� &������ n�

@ ��<� �	� 5���4��� ������ � ��� B� ��"� �%����%� ���������%���� 4�������� ��!
��5�� n 5"� ����4��"<��0� n ≡ 3 (mod 6)� � �%����%# ��I�����"���H� ���������%��H�
4�������� ����5�� 3n− 2 �� �"�5����"<��� �%����%# ���� 4�������� 5"� ��"����H �"��!
��� �HB��� n ≡ 1 (mod 6)� 3�� k� ����4���� B� 5"� "#(�0� n ≡ 3 (mod 6)� n ≥ 19 �%����%�
�� ����� 2(n−1)(n−3)/6 ���4������HD ���������%��HD 4�������� ����5�� 3n − 2� $4 I�D ��!
4%"<��� � �����H � ��"%B��� �"�5%#��� %���k5����

����� s/ C� ����� n ≡ 3 (mod 6)� n ≥ 19 ������	��� �� ����� 2(n−1)(n−3)/6 ���6�+
���D�
* �������������
* 6�������, &������ 3n − 2�

�086�1�/ '�����	�	��� ����	�	�����
� 6�������� ��������������, 6�������,
&�	��*����� q�D��
 � (n−3)(n−4)/6 &������ 5������U &�������	�� &�� ������ ����� s��,+
���� &������ n �� &��	��
 �����	 	
����	 n ≡ 1 (mod 6)�

)����� ���H������H� �%���������� 4�������� ���������%���� 4����%�� �����D����
5"� ��k5�0� 4��B���� n� %5��"�����#��0� n ≡ 1 (mod 6)�

������5��

�� $H!n". %� vTQ qOVOY KLWOYWP� �Wb �OYl.�WYVMN2 _QYMNXWY!xWYVTX� �[-��
/� %>@!!".. A� I�� %>Hnn< ;� J�� ŠH>�@ň I� zTJW /!qOVORYTUVW KYMTNXRVTY rPUW^^MNXZ O\ qOPQVWSW

wYTQLZ 66 i� qOPUMN� KLWOY]� _WY� �� �[[7� x� -�� � �� h� 7.�[�

	� %>@!!".. A� I�� %>Hnn< ;� J�� ŠH>�@ň I� _RY\TJW rPUW^^MNXZ O\ _SWMNWY KYMQVW _]ZSWPZ 66 i� qOPUMN�
nWZ� �[[7� x� g� � �� h� 	/�.		g�

�� X�!!Hn=�! K�d�� %>@!!".. A� I�� %>Hnn< ;� J�� ŠH>�@ň I� rcQONWNSMTV zTPMVMWZ O\ �ON!�ZOPOYQLMJ
KYMTNXRVTSMONZ O\ qOPQVWSW wYTQLZ 66 i� qOPUMN� KLWOY]� _WY� �� /   � x� -7� � /� h� �g[.�7��

�� (�,D��� 8�� ����D�� 9� 3���"�0��� 
�.'�2 =)+3$� �[	7�
g� Y�^!n< I�G�;� KLW vMZSWY] O\ SLW pWTbOO^ qON�WJSRYW 66 wYTQL KLWOY] TN^ MSZ eQQVMJTSMONZ�

�Wb �OYl2 eJT^WPMJ hYWZZ� �[- � h� �-.� �
-� �^W>�W� d�A�� J=">i�^. o� aN w!KYMQVW _]ZSWPZ 66 hRUVMJTSMONZ ^R sTUOYTSOMYW ^W qTVJRV ^W

V~{NMdWYZMS�W ^WZ _JMWNJWZ TS KWJLNMoRWZ ^W sMVVW� �[-7� � � 	�
7� X"!!"== %�]� %>@!!".. A�I�� %>Hnn< ;�J� �M!rPUW^^MNXZ O\ _SWMNWY SYMQVW Z]ZSWPZ O\ OY^WY �� 66

wYTQLZ TN^ qOPUMNTSOYMJZ� /  �� x� �-� � /� h� �[	.�[-�
[� '��	��	� f�E� &����H ���� A������ � ���("��� ���� 66 @���� &�(������ ���0����

�� ����"�5��� � ��5%����"<��� �������� ,$+F�$
.[g1� +�����(����� /�.	 �#���
�[[g� q� �/�.�/g�

� � J�.�/z"/@ o� Z� KMVMNXZ O\ qVOZW^ _RY\TJWZ U] _SWMNWY KYMQVW _]ZSWPZ 66 hYOJ� �NS� mOYlZLOQ ON
qO^MNX TN^ qY]QSOXYTQL] ,mqq~/  	1� xWYZTMVVWZ� zYTNJW� vTYJL /�./7� /  	� h� �/�.�	��
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��	�

F%�< Fm 8 ���k���� ���D (%"��HD �%����� � B?��0� B��"� ��������HD m� F�5 ������!
���� ��k5% 5�%�� (%"��H�� �%������� ��������� ��������� CI����0� ��k5% �D ��������
4��B����� +�������� B� (%"��� �%����� � ��������HD v1, . . . , vm ��4H����� �DD����,� ��"�
��� ���� ��5 〈u,v〉 ⊕ a 5"� �������0� ������ u ∈ Zm2 � I"����� a ∈ Z2� 05� v = (v1, . . . , vm)
� B���4 〈·, ·〉 �(�4��B��� �(HB��� ���"����� ����4��5���� ��������

�%"��� �%����� f : Zm2 → Z2 ��4H����� ����+D���)��,� ��"� ��� %5�"��� � ���k����
���D ������HD (%"��HD �%����� �� �������"<�� ��4��k��� ��������� ,5�%0��� �"������
�5������� �"�D� �����������%��� ����� ������H�� �%�������1� @����H� (��!�%����� (H!
"� ���������H )� ��D�%��� � g !D 0�5�D �� ����� � �������� ����� ��� �0��# ��k�%#
��"< � ��4"�B�HD �("���D 5�������� ��������� ���!�%����� ���� ���4��H � ��������
*5����� � ���(�������� � ��4����H�� ���k������ � ����� 0�%��� @ ����� ��5��������
(��!�%����� ���"�5%#�� � ���4� � ������H�� �"������ ���"�B����D ��5��� ��5��� ��C�
���5���� F������H � 5�%0���� @ �����0����� ����"<4������ (��!�%������ ��������� �
("�B�HD ;����D� �����(��%� ���5�"<���% ���H;���# ������� I�D ;����� � ������H�
���5�� ��������"�4� 8 "�������% � 5����������"<���%�

@ "����%�� ����������#�� � 5�%0�� �"���H �����������%#��D �%������ �"�B�H� �
�"���� ������HD �%������ 3�� *� 
� ������ � =� =��0 ��� ��"� ���("�k�< (%"��H �%�����
�����	���
�� ���������
�� D���)���� ,����� (H" ���5�� ��45��� � ��(�� *� &� �%4<��!
�� � 5�� �/�1 � 5���4�"� �%���������� (%"��HD �%����� ,��4����HD ��&��+����+D���)����1�
�5������� �"�D� ���("�k�#��D�� ����� ����� �%��������

)������� �5�� �������� ��(�H 4��"#B���� � ��� B� �����5"�k���< �%����� f �"���%
(��!�%����� �� ���"#B�� �0�� B� f ��k� ���4�<�� 5����B�� D���;� �����������%����
�%�������� ��"�#������ ��"�����H��� �� �("�5�#���� �������� ����H�� "��������� 8
"�������� � �������� 5�%0�� ��H�"�� 3�05� ��� ����"<4������ ���D (��!�%������ �����!
���� � ("�B��� ;���� ��k� �(���%k�<�� �0� �"�(��< � �������%#��� ��5���������
�H;�%�����%HD ���5�� ��������"�4�� & ��"<# �4(�k�< ��5�(�H� ��%���� �H ������!
��� (��!�%����� � (�"�� ��"<�H�� ��������� ��"��������� � ������ (��!�%����� � m
��������HD �������"<�� ��"�����H� ��� k ��4"�B�HD ��H�"�D "�������� �5����������� 05�
k ������� � 1 5� m/2� 3���� (��!�%����� (%5�� ��4H��< ������ �����,�
��� ��"�� ��!
������ B� �H ��5��4%������ ��5 ����H�� "�������<#�� & [ !D 0�5�� � ����� ��5��������
������ ��"� ���"�5���<�� ��"�����H� ��5H� �(��4H ����HD ��5 5������� ��5D�5���D ,���
�����"�� �4�����!�5��4��B�HD � �4�����B�HD1 ��(��k���� � 5�%0�� ����B����� �������!
��� "�����H� ���� ��������� ��(�H �	� � ���� 3���� ����H� "�����H�� ��5H ���5� ���D ��5��
� ������H�� �����������H�� ���������� �� ����� �������� 4�B��%# ("�4�� � "�����H��

��������� Z2! � Z4!"�����H� ��5H � ���������� ��5�� *5����� ,5�"�� ����� 8 ���

��&� 2������1� $4������ B� Z2!"�����H� ,� �� "�����H� � �(HB��� ��H�"�1 5���B�H� ��5
*5����� 5"��H 2m �5������ � �B���<# 5� I�����"������� �� &� �����H� ��� (H"� ����4�!
��� B� �%����%� � �B���� m/2 ������� ��I�����"���HD Z4!"�����HD ��5�� ��� *5�����
5"��H 2m+1 ��� m > 2� )������< �� 5���%# �� &� �����H� ��� �"����������# ���D ���D
��5��� ��������� ����# ������HD ����H� "�����HD� 5���B�HD ��5�� ��� *5����� Akm�
1 ≤ k ≤ m/2� 5"��H 2m� @ I�� ����� ��k5H� ��5 Akm ��"%B���� �4 "������0� B�����B��0�
��5� Ak

m 4������ I"������ 0, 1 �� 0 � I"������ 2, 3 �� 1 � ��k5�� ����5����� 05� Ak
m 8

��5��5 �������%#��0� "������0� B�����B��0� ��5� *5����� ��� 4k2m−2k ,��� ���1� ����!
���� �4 ���D ��5��HD �������� ���#��D � ������ ����5���� �"<�� 0 �"� 2� F�� I�� ��5
A1
m "����� � ��� ��5H A1

m, . . . , A
m/2
m ������� ��I�����"���H� ��k5H� ��5 Akm �(��4%� �(�"��%

������� ����	
�
� �� ��������� 
�����/�

��� ������� +, �-. � '� ?3������
�� ����	�� ������5
�7���� %
���
��5��������@  ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �#������04�!"
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0�%��% ������"<�� �������� •� ��5%���������� ��������� � ������5�����0� �"�k���� ��5
Z4� ����5�"?���� �� ���k���� ������� ��5� Ak

m� @ I�� ��H�"� ��5 Akm ��"���� ����H�
"�����H���


��k���� Akm (%"��HD �%������ �������� 4��B���� ����HD ��"�#�� ��5��H� ����!
�H ��5� Akm� ���5���"�� ��(�� ���"�0 ���k���� ������HD �%����� 8 I� �%����� ��!
5� 〈u,v〉k ⊕ a� 05� a ∈ Z2 � �������� 〈·, ·〉k �0��� ��"< ���"����0� ����4��5����� ��5H Akm
�H(���H ���� �(��4��� B�(H ��4����#��� ���H� ���"���H� ����4��5���� 〈·, ·〉k �("�5�"�
���0��� ��������� �(HB��0� ���"����0� ����4��5���� � �� �D ������ ���4�"��< ��4��k�H��
�����%����H� ���������� E5��< ����� "�;<� B� ��k5H� �"��� �%����� Akm ����� �4
2m−k+1(k + 1) ������HD �%����� � 2m−k+1(2k − k − 1) ���5���B�HD �%������

�%"��% �%����# f � B?��0� B��"� ��������HD m ��4��?� k!����+D���)��,� 1 ≤ k ≤ m/2�
��"� ����� 4��B���� I�� �%����� %5�"?� �� �������"<��� ��4��k��� ��������� 2m−1 −
2(m/2)−1 � ��k5�0� ��5� ��� *5����� Ajm� j = 1, . . . , k ,�"�� B� I�����"����� �%����� f

�5������� �"�D� �����������%��� (%"��H�� �%������� �4 ��k5�0� �"���� A
j
m� j = 1, . . . , k1�

)(HB�H� (��!�%����� ���5���"�# ��(�� �"��� 1!(��!�%����� B1
m� �"� k > � ≥ 1 �"���

k!(��!�%����� Bk
m ��"���� ��(�����H� ��5�"����� �"���� �!(��!�%����� B�

m�
F%�< F1

2 8 ���k���� ���D �������B����D �%����� � 5�%D ��������HD� F����5�� ��!
5%����H� �����( ��������� k!(��!�%������

�����/ ����� ���� m, r ∈ N ∪ {0} �M��
� j ∈ N ∪ {0} � ����� k ∈ N ������ ���
1 ≤ k ≤ m/2� � &���� D���)�� f ∈ F2j+m+r &������	��� 	 	���

f(a1, a
′
1, . . . , aj , a

′
j ,u
′,u′′) =

(
j⊕
i=1

si(ai, a′i)

)
⊕ p(u′)⊕ q(u′′),

��� s1, . . . , sj ∈ F1
2, p ∈ Fm � q ∈ Fr � D���)�� � ��&�������������� �������	��� &�������
*�

����� f &��������� ����� B
j+k
2j+m+r� ��� � ����� ��� s1, . . . , sj ∈ B1

2� p ∈ Bk
m � q ∈ B1

r�

+�������� B� ���&���� �����,����� (%"���� �%����� ��4H����� B��"� ��������HD �
����� 5"����� �"�0����� �? �"0�(���B����� �����"<��� ����H ,�"� ���0�B"��� >�0�"����1�
+��(�"<;�� B��"� k� 1 ≤ k ≤ m/2� 5"� �����0� (��!�%����� ��"���� k!(��!�%�������
��4��?� ���������� �����,����� I�� �%������ �����%����� ���� 5���4���
i�1�m8��/ C� ����� )���� k� 1 ≤ k ≤ m/2� ������	���
,M1 k+����+D���)�� � ���, ���&���� �����,����� d� ��� 2 ≤ d ≤ max{2, m2 − k + 1};
,MM1 k+����+D���)�� � ���, ��&������, ���������� �����,����� �� k ≤ � ≤ m/2�

�"� ��k5�0� k ����5�"��� ��5���k���� Fkm ,������� 22m−k log2
4
3 1 ���k���� (%"��HD

�%����� Fm� �� ������ ������ k!(��!�%����� � 1!(��!�%����� �����5�#�

����4��"<��� ���D �����5?��HD ��4%"<��� ��k�� ���� � �g��

������5��

�� Y�^<<"y -�� %�!n %� p]QWY!UWNS \RNJSMONZ 66 e^dTNJWZ MN qY]QSOVOX] 8 r{jaqj�hK~/  ��
hYOJ� �WYVMN2 _QYMNXWY� /  �� h� � g.��[ ,sWJSRYW �OSWZ MN qOPQRSWY _JMWNJW / ��1�

/� F�6���� 2�'�� 5����	 9� ��� :����	 2�2�� s�7��	 2�B� F��("�k���� (%"��HD �%�����
�������"<�H�� 66 ��������� ��������� /  g� 3� �7� � �� &� [./[�

	� :����	 2�2� ��5 ���5��� � ���"�B����� ����� 66 ��������� ��������� �[7[� 3� �� � ��
&� �/	.�	[�

�� b@??�!< -� $�� ]^?@> d� u�� K@.\">i@!_ -� $�� J.�@!" w� I� -�� J�.�" d� KLW Z4!VMNWTYMS] O\
uWY^OJl� hYWQTYTST� wOWSLTVZ� TN^ YWVTSW^ JO^WZ 66 �rrr KYTNZ� �N\OYP� KLWOY]� �[[�� x� � � �
/� h� 	 �.	�[�

�� ]>�=�/ �� J� Z4!VMNWTY pT^TPTY^ TN^ WcSWN^W^ QWY\WJS JO^WZ 66 hYOJ� O\ SLW �NS� mOYlZLOQ ON
qO^MNX TN^ qY]QSOXYTQL] mqq /  �� iTN� 7.�/� /  �� hTYMZ� zYTNJW� h� 	/[.		��

g� ������	� :� :� ���!�%����� ������ ��"��������2 k!(��!�%����� 66 �������H� ���"�4
� ���"�5������ ��������� &��� �� �5��� � ��B�<� /  -�
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F%�< τi(G) 8 B��"� ��4"�B�HD ;���� ��5�%�� i � ����B����� ���������� �(H��������0�
���4��0� 0���� G 5������ d � �(HB��� ������� �%�� i ≥ 0.
�<�80��/ @���� τ(G) = (τ0(G), τ1(G), . . . , τi(G), . . . , τd(G)) ��4H����� 	������� ��6+

������6�� 7���	 0���� G.
�"� ��"�B��"���HD ������� (%5�� ����< (α0, . . . , αm) ≤ (β0, . . . , βk), ��"� m ≤ k � αi ≤ βi

��� ���D i ≤ m.
F%�< Ω 8 �5�� �4 �"�5%#��D �"����� 0�����2 Γn (Tn) 8 ��� n!���;���H� �(H������!

�H� ���4�H� 0���H ,5����<�1 � Γn, d (Tn, d) 8 ��� n!���;���H� �(H�������H� ���4�H� 0���H
,5����<�1 5������ d� @�#5% 5�"�� �B����� B� Γn, d �= ∅ � Tn, d �= ∅. F�"�k��

τ i(Ω) = max
G∈Ω

τi(G), τ i(Ω) = min
G∈Ω

τi(G).

:�������� ��4����� 4�5�B� ��D�k5���� ���(�"<;�0� � ������<;�0� B��"� ;���� 4�5����0�
��5�%�� i � 0����D �4 �"���� Ω, � �� ��"�B�� τ i(Ω) � τ i(Ω) ������������

@ �"���� Tn, d ������ ������H� 5����<� D n, d, Dn, d ∈ Tn, d 5"� ����4��"<�HD n, d � 5�!
��4H����� �"�5%#���
����� r/ 9����� ��6������6�� 7���	 &���6	������ ����	� D ∈ Tn, d ���	��	����� ��+

������ ������7�����S τ(D n, d) ≤ τ(D) ≤ τ(Dn, d). ���������� ���� ���6����D�
* ����	��	
�6 Tn, d� 	����� ��6������6�� 7���	 �����
* ��	&����� � τ(Dn, d) (τ(Dn, d))� � ���6�� �* ����,
	���

��� �"�5���� �4 �����H �� %�����"���#�� �B�H� 4��B���� ���(�"<;�0� � ������<;�0�
B��"� ��4"�B�HD ;���� 4�5����0� ��5�%�� i � n!���;����� 5����� 5������ d� ��� τ i(Tn, d) �
τ i(Tn, d)1 ������������
����� s/ 9����� ��6������6�� 7���	 &���6	������ ���D� G ∈ Γn ���	��	����� ��+

������ ������7�����S τ(Kn) ≤ τ(G) ≤ τ(Pn). '�����	��� ������	���
, � ��������� ��
�6����D�6�� ���D G q���D G) �6 Γn ����,� ��� τ(G) ≤ τ(G) (τ(G) ≤ τ(G)) �� ����� ���D�
G ∈ Γn.

�"� 5����<�� �"���� Tn ���D�## �����% �������� ������ ��4���(��4�� ;���� ��k� 5��
������ /� � ��k��� ������ �H0"�5� ���B� � �����5��� � �"�5%#��� 4���B�����
;��9���/ τ(K1, n−1) ≤ τ(D) �� ����� ����	� D ∈ Tn &�� n ≥ 2. '�����	��� ����+

��	����� � ��������� �� �6����D�6�� ����	� D ∈ Tn ������ ��� τ(D) ≤ τ(D) �� �����
����	� D ∈ Tn.

��� �"�5����� %�����"���#�� �B�H� 4��B���� τ i(Γn), τ i(Γn), τ i(Tn) � τ i(Tn).
��"��� 5"� ����4��"<�HD n, d ������ 0��� Gn, d ∈ Γn, d, � ����� ��5� ����5�"���� �����

τ∗(n, d) = (τ∗0 (n, d), . . . , τ∗d (n, d)) � 5���4H�����
����� t/ 9����� ��6������6�� 7���	 &���6	������ ���D� G ∈ Γn, d ���	��	����� ��+

������ ������7�����S τ(Gn, d) ≤ τ(G) ≤ τ∗(n, d).
$���"<4%� �����% 	� %�����"���#�� �B�H� 4��B���� τ i(Γn, d). �"� τ i(Γn, d) ��"�B���

τ∗i (n, d) ��"���� ���D��� �������� ���B�� ��� �����5�� � τ i(Γn, d) ��� i ∈ [0,m) 5"� �������0�
m ≤ d, 4�������0� � n � d ,� B������� m = d ��� n ≥ 2d1� � ��� i ∈ [m,d) �H��"�����
���������� τ∗i (n, d) < n, � �%����� τ∗i (n, d) ���0� %(H��� �� i� 3���� �(��4��� τ∗i (n, d) �%<
�B�H� 4��B���� τ i(Γn, d) �� ������"� [0,m), ���B?� I� 4��B���� 5���k��H � �5��� 0����
��4������� � i ∈ [0,m).
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F%�< 5��H ���k���� X ⊂ Rn � ���"����� �%����� f(x), f : X → R�
�<�80��/ B���� ��	������ ��� D���)�� f(x) ����� 	������� D���)��+��������� ��
�������	� X ��� ������	��� D���)�� ϕ(x, y), ϕ : Rn × X → R� ��&���
	��� &� x ��
������� D������	������ y� ������ ���
T� ϕ(x, y) 	������ &� xN
V� f(x) ≥ ϕ(x, y) ∀(x, y) ∈ X ×X;
g� f(y) = ϕ(y, y) ∀y ∈ X.

G%����� ϕ(x, y) ��4H����� ��0�%�� ��������� �%����� f(x)� ���������� � �B�� y ∈ X�

��k���� ���D �%����� f(x), f : X → R ���#��D ��0�%%# �������% �� X �(�4��B��
B���4 CM(X) � ��k5%# �%����# f ∈ CM(X) (%5�� ��4H��< J�P� �%������ �� ���k����
X ,�J�P����< ����H� (%��H �H��k���� �JONJTdW PMNOYTNS�1� G%����# f ∈ CM(Rn) (%5��
��4H��< ����� J�P� �%������� @ 5�"<���;�� (%5�� ���5��"�0�<� B� ���k���� X ⊂ Rn

���������
��������� �"�5%#�%# 4�5�B% ������B����0� ���0������������

min f(x), (1)

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, (2)

x ∈ X, (3)

05� X ⊂ Rn ! ��������� ���k����� f, gi ∈ CM(X), i = 1, . . . ,m. 
H (%5�� ��4H��< 4�5�B%
,�1!,	1 4�5�B�� J�P� ���0������������� F��5��"�k��� B� ���k���� X ��< �H�%�"H� ���0�!
0������ � �4����H�� ���;������ X = co{z1, ..., zN}, zi ∈ Rn, i = 1, ..., n,N ≥ n + 1�
@ 5��"�5� ������� �D��� ������������� 4�5�B� ,�1!,	1 4�5�B�� ��5�

min p(x),

qi(x) ≤ 0, i = 1, ..., k, k > 1,

x ∈ X = co{z1, ..., zN}, N ≥ n + 1,

05� p(x), qi(x) ! ��0�%H� �%������ $���"<4%� ��0�%��< ���D �%����� p(x), qi(x), i = 1, ..., k
��k�� �HB��"�< 5��������%# �����% θ∗�

θ∗ = sup
μ≥0

θ(μ),

θ(μ) = min
x∈R

L(x, μ),

L(x, μ) = p(x) +
k∑
i=1

μiqi(x).

F����"<�% L(x, μ) ��0�%� �� x � X = co{z1, ..., zN}� �

θ(μ) = min
x∈X

{p(x) +
k∑
i=1

μiqi(x)} = min
1≤j≤N

{p(zj) +
k∑
i=1

μiqi(zj)}.

������� ����	
�
� �� ��������� ���������� ��
�� ��
����
��	�
�� ��	�����
� �� �&������4&���!"
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&������%#��� 5���������� 4�5�B�

θ∗ = sup
μ≥0

min
1≤j≤N

{p(zj) +
k∑
i=1

μiqi(zj)}.

I�����"���� 4�5�B� "������0� ���0������������

maxμ0, (4)

p(zj) +
k∑
i=1

μiqi(zj) ≥ μ0, j = 1, ..., N, (5)

μi ≥ 0, i = 1, ..., k. (6)

��"<# 5��"�5� ��"���� �������� �HB��"��"<��� �����5%�H ��;���� ��D�5��� 4�5�B� ,�1!
,	1� ���������� �� ��B����� �D��H ����� � 0����� � ��D�k5����� 5��������HD ������ ���
������ ��;���� 4�5�B ,�1!,g1� F����5��� ��4%"<�H B��"����0� I�����������
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:�"� 4�5�B� 4����H����� � ��5� ����%"H� � �H��"�����< ����%"H �4��B�� �%�����!
����� ��;���� 4�5�B�� � ��5�"<� � ������ I� ����%"� ������� 5��� ��;���� 4�5�B�� ���!
����������� � �������� ��(�� "�0��� ������0��� ������� ,qOPRSTSMONTV SYWW VOXMJ ! qSV1�
��"���� �5��� �4 ��5�"<�HD "�0��� ������������HD �� �4%B���� ���������� �����D�5���D
�� �������� @ I�� "�0��� � �����4������"<�H� ���4��� 5�(��"�#�� �"�5%#��� ��������H�2
�◦� . �� �"�5%#��� ������� ��� . ��� ������ ������� �♦� . �� ������H� ������� ��� . �5�
�D ���� ������ � ��k� ������H �∀� � �∃�� ������ ����5 ��k5�� ���������� ���4��� ,� �"<��
����5 ���1� $������< ����%"H ����5�"���� � ��5�"�2 � ���;���D ���4��0� �����������!
��0� 0����� � ������ ��k5�� ���;��� ��������H ��������H� 4��B���� �����4������"<�HD
��������HD� G���%"� ��4H����� �H��"������ ��"� �%����%� ��5�"<� � ��B�"<��� ���;���
������ I� ����%"� ������� G���%"� ��4H����� �(��4��B����� ��"� ��� ������ �� ������
��5�"��

@ ��(�� ��� 5���4��� ��4��;����< ���("��H �����4������� �H��"������ 5"� qSV� � ��k�
���5"�k�� �("�B�H� ���5 �����4������� �H��"������� ��������H� �� ���5� ������B�!
���D �("�� ���� ����H� (H" 4��� %�����;�������� � ��(�� �g�� )����� B� � %��4���HD
��(��D �� 0���H � ��5�"� (H"� ��"�k��H �0����B����� ����� �0� ������H� ��4��k�H�
�"%B�� � ��������� � ���"�4� �� ��4H�����0� �("�B��0� 0���� �� (H"� ���������H� �
5���4��"<��� ��������� � ��"��H (H"� 5��H � ��5� ��(������

@ ���4� � I�� � ��(��D ���/� ������ (H" ������� ���H� �("�B�H� �"0����� ��������H�
�� ������ �� ��4H������ �D��H ��5�"�� F����5��� 5��"<��� 5���4��"<��� ���������� �
��"��H 5����0� �"0������ � ��k� 5���4���� B� ��4��� �D��H ��5�"� �� ����H;�� ��4����
�("�B��0� 0���� �������� � �����5��H ������H �"����� ����%"� 5"� ����HD �D��H ��5�"��
�%�������� ���<;� �("�B�HD 0����� ��������� & ����"<4������� �D��H ��5�"� ����4���
��4��k���< ������5� ��4(��� ��D�5��� ����%"H� 4����H��#��� �������%# 4�5�B% �� �4H�
I�� 4�5�B�� � ��k� ��4��k���� %B���� B�"����� ��� ����<#����� ���"�4���� �"0������

)�����H� ���"�k���� qSV� ������������H� � ���g� � 5�%0�D ��(��D ���4��H � �����������
I�� "�0��� � ���"�4% ����5���� ����<#���HD ���0����� & ������� ������� ���4H�����
�������� ����� ����<#���� � � ��5�"<# ! �%�������������� ���0����H� F�� I�� ����5% �
����4�� ���0����H ,��D�k5����� ��5�"� 5"� ����%"H � �"%B�� ��� �H��"������1 ��������!
����� � (�"�� ������ 4�5�B�� �������� � �������� %���k5����!������������ �� �HB��"����
���0����H ,�������� �������� ����%"H �� ��5�"�1� *����� � ��(�� ��� ����������"��<
���������� �"0����� �����4������� �H��"������ ����%" � ��;���# ;�D���HD 4�5�B� ��!
������ � 4����� 4�5�B� � ��5� ����%"H � ��������� ,� �"%B�� �H��"������1 �� ��5�"�
��"��0� ��;���� ��4�����

+���5% � ��4��;����<# "�0��� ������0��� ������� ����� ��� �5�� ��k��� �� ����!
���� �"� ���5����� � ��(�� ��� �����H ������ 5"� qSV � ��� (H" �����H� �����%"������
I�������H� �"0���� ��������� �H��5� �(��4��B��HD ����%" �4 ������� 3���� �(��4���
� �"%B�� 4����� �����H �4 �������� �����"<��� ����� �� �4H�� qSV � �����<# %��4����0�
�"0����� ��k� (H< ��"%B��� � �����"<��� 5���4��"<��� I�� �����H�

F�� ��;���� 4�5�B � �����<# qSV ������ 4����H��"��< ��B�"<�H� %�"���� ,���4�����1�
�D�5H� . �����"� �4������� ��%���� ,��4����1 � ��"<� $�0���� ����%"� ��< ����#�����
I�D ���D ��������� F�� I�� 4����< ����HD 5�%D �������� �����D�5� �5��H�� �� ���<��
0����45��� 5"� qSV �����(��� �"� %�������� 4����� 4�5�B ������ (H" ���5��� �4H� �0���HD
���0���� ,$F1 ! ��� ���� & �����<# I�0� �4H�� � ��(�� �	� %5�"��< ��"���<# 4�����< ���
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5��%���H� D�5H � "#(�� ;�D����� ��4����� 3���� ��45�"���� ���D���B������ � ��H�"����
�����"�#��� ����%"H ���5���"���� I�������H� ��� ����������� 5����B�� �"�k�HD
4�5�B� � ����HD 5"� 5���k���� ��H�0�H;�� 0"�(�"<��� ��"< 4�������� �� ���"�5����"<!
���< "���"<�HD� ���"�4 ����HD ��k� (H< �����5��� 4� �����"���� ������

$F ���5���"�� ��(�� ������"<�H� 0���� ����H� ����H��� �H�0�H;�%# ����0�# ���
�4����5������ 5�%D ������ ������������� 4�5�B� ����4� $F 5"� 4�5���HD %�"����2 ��!
B�"<�HD 4��B���� ��������HD� ��(��� �%����� ,�D�5���1� ��� �0����0� �4����5������ � ��"��
4����H������ ����%"�� "�0��� ������0��� �������� F�� I�� ����0��� ����H������ $F ,�
�"%B�� ��� �%����������1� �B����� �H�0�H;���� ��"� 5"� I�� $F �H��"���H ��� ��������H
4�������������0� %�"����� ���"� ��������HD� �D 4��B���� � �%����� 5"� �4H�� $F ����B���
$������< ��"�� � ������ � ��"� I"��������0� �H���4H����� ��� �������� ����������
��������% 4��B���#� ����5�"���� � ���;���D $F ���"�0�B�� ����5�"���# �������� ���!
�%"H � ��5�"�� @��;���� $F ��������H ��(��H 4��B���� ��������HD � ��5H 5������ ,"�(�
��%���� 5������ . ���� ���;��H ��4H��#�� ����"<�H��1� �������%#��� ���� �0��!
��0� �4����5������� �� ���;��H ��4H��#�� �����(��4����"����� ������"����� ��H(���!
�"���� � �������%# �0�����% �4����5�����# �5������� ,����������1� �����B�H������
,������(�����1 � ��������"<��0� �H(����� ��k5�� ���� ���;��� ���� ����B��� B��"� ��!
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sWS G UW T `NMSW XYORQ TN^ S ⊂ G UW T XWNWYTSMNX ZWS O\ G ZRJL SLTS e �∈ S TN^ M\ s ∈ S
SLWN s−1 ∈ S� �] SLW ^W`NMSMON� MN T qT]VW] XYTQL Γ(V,E) dWYSMJWZ JOYYWZQON^ SO SLW WVWPWNSZ
O\ T XYORQ� M�W� V = G� TN^ W^XWZ JOYYWZQON^ SO PRVSMQVMJTSMON ON SLW YMXLS U] XWNWYTSOYZ� M�W�
E = {{g, gs} : g ∈ G, s ∈ S}� _O� SLWYW TYW NO VOOQZ MN Γ TN^ M\ SLWYW MZ TN W^XW \YOP g SO gs MN Γ
SLWN SLWYW MZ TVZO TN W^XW \YOP gs SO (gs)s−1 = g.

�N SLMZ QTQWY bW OdWYdMWb ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ O\ qT]VW] XYTQLZ ON SLW Z]PPWSYMJ XYORQ Symn

TN^ ON SLW L]QWYOJSTLW^YTV XYORQ Bn XWNWYTSW^ U] SYTNZQOZMSMONZ TN^ YWdWYZTVZ�
KLW Z]PPWSYMJ XYORQ Symn MZ SLW XYORQ O\ TVV QWYPRSTSMONZ π bYMSSWN MN ONW.VMNW NOSTSMON TZ

π = [π1, π2, . . . , πn] bLWYW πi = π(i) TYW SLW MPTXWZ O\ SLW WVWPWNSZ \OY WdWY] i ∈ {1, . . . , n}. KLW
JTY^MNTVMS] O\ SLW Z]PPWSYMJ XYORQ MZ ^W`NW^ U] SLW NRPUWY O\ TVV MSZ WVWPWNSZ� SLTS MZ |Symn| = n!�

mW JONZM^WY qT]VW] XYTQLZ ON Symn XWNWYTSW^ U] SYTNZQOZMSMONZ JONZMZSMNX O\ ZbTQQMNX2 �1 TN]
SbO WVWPWNSZ O\ {1, . . . , n}� /1 TN] SbO NWMXLUOYMNX WVWPWNSZ O\ {1, . . . , n}� TN^ 	1 SLW Z]PUOV 1 TN^
i \OY TN] 1 < i ≤ n� KLW JOYYWZQON^MNX XYTQLZ TYW SLW =>@!<t�<H=H�! n>@tO Symn(T )� SLW i^ii."l<�>=
n>@tO Symn(t) TN^ SLW <=@> n>@tO Symn(st)� mW TVZO JONZM^WY qT]VW] XYTQLZ ON Symn XWNWYTSW^ U]
YWdWYZTVZ JONZMZSMNX O\ YWdWYZMNX2 �1 TN] MNSWYdTV [i, j], 1 ≤ i < j ≤ n, O\ T QWYPRSTSMON� TN^ /1 TN]
MNSWYdTV [1, i], 1 < i ≤ n, O\ T QWYPRSTSMON� KLW JOYYWZQON^MNX XYTQLZ TYW SLW >"/"><@. n>@tO Symn(R)
TN^ SLW t@!W@_" n>@tO Symn(PR)� zOY TVV SLWZW XYTQLZ bW QYWZWNS SLWMY PTMN ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ�

KLW XWNWYTSMNX ZWS T = {ti,j ∈ Symn, 1 ≤ i < j ≤ n}, |T | =
(n
2

)
� O\ SLW SYTNZQOZMSMON XYTQL

Symn(T ) JONZMZSZ O\ TVV SYTNZQOZMSMONZ ti,j MNSWYJLTNXMNX QOZMSMONZ i TN^ j bLWN PRVSMQVMW^ ON SLW
YMXLS� M�W� [. . . , πi, . . . , πj , . . .]ti,j = [. . . , πj, . . . , πi, . . .]. KLW ^MZSTNJW MN SLMZ XYTQL MZ ^W`NW^ TZ SLW
VWTZS NRPUWY O\ SYTNZQOZMSMONZ \YOP SLW ZWS T NWW^W^ SO SYTNZ\OYP ONW QWYPRSTSMON MNSO TNOSLWY� eZ
TN] k!J]JVW JTN UW bYMSSWN TZ T QYO^RJS O\ k−1 SYTNZQOZMSMONZ URS NO \WbWY� SLW ^MTPWSWY O\ Symn(T )
MZ (n − 1). KLW XYTQL MZ UMQTYSMSW ZMNJW TN] W^XW �OMNZ TN WdWN QWYPRSTSMON SO TN O^^ QWYPRSTSMON�
eVV SLWZW \TJSZ TN^ OSLWY ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ O\ SLW XYTQL TYW JOVVWJSW^ MN SLW \OVVObMNX ZSTSWPWNS�

*WXNMXQ r/ KLW SYTNZQOZMSMON XYTQL Symn(T ), n ≥ 3,
! MZ T JONNWJSW^ UMQTYSMSW

(
n
2

)
!YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY n! TN^ ^MTPWSWY (n− 1)�

! MZ W^XW.SYTNZMSMdW URS NOS ^MZSTNJW.YWXRVTY TN^ LWNJW NOS ^MZSTNJW.SYTNZMSMdW�
! MZ LTPMVSONMTN� M�W� JONSTMNZ T LTPMVSONMTN ,ZQTNNMNX1 J]JVW�
! ^OWZ NOS JONSTMN ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,4 TN^
! WTJL O\ MSZ dWYSMJWZ UWVONXZ SO

(
n
3

)
ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K3,3.

pWYW Kp,q MZ SLW JOPQVWSW UMQTYSMSW XYTQL bMSL p TN^ q dWYSMJWZ MN SLW SbO QTYSZ� YWZQWJSMdWV]�

KLW ZMPMVTY YWZRVSZ TYW XMdWN \OY SLW URUUVW.ZOYS XYTQL Symn(t) TN^ SLW ZSTY XYTQL Symn(st)�
KLW ZWS O\ XWNWYTSOYZ \OY Symn(t) MZ QYWZWNSW^ U] 2!J]JVWZ TN^ MS MZ TVZO lNObN TZ SLW ZWS O\ SLW (n−1)
qOcWSWY XWNWYTSOY O\ SLW Z]PPWSYMJ XYORQ� KLW ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ O\ SLMZ XYTQL TYW \RN^TPWNSTV
SO QL]ZMJZ TN^ sMW SLWOY]� KLW ZSTY XYTQL MZ ONW O\ SLW POZS MNdWZSMXTSW^ XYTQLZ MN SLW SLWOY] O\
MNSWYJONNWJSMON NWSbOYlZ ZMNJW PTN] QTYTVVWV TVXOYMSLPZ TYW W|JMWNSV] PTQQW^ ON SLMZ XYTQL�

�Ob bW JONZM^WY ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ O\ qT]VW] XYTQLZ ON SLW Z]PPWSYMJ XYORQ Symn XWNWYTSW^
U] YWdWYZTVZ� zOY SLW YWdWYZTV XYTQL Symn(R) bW LTdW SLW \OVVObMNX YWZRVSZ�

*WXNMXQ s/ KLW YWdWYZTV XYTQL Symn(R), n ≥ 3,
! MZ T JONNWJSW^

(n
2

)
!YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY n! TN^ ^MTPWSWY (n− 1);

! MZ NOS W^XW.SYTNZMSMdW� NOS ^MZSTNJW.YWXRVTY TN^ LWNJW NOS ^MZSTNJW.SYTNZMSMdW�
! ^OWZ NOS JONSTMN SYMTNXVWZ NOY ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,4 TN^
! WTJL O\ MSZ dWYSWc UWVONXZ SO (n − 2) ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K3,3

! TN^ SO 1
12(n− 3)(n − 1)(n2 + 2n + 4), n ≥ 4, ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,2

SLTS TYW NOS ZRUXYTQLZ O\ K3,3.

�DEQ JQGQ>JZE H>G GPLLIJMQR SO MEQ TUVT WJ>XM �&������& 4"
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KLW QTNJTlW XYTQL Symn(PR) MZ bWVV.lNObN UWJTRZW O\ SLW OQWN JOPUMNTSOYMTV QTNJTlW QYOUVWP
JONJWYNMNX MSZ ^MTPWSWY� KLMZ XYTQL MZ TVZO JONZM^WYW^ MN POVWJRVTY UMOVOX] TN^ JOPQRSWY ZJMWNJW� �S
MZ T JONNWJSW^ (n− 1)!YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY n! bMSLORS J]JVWZ O\ VWNXSLZ 	����� �S MZ LTPMVSONMTN URS
NOS W^XW.SYTNZMSMdW� NOS ^MZSTNJW.YWXRVTY TN^ LWNJW NOS ^MZSTNJW.SYTNZMSMdW \OY n ≥ 4�

KLW L]QWYOJSTLW^YTV XYORQ Bn MZ ^W`NW^ TZ SLW XYORQ O\ TVV QWYPRSTSMONZ πσ TJSMNX ON SLW
ZWS {±1, . . . ,±n} ZRJL SLTS πσ(−i) = −πσ(i) \OY TVV i ∈ {1, . . . , n}. eN WVWPWNS O\ Bn MZ T ZMXNW^
QWYPRSTSMON� M�W� T QWYPRSTSMON bMSL T ZMXN TSSTJLW^ SO WdWY] WNSY] TN^ ^WSWYPMNW^ U] SbO ^TST2
|π(|i|)|, bLMJL QWYPRSWZ {1, . . . , n}, TN^ SLW ZMXN O\ πσ(i) \OY 1 ≤ i ≤ n. KLMZ XMdWZ T UM�WJSMON UWSbWWN
Bn TN^ SLW bYWTSL QYO^RJS Z2 4Symn O\ SLW �ZMXN.JLTNXW�J]JVMJ XYORQ Z2 bMSL SLW Z]PPWSYMJ XYORQ
Symn; SLRZ |Bn| = 2nn!. mW TVZO RZW SLW JOPQTJS ONW.VMNW NOSTSMON \OY T ZMXNW^ QWYPRSTSMON πσ TZ
[π1, π2, . . . , πi, . . . , πn], bLWYW T UTY MZ bYMSSWN OdWY TN WVWPWNS bMSL T NWXTSMdW ZMXN�

KLW qT]VW] XYTQL ON Bn XWNWYTSW^ U] SLW SYTNZQOZMSMONZ tσij ON WVWPWNSZ i TN^ j, 1 ≤ i < j ≤ n,

SLTS TVZO ZbMSJL SLW ZMXNZ O\ SLWZW WVWPWNSZ� M�W� [. . . , πi, . . . , πj , . . .]tσij = [. . . , πj , . . . , πi, . . .], TN^ SLW
�SYTNZQOZMSMONZ�tσii� 1 ≤ i ≤ n, JLTNXMNX SLW ZMXN O\ SLW i!SL WVWPWNS� M�W� [. . . , πi, . . .]tσii = [. . . , πi, . . .],
MZ JTVVW^ SLW =>@!<t�<H=H�! n>@tO Bn(T σ)� �] TNTVOX] bMSL SLW Z]PPWSYMJ XYORQ� bW JONZM^WY SLW
i^ii."l<�>= n>@tO Bn(tσ) XWNWYTSW^ U] SLW SYTNZQOZMSMONZ tσii+1, 1 ≤ i < n − 1, TN^ tσii� 1 ≤ i ≤ n,
TZ bWVV TZ SLW <=@> n>@tO Bn(stσ) XWNWYTSW^ U] SLW SYTNZQOZMSMONZ tσ1i� 1 < i ≤ n, TN^ tσii� 1 ≤ i ≤ n�
KLW XYORQ Bn bMSL SLW ZWS O\ XWNWYTSOYZ QYWZWNSW^ U] SLW SYTNZQOZMSMONZ tσii+1, 1 ≤ i ≤ n − 1,
TN^ tσii� 1 ≤ i ≤ n, MZ SLW JVTZZMJTV qOcWSWY XYORQ O\ S]QW B� mW TVZO JONZM^WY SLW >"/"><@. n>@tO
Bn(Rσ) XWNWYTSW^ U] SLW YWdWYZTVZ rσi,j yMQQMNX SLW ZMXNZ O\ SLW WVWPWNSZ ON SLW ZWXPWNSZ [i, j], M�W�
[. . . , πi, πi+1, . . . , πj−1, πj , . . .]rσi,j = [. . . , πj, πj−1, . . . , πi+1, πi, . . .], bLWYW 1 ≤ i ≤ j ≤ n� TN^ SLW
i^>!= t@!W@_" n>@tO Bn(PRσ) XWNWYTSW^ U] SLW QYW`c.YWdWYZTVZ rσ1,i� 1 ≤ i ≤ n. _SYRJSRYTV QYOQWYSMWZ
TYW QYWZWNSW^ \OY TVV SLWZW XYTQLZ�

KLW ZWS T σ = {tσii ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ n}∪{tσij ∈ Bn, 1 ≤ i < j ≤ n}, |T σ| = n+
(1
2

)
� MZ SLW XWNWYTSMNX

ZWS \OY Bn(T σ)� KLW ^MZSTNJW MN SLMZ XYTQL MZ ^W`NW^ TZ SLW VWTZS NRPUWY O\ SYTNZQOZMSMONZ \YOP SLW
ZWS T σ NWW^W^ SO SYTNZ\OYP ONW ZMXNW^ QWYPRSTSMON MNSO TNOSLWY� KLW OY^WY O\ SLMZ XYTQL JOYYWZQON^Z
SO SLW OY^WY O\ Bn� KLW UTZMJ QYOQWYSMWZ O\ SLMZ XYTQL TYW JOVVWJSW^ MN SLW \OVVObMNX ZSTSWPWNS�

*WXNMXQ t/ KLW SYTNZQOZMSMON XYTQL Bn(T σ), n ≥ 2,
! MZ T JONNWJSW^ UMQTYSMSW n +

(
1
2

)
!YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY 2nn!;

! MZ W^XW.SYTNZMSMdW URS NOS ^MZSTNJW.YWXRVTY TN^ LWNJW NOS ^MZSTNJW.SYTNZMSMdW�
! ^OWZ NOS JONSTMN ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,3 TN^
! WTJL O\ MSZ dWYSWc UWVONXZ SO 1

2 (n3 + 9n2 − 58n + 90), n ≥ 3, ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,2.

KLW ZMPMVTY YWZRVSZ TYW OUSTMNW^ \OY SLW URUUVW.ZOYS XYTQL Bn(tσ) TN^ SLW ZSTY XYTQL Bn(stσ)�
mW TVZO JONZM^WY SLW ZMSRTSMON bLWN qT]VW] XYTQLZ TYW XWNWYTSW^ U] SLW SYTNZQOZMSMONZ tσi,j bMSL i �=

j� KLW JONNWJSW^ JOPQONWNSZ TYMZW \OY ZRJL XYTQLZ TN^ SLWMY NRPUWY ^WQWN^Z ON T ZWS O\ XWNWYTSOYZ�
zOY WcTPQVW� M\ SLW SYTNZQOZMSMONZ tσi,j� bLWYW 1 ≤ i < j ≤ n� TYW JONZM^WYW^ TZ SLW XWNWYTSOYZ SLWN
SLW JOYYWZQON^MNX qT]VW] XYTQL LTZ 2 JONNWJSW^ MZOPOYQLMJ JOPQONWNSZ� rTJL O\ SLWZW JOPQONWNSZ
YWQYWZWNSZ T ZRUXYORQ O\ Bn TN^ U] Z]PPWSY] SLWZW ZRUXYORQZ TYW MZOPOYQLMJ� KLW WdWN.ZMXNW^
QWYPRSTSMON XYORQ Dn bLMJL MZ SLW NOYPTV ZRUXYORQ O\ Bn O\ MN^Wc / bLOZW WVWPWNSZ TYW ZMXNW^
QWYPRSTSMONZ bMSL WdWN NRPUWYZ O\ NWXTSMdW WVWPWNSZ MZ ONW O\ SLWZW ZRUXYORQZ�

KLW YWdWYZTV XYTQL Bn(Rσ) MZ ^W`NW^ ON SLW XYORQ Bn TN^ XWNWYTSW^ U] SLW YWdWYZTVZ \YOP SLW
ZWS Rσ = {rσi,j ∈ Bn, 1 ≤ i ≤ j ≤ n}, |Rσ| = n +

(1
2

)
� KLW ^MZSTNJW MN SLMZ XYTQL MZ ^W`NW^ TZ SLW

VWTZS NRPUWY O\ ZMXN.JLTNXW YWdWYZTVZ SYTNZ\OYPMNX ONW ZMXNW^ QWYPRSTSMON MNSO TNOSLWY� _SYRJSRYTV
QYOQWYSMWZ O\ SLMZ XYTQL TYW QYWZWNSW^ U] SLW \OVVObMNX ZSTSWPWNSZ�

*WXNMXQ u/ KLW YWdWYZTV XYTQL Bn(Rσ), n ≥ 2,
! MZ T JONNWJSW^ n +

(1
2

)
!YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY 2nn! TN^ ^MTPWSWY (n + 1);

! MZ NOS W^XW.SYTNZMSMdW� NOS ^MZSTNJW.YWXRVTY TN^ LWNJW NOS ^MZSTNJW.SYTNZMSMdW�
! ^OWZ NOS JONSTMN SYMTNXVWZ NOY ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,3 TN^
! WTJL O\ MSZ dWYSWc UWVONXZ SO 1

12 (n− 1)n(n + 1)(n + 4) ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,2.

KLW ZMPMVTY YWZRVSZ TYW ZLObN \OY SLW URYNS QTNJTlW XYTQL Bn(PRσ)� �S MZ T JONNWJSW^ (2n − 1)!
YWXRVTY XYTQL O\ OY^WY 2nn! bLMJL ^OWZ NOS JONSTMN SYMTNXVWZ NOY ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,3 TN^
WTJL O\ MSZ dWYSWc UWVONXZ SO 3

2n(n− 1) ZRUXYTQLZ MZOPOYQLMJ SO K2,2. KLW ^MTPWSWY O\ SLMZ XYTQL MZ
RNlNObN TN^ SLMZ QYOUVWP MZ lNObN TZ SLW URYNS QTNJTlW yMQQMNX QYOUVWP�
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@ ����5���H� 0�5H ���;"�0� ��"��� �����"��< ���0�B��"���H� �%("������� ��������!
�H� �4%B���# I������B����D ����� � �����D��� � %����"����� )5���� �4 ����HD ��B�����!
�HD ��(� (H"� ��� � �/�� *������� 5"� ���"�5������ ���"��< 5�%D%������H� 4�5�B� �����!
�B����0� ���0������������� �"� �(��0� �"%B�� 5� ��D ��� �� %5�"��< ������< I������!
�HD �"0������ 5"� ��;���� I�D 4�5�B� �H"� ����4���� B� 5�k� � "������� �"%B�� ,4�5�B�
���D��0� � ��k��0� %������ ��"�#�� 4�5�B��� "������0� ���0������������1 5�%D%��������
4�5�B� NP !�%5�� �	��

3�� �� ����� � ��� 5"� 4�5�B� ������ �����"<��� ����0�� �%�������������� �����H
0"��� ! ���5������ (H" ������� �"0����� �%5������< �����0� "������ 4�����"� � 5"��H
�D�5�� @ I�� ��(�� ����������"�� ��k�H� B���H� �"%B�� 5�%D%�������� 4�5�B� "������0�
���0������������� @ 5�"<���;�� � ��� (H"� ���������H ������H� ������H ��5�"� ��4!
������� %���(�� ���������0� ���%k�#��� ���5�� ���5���"�#��� ��(�� 5�%D%������H� 4�5�!
B� 5��(��!"������0� ���0������������� �B� ��%�%�H �0����B���� ��4��"�" ��5%������<
������H� ������H 4�5�B � ���"�5����"<���� 4�5�B "������0� ���0������������� �H"�
�H��"��H ���B��H� �� ��4��"�#��� ��%�����< ��5�(�%# ��5%���# 5"� ���B�D ��������
4�5�B�

@ 5��"�5� (%5% �����5��H ��5 %�"����� ��4��"�#��D ��5%������< 5�%D%������H� 4�5�B�
� ���"�5����"<���� 4�5�B "������0� ���0������������� B��"� ��;���HD 4�5�B � ������
"������ 4����� � 5"��H �D�5� ��D�5��� 4�5�B��

������5��

�� 8����,�� R�B�� 5�����	 :�:� ) ������HD 4�5�B�D ����� �����D�B����D ����� %����"�!
��� 66 @ ���2 F��("��H ����"�5��� �������� � ��D������ 
�2 +�%��� �[-�� &� 	 .�	�

/� 8����,�� R�B� $0�H � ����������"�k�H�� ���������� 
�2 +�%��� �[-g�
	� X"!+-#"\� p� @!\ X.@#">� K� qOPQRSTSMONTV ^M|JRVSMWZ O\ UMVWdWV VMNWTY QYOXYTPPMNX 66 aQWYTSMON

jWZWTYJL �[[ � xOV� 	7� h� ��g.�g �
�� 2�)
6 '�5�� C�����	 E� 9�� 5��7�� 9�C� � ��� )����4���� ������HD ��;���� � ������!

5�"���HD (�4�D 5���HD� +�����(����2 +�%��� �[[��
�� 2�)
6 K�5�� 9
��)��� ��9� ��%D%������H� ��5�"� �����4���� I��"�0�B����0� ��"�0��(!

"�k���� 66 F������ � �gg� +�����(����2 $�! �������� &) �*+� /  g� 	� ��
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$���"<4������ I��������!������B����D ���5�� ��4��"�� ��4��(�H��< ���H� ��5D�5H
� �4%B���# �����B����D � ����"�5�HD ���("�� ���H�

$����B���� ����� ���H ��4����"��< ��� ����� 4���"<��� ���H� ��4%"<�H ���"�5�!
����� �� �%������ %�"���� ������������� ��5D�5H � ��B��"���# ���4(�k�� ���4��H �� ���!
������� ����"<4%��HD ,���� �"� ������1 ��5�"��� ��������H!�"������ ����5�"�"� ���%
��� �4"�;��� ��"%B���H� ����D ���������� ���(H"� �� "%B;�D 4��"�D � ��"<���D�4������!
��� ����4��5��� ��� %�����"���� ��� �� ���5%���# �� %�"����� ����4��5��� �� D%5;�D
,(�4����HD1 4��"�D� F�� I�� ��� ��D�5�"� �4 ���(D�5����� %5��"�������� ����5�"�����
����(���� � ���5%���� ��"<���0� D�4������ ���5��"�0��� B� ����� �� ��� ��I"���B�H�� �
��< �� 4����� � ���5�k��� ���H� @ � k� ����� ���5"�k���� 4��"� �k� ��I"���B��� @
����"����B����� ����� ����� 5�"���� ������ �� I� �(����"<���� � ���� ����5�"����
%k� � 4��������� � ������ �� ���5%���# ��"<���0� D�4����� � ����4��5��0� � ��0� ������
�� 4��"#�

@ �����D "������!���0������0� ��5D�5� � ��5�"�������# I������B����D ��%���� ���!
�������"��< ����"<4������ 5��������HD ��������HD� �������#��D k�����< �0����B�����
� ��B���� ������ ���5%���� � ���%����� �� ���� ������ �����B����� 4��B����� ��� � � ��!
�����D �����(��4������� ����"<4������ 5����������"<�HD ,���0���"<�HD1 ����4��"�� 5"�
������ 4��"� ��k� �����5�< � ��������B�# � �(���� ��������H�� (�"������� @ ���4� �
I�� (H"� ���5"�k��H B��� (�"�����H� ��5�"� ����5�"���� ����HD ������ 4��"� ��� ���!
��������HD ��4������� � ��%�%�� ��"<���D�4��������0� ����4��5���� ���5��"�0��� B� ���
�������"<�H ����

$�D�5��� ��"���� (�4���� ��5�"<� ������ ����������� ��%���#� ��05� 4��"� ��"����
�5�������H� ����4��5�����H� ���%���� �������� I������B����� �����H� @ I�� �������
�������� �4 n ��������"<�HD �(����� ,n ≥ 21� ����4��5��� m ��5�� ���5%���� � 4�5���HD
�(����D � �4����� ��k� �(��� �"���5< 4��"� � ��k5�� �(����� Pi� � �� ������5�"���� ��
���5%����

F%�< �����!� �(��4�� ,��� ����� ��5�"�1 ��4��B��� �(��� �%��� R� �������#��� ���<
�(��� 4���"<�HD ���%���� � I������B����� ������� ��"<# ��5�"� ��"���� ��4���� I% �(!
�%# �%��% �� �5�"<�H� �(������ %B�H��� ���"#B��"<�� ���5%������< 4��"� � ��%�!
%�% ����4��5����

)(�4��B�� B���4 Ri, i = 1, ..., n ���4����%# B��< �(��� �%��H R� �������%# � �(���%
i� �� B�

n∑
i=1

Ri = R. (1)

F���(��4%� ���#�%#�� I������B���%# ���������#� %5���� ��"%B�< ���� ��I�������H
aij , i = 1, ..., n, j = 1, ..., n� B� ������ (�"�����HD %��������

Ri =
n∑
j=1

aijRj, i = 1, ..., n, (2)
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��� %�"���� ,�1 ��4��"�� ��D�5�< �����H� ����4��"�� F�� ������HD ��������HD ���5��!
"�k����D� �4 ����HD� � B������� �"�5%�� B� ������ A ��"���� �������5����� 5���4���
�"�5%#��� �������
�����/ '������ qVU &�� ��&��������� ���	�� qTU ����6����� �&������� ������

&��������
� �)���� R1, R2, ..., Rn�
:�"� ��B< �5� � ����HD ������D 4��"�� � �(HB�� ����"<4%#�� ��"�B��H� �������H� �

�5����� �"���5�� � ��< ri = Ri/Pi�
)����� ri �("�5�# ������H�� ���������� �"�B�#���� �D � ����HD ������� ��"%B�!

��HD 5�%0��� ���5��� �"� �� 5�%0�� ��5�"��� )�� �����������"<�H �������% R� � ���!
;���� ��k5% ����� ���������� �� 4����� � �0� ��"�B��H� 3���� �(��4��� ��� ����D�5� �
R1 � R2 ���H� ��(�� ������ ��k� (H< ��"%B�� %���k����� %k� ���#��0��� �� α = R2/R1�
F� ����� �%� ������ ri ��"�#�� ��B������H�� �������� 4��"�� �H��k���H�� � 5���k�HD
�5�����D� +� �D ������ ��k� (H< �������� ;��"� ��B�������� ������ 4��"� �� �(������

���"<��� ����4��5��� ���5%���� �����k��� � ����"<4������� �� �"<�� 0"����0� ����4��5!
������0� ������ 8 4��"�� �����% ������ �H ����4��5��� �� � � 4������ 5�%0�D ��������
$D I���������< 4����� � ��B���� � ������"�k���� 4���"< � � �(��� �"%B�� ��4"�B��!
�� �� �(������ B� 5�"k�� (H< %B��� ��� ����5�"���� ����HD �������� @��5� � (�4��%#
��5�"< 5���"���"<�%# ���������# � 4����D 5�%0�D ����4��5�����HD ������� ,��"#B��
�����"<�%# ���(H"<1� ��k�� ����B��< �������� Δi� ��������%#��� ������ Ri�

F����� ����� Ri � ��B���� ������ 4��"� Ri−Δi � �(�4��B�� B���4 Γi ��4���% ��k5% �%�!
������ ������� ���5%����� ����4��5������ � �(���� i� �� ���5��� 4����� � ����B������
�(���� 4������ � ���� �� ���"�0�� � ,/1 ��"%B�� (�"���2

Ri −Δi =
n∑
j=1

aij(Rj −Δj) + Γi, i = 1, ..., n,

�4 �����0� � %B��� ,/1 ��"%B��� �����% %�������� 5"� ����5�"���� �������� Δi

Δi =
n∑
j=1

aijΔj − Γi, i = 1, ..., n. (3)

�� ������ ���� % k� �����% A� B� � ������ ,/1� F�� I�� 5"� ��D������� (�"���� ,�1
����(%��� B�(H �H��"��"��< ��������

n∑
j=1

Δj = 0. (4)

&����� ,	1 8 ,�1 ��k� ���� �5��������� ��;�����
3���� �(��4��� ��� %B�� 4��� �� ����4��5��� ,��"#B�� �����"<�%# ���(H"<1 ������

4��"� � �(���� i ����5�"���� ����%"�� Ri −Δi� 05� �(� �����"�#��� �5��4��B�� ����5�"�!
#�� �������� ,�1�,/1 � ,	1�,�1� ����� �0�� �5���������� � �5��4��B�� ����5�"�#�� � ���H
�� ���5%���#� ��4��"�#��� ��4����< 4���H ����� � �����"<��� ���(H"<# � ���"�4���<
����H� 5�D�5� )�� ��k� ���# 5�� �����"�#���� )����� ���5%���� ����� �%��� ���5��D
4��� � ���5��� ���H� ���D�5������ �� � �"� ���� ���5%�� � %B��� ���������

����������H� ��5�"� ���# ��"H� ��5 ��5��������� )��k�� �"�k�H� �4�������4� ��!
%��"<�HD � �������HD ����4��"��� (�"�����H� ��5�"� ��0% ����"<4���<�� 5"� ��B��"�!
��� ����HD ������ 4��"� � 5�%0�D ����4��5�����HD ������� � ��"�#�� %5�(�H� ���"��!
B����� ����%����� ���"�4� ��%�%�H ���H � �� 5������� ��� �4������� I������B����D
����������

������5��

�� B��	���, 9�2�� 9������� 5�E�� s������	� :�9� 
�5�"< 5������������� ����HD ���!
��� 66 &�(������ k%���" ��5%����"<��� ��������� /  -� 3� � � � 	�

�2��
� �7����( 7�� �/�
� Ri �����������o� ������7����� ����/ ���
�w������
��� *����� �� ��x5
�����"
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!����	�������

��2� �������1� -�1� ���4��������2

�+���
�� ���� �����	��!� ����5����!� �	*��/	�
�� ����	����	�� �+��
1 ����%���(��,�����	�� 2 �����������	�

����������#�� 4�5�B� �����%0�"<��0� ������� ��"��H � "���� � %B��� �D��"�0�B����D
�0����B����� ���D� ��� 0�"<������< ��4�� ������"���� ��"���� ������"�� �(D�5 5������
������"�� $�D�5��� ���������� I�D 4�5�B ��k� (H< 4�5��� ��(����� �"�5%#��0� ��5�2
5"� 4�5�B� ������� ��"��H 〈m� N� b� V� 0� ��n〉� 5"� 4�5�B� ������� "���� 〈m� s� N� b� V� 0�
��n〉1� 05� m ;����� ��"��H �"� "���� s 5"��� "���� N ��"�B���� �����%0�"<������ b   ,b1�
b2�� � � �bi�� � � �bn1� bi ;����� �����%0�"<����� V   ,V1� V2�� � � �Vi�� � � �Vn1� Vi 5"��� �����%0�"<����
M� i = 1, n� 0 ���4��� 0�"<�������� � ���4��� ��4��k���� ������� �����%0�"<������ @��!
5��� �����%0�"<��� ������ ����5���2 ��� ax � ay �����5�# �� �������� ��"��H ,"���1�
��;���� 4�5�B� ���5���"���� � ��5� ��(��� I"������ 〈�� �〉� 05� �   ,c1� c2� � � � � cn1� �  
,]1� ]2� � � � � ]n1 �����H ����5��� �����%0�"<������ F�"�k���� M!0� �����%0�"<���� 4�5����
����5������ ��k��� "���� �B�� �����%0�"<���� ,ci�]i1� F%�< n ,^1�^2�� � � ^m�� � � �^t1 ������
5�����HD �("����� m = 1, t� ������H� �("��� ^m �����������%#�� ��(����� �����%0�"<!

����� Πj �� I��� ��50����� ��D�5��� ����������� dm =
k⋃
j=1

Πj� ��"�k���� Πj ����5�"����

��(���� 〈c~j �]~j�V~j �b~j〉 ,��"� ��;���� 4�5�B� ������� ��"��H1 � ��(���� 〈c~j �]~j�V~j �b~j �N~j〉 ,��!
"� ��;���� 4�5�B� ������� "����1� 05� c~j� ]~j ����5���H ��k��0� "���0� %0"� 5�������
�("���� V~j �b~j 5"��� � ;����� 5������� �("���� N~j ����� "���� ����H� ��5��k� 5�!
����%# �("��<� +�(�� I"������ 〈�� �〉 ��4H����� 5��%���H� �����%0�"<�H� ���������
��"�2 �����H �����%0�"<����� ����""�"<�H ������� ��"��H �"� "���� ,%�"���� ���0���"<!
����1� �����%0�"<���� �� ������H��# 5�%0 5�%0�� �����%0�"<���� �� �HD�5� 4� 0�����H
��"��H �"� "���� �H��"����� %�"���� 0�"<������� ,��"� ��;���� 4�5�B� 0�"<�����0�
�������1� �����%0�"<���� �� ��������#�� � 5�����H�� �("������ F�� �H��"����� %�"�!
��� 5��%������ ��(%��� ���� ������"<�%# 5"��% 4����� B��� ��"��H ,��"� ��;����
4�5�B� ������� ��"��H1 "�(� ������"<��� ��"�B���� "���� ,��"� ��;���� 4�5�B� �������
"����1� �"� ��;���� 4�5�B �����%0�"<��0� ������� ��4��(��� ���5 �D�"�5��0�� �k�0�
,qOV^ eNNWTVMNX� qe1 �� (�4� �����5%� �4������ ���I������� �������� �k�0��� )�������
�"�B�� ���5"�0����0� �"0����� ����� � ��� B� �� ��(��� � �������H� ��������� ��!
����%�H� ����"<4%� �����"<�� ��5�� ���������� �H(�� ����HD ��%����"���� �"%B���H�
�(��4��� ����"<4%� ���H� �����(H ���B�� I"������ ������ 5���k������

)(��� �D��� ��"%B���� ��;���� 4�5�B �����%0�"<��0� ������� ����� � �"�5%#���2 0���!
���%��� ��B�"<��� ��;���� � ���"�5%#��� �0� ��5���������� ��%����"���� ����� "%B;�0�
��;���� �� ���k���� 5��%���HD ��;����� ����H� ���5���"�#�� � �����<# �H(�����0�
�����(� ��5��������� F���� "%B;�0� ��;���� ��"#B�� � ��(� �� �"<�� �"0����H� ��(��#!
��� � ��5������� ��;����� �� � 5���5��H� ����(��4%#��� ��"%B���%# ��5�����% � ���% ���!
����� ��B���� ��"%B����0� ��;���� 4����� �� �"<�� � �H(�����0� ���5� ���B�� �������
� �D��H ��5��������� �� � � �"0������ 5���5�������� ��� �������� �H" ��4��(��� 5���5��
�������� ,�YMOYMS] jOSTSW hVTJW� hjh1� ��4��"�#��� %B�H��< �D��"�0�B����� �0����B�����
��4����#��� � ���"<��� ����4��5���� � �� B��"�� %�"���� ��������B���� �����%0�"<�����
� 5�����H�� �("����� ������"�� ����5�� hjh ��4��"�� ��"%B�< �s!�������%# ���%
������� ,�s!��������� ���� ������� I� ����� � ������ �� �5�� �����%0�"<��� �� ��k�
(H< �5���% ���4 �"� �"���1�

�"� ���"�4� I���������� ��4��(����HD �"0������ ��� (H"� �����5��H ����� B��"��!
�HD I������������ ����H� ����4�"�� B� �� (�"<;����� �"����� 4�5�B (H"� ��"%B��H "%B!
;�� ��4%"<�H �� ��������# � �"����B����� ���5�� �������� �k�0��� F�� I�� ����"<!
4������ ����0� 5���5��� ��4��"�"� ���H��< ��B���� ��;���� �� ��������# � �4����H��
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5���5����� �� 	!��� ��4��(������ ���0������� �(����B���� �/� ��"#B��� � ����� ������!
4��������0� ��(�B�0� ���� �D��"�0� ���������!4�0�����"<��0� ����4��5��� � ��4��"�"�
���H��< ��I������� ����"<4������ ������"� � ���5��� �� �!7� �� ��������# � ����H��
I��������� � 4��B��"<�� ������< ����� ��������������

������5��

�� 5�*���	� v�2�� L�������� 2�E�� '���6������	 ��5�� 4���	� q'���6������	�U ��R� ���!
�"��� �"0������ � ���0���� ���B�� 0�"<�����0� ������� 66 $�����������H� �D��"�!
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��"<# �������0� 5��"�5� ��"���� �(4�� ������HD ���������HD 5���k���� � �("���
������� �5�� ����������HD �0� ��� 5"� ����B��0�� �� � 5"� (������B��0� B��"� %B����!
���� )(�%k5���� ��k� ��5 ���k�HD ��������� ����#��D�� �������� �����D�B����D ���k���
C��;��<� � ����� D����������� ����������HD �0�� ���4����� � ����5��� ��"������"<���
�4�������� ���"�����

�� F%�< Q ! ����4��"<��� ���%��� ���k����� � Σ ! �������� �"0�(�� �0� ��5���k����
)(�4��B�� B���4 V �����%����< �%����� v : Σ → R, ��5B�����HD ��(�����# v(∅) = 0. &�!
0"���� �������!�0����� ������"�0��� ����% Γ = (Q,Σ, v) (%5�� ��4H��< ������������
�0���� I"����H ���k���� Q ! �0������� � e ∈ Σ ! ���"������ �0������ +�������� B� 4��B�!
��� v(e) ��������� ��� �������"<�H� 0�����������H� 5�D�5 ���"���� e. )5��� �4 0"���HD
4�5�B ����� ����������HD �0� ��"���� �4%B���� ��4"�B�HD ��������� I��������0� � ��!
(�"<��0� ������5�"���� 5�D�5� v(Q) ���(�"<;�� ���"���� Q ��k5% %B�������� �0�H Γ. �
���"�5��� ������� � ��k���;�� ������� ���"�������!I��������0� ������5�"���� ��"�!
B��H v(Q), ���5"�0�#��� ��%����"�< �H(�� ��;���� �4 �5��

C(v) := {x ∈ V1 | x(Q) = v(Q), x(e) ≥ v(e), e ∈ Σ}
,45��< � 5�"�� V1 ! �����%����< �55����HD �%����� ,5�"�k��1 �4 V1�

)��������� �� ������HD ��4%"<��D� �������D�� � �"%B�# |Q| < ∞ � Σ = 2Q ,�"%B��
|Q| = ∞ ���� ��������� � ���1� & I�� ��"<# �������� ,��5��(���� ��� � �/�1� B� ���k�����
C��;��<� ����B��� �0�H (Q, 2Q, v) ��4H����� ���0�0������ H(v), ����5�"���H� ����%"��

H(v) :=
∑

e⊆Q, e �=∅
veΔe,

05� ve ! �� ��4H����H� 5���5��5H C��;��<� ���"���� e ∈ 2Q, � Δe ! 0���� Q!����"����
Δ := {p ∈ RQ

+ |∑Q pt = 1} : Δe := {p ∈ Δ | pt = 0, t ∈ Q \ e}.
+���5% � H(v) � 5��"�5� ����������#�� ��k� �����D�B����� ���k���� C��;��<�

HD(v) :=
∑

e⊆Q, e �=∅
veΔD

e ,

05� ΔD
e := {p ∈ Δe | (t, t′) ∈ De ⇒ pt ≥ pt′}, De := {(t, t′) ∈ D | t, t′ ∈ e}, � D ⊆ Q ×Q ! �����!

�H� ������������H� 0��� � ���;����� �4 Q. �"� ��5� ��k�HD �"����� ����B�HD �0� �������
������� �5�� C(v) � ������D H!5�"�k��� ��"%B��� ������ � 5���������� �������� ���k���
C��;��<�� ���5��� �D ���5���"���� � ��5� �5�� �������%#��D �H�%�"HD ����������HD
�0�� ����� �0�� �������� ��������B����� D�������4���� �����D�B����D ���k��� C��;�!
�<� � ���5��� ��B���H��#��� �������� �D ������D �B�� 5"� �"%B�� 5������5��� �����D���

/� @ 4��"#B��"<��� B��� 5��"�5� ���5"�0���� ����� D����������� ������������ �0!
�H� ���4����� � ����5��� ��"������"<��� �4�������� �? ���"���� � ����%"��%#�� �����!
�H� ��4����#��� 45��< ������H� ����#����� �"����B����� ��%������ ���H�

+������� ���B�"� ����5�"���� ��"������"<��� ��4���� 5"� �%����� �4 V, ���5���"�#!
��� ���"�0 �4�����0� ������ ��"������"<��� ��4���� 5"� ��"�����HD �%�������"��� �"�
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��k5�0� e ∈ Σ � ��%��"<��0� B��"� n ≥ 1 B���4 Hn(e) �(�4��B�� �������� ���D Σ!�4�����HD
��4(����� η = {e1, . . . , en} ���k���� e, J������D �4 n I"������� F�"�k�� Hn := ∪e∈ΣHn(e),
H := ∪∞n=1Hn.

�<�80�� r/ F%�< m ≥ 1 � η = {e1, . . . , em} ! ����4��"<��� ��4(����� �4 Hm. F�!
"������"<��� ��4���<# v(η) ,����5�� m1 �%����� v ∈ V, ���B�#��� ��4(����# η, (%5��
��4H��< ��"�B��%

v(η) :=
∑

ω⊆{1,...,m}
(−1)m−|ω|v(∪i∈ωei).

F����5�� ���D�5���� � ������5��� ,n = 11 �������� ������ I�� B��� 5��"�5��

�<�80�� s/ �%5�� 0�����<� B� ���k���� e ∈ Σ ��"������"<�� n!�4������ ,���!
���"<�� v1� ��"� 5"� "#(�0� ��4(����� η = {e1, . . . , en} ∈ Hn �H��"����� ��������

v({e1, . . . , en ∩ e, en ∩ ed}) = 0

,v({e1 ∩ e, e1 ∩ ed}) = 0 ��� n = 1; 45��< � ����� ed := Q \ e1� &����%����< n!�4�����HD
������"<�� v I"������ e ∈ Σ (%5�� �(�4��B�< B���4 Σn

v .

��80�m�� r/ C� ���, D���)�� v ∈ V � n ≥ 1 ����,��	� Σn
v �	����� ������,� ���

���� �� �����, D���)�� v ∈ V &�����	��������� ����� {Σn
v}∞n=1 + ��������� 	�6�����+

����S Σn
v ⊆ Σn+1

v �� ����� n ≥ 1�

@��5���� ��k� ������ ��4��"�� �����< ���4< ��k5% v � �"0�(���� Σn
v � Σv := ∪∞n=1Σ

n
v .

�<�80�� t/ G%����� v ∈ V ��4H����� ��"������"<��� ����5�� n, ��"� v(η) = 0
5"� ���D η ∈ Hn+1. &����%����< ��"������"<�HD �%����� ����5�� n (%5�� �(�4��B�< B���4
Vn = Vn(Σ).

��80�m�� s/ '������ v[n] D���)�� v ∈ V �� ������ Σn
v �	����� &����������,

D���)��, &������ n q���� v[n] ∈ Vn(Σn
v )U�

��� ��5�� �4 ���5"�k���� /� ���"�5������ ������ �"0�(�H Σv ��k� ���5���"�< ������
��� ���"�4� ��4"�B�HD I������ ��������(�"<������ ����%��D �� �"� ���� ����"�����
��%����� ����� �0�� ���"�4 %��4����� �"0�(�H ��k� ���4�<�� ��"�4�H� � � 5�����������
����� ���k��� � ���4� � 4�5�B��� �"����������� ���4�����HD ,� �"����B����� ��H�"�1
���k���� &����%"��%�� �5�% �4 4�5�B ��5�(��0� ����

F%�< Q = [0, 1], Σ = 2Q, v = μ∗, 05� μ∗ ! ��%������ ����� ����k5����� ����� '�(�0�
μ ���4�� [0, 1] : μ∗(e) := sup{μ(f) | f ⊆ e, f ∈ F}, e ⊆ Q ,45��< F ! �������� 4����%HD
��5���k��� ���4�� [0, 1]1�

;�8�9�/ ��"���� "� �������� �"0�(� {Σn
μ∗}∞n=1 ��(�"<�H� ,Σ1

μ∗ = . . . = Σn
μ∗ = . . .1� :�"�

��� � ����k5�� "� σ!�(�"�B�� �"0�(�H Σμ∗ ��� �������� 2Q ,σΣμ∗ = 2Q1�

&��5� ������ �%����� μ∗, ��0%��D ���4�<�� ��"�4�H�� ��� ����������� %��4����� 4�5�B��
5����B�� ��k�H� ���5���"���� �"�5%#����

��80�m�� t/ f���)�� μ∗ �	����� 	&��� &���������, �� ������ 	��* &�����+
����	 ����6�� [0, 1] q���� μ∗(η) ≥ 0 �� ����� ��������� ������ η &�&����+��&����������*��
&���������	 ����6�� [0, 1]U�

������5��

�� 9�����	 9�2� G%�������" A��"� � ��"���H� ����H �5����5�HD ��"������"<�HD �0� 66

�����B����� �%5H� �[[7� 3� �� � /� &� /�.g-�

/� u@<H.z"/ u�-� qOYWZ TN^ XWNWYTVMfW^ �v!ZOVRSMONZ \OY ZOPW JVTZZWZ O\ JOOQWYTSMdW XTPWZ 66 �N2
jRZZMTN qONSYMURSMONZ SO wTPW KLWOY] TN^ roRMVMUYMRP KLWOY]� �WYVMN!pWM^WVUWYX2 _QYMNXWY
xWYVTX� /  g� h� [�!��[�
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���������� ���������� �������� �������;�� � /  / 0�� ���5%�������"� �������� ������!
�"<�HD I"������ � 0��%5�������%# �����% �(�4��"<��0� ���������0� ���D������ ,)F&1�
F�������H� �����"���� ���5��"�0�"��< �������<� 0"���H� �(��4��� �� ��������� � ����4!
��5��� B���4 B���H� %����"�#��� �������� � ��0��%5�������H� ��������H� ���5H� )5��!
�� ��5��"�#��� B��< ����"���� ����B���� ����0��������"� ������%� ���4H����< 5�����<
���� �����"���� B���H� ��������H� ������������ &��B�� ������� 4�;"� � %���� � � F��!
���"<��� �G ���5"�0���� ���� �� D���;� �4������% �� E���5� �%� ! �� ������ ��"�0��HD
"<0� ���%"�����< 5�(����"<�H� �(���k���� ����"���� � B���HD ��������HD ���5�D� ��"<
����HD ���� ��4��B��"<�� � ���������� I���������

�������"<��� � D�5� 4���5�HD ��������HD ������� ���5�����HD � ��B�"� 7 !D 00� ���!
;"�0� ���� � ��"<# ���H��< �(���k���� � I��������� ��������H� �����"���� ����"���� �
B���HD ��������HD ���0�����D (%��� ���"� � ��"� ������H� ���B����� ���������� )5!
���� 0"����� ��"< ������ ! ���H��< �(���k���� � I�������� ! �� (H"� 5���0�%�� 3��� �
��5%��D I��������D &A*� @�"���(������ � ������ ����H �(���k���� �� �"<�� �� ��4���!
�"�� ��� ���(���� ��"� (H��� ��5�<�

+��� � �����<# ��5�����������HD ��5�"�� '� F�4���� � +� ��"5��� ���5������ ��!
�H�� �(�����< ,D�� (H B���B��1 ���k�5���H� ��0� 4���5�HD ��������HD �������"<�HD
������� ��H ����HD � ������� ��4��k��� (%5� �����(�����

F��5"�k��� ��"�������� ��5�"< I������B����0� ���� ��� F�4���� � ���� I������!
B������ �%(������ � ��4"�B��� ������ �(���k���� ���(��������� ������"������ � 0��%!
5������� F��5��"�0����� B� ����� �(���k���� �����"���� �%�������� �H;�� B�� �����
�(���k���� ��(������� @ ��5�"� �(���%k�� I���� 4�������� � �(���k����2 ��� ����H �(�!
��k���� ��(������ �� �"��� � 5�"0����B��� ������ �� �����%���� �(���k���� � I���������
�����"<�% 5���"���"<��� �(���k���� ��(������ � �B���� %�������;������ ��5����� ,4�!
��������1 �(���k���� �����"����� @ �����D 5����� ��5�"� ���H�� 0��%5����� ���H��<
�����%���� �(���k���� �%�� ���%"�������� ��������HD �(���k���� ��(������ ���k%���
���(�� 0������ (�4%���;�H��� �"� 5���k���� ��"� 0��%5����% �"�5%� ���5�����< ���H ��
���H;���# ����H �(���k���� �����"�����

@H��5H ������"<�� ��������� �(���k����� ��"%B���H� �4 %�������HD ��"�����HD� ��!
5�"��� ��"<4� �(��"#�4�����<� )5���� I���� 4�������� ,�%�< � �� � ��"��� ����1 ����
���� � � (�"�� �"�k�HD ��5�"�D� +��� (H"� ���������� ��5�"< I������B����0� ����� � ���!
(������ ��4(�H �� 5�� 0�%��H� &B������ B� ����� �(���k���� � ������ 0�%��� ��k�� B��
�� ������ @ ��5�"� ��k� ��("#5���� I���� 4�������� � �(���k����D 5�%D 0�%��� �� �
B���B��� ������ 3��� ���%"�������� �(���k���� ��(������ ������ 0�%��H ��5� � 5�"0�!
���B��� ������ � ���% �����%���0� �(���k����� �� �(���k���� �� ����� 0�%��� %���<;�����

+�"�0��H� "<0�H 5"� ��������HD �����"����� "�k���� � ������ �������"<�HD �����!
���HD ������� ���H;�# �D 5�D�5���<� ��� D���;� �4����� �4 ��5�"�� k�4�����0� ���"�
��� 
�5�"<���� ���H;���� ����H ������� B��� �����B���� �� ���05� �����(��%� ���%
�(���k���� ����"����� �������"<��� � ������D %�������� &"%���0�� I����H 4��������
� 5�D�5� 5����%# ��4��������"����2 ����H� � �����% ���H;���� �(���k����� � ����� ! �
�����% ����k����� @ "����%�� �(HB�� ���5��"�0����� B� I���� 4�������� �����"��%!
� ��5 I������ 5�D�5�� )�H ��������HD �������"<�HD ������ 5�� ��B�% 5"� ���������
�����"<�% � 0�5H �D �����5���� ����� �����"���� � ������ �����;��� D�4������ ���"� ��
������� B��%# ��5����# � %���<;���#�
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H �H5�"��� � �"���� ����� ���������HD ��� 4����%�� �������"<��� I�������� ���2
�1� $4����H� �"��� %���5�����!���������HD ���� ��"%B���HD �� ������ %���5����HD ���!

���"<�HD (�"������ 3������ ��5�"< 8 ������� ��5�"< 
)�2

P̄j =
n∑

i=−1
āijP̄i + s̄j + π̄j , j = 1, 2, ..., n ,�1

(1� $4����H� �"��� ���5�"<��!���������HD ���� ��"%B���HD �4 5��������HD �����;����
�����4������HD 4�5�B I�������� ,���� ������ '�@� ��������B�� ���H �������"<��0� ����
I������B����0� ���� �k� ��� +������1� 3������ ��5�"< 8 ������ %�������� �����"<�HD

5��������HD ������2 P̂j =
n∑
i=1

âijP̂i + ŝj + π̂j, j = 1, 2, ..., n ,/1

�1� $4����H� �"��� ��� �H��B��0� ����������� ��"%B���HD �4 ��;���� "���"<�HD %�����!
��� �� ������ �������� �%����� ������ � ���5"�k����� 3������ ��5�"<2

P̃j = arg (Φj (Pj) = 0,Φj (Pj) = Yja1 (Pj)− Yja2 (Pj)), j = 1, 2, ..., n ,	1
01� 
�"��4����H� �"��� ������������!���������HD ���� ��"%B���HD �4 ����5�"����0� ���!

��"� ��0"�������� �(����� � ��� �%�"�!���5�k� �� ���� �����%����� �H���� ��� ��("#5����
%�"���� �"��k������(���� ������ � ����%���������(���� ���5"�k�����

3������ ��5�"< ������� ��5�"< � ���2 P ∗j =
n∑

i=−1
a∗ijP

∗
i + s∗j + π∗j , j = 1, 2, ..., n ,�1

�4�H��9��?~ Pj ! ���� j!0� ���5%��!������ aij � sj� πj ! ��I�������H ��5�"�� �H��!
k�#���� ������������ 4���H ���5���� �%5�� �%5��H� 4���H � ���(H"< �� �5����%
j!0� ���5%��!������ ���� �4��B�� %���5����� ��I��������� �� �����4��k�H� ��������
����4��5��� � ���"�4����� ��H;�� �(�4��B�� ��I�������H �����"<�HD ,�� �������%!
#���% ������#1 ��������� 4��45�B�� %��4H��� �� %���5����� ��I��������� �"<�� ��

�� ��������� 5"� ����HD ��� ������ ���
{
P ∗j

}
��("#5�#�� %�"���� �"��k������(����

� ����%���������(���� � ���"�4%��HD �������D �%�"�!���5�k�� a1� a2 � ,	1 I� 4�5���H�
�������H �%����� ������ � ���5"�k����� ����H� 0�����B���� 5�"k�H %B�H��< �"��!
k������(���< � ����%���������(���< ������������

@ �"���� ��� ,�1 ���(H"< π̄j 4�5���� ������� � ����� π̄j = μ0ḡj � 05� μ0 ! ����� ���(H"�
�� �5����% �����"�� ḡj ! %���5������ �����"������< ���5%�� j� @ �"���� ��� ,/1 π̂j = μ0ĝj�
05� ĝj ! �����"������< ���5%�� j � �����"<��� ������� �0� ����4��5��� � ���"�4����� @
�"���� ��� ,	1 ��%�%�� ���H ���� �� ���5������ ���5% ������5�"������ %B�� � �%�����D
������ � ���5"�k���� %�"���� �"��k������(���� � ����%���������(���� ������������

��� ����4��� � ���� � �"���� ��� ,�1 π∗j = P ∗j

√
μ0g∗j
P ∗

j
� 05� g∗j ! ���5��� �����"������< ���!

5%�� j �� ��������� 5"� ����HD ��("#5�#�� %�"���� �"��k������(���� � ����%����!

�����(���� ��� ������ ���
{
P ∗j

}
� )�#5� �B���5��� B� π∗j ���� � ������ 4����� �

{
P ∗j

}
�

���5���"�# ��(�� �%�������� ��"�����%# �%����# � I�D ����

s/ f�� 
�<���0� 
�
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:�"� μ∗j 8 ���"�4%���� ����(�"<���< �����"� � ����4��5������!�H��B��� ������ ���!

5%��!����� j� � ����� π∗j μ∗jg
∗
j � � �4 %�������� μ∗jg

∗
j P ∗j

√
μ0g∗j
P ∗

j
��"%B��2



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	 -

μ∗j =
√
μ0

√
P ∗

j

g∗j
, j = 1, 2, ..., n�


����%� �4 μ∗j ��"���� ���5�"<��� ������ ����(�"<���� �����"�� ���(D�5���� 5"�
����"�B���� ���(�5��0� �����"� � ���"<�H� �����H I��������� ���2

μ0  min
j

μ∗j 
√
μ0 min

j

√
P ∗

j

g∗j
 
√
μ0

√
P ∗

j0

g∗j0
� ,�1

05� j0 ! ����� ���5%��!������ 05� 5���0���� �����%� � ,�1�

)�#5� ���5��2 μ0 
P ∗

j0

g∗j0
� �"�2 P ∗j0 μ0g

∗
j0�

3���� ���5%���!������ j0 ��k�� �B��< ��� �����"� �� B� μ0 ! I� ����(�"<���<
�����"� �� (�4�������� ���5���� �H���� F�� g∗j0 � ����� P ∗j0 μ0�

t/ f�� �5�8�����07���� ��59���� �H507���� 
�
 <�80
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@ ��(�� ��� ���5��� ������ ����� ���������HD 4����� � �H��5��� ����%"� ������!

������!����������� ���H �5��0� ����� ���5%��!4�����2 P ∗ = A + A
√
ϕ

1−√ϕ �
√
ϕ = 2

1+
�

1+4 A
D′

�

05� A 8 ������"<��!5���k�H� 4���H ,����� ��"�H �%5� �������5�����HD ����4��5��!
"�� 4�����1 �� ����4��5��� ����� ��������0� ���5%��!4������ D′ 8 ����� ������"<��!
���(D�5���� 5"� �������4��5��� ��%B��� 5���"<���� 5�(��"����� ������< � 5����� ���
���������� 4������ D′ = μ0J + T � 05� J 8 �����"� 4�5���������H� �� ����4��5��� 5����0�
����� 4������ T 8 ��"�� �%5� �������5�����HD ����4��5��"�� 4������ ���� 4����� ���
�5����� 4����;����0� ���5%�� ��%B��� 5���"<���� I�2 �H��5����� ����%"�� 5���4�����
������� �"�k����� ����<#����� ���0������ ���"�4�����H� �����������H� ����� � ���

F�5���"�� � ����%"% ���H P ∗ �H��k���� 5"�
√
ϕ� ��"%B��2

P ∗ =
A
�

1+4 A
D′ +A�

1+4 A
D′−1

� ,g1

)B���5��� B� 5"� �%�5�����"<�HD ��%B�HD ��4%"<���� ��05� ����H ���5%���!4�����
(%���"<�� ������"<4H��# � ���B��� ������ ������"<��!5���k�H� 4���H A (������B�� ��!
"H� � D′ ≈ T � @ I�� �"%B�� �4 ,g1 ��"%B���2

P ∗Φ. = lim
A→ 0
J → 0

P ∗ (A, J) = D′ = T.

3���� �(��4��� ���� ����� ����4��5����0� �%�5�����"<��0� 4����� ����� 5�(��"�����
������� � I�0� 4������ ������ �"<�� ���� �%5� ����4��5��"�� 4������ )5����� ���(D�!
5��� %B�H��<� ������ ��5�� ����4��5���� ��5�# ���"������ 4����� ���� )(�������H�
I���� ���"�4���� �%�5�����"<��0� 4����� ���4�H� �� �������� � ���������� � �� ���!
��� B�"���B����� 5���"<����� F�I��% ���"�4%���� B���� 5�(��"����� ������< ��� �(��!
�����H� I���� ���"������0� 4����� ΔD ��k� ���4�<�� �� ���0� ����5��� (�"<;�� B��
B���� ���������� 5�(��"����� ������< ��� ����4��5��� 4�����2ΔD′ = μ0J � ��4���< I�D
��"�B�� ��< �(��������� ���� � ����������0� 4�����2 R = ΔD −ΔD′�

� ��k�"���#� �4!4� ���4�H����� ��B���0� �H5�"���� � ������5�"������ �(��!������0�
I����� � ���"�����HD 4����� �(����� �� ��� ������� ��4��"%k���� ��"� %5�"�"� ��������
��4���# �%�5�����"<�HD ��%� � �%�������� ��5��������"� ��"< �%5� %B��HD� ���<�4��
��(��#��D ��5 ���������"<�H�� ���("����� � ����� �("����

������5��

�� F����7 9�2� ����"��H � ����������H � �H��B��� I��������� 
�2 +�%��� /  g�
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� !����%�	��$ �����	�������
� !���&��%�	�� %�!����	��#���� %�$�%�/

!���1%������ ���	�� ������$ "��
�� 4�������� ��� � ���#�

���� #�������

%��� �����	��!� ����	����	� �,����	��#� 1��
��� ��!����������	�

��� �����HD ��� �(%�"��"�� 5�"0���������� ��5������ ���H;���� ������ �� I���0���!
�%��H � �H�<� (H������%��D I������� $�5�� � ����� F��H�� �������������< I��
��5����� ���� ��""�����H� D�������

@ I�� 5��"�5� ������ � ��;���� 4�5�B� ������������� � ����4��5��� ����#��%���0�
���������� �����5��� ���H� ��� �H;�%�����%�0� 5���"���"<��0� 5�D�5�� E�5�B� ��;����
� �����<# ���H�� ��D�������� �������5�"� I��������2 ������"<�H� ,�%"����1 �����
����4��5� ���5��H �%5�� ���5���45�#��� ,����H�1 ����� . ���5��� �%5�� ����(��"<!
���� ,�����1 . ���5��H ����("�����


�5�"< ��� ��"���� �(�(������ ��5�"� &�"�% �/� � B��� %B�� �������%�%�H � ���;��D
���4��� @��0� � ��5�"� �7 %�������� ,��%��"<�H� (�"���H� �������H� � ���;����0��H�
(�"���H �������� �0����B���� �� ���4!�H��41� � �� B��"� �� ��"�����HD2 "�������5����5!
�H� ����4��5�����H� �%����� �������� 
�5�"< ����"<4%��� � ����������� �������� � �
������"<�HD ����4��"�D�

����"���"<�H� 5�D�5 Δr,5�""�6B�"�1 �(��4%��� � ������"<��� ������� F��H��� ���!
k���%# ��;"��% �� ������"H� �4H��� % ������ (1 − ε0)Δr B��< 5�D�5�� �4��%# B��<
��5�"�� ��k5% ���5���45�#��� � ����(��"<���� �������� ��� B�(H ������% 5���"��<
ε1Δr� �����% 8 ε2Δr, ε0 + ε1 + ε2 = 1� =��%5����� �5����������H�� � ����%����"<�H��
���5��� �"�5� 4� ��"��H� ���D�5������� B���� 5�D�5� ε0Δr, ε1Δr, ε1Δr� �"<�� 5"� �����0�
������������� � ����4��5����

)��4�"��<� B� �������"<�H� ��5(���� 5�"�� ε0, ε1, ε2 ��k�� �(����B�< �����"<�H� �(�!
"����������H� ,�� �%5%� ������"�� � �����������H� ���%����1 I������B����� ��� �	��
F�� I�� ���H �� ���5��� ����4��5��� ,������"H � ��B������H� ������������H� ���!
�H1 ���k�#��� �� ��4����� ���"�������� 5��"���� �� ����(��"<���� �H����

������"��H ���H� ����H� ��4��"�# �������� �5��� ������< ���"�������� 5��"����2
�� �����"<�H� ,� �B�� 4����� �������"<��0� %��"�B���� %5�"<��0� ������4��5������0�

����("����1 �H(�� 5�"�� ε∗0, ε∗1, ε∗2�
/� ���k���� ���k����� ��;"��H d+

1 �� ������H� �����������H� ����H�
	� %��"�B���� ��I��������� ����������� γ1, γ2 ���4� �����������HD � ����(��"<���D

������ ,(�"<;�� ���H��< I�������� � �����5 ���"�4���� ������������0� ��������1�
�� ���5�k� �� ������� �H��� ����< ����4��5���HD ����%���������(�HD ����(��"<���D

������ � �(��� �� ����(��"<���� ����H �������0� �������
�� 0��%5��������� ��55��k�� ����(��"<���0� ������� ���k5� ���0� � B��� �0������H;!

"����0� ����4��5��� � �������%�%�H�
+��5��H �"�5%#��� �H��k���� 5"� �����"<�HD 5�"�� ������5�"���� 5���"���"<��0�

5�D�5�2

ε∗0 =
a
q0
q+1

1 + γ1
f ′1
λ

, ε∗1 =
1

1 + γ1
f ′1
λ

, ε∗2 =
γ1

f ′1
λ − a

q0
q+1

1 + γ1
f ′1
λ

,

05�

q0 8 ������� ���� I�������%��HD ������"��
(
�����
���

)
�

q+
1 8 ������� ���� �������%��HD �����������HD ������

(
�����
���

)
� ����B����� 4��B����

q0
q+1
≈ 1, 85�
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f1(k1) 8 ����4��5��"<���< �%5� ���5���45�#��0� ������ ��� �%����� �0� ���5�����%!
k�������

λ = μ + ν�
μ 8 ��I������� �H(H�� )FG ,���������� 4��B���� μ = 0, 051�
ν 8 ��� ������� B��"� 4���HD ,����B����� 4��B���� ν < 0, 011�
a 8 (�4��4������ ���������� ����5�"����� �4 %�"���� �H��"����� ������"<��0� (�"����

,� ���������HD %�"����D �G a = 1, 6 ��� γ1 = 0, 8 � a = 1, 88 ��� γ1 = 11�
@ ���������HD %�"����D �G � ��� γ1 = 1 ε∗0 = 0, 6, ε∗1 = 0, 2, ε∗2 = 0, 2�
:�"� �������%��H� 5���"���"<�H� 5�D�5 (%5� ����� � ��� � ���B�� �� �5��0� 4����!

0� ,	�� �"�5� 5�""� � �(��"#��� �H��k����1� � ��� ��� �� ����(��"<���� �H��� ������
�  �-� ,� �"%B�� ������� �������5%��HD ���1 5� �����

3���� �(��4��� 5�4��������� �"�k���� ����#��%���0� ���������� �����5��� ���H �
����4��5��� �����5� � �����"<���% �(�"������������% I������B�����% ���%� � ���k���#
��� �� ���5��� ����4��5��� � � ��4��B��"<���% ���H;���# ��� �� ����(��"<���� ����H�

������5��

�� F�����	 9�2�
�����B����� ��5�"�������� �����I������B����D ��������� � ������ 
�2
9���� /  ��

/� J�.� $�A�e qONSYMURSMON SO SLW KLWOY] O\ rJONOPMJ wYObSL 66 }RTYSWYV] iORYNTV O\ rJONOPMJZ�
�[�g� xOV� - � h� g�.[��

	� F�����	 9�2� ) ���"�5����D ������������� � ����4��5��� 5���"���"<��0� 5�D�5�� ��!
��k5����0� ����� �����HD ��� �� I���0����%��H � �H�<� 66 F���"�5��� I�����������
/  �� � /�



	� ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

�� �!	����#��� �!��%������
����!�����$ 4�����	��

��/� ,��1� ���� 2�����2

������
�� ���� �����	��!� �	*��/	�
�� ����	����	� ��� ���� .��&������ )�������
1 ���������	�� 2 ���������	�

E�5���H� I"����H ��0% (H< �������H�� � ��������<# p �"� ���������H��� F������
�H��"���� ���������HD I"������ ����� � �5����������� �������� ����4��"<��� 0�%��H
I"������� :�"� ��4%"<� �������� ��"�k��"<�H�� � ��� I"����H �������H� @ �����!
��� �"%B�� �����5��� 5���"���"<�H� �������� 5� �H��"���� ���D ���������HD I"�������
G����"<��� ����0�� �������� D�������4%��� ����� (N,α)� 05� N ! B��"� I"������� ���!
������HD �� ������ I���� � α ! �%����� �4 �������0� �"���� A� �("�5�#��� �"�5%#����
���������2

• α(1) = ∅�
• ��"� N > 1 ��"��� � α(N) = (n1, n2, · · · , nm)� 05� B��"� ni ≥ 1 ��"H� �

∑m
i=1 ni = N �

• α(n1, n2, · · · , nm) = (α(n1), α(n2), · · · , α(nm))�

&"%B����� ��"�B��� ξ = ξ(N,α) ! B��"� �������� 5� �H��"���� ���D ���������HD I"������
� ��D�5��� 0�%��� �4 N I"������� )(�4��B���

f(α,N, p) = Mξ.

F�� ������������� p �����"<��� (%5� ����0�� (Np, αp)� %5��"�����#��� ��� α ∈ A
� ��"HD N �����;���#2

f(Np, αp, p)
Np

≤ f(N,α, p)
N

.

@ 5��"�5� �����5��� ��4%"<�H� D�������4%#��� �����"<�H� ����0�� ��� ��4"�B�HD
0 < p < 1�

������5��

�� f��� 9� @��5���� � ����# ���������� � �� ���"�k����� 
�2 
��� �[7��
/� 5�7���� `�C� &(����� 4�5�B �� ����� ����������� 
�2 
=�� �[g	�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	��

��	�!�
��� 4���0"������ ������	��
%� ��+��� &�%�
 ��	������#��(  !������

0��� ��*�����1� �� � 2���%%���2

�+���
�� ���� �����	��!� ����5����!� �	*��/	�
�� ����	����	�� �+��
1 ������������	�����	��	�� 2 �

���������	�

@ ��B���� �������� ������������� 4�5�B� ���0���"<��� %������� �����%0�"<�HD ���5!
���� � ��"%(������B�%# ��"��% ,/ nMPWNZMONTV _SYMQ hTJlMNX hYOUVWP� s(DCC1� +� �D�5� /n_hh
����� 〈W,m,w, l〉� W 8 ;����� ��"��H� m 8 ��"�B���� ���5����� w = (w1, w2, . . . , wi, . . . , wm)
8 ����� ;����� l = (l1, l2, . . . , li, . . . , lm) 8 ����� 5"�� �����%0�"<������ 3��(%��� ���� ���!
0���"<�%# %������% ������"<��� 5"��H L (�4 ������H�� ���5���� ��k5% ��(�� � � 0������
��"��H�

E�5�B� ��"���� 'C!�%5��� � 5"� �? ��;���� B��� �������# ���5H "���"<��0� ����!
��� &��5� ��4"�B�HD ���I������ �H5�"�#�� �	��)����
� �"0����H ,$!1� @ �D ������
��D�5��� I"�������H� ������ ����� I��"#���2 �������	�������� ����)��� ����)��� )�!
������ �5�� re ����� � ��������� �������0� ���k���� ��;���� �����4�������� 4�5�B�
,&�&��)��1 � ��"%B���� �%�� �"%B���HD 5������ ���HD ��;���� �4���� �"�D� ���0�5�HD
���HD� C������� ���������� � �����"<��D 5��%���HD ��;����D �� ��k5�� ������� ��45�!
� I���� ����""�"<�HD �HB��"���� �� ��4�"��< (H� ���H;�� ;���H ��D�k5���� ����%���
@���� � �� �"0����H � �5��� ���(��� �B��� ��"�#�� �� ����� I�������H��� @ 5��"�5�
����������#�� 0����B����� �"0����H � I��"#�����H� �"0���� � �5��� ���(��� �B����
F����� ��� ������������< �����%0�"<������ *�������� 8 ������� π� %�����"���#���
����5�� ��5�B� ���5���� �� %������%� ����� 8 %��������� +��"�5�������< ��0%"��%���
������	���� � ����)��,� ����)�� ��%����"�� �4������� � ����������� π� 3���B�H� 0�!
���B����� �"0����H �����(�H ��"%B�< %������� � "%B;��� ����4��"��� I�����������
� ��k�"���#� ���5���H� 0����B����� �"0���� � 5���5���� �����,+�	
, D���;�D ��!
4%"<��� �� ����4�"� :0� %�����;���������� 4� �B� %"%B;���� 5���5��� ���4�"��< ��k�
��I�������H�� ����
���<�9�� �0������� 40�9��	 6��5
�5��/ +��� ���5"�k��H I��"#�����H� �"0�!

���H � ���� ������������ I"������ �/�� �� �5���B�B�H� �"0���� ,���1!re � ("�B�H�
0����B����� �"0���� ,�VOJl wWNWSMJ eVXOYMSLP� #%!1 �	�� �"� ��D ����5�"�� ��4(����� %��!
����� �� ("���� F%�< ������ �����%0�"<��� %������� p� F����5�� �H�"���� B���4 ����H�
�����H �����%0�"<����� ������"<�H� "���� 5� ������B���� � 0������ ��"��H� )�� ��45�!
"�# p �� ("��� Sj � j = 1, n� n ≤ m �5�������� ;����H W � 5"��H χj �

∑
j χj = L� F��"�5���!

�"<���< ("���� Sj� j = 1, n ���5���"�� ("��!��%�%�% %������� p� @ �"0�����D ("�B���
��%�%�H ���������� �"�5%#��� ����������� I"������ 0������� @ ��B���� �����, �H!
�%��# ("��!��%�%�H %�������� ����	 8 �5�"<�H� ("���� ��, ����	 8 ����������� ���5!
���� � �����������HD ("���D� F��5"�k��� Λ!��������< 8 ���k���� %������� � �5��������
���0�5���<# Λ ���� @�"�B��� Λ ����5�"���� ��� 4��B���� �%����� ��"� 5"� �����%0�"<��
�������������0� "������0� ������� ROLCNF ((λ, β), π(p))� ��"%B����0� � �����<# �"0�����
�������, &��*�����, ,�WcS zMS� 'j1 5"� ������"<��� 4�5�B� "������0� ������� � �D�5�H��
5���H�� 〈Z := W ;m;λ := w;β := l〉� Z 8 5"��� �5�������0� ���������� λ = (λ1, . . . , λm) 8
����� 5"�� ���5����� β = (β1, . . . , βm) 8 ����������H� ������ �"�B��� ��%�%�� ROLC
8 *��������� F��� (ROLC, p) �������4��5��� �4 �5��0� � �0� k� ��5� π(p)� ���%��0� ��H�"
0������ ���(�� F���4���� B� ���0�5���< Λ ��"���� "���"<��� ��k��� 0������� %������� �
Λ!���������� F����5�� �"0���� ��������� ��������� � "���"<��� ��k��� 0������� Λ�

���"#�����H� �"0����H ("�B��� ��%�%�H� ,���1!re � w�e ��4"�B�#�� ��4����� ��!
�%"����� ��k5H� �D ��D ��k� ���"�4��H��<�� � ��4"�B�H�� ������������ 5���5����� �
���������� �%����� $���"<4%#�� �"�5%#��� ��5H ����������2 ����������� 5�%D �"%B��!
�HD I"������ ������ π� ����������� 5�%D I"������ � ("��� Sj� ����������� 5�%D &����	�
*
I"������ � ������ π � ��D�������� Λ!����4��"� � 4�5�B� ROLC� )������ �%���� ���"�4%!
��� ��k� ��4"�B�H�� �����(���2 � ������0� �4������� ������ π 5� �0� %����5�B������ ��



	�/ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

����4������# ������ ���5���� � �����5��� %�������� �HB��"���HD � ����������� ������
&�����	�������� ��������� �)���� ,_WoRWNSMTV xTVRW qOYYWJSMON� DK-1 �/�� :0� �5�� ���4���
� �(�������!�(%�"��"���H�� �������� '�@� ��������B�� F������#�� �"�5%#��� ("�B�H�
5���5��H2 6�������� � &��	
� &��*������ ,_RUzz1� ������ 6�������� ,_RUwY1� 4��������
� ������������ &�������� ,��;����� 4�5�B�  !� �#�4��1�
���<�9�� �507�����8�� �0������� ���5"�k��H $�F� +�������H� ���� @ ��B�!

��� 0���� � ��D ��0%���%# ����H� I�������!5���5��H� � D���������� ��"�#�� �D ���"�!
5����"<����� �� ����H� ��4��k�� ��������"���� %�������� ��"�B���� I������ ����"�!
�� � ��"�("��� � 	!D 5� �/� ������� ��k5�� I������� 4��"#B���� � �H(��� � ������ �
��k�## "��%# ���(�5�%# �("��< ��� �� %���������0� ���5���� "%B;�0� � ��H�"� �������
�H(������ I�������� ��������2 ���5�� 5�"k�� �(����B���< ������"<�H� ������"<�H� 4�!
4��� ���5�� 5�"k�� �(����B���< ������"<�H� 0���4���"<�H� 4�4��� ���5�� 5�"k�� ���<
�������"<�%# �"���5< � �5��

F����5���H� � 5��"�5� ��5�������� ���5� ���"�4%# ����������)�� I������ �� I�!
��������� �D ��5���5%�"<��0� ����������� @�������� ���������� I������ ��4��B�#��
� ��������� � ����4��"��� 5������������� ���;���� ������ ����HD I������ � ��5���!
��������H� �"0���� �������� � �����D �5���B�B��0� � 0����B����0� �"0�������

+����B���< �����5���HD �"0������ ������"��< ��� �� %����� ���5�� "���"<��0� ��!
����� �� � ��� ��5�������� � 5���5�������� ,�����%�������� %�������1� 3���� �(��4��
������� �����B���� ��"���� ���0��%�������"<�H�� F����5��H �(;���H� I���������H �
�����5���H�� �����B�H�� �"0�������� ="���H� �D ��4%"<� 4��"#B���� � ��� B� I��!
"#�����H� ("�B�H� �"0����H ���5��B��"<��� �%"<����5�HD 5"� 4�5�B %������� � ��!
"%(������B�%# ��"��% � ���(���� �%"<����5�H� �"0����H ���5��B��"<��� ("�B�HD 5"�
��;���� 4�5�B %������� � ��������H� F���4��"� I���������� �"0������ 4��B��"<��
������D�5� ���"�0�B�H� ����4��"� ��5�������0� 0����B����0� �"0������ �� ��5���!
k5�# ��4%"<�H B��"����0� ��������� � �"0�������� �����5���H�� � ����

������5��

�� X�>=y".\= -� e XWNWSMJ TVXOYMSLP \OY SLW SbO!^WPWNZMONTV ZSYMQ QTJlMNX QYOUVWP bMSL YWJSTNXRVTY
QMWJWZ 66 rRYOQWTN iORYNTV O\ aQWYTSMON jWZWTYJL� /  g� � �-/,	1� h� 7��.7	-�

/� 5�*���	� v�2�� 5�*���	� 2�'� E�5�B� �����%0�"<��� %�������2 ���5H "���"<��0� ������
����%�� �� (�4� ("�B�HD ��%�%� 66 
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�� 4������	 9���� f��&&�	� 2�'� E�5�B� �����%0�"<��� %������� � ��"%(������B�%# ��"�!
�%2 ����� ��;���� � ��������� "���"<��� ��k��� 0�����H 66 $��� �D� /  -� � �� &� ��.g��

�� :������	 E���� F�����	���, [��� =����B����� �"0����H ���(���������� I������ � 4�!
5�B�D 5�������� �����4���� 66 $��� �D� �[[[� � /� &� /.7�
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@ ���4� � 0����"��B����� �(�������� � ���� ��4����� 4��B���� &����� 5"� ������� 
�!
D���4� ������������ ����5������HD ���� 4������ ���(���0����0� ����"����� ����� ���
� ���("��H I���������� D�4���������� ������HD ��"�B��"���HD ����5�� &����� ,
+&1
���4H��#�� � ������� �&�(������ "���H� ����H� � �����D ��������� 5�B���4��5���� �
�����"<���� ��0����� '���H� ����H ���5���"�# ��(�� �"�k�H� �����5�� ! D�4�������H�
�����H ����5�������0� �����5���"<4������� ��B���4��5���� 8 �5�� �4 ������"�4���� I�D
����� )�� ��"#B�� (�"<;�� ����"��� ����������2 ��5��k���� 5���D k����HD � ���� ��!
�%(�������� ��� � �H��������� ��"�5���� 5� ����5�"����0� ��4����� ����H� � 5�"<���;��
��"#B���� � ����4��5�����H� ��������

�"� ���"�4���� ������� ���(D�5��� ���5%�����< ��"#B���� ����5������HD ����"��
D�4����� � �(��� ����4��5�����H� ����"���� � ��< ������� �(��������� I������B�����
��"����(��4���� ����5������HD ����"��� ������ � D������� �D %B���� � ������������
������ ����4��5������� (�4H� ��������� ��4���� 5�B���4��5���� � �����"<���� ��0����
�� ������ "���HD ���� �����H����� �� ��H� ��(�H 4�����5�����,F�B���!$"HB���0� 8 ���!
�%("��� ����1� &%����������� "�������H ,���������� �("��<1 � �5���;����H�� "������
��H I��B����0� �����5���"<4������ ���� � I������� @ ������ �����"�� 4��B��"<�H� ��H
�� ��4��5���# ��(��0�� ��k� � F�5������<� ,������0�"�����1 (��"�0� %���;�� ��4��5� ��(!
��0% �� ������ ��"%B�� ����%# ��%#� �� ����("�� I�0� �"���� ����;��� ��4��5���� ��(��0�
5�� ��������� ���k�����< ��4%"<�H ��"%B���HD 45��< ��%B�HD ��4��(��� � ��"<# 5�"<!
���;�0� ��4���� �������0� ��4��5���� ��(��0� �� �������� �������

@ �����D "���HD ���� ��k� ��%����"�<�� ��4��5���� ��4"�B�HD ��5�� ��%�H � �"��H �
%B��� I��"�0�B����D �0����B����� 
�k�� ����B��"�< ������H� ����"� �� ��5�� k����HD
� ���2 ���H�H� 8 ("�0���5�H� �"��<� ���%"�� ������H� �"��<� ����(H�� ���("#5H� "�;�5��
���� "��<� ��(��0�� ��4�� ��(��� �%;�H� 4����� 4���!�%���� ��B�H� (�(�H� ���H 8 �������H��
��4����H�� %"��H� ���%�H� �%������� ������"� � ���

F��5"�0���� ���5�"�0�� ��5�"�������� �������"<��� ��%�%�H "���HD ���� � ��4����
0������� � �����4���� ������HD ���������� ����5�"���HD �� ������ �����4������HD
���B���� +� ������� "�����5���� ������"��HD � ���%���HD ���� ��4��(�H��#�� ����<#!
���H� ��5�"�� ��B��#��� ��5������%# ���5��% ���B�� � ���(������ �(����� ��5�"�!
������� ,����5��B����� �����1�

@ ������ ���%����5��� ��(���� �(���H� D�� ��� � �[[� 0� ���� �5�� ��4��5���� ���%!
��� � ����� ��4�"��< ���(H�B���� F� ���5������ ���%���H� ����H ���k�"��< ��B� � �- 
������D ������� F�����"���5��� ��k� %���;�� ��4������� � $��%���� �("��� � 5�%0�D
��0����D �������
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@ �����/� (H"� ���5���"��H 4�5�B� �����4���� ������ (����!������"��� � �� ��5�����!
������H� ������ 5"� ����0� (���� �� �H���� 05� %k� �%��������%# �����"<�� (������ &��!
�� ������� � �����/� ����������"��< �5���� 5"� ���D �"������ +� ������� (���� %�����!
"���# ��%5�%# ����% ������� � ��5� �%��B��!��������� �%����� � ���D ��������� ���2
�(��� ���5��� ���� ���5������� � �5� )��k���� I�0� ���� � 4�5�B� �����4���� ���!
��� ����0� (���� �� 5����%#��� �H��� (H"� ��%����"��� ���5����� 5�����������������
����� �������� @ 5����� ���� �H �0����B���� ������������ �"%B��� ��05� ���H� (���
�H������ 5�� ��4"�B�HD 4��B���� �����2 y1 � y2�∑

i∈I1
xi ≤ S; (1)

(l1 − 1)
∑
i∈I12

xi + l1
∑
i∈I11

xi ≤ 0; (2)

xi ≤ Φi −
m∑
k=1

(qik − gik), i ∈ I11; (3)

0 ≤ gik ≤ qik, k = 1, ...,m, i ∈ I11; (4)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0; (5)

xi ≥ 0, i ∈ I1; (6)

(y1 − αi)xi ≤ 0, i ∈ I1
11; (7)

(y2 − αi)xi ≤ 0, i ∈ I2
11; (8)

(y1 − (1−Δ)yk)gik ≤ 0, k = 1, ...,m, i ∈ I1
11; (9)

(y2 − (1−Δ)yk)gik ≤ 0, k = 1, ...,m, i ∈ I2
11; (10)∑

i∈I12
cixi + y1

∑
i∈I111

xi + y2
∑
i∈I211

xi → max
xi,y

! (11)

05� S ! �(��� 5���k�HD ���5�� (����� I1 = I11∪I12 ! ���k���� ������� �����4��k�HD �������
I11 = {1, 2, ..., N} ! ���k���� ������� 5�D�5�HD ������� I12 = {N+1, N+2, ..., N1} ! ���k����
������� "����5�HD ������� xi ! �(��� �"�k���� (���� � i!H� ���� (i ∈ I1), l1 ! ��I�������
"����5���� ,l1 ∈ [0, 1]1� Φi ! �(��� ���5��� 4����;�����H� i!H� 4�������� (i ∈ I11),
αi ! %�����< ����� �������� ��� ������ i!H� �"��� ��k� �4�< ���5� (i ∈ I11), y !
�5���� ��%5��� ����� �������� ci ! ����� ������� �� "����5�H� ������ (i ∈ I12), yk .
��%5��� ����� k.0� (���� (k = 1, ...,m), qik . �(��� ���5�� i.0� ���5������ � k.�� (����
(k = 1, ...,m; i = 1, ..., N), gik . B��< ���5��� ����%# i!�� ���5������ ��0���"� � k.�� (����
� ������"� ���5� � ����� (����� Δ ! ��"�B��� %��4H��#��� �� ���"<�� ����� �������
����0� (���� 5�"k�� (H< ���<;� ����� 5�%0�D (������ B�(H �"���H 5����%#��D (�����
����;"� � ���H� (����
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@�"�B��H y1, y2, xi (i ∈ I1), gik (i ∈ I11, k = 1, ...,m) ��"�#�� �����H��� �� �"�5����"<���
�0����B���� ,�1.,g1 ��"�#�� "�����H��� � �0����B���� ,-1.,� 1 � ��"���� �%����� ,��1 . ��!
"�����H�

�"� I�� 4�5�B� ��4��(��� �"0���� ��D�k5���� �����"<��0� ��;����� ����H� 4��!
"#B���� � ��� B� ��D�5��� 4�5�B� ��4(������ �� 5�� ��"�����H� 4�5�B�� ��k5�� �4 ����HD
��5%���%��� � ���"�5����"<���< 4�5�B "������0� ���0�������������

������5��

�� 2�)
6 K�5�� [��6����	 :�2� )( �5��� ��5D�5� � ��������# ������B����D ��5�"�� 5"�
�����4���� (��������� 5���"<���� 66 F������ � ��-� +�����(����2 $�! ��������
&) �*+� /  �� /g ��

/� [��6����	 :�2� +�"�����H� ��5�"� �����4���� (��������D ������ 66 &�(������ k%���"
��5%����"<��� ��������� /  �� 3� 7� � �� &� -	.[ �
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4�������� ������ HII:M:NNO ��.

���� ������

-!/�����	���!� 5	��� ��� ���� 2��� ��5!�� ���� 1��
��� ����������	�

&"�k���< I�������� ! � ��B�������� ��4���(��4�� ��"���� � ���("��� ����H� �%����%!
# �5����������� �� ���k���� � ���k��������� ������� ��("#5���� � �4%B���� I����!
����� F�I��% I�������% ��"<4� �����< �5��� (�"<;�� ��5�"<#� ��k5�� ��5�"< ������
��� ����%���� ������������H� �� ��;���� ����5�"����0� �"���� I������B����D ���("���
��������% ��5� ����������< ��� ������0���4%#�%#�� � ��4����#�%#�� �����%� )�� ����!
��������� � I��"#������%� ��5 5������� ��%�����D ��D���4���� ����H� ����5�"�#��
�"�k��;����� � 5�����% �����5% ������� I������B������ ��%�%���� � ���;������� =��%!
5��������� I������B����� ��"����� �5����������H� ���H ����������#�� ��D���4����
������0���4����� ��� �5����%#�� � ���;��� ��45�������� ��I��% �� B��� ������H 5�#
���k�5���H� 5"� �D ������ ��4%"<�H�

�� 0"���H� ���(������ I�������� ��5� %B�H��<� ��4��(�H��� �D��"�0�� ���"�4�
��%��HD I������B����D ��;����� 
H ��4��(�H���� ��5�"� I��������� ����H� �5������
����H��# �"�k��;���� I������B����� ��%�%�H � ���;����� ���������H�� 4� �4%B��!
�H� �"��� I������B����D ���("��� )(��� ��5D�5 ������� �� &������� ���"�4� ��4����#���!
�� I��������� )� ����� � �"�5%#���� )(�%k5���� ��5��k���� �����"����� I������B�����
���("��H� ��� �����"�� ���("��� ����%"��%��� ��B��� � ��(%��� ������ ������"<���
���"�5������� B�(H ��%�%������< �� � �����%"�����< � B���D ������D� ����"<4%��HD
� I������B����� ����� � ���5�"�0�� ������B����0� ��5�"��������� F� 5���H� I������!
B����� ������� � ������� I������� �����5��� ������H� ���"�4 �������� I�������� �
�H��"�#�� �"�k��;���� � 5���H� �����5 ������� I������B����� ��%�%�H . I������B�����
�0��H � �D ���;����� @H5�"���� ���k���� ������"<�HD � ��������HD ������ � �����!
��� �0����� ������ � ���(D�5���� ��"���� 4�5�� �������� I��������� @H���H����� ��"���
������ %�������� ������"<�HD � ��������HD (�"������ � ��"% ������ �4����#�� ����H
� ������H �0���� � 4��������� � ��������� �0����� *������� I������B����D �0����
����H��#�� ��� �D ����5���� � �4����5������� )�� ���k�# �%�������H� ���(������
�"�k��;�D�� I������B����D ���;���� � ����%�� � ��45������ 0��%5��������� I����!
��B����� ��"���� ,��"�0���� ��"����� (#5k��HD ���D�5��� 0��%5�������HD ���0����1 �
���;��D %�"���� ,���;��D �H����� ���;��D 4�����1� ��� �����"�� ��� ��45���� ��5�"�� ����!
5���� � �4����5������ I������B����D �0���� ���D�5��� �H��"��< ���<�4�H� ���"�5�������
F��"�5��� �(�������� ��� B� ����D�5��� I�������� ������ ��5���� ��"� �(����� �4%B����
I������B����� ������

&����� %�������� (�"����� 5���"����� ���������� ��������� I������B����D �0�����
��4��(�H��#�� �������� 0��%5��������� I������B����� ��"���� � ���;��I������B����D
%�"����� &������� � ������D ��5�"� �H��k�# � ��%��H� I������B����� ��;����� ����H�
��5� �����< � �����<# ��5�"�� � ���;��� %�"����� � ����HD 4����� ���"�5���� �����!
HD ��;����� G����"<�H� �����;���� ��������HD � ��������� ��5�"�� ����H� ��5��k���
� ��������� 4��H��# �����% %�������� ��5�"�� 3���� ��%�%�� ��5�"� ����H��� ������
�"����� ��"���� � �5�������������� �� ��D���4�H ������0���4���� I��������� & ����!
�<# ��5�"� ��k�� �������< ���"�5���� ��%��HD I������B����D ��;���� B���4 �������H�
��5H �����I������B����D ����4��"��� ����B����H� � �����<# ��5�"�� 
�k�� ���"�4���!
��< I���������< � 5�����B���< I��������� ���"�5%� �4����4��������� �������HD ��5��
����4��"��� 
�k�� ��������< I���������< I������B����D ��;����� ����B�H��� ��4�H�
�D ������H�

�"� I�0�� ���k5� ���0�� �����5��� ���"��B����� ���"�5������ ��5�"�� ��"< �����0�
. �����< ��B�������� ��0"���� ��5�"� � I������B����� 5������"<���<# � �H����< ��!
B������H� ���(������ �4�������4�� �����I������B����D ����4��"�� � 5���HD �������HD



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	�-

%�"����D� ��4��(�H����� I�������H� B��"���H� ���5 ���"�5������ ��5�"� 5"� �����5�!
��� �HB��"��"<�HD I����������� � �H��"����� ������HD ���B���� F� 5���H� I������B�!
���� ������� �����5��� �5���������� � ����������� ��5�"�� +������� �� 5���H� �HB��!
"��"<�HD I����������� � ��5�"<# �����5��� ���"�4 �������� I��������� ���0��4��%���
�� ��4���� ��� ��4�HD �������D ��%��HD I������B����D ��;����� ���������� I������!
���< �������� I������B����D ��;�����

3���� �(��4��� �(��� �D��� ���5���"���� I�������� �����%����<# I������B����D �0��!
��� ����5���� � �4����5������ ����HD ���k�# ��%������ ��D���4�H ������0%"��������
I��������� ��B����� � ���("���� ������������H� 5��"<�H� ������H� ���"�4�� ������!
�HD ���(������� ��%��0� �������� I������B����D ��D���4���� �� 5�� ���5���4��"<�%#
��"% ��5�"��� �� �������� ���� ����5 ��4��(�B����� ���H� 4�5�B�� 5"� ��;���� ����HD
��%���� ��"� �������� ����% B� �(HB�� ����� ��;���� �����"����� ���("��H I������!
B����0� ���"�4� � ���0��4� �0����B��H�

3�D��"�0�� ���"�4� I�������� � �����<# ��5�"�� ��55��k������ ���""��%�"<��� ���!
�<#����� ������� ��)
)� � ���5� ����� vehsr� @ ��)
)�� ��5�"< ���5���"����
� ������B����� ������ ������ 5����B�� ��"��� 0�(�� � �5����(��4�� ���k�� ��%�%�%
;�����0� �"���� ��5�"��� &����;���� ���5��� � ����<#�� � ����HB��� ������B�����
������� ��)
)� �����"��%� �����"<���< �����;���� ��45������� ��5�"� � ��4��"��
�����������< �D I������B����� ��H�"� ������B����� ����� �4(H�B��� ��I��% ��)
)�
������B���� ���"#B�� "�;��� ��������H� � �����5� ��5�"< � ��5%� %5�(���% 5"� ���"�5�!
������ @ 5��"�0� � ���"�5����"�� ��)
)� 4��H��� �����% %�������� (�"����� ��������!
�� ����5���� � �4����5������ I������B����D �0����� �H��"��� �%5������ ����(��4������
��5�"�� �����5� �� � ��5%� %5�(���% 5"� B��"����0� ���"�4�� 
����� ��4%"<��� �HB��"����
�(��(�H����� � 5��"�0�� ���5���"���� �("����� � ��4%�"�4��%��� 0��������� 5��0���!
���� � ��� ��)
)� ��4��"�� %5�(�� � I�������� ��(��< � ��5�"<# �� ���D I���D �
��45����� �5���������� � ����������� ��5�"� 5� ����������� ��4%"<��� ���B���� &
�����<# ��)
)� %5�(�� ��5���������< ��5�"<� ��� I�� ��k5H� ������ ��5�"� � ���!
���������� ��4%"<���� ���"�5������ � B��"���HD I����������� 4���������� ��������

& �[7g 0�5� ��;� ���"�5������ �����������H �� ���"�4 I��"#��� ��%�%�H ��������
I�������� �� D�5% ���������� � ���������� I�������� �� D�5% ������H�

�� @ �[7g 0�5% ��4��(���� ������B����� ��5�"<� ������ ���k�"� ���"<�H� ��D���4�H
��0%"�������� ����4��5��� � �(������� � �"������ �5����������� ��0%"��%���� I������!
���

/� @ �[7[ 0�5% ��45��� ��5�"< �"������ �5����������� ��0%"��%���� I�������� � �����!
�����H� �������� ���;���� �����0� � 0��%5�������H� ������� ��0%"�����"��< 4�������
� �����"���B����� ���5������ � � ����������� �����H�� � � ������

	� @ �[[ 0�5% � �����<# ������"<�� ��4��(������ ��5�"� (H"� ����4���� � B��% �����5�
��4��� "�(���"�4���� �������� I�������� . (H"� ���5���4��H ���"�5���� ������H �[[/
0�5��

�� @ �[[� 0�5% ��45��� ��5�"<� ���k��;�� �"�k��;���� �����%�� �����5� &&&� I������!
B����� ���;�����

�� @ �[[	 0�5% ��45��� ��5�"<� ���k��;�� I������B����� ���;����� �"�k��;���� �� ���!
��� I��� ������H�

g� @ �[[g 0�5% ��45��� ��5�"< I�������� ��0����� ���k��;�� I������B����� ���;�����
��4���;�� ���"� ��%B����� ������4���� � �����5 ����������� ��(�"�4����� �[[�!�[[7 0�5���

-� @ �[[[ 0�5% ��45��� ��5�"<� �� ������ ������� �����I������B����� I���������< ���!
���� ���5"�0��;�0� ���%"�����< ���5������� ��������� � ���"<�H� ����� � �����<#
�H�%��� �("�0���� 0��%5��������0� 4���� ��4�����

7� @ /  / 0�5% ��45��� ��5�"<� ������ ����H��� �4����5������ 3�� � I���0�����("�#!
��D ����"�� � %�"����D ������� I������B����� ����0��� 
�5�"< ���5��4��B��� 5"� ����!
�� �"����� I���0��B����� ��"���� �� I��"#��# I��������� [� @ /  � 0�5% ��45��� ��5�"<�
� ������ ������ ������ �(��� � ���������� I��������� 
�5�"< ���5��4��B��� 5"� ������
��"�0��("�0����� (�4H � ������ �"����� ��"�0���� ��"���� �� I��"#��# I���������

@ 5��"�5� ����� �4"�0�#�� ������ ��45���� ��5�"��� ��%�%�� ��5�"�� � ��4%"<�H
���"�5������ � ���B����
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��%���������� ����������( 4��������
������L ��	�%�/ 	�$�������/ ��& �#	�	��

"��� ���%����

-!/�����	���!� 5	��� ��� ���� 2��� ��5!�� ���� 1��
��� ������������	�

@ �[-� 0� � @HB��"��"<��� ����� *+ &&&� ,���� �*+1 ��4���"� ����� ������"����
���"�5������2 ��������� 	�	
�� �	��	������ ���������� � ������ ���5�"�0�� ��!
����B����0� ��5�"�������� �"�k�HD ������ ��4���� � ��������HD ��%��D� (H"� ����!
4������� � 5���k������ ����������� I������B����� ������ ���"�� (H"� �����5��B��H ��
��4��(��� ���5�� �������� ���"<�HD I������B����D ���;���� � �4%B����� ������ ����

& �����<# ��5�"�� %5�"��< ����< ��%����## "�0��% ��4���� I������B����D ����������
���H�;%#�� 4� ��5����� B��� ��4�"��< (H ����5����"<���� ������� I������B����D ��"�����
������ �� %�"�5H��"��< � �4����H� �����B����� �D��H� )�H ���������� ��5�"�� ����4�"�
B� ��� �"%k� ��5�k�H� ����%����� ���"�4� �����I������B����D 4�������������� � ��!
k� ���0��4� ���"�5���� �����I������B����D ��;���� <�� 560�1�� 6�>�����? 60�m�1T
:�>6? ����:��	/ 
�k�� ���4�<� ��"%B�"��< ��"�� �"�����<� ���������D I������B����D
������� �H��k����� �4H��� ������B����D ��5�"��� �� ��5�"� 5��"<�� ������H � �/� 	��

F��"�5��� ��4��(��� ��5�"� I�������� ������� %B�H��#��� ��"�B�� �����0� �(����
(H"� ��4��(���� �� 4���4% G*+& �G� )�� ���5���"�� ���H� I�� ��4���� ���5�� ��5�"�!
�������� �����"<�% �������� �� ����� �����B����� �D��� ���������� �������"<�HD �k�5����
� %����"����� �����"�� � ���"�4����� � �����<# ����� �D��"�0�� ��5�"���������

������5��

�� F���������	 ��'�� �����	 2�2� F������H ��������� ��5�"��� 
�2 
=�� �[7	� 
�2 G�4���
/   �

/� �����	 2�2�� ���&��	 E� 8�� s������ 2�2� )�H ������B����0� ��5�"�������� I����!
����� 
�2 ����0�����45�� �[[g�

	� �����	 2�2�� ���&��	 E� 8�� s������ 2�2� ) =���"��� � ��I���������% �H��%2 
��!
���B����� ���"�4 I��"#��� ���������D I������B����D ��%�%�� KLW r^dMN vWVVWN hYWZZ�
sWbMZSON� ��� {_e� �[[[�

�� �����	 2�2�� ���&��	 E� 8� 
�5�"<��� �"�����<� ���������D I������B����D �������
LSSQ266MZMY�YTZ�YR6bMN6^U6ZLOb¡YW\�TZQ�h �M^!/	/g7�VN!YR

�� ���&��	 E� 8� 
�5�"� I������B����� 5�������� ��������H� �� ���������� ���0��4�� I��!
����B����D �0����� 
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 �������+���0*�� "��� � �%��( &�%�
�
���!��%����� ��%������� ��� ����
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$����� 5�� ���5%�� � 5�� �����(� ����4��5���� &������� �����H ��k5���"���� �
��"�B��"���H�� �B���� ��������"<��0� ���5���� �"������� @ ��k5H� 5������H� ��!
��� ������� ������� ��k� ��"�5H��< ��5�"��H� �5���B�H� ���%�� � �5�� �4 5�%D ����4!
��5��� F�� �"�k���� � ������ ����4��5��� ������ ����D�5� �4 �B�� (x, y) � �5�% �4 �B��
(x+ai, y+bi) � ����������� pi� ��� �"�k���� �� ����� ����4��5��� ����D�5� � � k� �B��
� ����������� qi� 05� ��(�� ��"�B��"���HD ������� (ai, bi), 1 ≤ i ≤ k 4�5��� +�����H� �4
���������� ��0% (H< ����H �%"#�

∑
i pi =

∑
i qi = 1 � ����4 ξ (%5�� �(�4��B�< 5�%����%#

�"%B���%# ��"�B��%� ����5�"���%# ��(���� ���������� {pi}� � B���4 η . 5�%����%# �"%B��!
�%# ��"�B��%� ����5�"���%# ��(���� ���������� {qi}� E�������%�� � ��k5�� �B�� (x, y)
�����!"�(� %����"���� α(x, y)� �������#��� 4��B����  �"� �� 3�05� ��� %����"���� α(x, y)
��"%B��� ���������� ������� Z(t) = (X(t), Y (t))� ������ ����D�5�� �����0� ����5�"����
�"�5%#��� �(��4��2 �4 �B�� (x, y) �H ��k�� �����< � �B�� (x + ai, y + bi) � �����������
si = α(x, y)pi + (1− α(x, y))qi ������������ �!��< �H��"��#�� ���%�����H� �����;����

Z(t + 1) = Z(t) + α(X(t), Y (t))ξ + (1− α(X(t), Y (t)))η,

���B�� Z(0) = (x, y)�
:�������� ����(���<� B�(H ������ %����"���� ,�"�k���� ���%��� � ������ ����4��5!

���1 (H"� �"%B;�� 5"� �����0� ���5%��� � ����� %����"���� . �"%B;�� 5"� ����0� ���5%���
G����"<�� I� ���5��"�k���� ��k�� 4�����< ��2∑

i
pibi < 0,

∑
i
pi(ai + bi) > 0,∑

i
qiai < 0,

∑
i
qi(ai + bi) > 0.

F�5 �H��k5����� �����H �H (%5�� ������< �HD�5 �� �4 �����0� ���5�����
��"< %����"���� . ������4�����< ��������< �H��k5���� �����H�
�"� ���"�5������ ��������� ����5���� �������� ���4H����� ��"�4��� ������ %�����!

���� ���5����� � ���� ����%# 45��< 4���;�� � �"�5%#��� ��5�⎧⎨⎩
∑
i
pie
−(λai+μbi) = 1,∑

i
qie
−(λai+μbi) = 1.

�% �����% (%5�� ��4H��< �������� ��������������� � ������������H� ����������
���������� �"� ����� ��������������� ��������

)B���5��� B� ���� (0, 0) ��"���� ��;����� I�� �����H� F����5���H� �H;� %�"���� ��
��I�������H �����H 0������%#� B� ���"<�H� ��;���� ��"�k��"<�H� @ ���5��"�k�����
B� I� ������ ���� ��� �"<�� �5�� ��;���� (λ, μ)� � ��(�� ��� (H"� ����4���� B� ���
x→∞, y →∞ g(x, y) = O(e−(λx+μy))�

@�4����� ������ � �H(��� �������"<�HD ��� (m,n) �� ���5%�H� ��4��"�#��� ������!
4�����< ��������< ��4������ �����H� @��5� ���������%� ��k�� �B��<� B� ���H ���#
��5 (cosϕ, sinϕ)�

F�� ���D ����D ��������� ����< %����"���� β(t) ,�������#��� 4��B����  �"� �1 ���
B�(H ������4�����< ��������< �HD�5� �� ������"<�%# ��"%��< �4 ��B�"<��0� �����!
��� t 5�������0� �5�������0� �"%B����0� �������� V (s)� ����k5����0� I��� ������� F%�<

������� ����	
�
� �� ��������� �� �#��&���'&'�!  +����� �� ���
��� )��*��
�� �$ �	1 �����������

��
�������� ����8� 
��7
�� 9��	 �� .:�4   "0��&"&!"!



	/ ����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� �����������

δi = ai cosϕ + bi sinϕ� ��������� 5�� �"%B���H� ��"�B��H θ � ζ� �������#��� 4��B���� δi �
����������� {pi} � {qi} ������������

3�05� V (s) ����5�"���� ���%�����H� �����;�����

V (s + 1) = V (s) + βθ + (1− β)ζ.

F%�< h(t) ������"<��� 4��B���� ��������� �HD�5� I�0� �������� �� ������"<�%# ��"%��<
�4 ��B�"<��0� �������� t� I(t) = {i : t + δi < 0}� 3�05� 5�"k�H �H��"��<�� �����;����

h(t) = min

(∑
i/∈I(t)

pih(t + δi) +
∑
i∈I(t)

pi,
∑
i/∈I(t)

qih(t + δi) +
∑
i∈I(t)

qi

)
.

'�0�� ��5�<� B� ��� "#(HD ϕ ������5"��� ���������� h(x cosϕ + y sinϕ) ≤ g(x, y)�
���H (%5�� ��4H��< %�������;���#���� 5"� ������������HD �"%B���HD ("%k5�����

��"� �������B����� ��������< ��4������ �5�������� 4�5�B� ���� ��5

h(x cos ϕ + y sin ϕ) = O(e−(λx+μy)),

05� (λ, μ) . �"�B��� � , � 1 ��;���� ��������������� �����H� �� %�"���� �H��"������ �
B������� ��� ϕ = arctan μ

λ �
F���4���� B� ��� ����D� �"�B�HD � %�������;���#��D� ��������< �HD�5� �4 �����0�

���5���� ��� "#(�� %����"���� ����� �5������

������5��

�� 3�&�&��� v�[� )( �5��� ��5�"� ������5�"���� ��5�"���0� ���%���� 66 �������H� ���"�4
� ���"�5������ ��������� &���� /� /  �� 3� �/� � �� q� ��!-	�



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	/�
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@ 5����� ��(�� �4%B���� ��"������� ��5�"< �%�������������� (���� �� �����5 � T
�������HD ����� �"� T = 2 �������4��%��� �"�5%#��� �%�������" f1 − f2 + f3� 05�
f1 =

∑
i∈I12

c
(1)
i x

(1)
i + y(1)

∑
i∈I11

x
(1)
i ! ���(H"< 4� ����H� ��� f2 =

∑
i∈I22

c̃ix̃i + ỹ
∑
i∈I21

x̃i ! ���D�5H

4� ����H� ��� f3 =
∑
i∈I12

c
(2)
i x

(2)
i + y(2)

∑
i∈I11

x
(2)
i ! ���(H"< 4� ����� ��� E5��< ���k���� ��!

5����� I11 ! 5�D�5�HD� � I12 ! "����5�HD ������� ���k���� ��5����� I21 ! 5���4���� � I22
! ��"�5�� 5� �����(������� c(k)i � c̃i ! 5�D�5���< �"� ������H �� ����H� (%��0�� �����!

������� k ! ��5��� ���� x(k)
i � x̃i ! �(���H ����HD (%��0� y(k) � ỹ ! ����� �� "����5�H�

������ �"� �� 5���4��� ������������ F%�< I11
⋃

I12 = {1, ..., N} � I21
⋃

I22 = {1, ..., N}�
@ ��� (H" ������� I�������H� �"0���� ��;���� �����"����� 4�5�B�� ��(%#��� ��;����
�� (�"�� B�� /��/v�	 4�5�B "������0� ���0������������� @ �������� ��(�� ���"�5����
�"%B�� (�"<;�� ��4������� 4�5�B� ,�� v5 11 � (H" ������� �"0���� ��D�k5���� ��;����
�0��0��������� 4�5�B��

����� �0�� �4%B���� ��5�"< �%�������������� ����0� (����� �H;�5;�0� �� �H��� (��!
������D %�"%0� ����� �0����B����� ���5"�k���HD � ���� ���5��� �"�5%��� 2 y ≤ (1−Δ)yk� 05�
y ! ������� ����� ����0� (����� yk ! 4�5���H� ����� ���"<�HD (������ F��5"�0���� I����!
���H� �"0���� ��;���� �����"����� 4�5�B�� 5�#��� �����"<��� 4��B���� ����� ����0�
(���� 5"� ����"�B���� ���(�"<;�0� B��"� �"������

������5��

�� 3�����	���� 2�:� )( �5��� ��5D�5� � �����4���� �������HD ������ 4�������D � ���!
����� 66 +�����(����2 F������6�*+� &�(� �5.���� $�. ��������� /  -�
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+� ����5�� ���"�5������ �������� � � "�(������� ���"�5������ �������� +$$

 &F(
=� 5"��"<��� ����� ��4��(�H��"��< ���0�����H� ���5��� 5"� ��;���� 4�5�B "������0�
���0������������ ,'F1� � �D��� �D ��0���4���� ��������� %�"�k��"��<� )��(�� ��������
%5�"�"��< ��4��(������% �����H� '� @� ��������B�� � @� *� E�"0�""���� ��� ���5% ��;����
������"<�HD 4�5�B 'F� ����"�5���� ��"%B��;��% ��4����� ���5� 0������������ ��"(����
@ �������� ��4���� ��;�D ���0���� ��������� �H��(�H��"��< ��(������ � ���0�����H�
�����%����� ������ ("�4��� � ��%� B� ���B�� ��4H����� �(�����!������������H� ��"��
���0������������ �/�� )(4�� ��(� � I�� ������"���� (H" ���5���"�� � �	��

@ ���"�5��� ����� ��� %5�"��<� ����"<4%� (�"�� ���H� �����%���� ,nss� \#!@?HW .H!_
.Hi>@>H"<� 5�����B���� ������5�����H� (�("�����1� ���5���H� 5"� �����H mMN^ObZ� ��!
;�< ������;���� ���("��H ��0���4���� ���0������� �����H � ���5"�k�< �D��% ������
����H� �("�5�� 5����B��� 0�(���<# � ���H��<#�

F��5"�0���H� ���� ����������"�� �� ��;���� 4�5�B 'F� � ����HD %�"���� ��0% (H<
4�5��H ��4�H�� �����(���� � �� B��"� �"0�����B����� *"0�����B����� �����( ��������
%�"���� 45��< �4��B��� B� ��"(�H �����H �0����B���� � ��I�������H ��"���� �%�����
�HB��"�#�� ,0������%#��1 �� ����5 ��;����� 4�5�B�� � � ����� �������� ��;����� ��
�����( %5�(��� ��������� ��05� ������ �0����B���� ��5��k� �B��< ���0� ��"(���� � �(���
����������� �� ������ I� ��"(�H �H��(�H��#�� 8 �� ��"��� � ���� 4�5�B�� �������
4�5�B� �������0� �������� 4�5�B� ���;�%�4���� ������4��� 4�5�B� 'F � ("�B��!5��0���"<���
������� �0����B����� ��;����� ���5�� ��4"�k���� � 5�� @ ��(�� �	� 5�� �(4�� ��4��k�HD
���������� I�� �D��H�

)"�B�� ��4��(������ �D��H � ��� B� ���0������� ������ ��4(������ �� �����"<��
��5%"��� �5�� �4 ����HD 8 I� ��5%��� ���0������ � ���"<�H� ������5���#�� � ��������%
� ��������� � �H(����� ����H� ��"<4����"< 5�"�� ���5�����"<�� �"� � D�5� 5��"�0��
+�(�� ������5�����HD ��5%"�� ��k� ����"��<�� ��"<4����"���

&��5� �H(�����HD ��5%"�� ��D�5��� � ��5%"< ��D�5�HD 5���HD� � ������ �����5��B���
��� ���������� � ��;����� 4�5�B�� ����� ���5���"���� ��D�5�HD 5���HD� ����� �H5�B�
����B��"<��0� ��;���� � 5�� )� ��(��� � ��D�5�H�� 5���H�� 4�5�B�� ����H��#���� ��!
���%� ����� ����HD B���� � �� �0����B����� � ���B�� �� 4�����H �� �"� ���� ����������
� 5�%0�D ��5%"��� @���� �� �D�5���� � �����% ��5%"�� 5���"���"<�HD � ���%������HD
��������HD �� �����"�� ������ ��5%"�� 5���HD�

�����%�������� ��5%"� � ��5� (�("����� �� ��"���� � ���0�� ��H�"� �(�����!�����!
�������H� ���0�������������� �� � I� ����� ��5%"� ��4��"�� ����H��<� �� ��(�����%#
���������#�

������5��

�� F������	�� `� 9�� (����� 9�2� ���B� �������"<��0� ������� ����H;"���HD ������!
"��� '����0��52 '���45�� �[��� �[7 ��

/� B�� 8� )(�����!������������H� ���"�4 � �������������� & ��������� ���"�k���� ��
q��� &F(�2 +������ ���"��� �[[7� �g ��

	� F������	�� `�9�� 3�����	���, E� 9� =������������ ��"(��� � ����"���!���5� 66 �����!
���� � ������B����� ���5H� �[7�� K� /�� �H���� &� �/7.�	7�
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@ ��"<������ I�������� � �[7 ./  � 00� ��("#5�"��<� ��4�"��< (H� &������������ ��B��!
��� 5�%D I�����B����D 4�������������2 ���H �������� @@F � ����4��5��"<���� �%5�
(H"� ��"�k��"<�� �����"�������H� �05� ��� ���H �������� ����H 4������ � ����4!
��5��"<���� �%5� ������"<��� $4����� ������ ��5�"< ���"�B����0� ����� ��5��k����
�%����# �D��B����0� ���0����� ��"5��� � �%����# ��D���4���� ="��(�����0� ��#0��� ����
�� ��5�"< �(������ ���%#� 5���"<�� �������B���%# 4�����������< ����H�� ��"�k��"<!
�H�� ���4��� ���� ������� ���5�����%k������ � ������"<��� ��"��� �%5�� � �5���
�����H� � ����� ������� ����4��5��"<���� �%5� � ���5�����%k������� � 5�%0��� )5��!
�� I� ������ ��5�"< �� ���k�� ����%#� (�"�� �(�%# 4�����������< ,�� �"<�� ��"<������
I��������1��

@ 4���5��� I������B����� "����%�� ��5��B��� ���(�����< ����"<4������ ��(�B�� ��"H
� $�"��� ��4������ �����5������� �	�2 ��� ���"�B����� �k��"���� � ��5���� I�������� I��
����H �����"���B����� ���5������ ������# ���B�"� �H�������"�����������%# ��(�!
B%# ��"% 5"� ����"<4������ �H�����D��"�0�B��0� �(��%5������� � 4��� �� ���� ���;������
4������ ��� ������# ����� ���"�����������HD ��(������� ����"<4%#��D �D��"�0�B�!
��� ����� ���0��������� �(��%5������� )5���� ���k��� ��5�"� ��� � ������5�������� ��(�!
B�� ��"��� �� � (�4 ��� �� �(�����"� ���;�� ����5����"<��0� ��B����� 5�%D 4��������������
���B���HD �H;��

+� (�4� ������������ ������� ��4��(���� ��5�"< ��5����� ����H ���(H"� � ����k�!
��# ,
3+FF1� �(�(��#��� ����%# ��5�"< ��� /�� @ �������� ��(�� 
3+FF ����(��4�����
� 
3+FF!$ � I�4�0���H� ���5"�k����� ��(�B�� ��"H ("�0�5��� ��5��������� �%����� �D!
��B����0� ���0����� � �%����� ��D���4����� @ I�D ��5��������D %B��H D�������H� 5"�
$�"�� ,�� �� 5"� &A*1 ������"<�H� ����H� 4��������� ���� ������� ����4��5��"<��!
�� �%5� � ���� ������� ����H 4������ � ���� ������� ���5�����%k������ � ����H
4�������

������"���� B� ��%�%�� 
3+FF!$ ��5��k�� � B������� �����< �(���HD ���4�� ��!
�� ������� ����4��5��"<���� �%5� ,���< ������"<�HD � �5�% ��"�k��"<�%#1� � ��k�
�����< 5���"���"<�HD �(���HD ���4�� ����H 4������ ,���< ������"<�HD � �5�% ��"�!
k��"<�%#1� �� ��"#B�#��D ��� ������� ����4��5��"<���� �%5�� $4 ���B���HD ;��!
��5��� �(���HD ���4�� ;��< %���"�5����H % ������ ��5�"��

)�%����"�� ����D�5 � 5������������ ����H 
3+FF!$ � ������������ $5�������!
�����H �� ����("#5���H� �������H �����5���� ���������� %��������� ������ �(�(�����0�
��"<�� ��"���� � �����I������B����� 5���H� 4� �[7 ./  � 00� ��� ��� F����5�� ����������!
�H� �����B����� ���"�4 � �������H 5�"0����B�H� �������� ��4���� I�������� $�"���

@ ����B����� �������� ��5�"� ����"<4����H ��I�������H ����������� =� 3��"�� )!
�����"<��� ���5�����5���B����� �;�(�� ������������0� ���0��4� ��4��HD ��������HD
,���5�������� ����H 4������� ������"<��� ��"�H �%5�1 ����� � �������� ���B�� (�!
"�� [� �������� I�� �;�(�� ���D�5��� �� 5�"# ����"��� ���������� ,���������B����D
���D�k5����1� $��������H� ���B�H ��5���5�"� � �(�����"� 5�� �H;�%��4���H� 4�����!
�������� �������;�� ���"� I�0� ��4�<�� ����5����"<�H��� F���4���� B� � ������ ,����+
)������1 �������� 5"����� ��"��� �"� (�"<;�� ���" � ��������H� �����5�� ����5�� 	 .� 
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"�� 5������%� ��5 �����! � ���5�����B�H�� ���4������5�B������ ���������� �����"����
�����"��

&��0B���# ���5� ���� ���(���B��� ������� � ���(H"� � $�"�� ��0"� (H ���"%k�<
"�(� %��"���� �����0� ������"<��0� ��45������ ���� ������� ����H 4������ �� ���
������� ����4��5��"<���� �%5� �� /!� ��������� "�(� ����D�5 � �������� ��"�k��"<���
������ 4��������� ���� ������� ���5�����%k������ � ����H 4������ � 	!� ���������

+������"<��� ����������� �������� � 5������������ ������� 
3+FF!$ �� %���B�!
�� � �!� �������� 5"� 4��B���� ���������� �5�������������HD �� 5���H� (�4���0� �����5��
+��5��H ������"<�H� ��"�B��H �"#B��HD ��������� �%����� �D��B����0� ���0����� � ��!
D���4����� ��� ����HD �����D�5� ��&������������� (��%������ *�5������ C����� ����k!
5�#��� ���5�"<�H� ���"H � ���"���B����� �����5�� �	�	 0� � "���"<��� ("�4��� ���k��0�
����������0� �������� �� /!� ��������� )5���� ��B�k��� ���"�%5� ���5�"<�HD ���"�� �
B��4������ ,���0��������1 ���5�"k��"<���< ����D�5� � ��� �4 ��B�"<��0� �������� /  � 0�
���5��"<��%� � ��� B� ��� �� ��0% �"%k�< �����"���� �5��"�4����� (�"<;�0� I������!
B����0� ���"�� &���������� �������� 	!0� �������� � (�"�� �H����� 4��B����� ������"<���
��"�H �%5�� B�� � �!� � �� /!� ��������D� �������B���� %���B����

�������"���� ��5����� (�4���0� �����5� � �!� ,�����������1 �������� �����5� � �!
�%� B� ��������H� 
3+FF!$ ����5�# I������B���%# �("��< � ���� ����� �"� �0� k�
��B�"<��0�� ���(�"�� �������0� �������� /  � 0� �� /!� � 	!� ,��(�"�4������HD1 �������!
�D ��������H� ��5�"� ���#�� � I������B����� �("��� ��4������� � 0"%(��H ���0��4��0�
�����5��

@� ���D ��D ��������D ������� ��5����� ���k���� ����H ���(H"� ���"� /   0� �����!
��k5���� ������� ��5������ ���H;���� ����H ���(���B��� �������� �� ������� ����� �
��B�"� �[7 !D 00�� B� ��0"��%��� � ������"��� �� 
������ *��"�4 ���0���"<�HD ��5�"�� �
�H��"���HD �(������HD ��5����� � 5����� ���"�5������ ����< ���5��"<��%� �( ��%�"<!
���� I�0� �"����B����0� ����4��5����� +��(D�5��� 5�"<���;�� ��4���� 
�������� �����
�����"���B����0� �����"���� � �����<# 5���k���� ����������� �������� � �������
��������

������5��
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�5�"� ���"�B����0� ����� +�����(����2 $�)FF &) �*+� /  	�
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���&������� ���"�5������ I������B����D ��������� � ������� +�����(����2 $�)FF &)
�*+� /  �� &� �� .�-/�

	� o@!=H j� jMJTY^MTN K]QW O\ sTUORY zOYJW MN T wYObSL q]JVW vO^WV _STUVW roRMVMUYMRP� hWYMO^MJ
zVRJSRTSMONZ TN^ qLTOZ 66 vWSYOWJONOPMJT� /  �� x� �� h� � [.��-�

�� ;H??"> A�d�� Yt?@ %�� /@! ->_ X� �K MN SLW rRYOQWTN {NMON2 nYMdMNX hYO^RJSMdMS] qON!
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@ ��(�� ���"�5%��� ��5�"< I������B����0� ���� � ������H��#������ ����"������ ,���
����0����# ���1 I������B����D �0���� � ��D�����5�H� k�4����H� ���"��2 %�"���� 0���!
��� ���"�5��<�� �4��"��<�� ������<�� @ �����5 ���(�"<;�� �������� 8 �4��"���� ��!
5���5H ����5�"�# ����0�B����� ��;����� ����#����� ������5�"���� ����0� 5�D�5� ��k5%
����("����� � �(���k������ F��"�5���� � ���# �B���5< ��45�"���� �� �������4��5�����H�
����������� 4��"#B�#����� � ������"<��� ��55��k�� ,�� ��4������ ������1 ���"�5�0��
����"����� �� ���#��0� ��(�����HD ���B����� 5�D�5� ,� B?�� ��(������� � ����� ����!
��"������ ����� ��5�"�1� � �����"��"�k���� � ����4��5�����H� ������ �5�B� � ���!
�HD ���D�5��� �� 4��"#B��"<�H� �����5 k�4�� 8 ������<�� F���4��5�����H� �����
D�������4%��� ����"����B����� ����4��5������� �%������ F (Kt, Lt)� � ��������� � ��!
���� �(�?� ����4��5��� � ��������� �H��k���� ��"���� �%������ � �����"��"�k�!
���� �5�"���HD � ���5H5%��� �����5 � ����"�B?��HD �%5��HD ���%���� ����"����� 5���0!
;�0� �����5� �4��"����� ��;���� 4�5�B� �������4���� ���(H"� � ����4��5������� ������
F (Kt, Lt) − wt · Lt → max �����5� � �H��"���# ������ �� �%5��H� ���%��H Lt� ��"�B��H
4���(���� �"�H wt � ����� ������� �����"� Rt � ��%��� �����5�� @H(�� �����"<�HD
����0�� ����(��"� ��%����"���� �� ������ �������4���� ������(�"<��� �%����� ��"�4!
���� � ��I��������� ��k��������0� 5������������� ��"�4���� 0 < β < 12

u(ct−1) + βu(dt) + β2u(et+1) → max,

05� ct−1� dt� et+1 8 �(�?�H ����("���� � �����5H ���"�5����� �4��"���� � �������� ���!
��������� ����"����� B<� �4��"��<� ���D�5��� �� �����5 t� ����H� ��"�B��H %5��"�����!
# �"�5%#��� %�"����� ���4�2

0 ≤ ct−1 ≤ st−1

1 + δ
, 0 ≤ dt = wt −Rtct−1 − st, et+1 = Rt+1st,

05� δ > −1 8 ��� ������� ����"����� st−1 ��"�B��� �(���k���� �� 5%;% ����"���� ���5H5%!
��0� ����"����� � �� �D B<� �4��"��<� ���;"��< �� �����5 t− 1� wt 8 ��"�B��� 4���(����
�"�H � �����5� t� Rt, Rt+1 8 ����� ������� �����"� � �����5�D t � t + 1� ������������
st 8 ���5��5%;���� ��"�B��� �(���k���� ��%��0� ����"�����

3�� ���H�� �(��4%��� �B?��� ������ �����4������HD 4�5�B ����4��5��"� � ����(�!
�"��� ����5�#��D 5�%0 5�%0% ���� �����"<�H� ��;���� � ��B���� ���;��D ���������� F��
I�� ������� ����B��� ��5������ 4�5�B �� ��"���� 4����%��� F��("��� �H������ �4������!
0"��������� �����H ��;���� ���D I�D 4�5�B ���5��� � ��������# ����������� ����������

��&����	������������ ����� kt =
Kt

Lt
� t ≥ 0� %5��"�����#��� ������H� ���%�����H�

�����;������
@ 5����� ��(�� 5���4��H �%���������� � �5���������< ���������HD �������� 5"�

������HD ��k���;�D �"����� �%����� ��"�4����� ��"#B�� "�0������B����� � �%����� �
��������� ��k��������� I"���B���<# 4��������� ����� �0�� ���"�5����H ������H �����!
���� ���������HD �������� � %���B����� ���������HD ���������

������5��

�� \" .@ K>�H� ��� AHWO". d� n]NTPMc TN^ hOVMJ] MN adWYVTQQMNX wWNWYTSMNZ� qTPUYM^XW {NMd� hYWZZ�
/  /�
������� ����	
�
� �� ��������� ���
�� )��*��
�� �$ � .:�4   �0��&"&
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$��"�5%��� ���("��� ������5�"���� 5�D�5�� � ����4��5��� ��k5% ����("����� � ����!
�������� ��05� 5�D�5H ��5�"��%#�� ��4�%����H�� ����4��5�����H�� �%�������� ����!
4��� ������ � ��0����"�� ����5�"�#��� �����"<��� 4��B���� 5�"� ���������� 3�� ���H��
� �"%B�� ���4�����"����B����D ����4��5�����HD �%����� ����4��� �%���������� ���(�0� ��!
���"<��0� ��k��� %����"�����

$4%B���� �����H ��	�����+&���6	����	� � ��"<# ��;���� ���("��H ������5�"���� 5�D�!
5�� � ����4��5��� ��k5% ����("����� � ����������� � �������� ����� ��"���� ��%!
�"<�H�� @ (�"<;����� ��(� �� 5����� ������ �4%B�"��< ��5�"�� ��������H� �� ��0�%HD
����4��5�����HD �%�����D� @ ���"<��� I�������� ����4��5������� �%����� ��5���0����
��4"�B�H� ��4�%������� ����H� �(%�"��"��H �(������H�� ���B������ ����0��4�����< ��!
��H� 4������ ����4��k��� ��"<;�� 4��B���� ���� �4%B���� 4��������� I������B����� 5�!
������ ����4��5��� � ���� ��4�%����� ����4��5������� �%������ B��� ����B���HD ��
�������� @ ��(�� ��� ���"�5���"��< ���H� �"���H �"�(� ��4�%����HD ����4��5�����HD �%��!
��� � (H"� ��"%B��H ���H� �����"� �����"���� 5"� ���������HD 4��B���� ���5�����%k��!
����� @ �������� ��(�� ���5�"k���� �4%B���� �55������ ��5�"� ��4�%����� ����4��5!
������� �%������ ��� �%����� ��5� f̃(k) = f(k)+ τ(k)� 05� f(k) 8 ����"����B����� �%������
τ(k) ∈ C2� � ��D�5��� �����"<��� 5�"� ��������� � I�� �"%B�� ,��� ��k� �/�1�

*������ ��"<4� (H"� ���5��"�k�<� B� ��� ��4�%������ �"%B�� �%����%� ������!
B����� �(��������� �����"<��0� %����� %����"���� ����4��5����� )�����H� ��4%"<���
5����� ��(�H ��"���� ��D�k5���� I�0� �����"<��0� %����"�����

F��k5�� B�� ������� ����%"�����% �����4�������� 4�5�B�� ���5�� �"�5%#��� ����5�!
"�����
�<�80�� r/ '�������� ��	������ s(t), t ∈ [0, T ] 8 I� 5�"� �0� 5�D�5� � ����4��5!

���� ������"����� �� ��4���� 5����0� ����4��5����
�<�80�� s/ F���4��5������� �%����� f(k) ��4H����� �������������,� ��"� �H��"!

��#�� �"�5%#��� %�"����2 f ′ > 0, f ′′ < 0, f(0) = 0, lim
k→∞

f(k) = ∞, lim
k→0

f ′(k) = ∞, lim
k→∞

f ′(k) =
0.

G%����# ��5�
f̃(k) = f(k) + τ(k),

05� f(k) 8 ����"����B����� ����4��5������� �%������ τ(k) ∈ C2� (%5�� ��4H��< ������	��,
������ 	�6������� &���6	����	����, D���)���
�<�80�� t/ G%����� f̃(k) = f(k) + τ(k) ��4H����� ������	�� ���� 	�6�������,�

��"� f(k) 8 ����"����B����� �%������ τ(k) ∈ C2 � ��4�%����� τ(k) ��"�� ��� ‖τ‖C2 ≤ ζ 5"�
0 < ζ " 1 � τ(0) = 0� $��05� ���� �%����� (%5�� ��4H��< �	�6�����������������

)������� �����4�������� 4�5�B��� ����5�"�#��� ����0�# ����5���� �������� ��� ��4!
�%����� �%����� ����4��5���� ��"���� �"�5%#���2 �������4�����< �%�������" ����(!
"���� �������� ∫ T

0
(1− s(t))f̃(k(t))e−δtdt (1)

��� �0����B����D
k̇(t) = s(t)f̃(k(t)) − μk(t), (2)
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��� ��������5��		�
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�� �$$%5<rs �� �4#���#���#!"
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0 ≤ s(t) ≤ 1, k(0) = k0 > 0, k(T ) ≥ kT > 0, (3)

05� f̃(k) 8 �55����� �"�(� ��4�%������ �%������ k(t) 8 ���5�����%k�����<� δ > 0 8
������� 5�������������� μ > 0 8 ��� �����4���� ���5��� kT 8 ��k��� 0������ ���!
5�����%k������ � ����� ������� T � s(t) 8 5�"� ��������� � 5�D�5��
;��9���/ E������ B� ���"�5��� %�"���� � ,	1 � "����%�� ���� ��4����� ���	��

��������������� ����6������ �B�H��� I� %�"����� 5"� ���0��4�������� ����5���� ��������
� �"%B�� ���5���������� ��;���� 4�5�B� ��"����(��4�� ����������< �������"<��� 4��!
B���� ���5�����%k������� ��� ������� 4����������� � %��"�B���� �(����� ����4��5����
������ �� �����D�5� ��� %���<;���� ���5�����%k�������

F%�< ψ0(t) 8 �����k����� �%������ �������%#��� ��5H��0��"<��� �%����� � ,�1�
ψ(t) 8 �����k����� �%������ �������%#��� %�������# ,/1� 3�05� 0���"<����� ������!
�������� 4�5�B� ���� ��5

H(ψ, k, s, t) = (1− s(t))e−δtf̃(k)ψ0 + ψ[s(t)f̃ (k)− μk].

�<�80�� u/ )����"<��� �������� (k(t), s(t)) ��4H����� �����,� ��"� �5�"< ���
�H��"����� �����;����

∂H̃
∂s

≡ 0,

05� H̃ = Heδt�
��;�� 4�5�B% ,�1!,	1 � �����<# �������� ������%�� '� &� F����0���� ��"%B���⎧⎨⎩ s(t) = 1, ��"� q > 1,

s(t) = 0, ��"� q < 1,
s(t) ∈ � � ��� ��"� q = 1,

05� q = ψeδt� ψ(t) 8 �����k����� �%������ $��"�5���� ��4��H� �������� �� �"������ (k, q)�
����������� ������"<�H� �� ���(H� ��������� ��D�5�� ��"�B��H Ti 8 ����� ���D�k5����
i!�� ��������� F�"�k�� T0 = max{Ti}�
�����/ ����� 	 6����� &�����	���� qTU+qgU D���)�� f̃(k) �	����� ������	�� ����

	�6�������,� ������	��� ��&�����
� ���������� � &��������� &�����	���� T �����+
����� 	��� qT > T0U� ����� ����� ������	��� ���������
, ������ k∗∗max 	 �������	�
{k∗i , i ∈ I}∩(0, k̃min)� ��� k∗i � ��7���� ���	����� f ′(k) = δ+μ−τ ′(k)� k̃min � ���������� �6
��7���, ���	����� f(k) = μk− τ(k)� I � ��������� ��������� �������	�� ����� �&��	���	

�������� ��	���������
TU '�����	��� &� ���,��, ���� ���� �&�������� ��������� ���&�������� ��*��� �� &�+
�������� � ��	����)���
VU [&�������� �&��	���� s(t) ����� �������, 	��S 	 ����� &������ (0 ≤ t ≤ T ∗) � 	 ���)�
(T ∗∗ ≤ t ≤ T ) 	
&����� s(t) ∈ {0, 1}� � 	�� �������� 	���� qT ∗ ≤ t ≤ T ∗∗U ����� �����

s(t) = s∗ =
μk∗∗max

f(k∗∗max) + τ(k∗∗max)
.

3���� �(��4��� 5"� �55������ ��5�"� ��4�%����� ����4��5������� �%����� 5���4�!
�� ��0����"<��� ������� ����4H��#���� B� 5"� ���4�����"����B����D ����4��5�����HD
�%����� �%����%� ���(H� �����"<�H� ��k�� %����"�����

������5��

�� �������	� 2�L� @"����� ��4�%����� ����4��5������� �%����� �� ����5���� �������� 66
&�(� k%��� ��5� ��� /  �� 3� x��� � 	,�[1� &� ��g.�g[�

/� �������	� 2�L� $��"�5������ ����5���� �������� ��� ��4"�B�HD �D���D ��"�0��("�k����
� ��4�HD ��5�D ����4��5������� �%����� 66 F������ � ��	� +�����(����2 $�! �����!
��� &) �*+� /  �� � J�
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+� �%k5H 5���4H��<� B� ����4��k�� ��%����"�< �� �(������H� ���"�4 ��������
I��������� �� ���0��4 �� ��4���� ��������< �� ��5�������%# �����I������B���%# �����!
����#� +� ������ ������ � � �������� ������ 5����%# �� �"<�� 0��%5�������H� ��0��H
������� �� � �����B���� ��� ���"�5����"<���� ����H �������

� � - !7 0�5H ��%�����" �� ������ ��4��(����H� ���# ���0�B��"���HD ���5�� �����B�
�����I������B����D ����4��"�� I�������� &&&� 4� �[/7!�[7- 0�5H � ��"%B�" ������ � ��"��
4� ���< �����5 �� ����5�� �"�B�#����� � ������"<�HD� )�%����"���H� ���# ���"�4 ����!
���� ���������� ����������� �����I������B����� ������� ����4�"� B� ��� %���"�5���"�
���0�� ��5����� �������� �������� � 4�B��%#� � %�%0%(�"� �D� & ����5��H [ 0�5��� � ���!
(���� ���"� �[[7 0�5�� ��� ��""�0� � � ��%�����"� �����B� ��5��"�#��0� (�"<;����� ���!
��I������B����D ����4��"�� ����������� ���������� I��������� ���(���� ���"<�� ���"�
�[[7 0�5�� �� ���B�H ��%����"�"��< �� (�"<;����% ����4��"�� �����"<���� �4�������!
��"��%#���� ��4������H�� ���5���� �������< �� (�"�� �"� ����� 5�������%# ��D�5�%#
���������#� �B�H��� �0����B�����< ���"�5����"�� � �������� � ��k� �4����%# ���B!
���< �������� B��� ��D�5��� ����������� ��;� ���B�H �� �����5%# �� �(��"#�%#
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4%#�� 5�� �HB��"��"<�H� �D��H� ���"�4%#��� ������ ���52 �5�� 5"� �����H ���������� �
5�%0�� 5"� �����H %��������� @ �(��D �HB��"��"<�HD �D���D � ��B���� ��54�5�B ��;�#��
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��k�� �D�������4���< ��� ��"�I5��"<�%# ����"���������<� ��"�#�%#�� �(�(������ �4!
������ �D��H "������� ����"���������� �/�� F�������"<�� � ��5�"� �(���� �%< ��5D�5�
����� � �"�5%#����
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�N SLMZ QTQWY� bW ZLOb SLTS JVOZW^ NOYPTV JONWZ MN VOJTVV] JONdWc SOQOVOXMJTV dWJSOY ZQTJWZ O\
WJONOPMJ MNSWYWZS JTN UW JLTYTJSWYMfW^ TZ QOYS\OVMO ^OPMNTNJW JONWZ O\ ZOPW PO^WV O\ QOYS\OVMO SYT^MNX�
KLWZW YWZRVSZ TYW QTYSMJRVTY JTZWZ O\ T XWNWYTV YWQYWZWNSTSMON SLWOYWP O\ VOJTVV] JONdWc ZQTJWZ bMSL
NOYPTV JONWZ bLMJL JTN UW \ORN^ MN ���� �N QTYSMJRVTY� M\ K MZ T JVOZW^ JONW MN T `NMSW ^MPWNZMONTV
dWJSOY ZQTJW X� SLWN SLWYW WcMZSZ T ONW!SO!ONW VMNWTY OQWYTSOY T : X → C[0, 1]� MNSWYQYWSW^ TZ T
QOYS\OVMO YWSRYNZ OQWYTSOY� ZRJL SLTS K MZ SLW QRVV!UTJl JONW O\ SLW QOZMSMdW JONW O\ C[0, 1]� M�W�� K =
T−1(C+[0, 1])� KLMZ QYOUVWP OYMXMNTSWZ \YOP oRWZSMONZ YWXTY^MNX TYUMSYTXW \YWW QYMJWZ MN WJONOPMJZ
TN^ MZ POSMdTSW^ U] SLW JORNSWY WcTPQVW MN �/� TN^ SLW YWZOVRSMON MN �	����� O\ SLW WJONOPMJ QYOUVWP
LMXLVMXLSW^ U] SLW WcTPQVW�
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KLW QRYQOZW O\ SLMZ QTQWY MZ SO ZLOb ZOPW WJONOPMJ ORSJOPWZ O\ SLW TQQVMJTSMON O\ OQSMPTV JONSYOV
SO PTYlWSMNX� mW QYWZWNS SLYWW ^]NTPMJ PO^WVZ�

�N SLW `YZS ONW ^WdWVOQMNX SLW QMONWWYMNX M^WT O\ �WYVOdW TN^ eYYOb ��� bW JONZM^WY �/�� �	� T `YP
SLTS ZWWlZ SO YWTJL T `cW^ VWdWV O\ XOO^bMVV TS SLW WN^ O\ SLW ZWVVMNX QWYMO^� bMSL SLW PMNMPRP SOSTV
WcQWN^MSRYW MN QYOPOSMONTV TJSMdMSMWZ� KLW `YP JTN ONV] JONSYOV SLW JOPPRNMJTSMON WcQWN^MSRYW YTSW�

�N SLW ZWJON^ ONW bW JONZM^WY ���� ��� T dWYSMJTV JONSYOV ^MZSYMURSMON JLTNNWV bLWYW T PTNR\TJSRYWY
ZWVVZ T ZMNXVW lMN^ O\ XOO^ SO T YWSTMVWY� KLW PTNR\TJSRYWY~Z QYO`S PTcMPMfTSMON MZ JONZM^WYW^ MN
TN OQSMPTV JONSYOV PO^WV bLWYW SLW PTNR\TJSRYWY~Z JONSYOV MZ SLW ^MZJORNS ON bLOVWZTVW QYMJW ,SYT^W
^MZJORNS1� KLW OQSMPTV ^MZJORNS QOVMJ] O\ SLW PTNR\TJSRYWY SRYNZ ORS SO ^WQWN^ ON SLW W|JMWNJ] O\ SLW
YWSTMVWY TN^ LMZ ZTVW POSMdTSMON� vOYWOdWY bW TVZO JONZM^WY �g� SLW PTNR\TJSRYWY!YWSTMVWY YWVTSMONZLMQ
MN T ^MtWYWNSMTV XTPW \YTPWbOYl2 SLW PTNR\TJSRYWY~Z JONSYOV MZ TXTMN SLW SYT^W ^MZJORNS bLMVW SLW
YWSTMVWY JONSYOVZ SLW QTZZ!SLYORXL SO SLW PTYlWS�

�N SLW SLMY^ ONW bW QYOQOZW TN OQSMPTV JONSYOV QYOUVWP SO PO^WV SLW ^]NTPMJZ O\ SLW JOPPR!
NMJTSMON TJSMdMS] O\ T `YP bMSL SLW TMP O\ PTcMPMfMNX MSZ W|JMWNJ]� mW TZZRPW SLTS SLW T^dWYSMZMNX
WtOYS RN^WYSTlWN U] SLW `YP JONSYMURSWZ SO MNJYWTZW SLW `YP~Z XOO^bMVV TN^ SLTS SLW XOO^bMVV TtWJSZ
SLW `YP~Z ZTVWZ� KLW TMP MZ SO `N^ SLW T^dWYSMZMNX QOVMJMWZ MN OY^WY SO PTcMPMfW SLW `YP~Z W|JMWNJ]
MN^Wc bLMJL MZ JOPQRSW^ TZ SLW YTSMO UWSbWWN �ORSQRSZ� TN^ �MNQRSZ� QYOQWYV] bWMXLSW^� SLW ORSQRSZ
TYW YWQYWZWNSW^ U] SLW `NTV VWdWV O\ XOO^bMVV TN^ U] SLW ZTVWZ TJLMWdW^ U] SLW `YP ^RYMNX SLW QWYMO^
JONZM^WYW^� bLWYWTZ SLW MNQRSZ TYW YWQYWZWNSW^ U] SLW JOZSZ RN^WYSTlWN U] SLW `YP� `cW^ JOZSZ TN^
T^dWYSMZMNX JOZSZ� KLW QYOUVWP JONZM^WYW^ MZ \OYPRVTSW^ TZ T \YTJSMONTV OQSMPTV JONSYOV QYOUVWP� �N
OY^WY SO `N^ SLW OQSMPTV T^dWYSMZMNX QOVMJMWZ bW RZW SLW nMNlWVUTJL~Z TQQYOTJL �-��
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RJSZ 66 je�ja aQWYTSMONZ jWZWTYJL� /  /� xOV� 	g� NO /� h� � [.�/-�

	� X#_@\�>�/ Z�� a..">� -�� A�>"==H a� e PO^WV \OY SLW PTYlWSMNX O\ T ZWTZONTV QYO^RJS bMSL ^MtWYWNS
XOO^bMVVZ \OY JONZRPWY TN^ YWSTMVWY 66 iORYNTV O\ _STSMZSMJZ � vTNTXWPWNS _]ZSWPZ� /  	 xOV� g�
NO �� h� ���.�		�

�� X#_@\�>�/ Z�� a..">� -�� A�>"==H a� aQSMPTV JONSYOV O\ YWSTMVWY~Z POSMdTSMON U] SYT^W ^MZJORNSZ 66
jTQQOYSO N���[6/  �� nMQTYSMPWNSO ^M vTSWPTSMJT eQQVMJTST� {NMdWYZMS�T qT~ zOZJTYM ^M xWNWfMT�
/  ��

�� X#_@\�>�/ Z�� a..">� -�� A�>"==H a� aQSMPTV JONSYOV O\ SYT^W ^MZJORNS MN T dWYSMJTV ^MZSYMURSMONTV
JLTNNWV 66 �N2 jWN^MJONSM QWY XVM _SR^M rJONOPMJM }RTNSMSTSMdM� xWNWfMT2 nMQTYSMPWNSO ^M vTSWP!
TSMJT eQQVMJTST� {NMdWYZMS�T qT~ zOZJTYM ^M xWNWfMT� /  �� h� �/�.�/[�

g� X#_@\�>�/ Z�� a..">� -�� A�>"==H a� KYT^W ^MZJORNS QOVMJMWZ MN SLW ^MtWYWNSMTV XTPWZ \YTPWbOYl2
QYWVMPMNTY] YWZRVSZ 66 jTQQOYSO N��	 6/  �� nMQTYSMPWNSO ^M vTSWPTSMJT eQQVMJTST� {NMdWYZMS�T
qT~ zOZJTYM ^M xWNWfMT� /  ��
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aIJ bJ>XMG �PXRQJ TU dJQGFRQXM! >XR [M>MQ CFR Ia UPXR>`QXM>N [ZFQXZQ [ZEIING �WJ>XM XI" <[E�4   "0��&"&!"



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 		�

P����7�Q 7>�7��8'?��� 7,����� ,������
�� � �>���'�����7����� 7�������

B� J<hIYI1� D� VI g<IR=M2� :� WLAALRIIA3� W� iI;I<4

1 a~Ii� aD?E79@G R=@;:L>@?X 7B N7A;D@=� N7A;D@=�ND�K:A;:� H:9\@AF� ��������	���	��	��
2 R=@;:L>@?P: O: j7A97A>: <� ZIiCJ{ D=O <si<� j7A97A>:� VLD=G:� ������
�����	!

3 K:n iG7=7F@G 6GE779� C7>G7n� IA>>@D� ����
������	�
4 67A?E:L= C:?E7O@>? R=@;:L>@?X� sD99D>� R6J� ����������	���	���

qONZM^WY T ZOJMWS] SLTS \TJWZ T QYOUVWP O\ VOJTSMNX ONW OY ZWdWYTV QRUVMJ \TJMVMSMWZ ,OY QRUVMJ
QYO�WJSZ TZ MN ���1 SO ZWYdW MSZ PWPUWYZ� KLW \TJMVMSMWZ� ZT] VMUYTYMWZ� TYW SO UW VOJTSW^ ON SLW QVTNW
TN^ JORV^ UW dMZMSW^ U] JMSMfWNZ TS ZOPW QYMdTSW �SYTNZQOYSTSMON� JOZS YWVTSW^ SO ^MZSTNJW UWSbWWN
SLWMY YWZM^WNJW TN^ SLW \TJMVMS] SLW] TYW TZZMXNW^ SO� eZZRPMNX SLTS ZWSSMNX RQ TN^ OQWYTSMNX T \TJMVMS]
WNSTMVZ T `cW^ ZWS!RQ TN^ OQWYTSMONTV JOZS� SLW \OVVObMNX QYOUVWPZ TYMZW2

• LOb PTN] \TJMVMSMWZ ZLORV^ UW URMVS�
• bLWYW SO VOJTSW SLW \TJMVMSMWZ�
• LOb SO TZZMXN JMSMfWNZ SO SLW \TJMVMSMWZ�
• LOb SO TVVOJTSW SLW \TJMVMSMWZ JOZSZ ,MN SLW \OYP O\ TJJWZZ \WWZ1 SO JMSMfWNZ!RZWYZ�
�N SLMZ QTQWY bW WcTPMNW SLW JTZW bLWYW

! SLW ^WPTN^ \OY RZW O\ ZWYdMJWZ MZ RNM\OYPV] ^MZSYMURSW^ OdWY SLW QVTNW� MN^WQWN^WNSV] O\ SLW JOZS O\
ZWYdMJWZ�
! SLW JOZS O\ ZWSSMNX RQ T \TJMVMS] MZ MN^WQWN^WNS O\ VOJTSMON�
! TJJWZZ JOZS MZ QYOQOYSMONTV SO rRJVM^WTN ^MZSTNJW�

mW TZZRPW SLTS \OY TN] NRPUWY TN^ VOJTSMON O\ \TJMVMSMWZ� TZZMXNPWNS O\ RZWYZ SO \TJMVMSMWZ TN^
TJJWZZ \WWZ� TVV JMSMfWNZ!RZWYZ WN�O] T �\YWW WNSY]� OQSMON2 @!# n>�^t W@! i^H.\ @ !" y@WH.H=# y�> =O"H>
� ! i"!"�= @= =O" <=@!\@>\ ��"\ W�<=� @!\ .�W@=" H= @=  H..� e SLYWTS O\ \YWW WNSY] VWT^Z RZ MPQWYTSMdWV]
SO MPQOZW SLW �ZWJWZZMON!QYOO\NWZZ� OY �JOYW� QYOQWYS]2 TS WoRMVMUYMRP� NO XYORQ O\ RZWYZ ZLORV^ UW
TUVW SO UWNW`S U] ZWJW^MNX \YOP SLW QYOQOZW^ TYYTNXWPWNS SO ZWS RQ TN^ OQWYTSW MSZ ObN \TJMVMS]��

KLW ZWJWZZMON!QYOO\NWZZ TVZO JTN UW JONZM^WYW^ TZ T �NO JYOZZ!ZRUZM^MfTSMON� JON^MSMON bLWYW NO XYORQ
O\ RZWYZ MZ YWoRMYW^ SO JONSYMURSW POYW SLTN MSZ ZSTN^!TVONW JOZS� �N OSLWY bOY^Z� SLW WoRMVMUYMRP JOZS
TVVOJTSMON ZLORV^ WNZRYW SLW dOVRNSTY] QTYSMJMQTSMON O\ TN] XYORQ O\ JMSMfWNZ�

KLW ZWJWZZMON!QYOO\NWZZ MPPW^MTSWV] ]MWV^Z SLW SOSTV JOZS PMNMPMfTSMON YWoRMYWPWNS2 =O" <�WH"=#
<O�^.\ ?H!H?Hm" =O" =�=@. i^>\"! �y <"==H!n ^t @!\ �t">@=H!n @.. y@WH.H=H"< @!\ �y =O" @nn>"n@=" @WW"<<
y""< �y @.. WH=Hm"!<� KLMZ YWoRMYWPWNS� MN SRYN� VWT^Z SO SbO ZMPQVW URS MPQOYSTNS OUZWYdTSMONZ2 ,M1
ZMNJW SLW \TJMVMSMWZ JOZSZ TYW VOJTSMON!MN^WQWN^WNS� WdWY] XYORQ O\ JMSMfWNZ TZZMXNW^ SO SLW ZTPW \TJMVMS]
ZLORV^ QVTJW MS TS SLW �JWNSYTV� VOJTSMON SLTS PMNMPMfWZ SLW TXXYWXTSW TJJWZZ JOZSZ O\ SLTS XYORQ�� ,MM1
WdWY] JMSMfWN ZLORV^ UW TZZMXNW^ SO SLW \TJMVMS] JVOZWZS SO LWY YWZM^WNJW� KLWZW OUZWYdTSMONZ TVVOb RZ SO
YW^RJW SLW ZOJMWSTV QYOUVWP ^WZJYMUW^ TUOdW SO `N^MNX T QTYSMSMON O\ SLW ZOJMWS] MNSO ^MZ�OMNS XYORQZ
O\ RZWYZ� JTVVW^ c^>H<\HW=H�!<� SLTS� RN^WY ,M1 TN^ ,MM1� ZTSMZ`WZ SLW SOSTV JOZS PMNMPMfTSMON YWoRMYWPWNS�
eN] ZRJL QTYSMSMON bMVV UW JTVVW^ "�WH"!=�

KLW JLTYTJSWYMfTSMON O\ W|JMWNS QTYSMSMONZ MN SLMZ XWOPWSYMJ ZWSSMNX MZ T bWVV!^OJRPWNSW^ QYOUVWP
MN PTSLWPTSMJZ� eN W|JMWNS QTYSMSMON JONZMZSZ O\ M^WNSMJTV YWXRVTY LWcTXONZ� bLOZW ZMfW MZ JTVJRVTSW^
TZ T \RNJSMON O\ SLW YTSMO O\ `cW^ JOZSZ QWY \TJMVMS] SO TJJWZZ JOZSZ QWY RNMS O\ ^MZSTNJW� pObWdWY� SLW
TYWT OdWY bLMJL SOSTV JOZSZ QWY RZWY TYW PMNMPMfW^ MZ NOS T LWcTXON URS T \H<_¢ _MNJW SLW QVTNW JTNNOS
UW QTYSMSMONW^ MNSO ^MZlZ� SLMZ LWVQZ SO WcQVTMN SLW `YZS YWZRVS O\ SLMZ QTQWY SLTS ^WPONZSYTSWZ SLTS
SLW ZWS O\ ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMONZ MZ WPQS]� KLMZ ZMPQV] PWTNZ SLTS MS MZ MPQOZZMUVW SO TVVOJTSW
\TJMVMSMWZ~ JOZS OdWY LWcTXONZ MN TN W|JMWNS QTYSMSMON ZO TZ SO YRVW ORS T SLYWTS O\ ZWJWZZMON U] TVV
^MZl!ZLTQW^ �RYMZ^MJSMONZ�

�UFX>XZF>N GPLLIJM MEJIPWE WJ>XMG T ���&'� aJI` ��Tf( � <[E�� ' "0��'"& [ZEIIN [PLLIJM( TUVT <I" �4��0�
�#00#( <rs5TUVT <I" �4#"��#"��#( >XR TPGGF>X [ZFQXZQ [PLLIJM UIPXR>MFIX FG WJ>MQaPNNO >ZKXIHNQRWQR"

�[FXZQ > WQIWJ>LEFZ>N >JQ> GQJiQR SO > LPSNFZ a>ZFNFMO Z>X SQ FRQXMF_QR >G > LINFMFZ>N YPJFGRFZMFIX( MEQ GQZQGGFIX5
LJIIaXQGG ZIPNR MEQX SQ iFQHQR >G > JQ�PFJQ`QXM Ia LINFMFZ>N GM>SFNFMO"

�BM FG Q>GO MI GQQ ME>M GPZE > NIZ>MFIX FG PXF�PQNO RQ_XQR aIJ QiQJO WJIPL Ia ZFMF~QXG"
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KLW NON!WcMZSWNJW O\ ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMONZ MPQVMWZ SLTS SLW ZSTUMVMS] JTN UW WNZRYW^ ONV] TS
ZOPW JOZS� mW JONZM^WY SLW ZMSRTSMON bLWYW TN WcSWYNTV ZORYJW MZ bMVVMNX SO `NTNJW T \YTJSMON δ O\ SLW
SOSTV JOZS MNJRYYW^ U] �RYMZ^MJSMONZ M\ SLW] \OVVOb SLW QYWZJYMUW^ TXYWWPWNS� _RQQOZW SLTS SLW SOSTV
JOZSZ ,ZWS!RQ QVRZ OQWYTSMON QVRZ TJJWZZ \WWZ1 \OY SLW �RYMZ^MJSMON!SO!UW TS SLW QYOQOZW^ WoRMVMUYMRP
TYW ZRU�WJS SO SLW ^MZJORNS \TJSOY 1− δ� bLWYWTZ \OYPMNX T NWb �RYMZ^MJSMON SO ZWS RQ TN^ OQWYTSW TN
MN^WQWN^WNS \TJMVMS] YWoRMYWZ T \RVV NON!ZRUZM^MfW^ JOZS� KLWN SLW TVVOJTSMON bMVV UW δ!ZWJWZZMON!QYOO\
M\ SLW ZTdMNXZ YWTQW^ U] SLW ZWJW^MNX �RYMZ^MJSMON \TVV ZLOYS O\ SLW ZRUZM^] OUSTMNW^ U] PWPUWYZ O\
SLTS �RYMZ^MJSMON TS SLW QYOQOZW^ TJJWZZ \WW TVVOJTSMON�

mW SLWN SRYN SO SLW WcTPMNTSMON O\ SLW PMNMPTV ZRUZM^] SLTS JTN YWJSM\] ZSTUMVMS] \TMVRYW� �]
RZMNX zRUMNM~Z SLWOYWP� bW ^WPONZSYTSW SLTS SLW ZWS O\ δ!ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMONZ MZ NON!WPQS] M\
TN^ ONV] M\ SLW dTVRW O\ SLW ZRUZM^]� δ MZ NO VWZZ SLTN SLW SLYWZLOV^ δ∗ ≈ 0.0019� KLMZ dTVRW MZ TJSRTVV]
^WSWYPMNW^ U] SLW YTSMO 1− δ∗ O\ SOSTV QWY JTQMST JOZSZ SO RZWYZ MN TN OQSMPTV ^MZl TN^ MN T OQSMPTV
LWcTXON� e SMN] dTVRW O\ δ∗ ,VWZZ SLTN 0.2%1 VWN^Z JYW^WNJW SO SLW δ!ZWJWZZMON!QYOO\NWZZ TZ T ZSTUMVMS]
JONJWQS�

KLW ZWJON^ YWZRVS O\ SLW QTQWY MZ SLW JLTYTJSWYMfTSMON O\ SLW δ∗!ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMONZ� �S MZ
QYOdM^W^ U] SLW ZO!JTVVW^ jTbVZ QYMNJMQVW SLTS YWoRMYWZ SLW PMNMPMfTSMON O\ SLW SOSTV JOZS MNJRYYW^ U]
SLW VWTZS QYMdMVWXW^ JMSMfWN!RZWY TN^ QYO^RJWZ SLW JOPQVWSW WoRTVMfTSMON O\ SOSTV JOZS \OY TVV JMSMfWNZ!
RZWYZ� e SYTNZQTYWNS JLTYTJSWYMfTSMON O\ SLTS QYMNJMQVW YWoRMYWZ SO ZRU�WJS TJJWZZ SO T \WW SLTS ^WJVMNWZ
VMNWTYV] bMSL SLW YWZM^WNJW!SO!\TJMVMS] ^MZSTNJW TN^ SO T^�RZS TJJWZZ \WWZ ZO SLTS OQWYTSOYZ O\ SLW
\TJMVMSMWZ UYWTl WdWN�

KLW jTbVZ QYMNJMQVW ^W`NWZ RNMoRWV] SLW δ∗!ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMON� ,zOY LMXLWY dTVRWZ O\ δ�
SLW ZWS O\ δ!ZWJWZZMON!QYOO\ TVVOJTSMONZ JONSTMNZ OSLWY TVVOJTSMONZ TZ bWVV�1 KLW jTbVZMTN QOVMJMWZ TYW
O\SWN T^dOJTSW^ ON SLW UTZMZ O\ c^<=HW" JONZM^WYTSMONZ� bLWYWTZ ORY YWZRVS OtWYZ T <=@iH.H=# TYXRPWNS
MN ZRQQOYS O\ SLW jTbVZ QYMNJMQVW�
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\YWW POUMVMS] TN^ JOYW 66 zOYSLJOPMNX MN Z!=">!@=H�!@. I�^>!@. �y %@?" ;O"�>#�

�� �>�"m"� I� � j" X>"=�!� A�� @!\ J� G"i"> jTbVZMTN QYMJMNX O\ TJJWZZ SO QRUVMJ \TJMVMSMWZ2 T RNM!
^MPWNZMONTV MVVRZSYTSMON 66 zOYSLJOPMNX MN I�^>!@. �y aW�!�?HW ;O"�>#�

�� %>""!i">n� I� @!\ J� G"i"> _SYONX KMWUORS WoRMVMUYMRP RN^WY YWZSYMJSW^ QYW\WYWNJWZ ^OPTMN 66
iORYNTV O\ rJONOPMJ KLWOY]� �[7g� xOV� 	7� h� � �!��-�

g� b@H?@!_�� p�� j" X>"=�!� A� @!\ J� G"i"> xOVRNSTY] \OYPTSMON O\ JOPPRNMSMWZ \OY SLW QYOdMZMON
O\ QRUVMJ QYO�WJSZ 66 iORYNTV O\ rJONOPMJ KLWOY]� /  �� xOV� ���� h� �!	��

-� ]�!H<OH� b�� j" X>"=�!� A� @!\ J� G"i"> roRMVMUYMRP MN T `NMSW VOJTV QRUVMJ XOO^ WJONOP] 66
iORYNTV O\ rJONOPMJ KLWOY]� �[[7� xOV� -[� h� //�!/���

7� j" X>"=�! A�� J� G"i"> KLW TYS O\ PTlMNX WdWY]UO^] LTQQ]2 LOb SO QYWdWNS T ZWJWZZMON� 66 �vz
_STt hTQWYZ� /  	� xOV� � � � 	� h� � 	!�	��
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����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 		-

��������C�����7 �? 7�����=D7 ���7�7����8
��� =��>�7 ?�� �>'����7�

]� W�j� J<?I>>IM

R=@;:L>@?X 7B jn:=?:� i=>GE:O:� jE: K:?E:L9D=O>� �	�	�	������
�����	����
��	
�

�N SLW \YTPWbOYl O\ SLW ZOVRSMON SLWOY] \OY JOOQWYTSMdW SYTNZ\WYTUVW RSMVMS] XTPWZ� e��� _OUOVWd
�/� TcMOPTSMfW^ SLW bWVV!lNObN _LTQVW] dTVRW� MNSYO^RJW^ U] s�_� _LTQVW] �	�� U] PWTNZ O\ T ZO!JTVVW^
JONZMZSWNJ] QYOQWYS] bMSL YW\WYWNJW SO T ZQWJM`JTVV] JLOZWN YW^RJW^ XTPW� KLW XOTV O\ SLMZ QTQWY MZ
SO XWNWYTVMfW _OUOVWd~Z JONZMZSWNJ] TQQYOTJL SO SLW JVTZZ O\ W|JMWNS� Z]PPWSYMJ� TN^ VMNWTY dTVRWZ�
O\ bLMJL SLW _LTQVW] dTVRW MZ SLW POZS MPQOYSTNS YWQYWZWNSTSMdW� zOY SLMZ WNVTYXW^ JVTZZ O\ dTVRWZ�
bW QYWZWNS T RNM\OYP SYWTSPWNS MN SLYWW ZSWQZ� zMYZSV]� bMSL WTJL ZRJL dTVRW� bW TZZOJMTSW T JWYSTMN
YW^RJW^ XTPW� ZWJON^V] bW QYOdW SLW JOYYWZQON^MNX JONZMZSWNJ] ,YW^RJW^ XTPW1 QYOQWYS]� TN^ SLMY^V]�
bW QYOdM^W TN TcMOPTSMJ JLTYTJSWYMfTSMON \RVV] UTZW^ ON SLMZ JONZMZSWNJ] QYOQWYS] SOXWSLWY bMSL ZOPW
lMN^ O\ ZSTN^TY^NWZZ \OY SbO!QWYZON XTPWZ� zMNTVV]� WcTPQVWZ O\ TcMOPTSMfTSMONZ O\ TQQWTVMNX dTVRWZ
TYW ^MZJRZZW^ TN^ JONJVR^MNX YWPTYlZ ^WTV bMSL OSLWY S]QWZ O\ JONZMZSWNJ] \OY JWYSTMN JVTZZWZ O\ dTVRWZ�
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�� �>H"<<"! ;�J�b� e ZRYdW] O\ JONZMZSWNJ] QYOQWYSMWZ MN JOOQWYTSMdW XTPW SLWOY] 66 _�ev jWdMWb�
�[[�� xOV� 		� h� �	.�[�

/� J�i�."/ -�Z� KLW \RNJSMONTV WoRTSMONZ SLTS XMdW SLW QT]OtZ O\ SLW QVT]WYZ MN TN N!QWYZON XTPW ,MN
jRZZMTN1 66 �N2 e^dTNJWZ MN wTPW KLWOY] ,r^� r� xMVlTZ12 �f^TS� vMNSMZ� xMVNMRZ� �[-	� h� ���.��	�
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KLW ZSR^] O\ K{ XTPWZ bMSL JOTVMSMON ZSYRJSRYW bTZ MNMSMTSW^ `YZS U] eRPTNN TN^ nY�WfW �/�� SLWN
abWN �-�� sTSWY SLMZ TQQYOTJL bTZ WcSWN^W^ MN mMNSWY �� � SO XTPWZ bMSL VWdWV ZSYRJSRYW� eNOSLWY
PO^WV O\ T XTPW bMSL VMPMSW^ JOOQWYTSMON QYWZWNSW^ U] PWTNZ O\ JOPPRNMJTSMON XYTQLZ bTZ MNSYO!
^RJW^ MN v]WYZON �g�� nMtWYWNS ZSR^MWZ MN UOSL ^MYWJSMONZ bWYW ^ONW ^RYMNX SLW VTZS SLYWW ^WJT^WZ URS
POZSV] WMSLWY bMSLMN ONW PO^WV OY TNOSLWY� KLW XWNWYTVMfTSMON O\ SLW abWN TN^ SLW v]WYZON dTVRWZ
TQQVMW^ SO JOPUMNTSMON O\ UOSL PO^WVZ YWZRVSW^ MN K{ XTPWZ bMSL UOSL MN^WQWN^WNS JOTVMSMON TN^
JOOQWYTSMON ZSYRJSRYWZ bTZ MNdWZSMXTSW^ U] xTfoRWf!�YTXW� wTYJMT!iRYT^O� TN^ qTYYWYTZ �[�� �N SLW
QTQWY bW ZSR^] dTVRWZ \OY K{ XTPWZ bMSL UOSL JOTVMSMON TN^ JOOQWYTSMON ZSYRJSRYWZ� URS OQQOZMSW
SO �[� MN ORY JTZW T JOOQWYTSMON ZSYRJSRYW MZ YWVTSW^ \RN^TPWNSTVV] SO SLW XMdWN JOTVMSMON ZSYRJSRYW�
�S MZ TZZRPW^ SLTS JOOQWYTSMON ,dMT UMVTSWYTV TXYWWPWNSZ UWSbWWN QTYSMJMQTNSZ1 MZ ONV] QOZZMUVW WMSLWY
TPONX SLW WNSMYW JOTVMSMONZ O\ SLW JOTVMSMON ZSYRJSRYW� MN OSLWY SWYPZ T QYMOYM RNMONZ� OY TPONX ZMNXVW
QVT]WYZ bMSLMN T QYMOYM RNMONZ� NO JOPPRNMJTSMON TN^ SLWYW\OYW NO JOOQWYTSMON MZ TVVObW^ UWSbWWN
ZMNXVW QVT]WYZ \YOP ^MZSMNJS WVWPWNSZ O\ SLW JOTVMSMON ZSYRJSRYW� KLMZ TQQYOTJL TVVObZ SO PO^WV ^MtWYWNS
NWSbOYl ZMSRTSMONZ� MN QTYSMJRVTY� SWVWJOPPRNMJTSMON QYOUVWPZ� ^MZSYMURSMON O\ XOO^Z TPONX ^MtWYWNS
JMSMWZ ,JORNSYMWZ1 TVONX LMXLbT] NWSbOYlZ JONNWJSMNX SLW JMSMWZ TN^ VOJTV YOT^ NWSbOYlZ bMSLMN SLW
JMSMWZ� OY ZLTYMNX TN MNSWYNTSMONTV YMdWY bMSL PRVSMQVW RZWYZ bMSLORS MNSWYNTSMONTV `YPZ� M�W�� bLWN NO
JOOQWYTSMON MZ QOZZMUVW TPONX ZMNXVW RZWYZ \YOP ^MtWYWNS VWdWVZ TVONX SLW YMdWY� TN^ ZO ON� e JOOQ!
WYTSMON ZSYRJSRYW MZ MNSYO^RJW^ U] PWTNZ O\ XYTQLZ O\ SbO S]QWZ� `YZS� QYWZWNSMNX VMNlZ TPONX SLW T
QYMOYM RNMONZ O\ SLW JOTVMSMON ZSYRJSRYW TN^ ZWJON^� QYWZWNSMNX VMNlZ TPONX QVT]WYZ bMSLMN WTJL T QYM!
OYM RNMON� mW JONZM^WY JOOQWYTSMON ZSYRJSRYWZ QYWZWNSW^ U] JOPUMNTSMONZ O\ XYTQLZ O\ ^MtWYWNS S]QWZ
. XWNWYTV RN^MYWJSW^ XYTQLZ� J]JVW!\YWW XYTQLZ� VMNW!XYTQLZ bMSL VMNWTYV] OY^WYW^ QVT]WYZ� aRY PTMN
TQQYOTJL SO SLW dTVRW MZ JVOZW SO SLTS O\ UOSL v]WYZON �g� TN^ eRPTNN TN^ nY�WfW �/�2 MS MZ UTZW^ ON
M^WTZ O\ JOPQONWNS W|JMWNJ] TN^ \TMYNWZZ T^OQSW^ SO XYTQL ZMSRTSMONZ RN^WY ZJYRSMN]� TN^ MS SYWTSZ TN
T QYMOYM RNMON TZ T ZWV\JONSTMNW^ RNMS� vOYWOdWY� SO VMNl UOSL JOPPRNMJTSMON VWdWVZ UWSbWWN T QYMOYM
RNMONZ TN^ bMSLMN T QYMOYM RNMONZ bW MNJOYQOYTSW TVZO SLW M^WT O\ SLW MNSWYPW^MTSW XTPW QYOQWYS] O\
SLW abWN dTVRW �-�� aRY TQQYOTJL JOPUMNWZ PO^WVZ O\ v]WYZON� eRPTNN!nY�WfW� TN^ abWN� TN^ MZ
ZSYONXV] MNyRWNJW^ U] bOYlZ O\ �YMNl� sTTN� TN^ xTZMV~Wd �	� OdWY ZOVRSMONZ \OY VMNW!XYTQL XTPWZ TN^
O\ pWYMNXZ� sTTN� TN^ KTVPTN ��� MNSYO^RJMNX SLW TdWYTXW SYWW ZOVRSMON \OY J]JVW!\YWW XYTQL XTPWZ
TZ bWVV� mW MNSYO^RJW SLW NWb dTVRWZ TcMOPTSMJTVV] TN^ ZLOb SLTS SLW] QOZZWZZ SLW WcQVMJMS \OYPRVT
YWQYWZWNSTSMON SLTS MN PTN] JTZWZ VWT^ SO oRMSW ZMPQVW JOPQRSTSMONTV TVXOYMSLPZ� mW MNdWZSMXTSW SLW
JOYW QYOQWYS] TN^ SLW ^MZSYMURSMON O\ SLW pTYZTN]M ^MdM^WN^Z� mW ZLOb SLTS SLW QYOUVWP O\ ZLTYMNX
T YMdWY TPONX PRVSMQVW RZWYZ bMSLORS MNSWYNTSMONTV `YPZ JTN UW WPUW^^W^ MNSO SLW \YTPWbOYl O\ SLW
MNSYO^RJW^ PO^WV�
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bMSL TQQVMJTSMONZ 66 \OYSLJOPMNX MN aW�!�?HW ;O"�>#�
�� b@><@!#H I�K� e UTYXTMNMNX PO^WV \OY JOOQWYTSMdW n!QWYZON XTPWZ 66 �N2 qONSYMURSMONZ SO SLW

SLWOY] O\ XTPWZ �x� KRJlWY e�m�� sRJW j�n� W^Z� hYMNJWSON� �i2 hYMNJWSON {NMdWYZMS] hYWZZ��[�[�
h� 	/�.	���

�� b">H!n< d�I�I�� /@! \"> j@@! %� ;@.?@! -�I�I� KLW TdTYTXW SYWW ZOVRSMON \OY J]JVW!\YWW XYTQL
XTPWZ 66 qWNSrj nMZJRZZMON QTQWY /  �.�/g� qWNSrj� KMVURYX {NMdWYZMS]� KMVURYX� /  �� ,zOYSL!
JOPMNX MN %@?"< @!\ aW�!�?HW X"O@/H�>�1
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g� A#"><�! $�X� wYTQLZ TN^ JOOQWYTSMON MN XTPWZ 66 vTSLWPTSMJZ O\ aQWYTSMONZ jWZWTYJL� �[--�
�/� h� //�.//[�

-� p "! %� xTVRWZ O\ XTPWZ bMSL T QYMOYM RNMONZ 66 �N2 rZZT]Z MN PTSLWPTSMJTV WJONOPMJZ TN^ XTPW
SLWOY]� pWNN j�� vOWZJLVMN a� W^Z� �WYVMN2 _QYMNXWY!xWYVTX� �[--� h� -g.77�

7� JO@t."# j�J� e dTVRW \OY n!QWYZON XTPWZ 66 �N2 qONSYMURSMONZ SO SLW SLWOY] O\ XTPWZ ��� KRJl!
WY e�m�� uRLN p�m� W^Z� hYMNJWSON� �i2 hYMNJWSON {NMdWYZMS] hYWZZ��[�	� h� 	 -.	�-�

[� u@m�^"m+X>@n"� A�� %@>WH@+I^>@\� Z�� K@>>">@< o� KLW abWN dTVRW TQQVMW^ SO XTPWZ bMSL XYTQL!
YWZSYMJSW^ JOPPRNMJTSMON 66 wTPWZ TN^ rJONOPMJ �WLTdMOY� �[[g� xOV� �/� h� �/.�	�

� � GH!="> a� e dTVRW \OY XTPWZ bMSL VWdWV ZSYRJSRYWZ 66 �NSWYNTSMONTV iORYNTV O\ wTPW KLWOY]� �[7[�
xOV� �7� h� //-./�/�
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nWJMZMON!vTlMNX MN SLW qORNJMV O\ vMNMZSWYZ O\ SLW rRYOQWTN {NMON TJJOY^MNX SO SLW KYWTS] O\
�MJW TN^ TJJOY^MNX SO SLW ^YT\S O\ SLW qONZSMSRSMON MZ JLTYTJSWYMfW^ U] JOPQVWc ZJLWPWZ O\ oRTVM`W^
PT�OYMS] dOSMNX�

�N SLW QTQWY bW JONZM^WY JWYSTMN ZSYRJSRYTV QYOQWYSMWZ O\ SLWZW dOSMNX YRVWZ� �N QTYSMJRVTY bW TYW
MNSWYWZSW^ MN SLW TVVOJTSMON O\ SLW dOSMNX QObWY� M\ PWTZRYW^ U] SLW _LTQVW] xTVRW� KLWN bW TZlW^
SLW oRWZSMONZ2 SO bLTS WcSWNS MZ dOSMNX QObWY ^WQWN^WNS ON SLW ZLTYWZ O\ QOQRVTSMON TN^ dOSWZ� eYW
SLWYW XWNWYTV T^dTNSTXWZ \OY ZOPW PWPUWY ZSTSWZ� �Z MS QOZZMUVW SO `N^ ZSTUVW ZOVRSMONZ� bLMJL JTNNOS
UW JLTNXW^ TJJOY^MNX SO SLW YRVWZ XMdWN� mLTS MZ LTQQWNMNX YWXTY^MNX SLW dOSMNX QObWY� M\ bW TVVOb
SLW \OYPTSMON O\ JOTVMSMONZ�
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/� pW\S /� /  g�

�DEQ >PMEIJG HQJQ GPLLIJMQR SO MEQ CNQ�>XRQJ iIX �P`SINRM UIPXR>MFIX"



����������	 
�������� � ����������� ������ ����� ���	��	 ����� ����������� 	��

	����	�
���� )�&���
����������� ,�87��7

����"� e+e− → π+π+π−π− !�� 4������
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F���4���� B� � ����"<��� ������ ���������� �� ��"������� ��0�� ��5�"�� ������� e+e−→
π+π+π−π− ��� I���0�� �%B��� 5� � =I@ ��k� (H< �(�������� �"<�� ��"� ��"�5 ρ′(1400)
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'�����H� �����H ,� ;������ ��H�"�1 ���<�� ������������H � ��4���� & ������B�����
�B�� 4����� ���� �����H� �(HB��� ����H��#�� ��4"�B��0� ��5� "�����H�� %�����������
��;���� ����HD 4����� � �������������!�������HD ��������HD� F�� I�� ��������� ��!
�������� �0��� ���� �H5�"���%# ��"<� D�������4%� I��"#��# �����H� �"� �� ������� ��
�������� & I�� ���������� ���� ���4�� ��k���;�� ��4�B����� ������� 8 ������� ���B��!
����� )(�%k5���# ������HD ��������� ���4���HD � I��� ��������� "�����HD ������ �
��������� 5����� ��(���

F�����;��� ��������� "�����HD ������ ��������� �"%k� ���������H� "�����H� B�!
H��D��"#������ ��%����"�#��� ����(��4������ �D�5�HD ��0��"�� � �HD�5�H� ��0��"H� &
�� B�(H �������4�����< ������������H� 5�"�� �� "�����HD ����� (%5�� ����"<4���<
������"�0�# ����� "�����HD ������ �� �"�5����"<��� �(�%k5�< ������� �������%#��D
B�H��D��"#������� &5�"���H� k� �H��5H (%5% ���< (�"�� �(��� 5"� ��4��� 4��B�����

$4������ B� 5"� ���������HD� "�����HD B�H��D��"#������ ���� ���� �������� ���!
��;���� 8 ���0��" ��"�k����� �"� ���0��" �#���"�� �(HB��� 4����H����H� � ��5�

up(t) =

t∫
−∞

h(t− τ)u(τ)dτ . (1)

�� �(��� 5"� ��4��� ����%"� �������� �� ��D ��������D2 ������������� "�������� �
���B������� F�� I�� ������ ���B�����< ��������� 4� �� B� ���%"<��H� ��"�� h(τ)
�"�B�� � �%"� �"<�� ��� τ > 0� )(HB��� ��� ���"�4� "�����HD ����� ����� ��������0�
�������� ����"<4%��� B����H� �4H�� ����D�5 � ������% ��%����"���� � �����<# ����(!
��4������ G%�<��

:�"� �����"<4���<�� ���5���"����� ���%"<���0� ��"��� � ��5�

h(τ) =
1
2π

∞∫
−∞

H(ω)eiωτdω , (2)

� �4 ,�1 �"�5%� ���5���"����

up(t) =

∞∫
−∞

H(ω)U(t, ω)dω , (3)

05� ����"<4����� �(�4��B����

U(t, ω) =
1
2π

t∫
−∞

eiω(t−τ)u(τ)dτ , (4)

G%����� U(t, ω) ��k� (H< ��4���� ��%��� �������� @����H� I� ������� � �B���<# 5�
���k��"� exp(iωt)� �� ����5�"���# (H"� ���5��� &�
� �H��H� ���� @ ����"<4������� k�
��5D�5� ��� ��"���� �"�5����� ����(��4������ ���0��"� ��"�k���� ,�1�

@�k��� ������ ����5�"���� ��%��0� ������ � ����� ,�1 4��"#B���� � ��� B� I� �%��!
���� (%5%B� ���"��B�� � ���D��� ��"%�"������ ω� 5��%���� �HD�5 � ���D�## ��"%�"�����<
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�� B������ ����������� E������ B� � ��4�B����� �B�� 4����� ����"<4������ ��%��0�
������ ����������� � � ����� ��� ����"<4������ �(HB��0� ������ ��"���� ��4�B���� ��
���"�4%���� ���������� ���5% ����"<4������ �������� ���0��������� �� ���� ��������� ����
F��"�5����"<��� ����"<4������ ���0� ����D�5� � B������% �������# ��(%� ���������
���D �����;����� ����"<4%��HD �� ���0�D ��45�"�D ��4����

:�"� ������ � ����%"� ,	1 � ��%���% �����% �HD�5��0� ��0��"�� � ��k�� ��"%B�<
����%"%

Up(t, ω) =

t∫
−∞

h(t− τ)U(τ, ω)dτ , (5)

B� �4��B�� �5�� � � k� 4���� ����(��4������ ��%��D ������� �� ��������� �("����
G���%"� ,�1� �B��� �������H� ����D�5 � B������% �������# ���0��"� ��"�k����� 5��
%��4H��� �� �%��������� �"�B�� � �4�����0� �����;���� ����� "�����HD ������ ��05�
������"<��� �%����� �� �HD�5� B�H��D��"#����� ���5���"���� � ��5� ����4��5���� �0�
����5��B��� �%����� �� ������"<�%# �%����# �D�5��0� ��0��"�� @ ��������� ���� ��4!
��k�� "�;< ��� %�"���� �������� �D�5��0� ��0��"� � �������� ���%"<���0� ��"����
B� 5"� ���"<�HD ��4�B����D ����� �(HB�� �� ���� �����

@ ��������� � �(HB�H�� ��������� ����5% � ���5����� ��%��0� ������� k�"��"<��
���< �(����� ����(��4������� ��4��"�#��� �� ��%���% �����% ��������"���< ��� ��0!
��"� :�"� ���5�"�< ���5���H� ����(��4������� � ���"� �� �"�k�HD ����(��4������ ��k��
����4�<� B� �(����� ����(��4������ 5���� �"�5%#��� �����;����� ,ω = ω + iα� α.01

∞∫
−∞

eαω−iωxU(t, ω + iα)dω = ϑ(t− x)u(t− x) , (6)

05� ϑ(x) = 0 ��� x < 0� ������ %��4H��� �� �(������< ����"<4�����HD ����(��4�������
F����5����� ����5�"���� ��%��0� ������ � �����;���� � ��� ���4���H� 5�"��� �� ��B��!

�H��# ���D ���"��B����D ����(��4������� ��4����#��D ��� ���"�5������ 5������� "����!
�HD ����� � ����"<4������� B�����0� ��������� ��"�� �0�� ��k�� �5�"�< 5�"��� �5%���
�H��5 � ��� B� ��� ����D�5� � B������% �������# ��4�B����D ��"���� �"�5%� ����"<!
4���< ������ ��%��� �����H� � �� �(HB�H� ������"<�H� �%������ ���5% �� ��4�B����
���������� ����(��4������ G%�<�� ���4���HD � ���0���������� �� ���� ��������� ���� 3����
�B�� 4����� �� ���� �/�� �� ��� ���� �������B���� �� ����"<4%����

����� �0�� ��k�� ��5B����%<� B� ���(�� ��������� ��< �� �� ��4�B����� ��������
���������"<�� �"�B���� � ������������HD ��������HD � �� ��k� �H�%��< ���������!
�� � ���"�5����� 3�B��� ��k�� 4��"#B�<� B� ����������!����� �"�5%� ����H��< ���
���0��(��4�� � ����� � � ��"% I�0� ��� ����(��4������� �4��%H��#���� ������������H�
� �������H� ��������H�� ��"<4� �B��< ��4�B���� ���������H��� ��� I� � ��������� ��
��� ��0% ����������<�� �"<�� ��� B��� ������B����� ����(��4������ � ������B����D
��5�"�D� (�4 ���""�������� � ��4�B����� 4��B����� ���0� ��5� 5�������
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3 ���	 ��	��!� �������� # 	��!* ����	 ������� 2����

@ �����D �����"�4�� �"0�(�H SOμ(2.1) ��"%B��� � ������"�4������� ���4< ��k5% 5����!
������"<�H� ��B����� ��k5���� B����H C �� ������B���% ���%"<�% � 5����������"<�H�
��B����� �� ��������������% �������% b� D�������4%#���% ����5���H �("��� ��k5����
B����H C� �� ������5�"���� ���� ���4��� � �������������� ��%�%��� �4����5����%#!
��D B���� � 5��%���� ��0"�5�%# ��4�B���%# ����������#� F���4���� B� ��� ���������
� 4�5�## ��"%����%� �("��< (�"<;�D ������B�HD ���%"<��� 5�� �������� ��"�5 � �%����#
������5�"���� �� b � ������"� 1/2 ≤ bq ∼ 1� 05� q ! ���%"<� B����H C� '���� 0������ ����!
������ ����5�"���� �����;����� ������5�"������ =��4��(��0� �� ��������H� ����%"<�!
��5�%� �("��� "���"�4������ F������������� ��%�%�� �("��� ��k5���� � �"������ ���!
���5��%"����0� ���%"<�� ���5���"�� ��(�� ��(�� 5������HD �����"<��!�������B�HD ,5"�
(�4������HD B���� C1 4��� +� ������� ��5�"� �� ������H� ��5����� ���������� ��� (�"<!
;�D ����5�B�D ���%"<��� ����4���� B� B��"� 4�� �����5�� � B��"�� �����%���� ��;����
F�"%B����� ���4< ��k5% ��B������ ��  q⊥ �  b ��"���� �B��� � �� ���4��� � ����5�"�����
��5�"<#� ��I��% ��4����� ��4��k���< ���"�4�����< ������������%# ��%�%�% ��;�!
�� �� ������ I����������"<�HD 5���HD �� %0"��H� ������5�"����� B����H C� @ ��B����
���"�k���� ��������� ������� γ + p→ π0 + p ��� I���0�� ����� Eγ = 5 =I@�
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@ �������� ����� ��(��� %������"< �� ����B�H�� �%B���� ��"��������D �5�� 4�"��
jp�q � ��%�DI���� � ������ ��B�? ��(��< %������"< �� ����B�H�� �%B���� �5�� ������
spq � �:�+�

F������H �(��4������ "�����HD ,e+e− � μ+μ−1 ��� �� I�D %������"�D ���5���"�#
�%�������H� ������� F����"<�% ��B���� �(��4������ e+e− ��� �0����� � ������D�5� B���
�5����H� ��B���� � 5����� H��B ��4� ���� ������� ��k� (H< ���<?4�H� ����� 5"� ��"�0�
��5� I������������ ����� �0�� �(��4������ e+e− ��� ���4�"��< �5��� �4 0"���HD ����������
����5�"�#��D ����� k�4�� �%B�� ��"��������D �5�� � �������< ��4����HD %������"���

�� �4��B��� B� ��k�� � ��%�"<�� �4%B���� ��4"�B�HD �������� � �(��4�����# �5���
"������� ���H� �� k� ��� � ���B?H ��B���� �(��4������ �����"<��D "�����HD ���� 3��
��� ������� ����� ��4�%����� Zα ���4H����� ����5�� �5����H ,Zα ≈ 0.6 5"� �5�� 4�"��
� ������1� ���D�5��� �%�������< ���< ��5 �� ������� ,Zα1� B�(H ��"%B�< ��4%"<� �
��(%���� �B���<#�

F� I��% ������% � ��%��� "����%�� ������ ���0� ��������B��HD � �������"<�HD
%���k5����� F��5���"���H� 5��"�5 ��5��k� �(4�� 0"���HD ��4%"<��� � I�� �("����
��"%B���HD� � ��������� � ��(��D ������(������ 0�%��H�
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�D���B����� 5����H 
�����""�� ���� ��� �"���� &��"%D�����0� � ��(�B�� � D�������
G�������� ��(%# 5"� ����� ��(�H ���;��� ���B��� I���0��� ��4 ���;��0� ������ �����
4���� ����5������� (H��� ��"�k� ����� ��(�� 5������ +� ��"� �����5� �("�5�� "���!
������ ���������� ��k� ���4�<�� B� ��(�"<;�� ��5�������� I�D %������ �����5� �
5������� ����H� �� ��(%# ���;��0� ���B���� I���0�� 5"� ����� ��(�H� @��;�� ����
5����H ��0% 5�������< ��� ��B�H� 5��0��"� ����0� ��5�2 �4�"���< I���0�# �4 �5��0�
��"���0� ��4���%���� ����"<4���< I% I���0�# 5"� �����;���� ��(�H � �������< ��� I��
�4�"�������H� � ���"<��0� �(HB��0� ����� 3�� �� ����� ����� 4���� ����5������� ��
���%;����� �� ��� 5����H �"�� ���# I��������%# ���% � ���H�� ,� 4����"<���1 ������
���"������ �4"%B�� 4����"<�H� ����H�

������5��

�� JH.@n@\m" 1�]� vTcbWVV~Z ^WPON SLYORXL SLW VOOlMNX XVTZZ 66 eJST hL]ZMJT hOVONMJT� /  -�
xOV� �	7� QQ� � �.�/g�
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8�8� :kHL>=A

67879:; <=>?@?A?: 7B CD?E:FD?@G> 6H IJ6� K7;7>@8@L>M� ������������	
��	�

KLW \OVVObMNX SOQMJZ TYW JONZM^WYW^�

�� qON`NWPWNS� JLMYTV ^]NTPMJZ� TN^ VMXLS ZJTVTY PWZONZ�

/� qLMYTV ZLMWV^MNX� KLW σ(600) PWZON MN SLW SUL(2)× SUR(2) VMNWTY σ PO^WV�

	� hYOQWYSMWZ O\ SLW VMXLS ZJTVTY PWZONZ \TJW SLW WcQWYMPWNSTV ^TST ON SLW φ→ π0π0γ ^WJT]
TN^ SLW ππ ZJTSSWYMNX�

�� KLW φ PWZON YT^MTSMdW ^WJT]Z TUORS NTSRYW O\ VMXLS ZJTVTY YWZONTNJWZ�

�� KLW J/ψ ^WJT]Z TUORS NTSRYW O\ VMXLS ZJTVTY YWZONTNJWZ�

g� aN SLW MNJVRZMdW Z → a0(980)X TN^ Z → f0(980)X QYO^RJSMON�

-� KLW a0(980) → γγ TN^ f0(980) → γγ ^WJT]Z TUORS NTSRYW O\ VMXLS ZJTVTY YWZONTNJWZ�

7� �Wb YORN^ MN γγ → π+π−� SLW �WVVW ^TST�

[� KLW a0(980) − f0(980) PMcMNX2 SLWOY] TN^ WcQWYMPWNS�

eYXRPWNSZ MN \TdOY O\ SLW \ORY!oRTYl PO^WV O\ SLW a0(980) TN^ f0(980) PWZONZ TYW XMdWN�

�DEQ HIJK H>G GPLLIJMQR FX L>JM SO MEQ dJQGFRQXMF>N bJ>XM <I" <[E��'&0"0��&"0 aIJ ^Q>RFXW [ZFQXMF_Z [ZEIING >XR
SO MEQ TUUB bJ>XM <I" �#��0���� ' aJI` TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE"
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����� 7����� ��7��7 �� ��� �E,��������� ����
�� ��� φ → π0π0γ ����8 ��� ��� ππ 7����������

8�8� :kHL>=A1� :�9� P?>IOIA2

67879:; <=>?@?A?: 7B CD?E:FD?@G> 6H IJ6� K7;7>@8@L>M� IA>>@D�
1 ������������	
��	�� 2 ������������	
��	�

mW ZLOb SLW YWZRVSZ O\ SLW ZMPRVSTNWORZ TNTV]ZMZ O\ SLW usar ^WSWJSOY ^TST ON SLW φ → π0π0γ
^WJT] TN^ SLW ^TST ON SLW ππ ZJTSSWYMNX TN^ SLW ππ → KK̄ YWTJSMON� KLW ^WZJYMQSMON MZ ^ONW STlMNX
MNSO TJJORNS SLW JLMYTV ZLMWV^MNX O\ SLW σ(600) PWZON TN^ bMSNWZZWZ MN \TdOY O\ SLW \ORY!oRTYl NTSRYW
O\ SLW σ(600) TN^ f0(980) PWZONZ�

�DEFG HIJK H>G GPLLIJMQR FX L>JM SO MEQ dJQGFRQXMF>N bJ>XM <I" �'&0"0��&"0 aIJ GPLLIJM Ia ^Q>RFXW [ZFQXMF_Z [ZEIING(
TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE( LJIYQZM <I" �#��0���� '( >XR MEQ hOX>GMO UIPXR>MFIX"
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������7� 7����� �� ��� SUL(2) × SUR(2)
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8�8� :kHL>=A1� Z�8� WHI>RLU=A2

67879:; <=>?@?A?: 7B CD?E:FD?@G> 6H IJ6� K7;7>@8@L>M� IA>>@D�
1 ������������	
��	�� 2 �������������	
��	�

mW JONZM^WY SLW VMXLSWZS ZJTVTY PWZON MN SLW \YTPW O\ SLW SUL(2)×SUR(2) VMNWTY σ PO^WV� lWWQMNX
MN PMN^ SLTS SLMZ PO^WV JORV^ UW SLW VOb WNWYX] YWTVMfTSMON O\ SLW SbO!yTdORY }qn� mW ZLOb SLTS SLW
σ `WV^ MZ ^WZJYMUW^ U] MSZ \ORY!oRTYl JOPQONWNS TS VWTZS MN SLW σ YWZONTNJW WNWYX] ,dMYSRTVMS]1 YWXMON
TN^ SLW σ → γγ ^WJT] MZ SLW \ORY oRTYl SYTNZMSMON� mW WPQLTZMfW SLTS YWZM^RWZ O\ SLW σ QOVW MN SLW
ππ → ππ TN^ γγ → ππ TPQVMSR^WZ ^O NOS XMdW TN M^WT TUORS SLW σ PWZON NTSRYW� TN^ SLW QYOXYWZZ
MN ZSR^]MNX SLW σ PWZON QYO^RJSMON PWJLTNMZPZ MN ^MtWYWNS QYOJWZZWZ JORV^ WZZWNSMTVV] \RYSLWY RZ MN
RN^WYZSTN^MNX MSZ NTSRYW�

�DEFG HIJK H>G GPLLIJMQR FX L>JM SO MEQ dJQGFRQXMF>N bJ>XM <I" <[E��'&0"0��&"0 aIJ ^Q>RFXW [ZFQXMF_Z [ZEIING >XR
SO MEQ TUUB bJ>XM <I" �#��0���� ' aJI` TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE"
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_WdWYTV LTY^ WcJVRZMdW ZJTSSWYMNX QYOJWZZWZ T^PMS T ^WZJYMQSMON MN SWYPZ O\ XWNWYTVMfW^ QTYSON
^MZSYMURSMONZ ,whnZ1 TN^ QWYSRYUTSMdW LTY^!ZJTSSWYMNX lWYNWVZ� \OY SLW YWdMWb ZWW ���� sOYWNSf MN!
dTYMTNJW MPQVMWZ SLTS SLW vWVVMN POPWNSZ O\ XWNWYTVMfW^ QTYSON ^MZSYMURSMONZ TYW QOV]NOPMTVZ MN SLW
ZlWbNWZZ dTYMTUVW ξ bMSL T PTcMPTV QObWY ^WQWN^MNX ON SLW oRTNSRP NRPUWYZ O\ SLW ^MZSYMURSMON�
KLMZ QYOQWYS] ^MYWJSV] \OVVObZ \YOP SLW sOYWNSf JOdTYMTNJW O\ SLW OQWYTSOY PTSYMc WVWPWNSZ bLMJL TYW
QTYTPWSWYMfW^ U] whnZ �/��

�OSL SLW QL]ZMJTV TPQVMSR^W TN^ SLW LTY^!ZJTSSWYMNX lWYNWVZ \RV`VV ^MZQWYZMON YWVTSMONZ� nMZQWY!
ZMON YWVTSMONZ QVT] TN MPQOYSTNS YOVW MN SLW ^WZJYMQSMON O\ WcJVRZMdW QYOJWZZWZ� YWVTSMNX SLW YWTV TN^
MPTXMNTY] QTYSZ O\ SLW TPQVMSR^W� mW XMdW T ^WSTMVW^ MNdWZSMXTSMON O\ SLWMY JONZMZSWNJ] TS TVV OY^WYZ MN
QWYSRYUTSMON SLWOY]� mW LTdW ZLObN� XWNWYTVMfMNX SLW VWT^MNX!OY^WY YWZRVSZ ^WYMdW^ MN �	�� SLTS whnZ
LTdW SO ZTSMZ\] SLW \OVVObMNX MNSWXYTV YWVTSMONZ∫ 1

−1
dxF (x, ξ)

[
1

ωξ − x
− σ

1
ωξ + x

]
=
∫ 1

−1
dxF

(
x,

x

ω

)[ 1
ωξ − x

− σ
1

ωξ + x

]
+ I(ω) (1)

\OY σ = ±1 TN^ TN] ω ≥ 1� bLWYW F MZ ONW O\ SLW ^MZSYMURSMONZ� �N Wo� ,�1 qTRJL]~Z QYMNJMQTV dTVRW
QYWZJYMQSMON MZ SO UW RZW^ TS x = ±ωξ� KLW ONV] JTZWZ bLWYW I(ω) MZ NONfWYO OJJRY \OY RNQOVTYMfW^
^MZSYMURSMONZ TN^ σ = +1� MS MZ YWVTSW^ bMSL SLW JONSYMURSMON O\ ZQMN fWYO WcJLTNXW MN SLWZW JLTNNWVZ�

KLWZW YWZRVSZ ZLW^ VMXLS ON SLW MN\OYPTSMON TUORS XWNWYTVMfW^ QTYSON ^MZSYMURSMONZ SLTS JTN UW
WcSYTJSW^ \YOP SLW YWTV TN^ MPTXMNTY] QTYSZ O\ WcJVRZMdW TPQVMSR^WZ� KLW] TVZO QYOdM^W T QYTJSMJTV
JONZMZSWNJ] JLWJl \OY PO^WVZ O\ SLWZW ^MZSYMURSMONZ MN bLMJL sOYWNSf MNdTYMTNJW MZ NOS WcTJSV] ZTSMZ`W^�

&XcXMXZqXO

�� �H"O. A� wWNWYTVMfW^ QTYSON ^MZSYMURSMONZ 66 hL]Z� jWQS� /  	� x� 	77� h� ��./--�
/� IH ~��� at!\OYbTY^ QTYSON ^MZSYMURSMONZ 66 i� hL]Z� w� �[[7� x� /�� h� ��7�.�/ ��
	� -!H_H! Z�u� @!\ ;">#@"/ p�u� nMZQWYZMON YWVTSMONZ TN^ ZRUSYTJSMONZ MN LTY^ WcJVRZMdW QYOJWZZWZ�

hYWQYMNS� TY�Md2 - ��/�7� �LWQ!QL��

�h"eP" Bi>XIi H>G GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �XI" �&��0��&�&4!"
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vTXNWSMJ POPWNSZ O\ WVWPWNSTY] QTYSMJVWZ TYW TPONX SLW POZS QYWJMZWV] PWTZRYW^ oRTNSMSMWZ MN
PO^WYN QL]ZMJZ� jWJWNSV] SLW r7/� qOVVTUOYTSMON TS ��s QRUVMZLW^ SLW `NTV YWZRVSZ ON SLW PRON
TNOPTVORZ PTXNWSMJ POPWNS aμ = (g − 2)μ/2 ���� KLW YWVTSMdW TJJRYTJ] TJLMWdW^ MN SLMZ WcQWYMPWNS
MZ 5 · 10−72 aμ = (11659208 ± 6) · 10−10� eVSLORXL ae MZ PWTZRYW^ bMSL T 4.9 · 10−10 TJJRYTJ]� aμ MZ
PRJL POYW ZWNZMSMdW SO NWb QL]ZMJZ WtWJSZ2 SLW XTMN MZ RZRTVV] ∼ (mμ/me)2 ≈ 4.3 · 104�

eN] ZMXNM`JTNS ^MtWYWNJW O\ aexp
μ \YOP ath

μ MN^MJTSWZ NWb QL]ZMJZ UW]ON^ SLW _STN^TY^ vO^WV ,_v1�
�S MZ JONdWNSMONTV SO WcQYWZZ SLW SLWOYWSMJTV QYW^MJSMON TZ

ath
μ = aSM

μ + anon−SM
μ , aSM

μ = aQED
μ + aEW

μ + ahad
μ . (1)

zOY SLW oRTNSRP WVWJSYO^]NTPMJZ ,}rn1 SWYP SLW TNTV]SMJTV JTVJRVTSMON O\ SLW α3 SWYPZ� SLW NRPWY!
MJTV JTVJRVTSMON O\ SLW α4 SWYPZ TN^ WZSMPTSMON O\ ZOPW O\ SLW α5 SWYPZ XMdWZ T\SWY YWJWNS MPQYOdW!
PWNSZ �/�2 aQED

μ = (116584718.09±0.14±0.08) ·10−11 � bLWYW SLW `YZS RNJWYSTMNS] MZ ^RW SO SLW }rn
JOW|JMWNSZ TN^ SLW ZWJON^ MZ JTRZW^ U] SLW TJJRYTJ] O\ α� zOY SLW WVWJSYObWTl ,rm1 SWYP SLW POZS
YWJWNS WZSMPTSMON MNJVR^MNX TVV ONW! TN^ SbO!VOOQ SWYPZ TZ bWVV TZ QTYS O\ SLYWW!VOOQ SWYPZ XMdWZ �	�2
aEW
μ = (15.4 ± 0.1 ± 0.2) · 10−10� pWYW SLW `YZS WYYOY MZ JTRZW^ U] SLW LT^YONMJ VOOQ RNJWYSTMNSMWZ

TN^ SLW ZWJON^ U] SLW TVVObW^ YTNXW O\ SLW pMXXZ PTZZ�
KLW LT^YONMJ JONSYMURSMON JTN TVZO UW bYMSSWN TZ T ZRP O\ SLYWW SWYPZ2

ahad
μ = ahad,LO

μ + ahad,HO
μ + ahad,LBL

μ . (2)

KLW ^OPMNTNS JONSYMURSMON JOPWZ \YOP SLW `YZS� VWT^MNX OY^WY SWYP� eVSLORXL SLMZ SWYP JTN~S UW
JTVJRVTSW^ \YOP `YZS QYMNJMQVWZ� ONW OUSTMNZ \YOP ^MZQWYZMON YWVTSMONZ2

ahad,LO
μ =

(αmμ

3π

)2
∫ ∞

4m2
π

ds
R(s) K̂(s)

s2
, (3)

bLWYW R(s) = σ(e+e− → hadrons)/σ(e+e− → μ+μ−)� TN^ SLW lWYNWV K̂(s) XYObZ \YOP  �g	 TS s =
4m2

π SO � TS s → ∞� KLW \TJSOY 1/s2 WPQLTZMfWZ SLW YOVW O\ VOb WNWYXMWZ� QTYSMJRVTYV] MPQOYSTNS MZ
SLW YWTJSMON e+e− → π+π− bMSL T VTYXW JYOZZ ZWJSMON UWVOb � wWx� eZ T YWZRVS� -	� O\ SLW JWNSYTV
dTVRW JOPWZ \YOP SLMZ JLTNNWV TN^ POYW SLTN [/� JOPWZ \YOP SLW WNWYX] YWXMON UWVOb / wWx�

jWJWNS LMXL QYWJMZMON PWTZRYWPWNSZ O\ dTYMORZ LT^YONMJ JYOZZ ZWJSMONZ QWY\OYPW^ bMSL SbO ^W!
SWJSOYZ qvn!/ ��� TN^ _�n ��� TS SLW xrhh!/v JOVVM^WY ZMXNM`JTNSV] MPQYOdW^ SLW TJJRYTJ] bMSL
bLMJL SLW oRTNSMS] R(s) JTN UW ^WSWYPMNW^� hTYSMJRVTYV] MPQYWZZMdW MZ SLW QYOXYWZZ MN SLW QYWJMZW
PWTZRYWPWNSZ O\ SLW JYOZZ ZWJSMON O\ SLW QYOJWZZ e+e− → π+π−�

KLW JTVJRVTSMON O\ SLW ^MZQWYZMON MNSWXYTV MN ro�,	1 TUOdW XMdWZ SLW NWb dTVRW O\ SLW LT^YONMJ
JONSYMURSMON SO aμ2 (690.9 ± 3.9± 1.9± 0.7) · 10−10� bLWYW SLW `YZS WYYOY MZ WcQWYMPWNSTV� SLW ZWJON^
MZ ^RW SO SLW YT^MTSMdW JOYYWJSMONZ TN^ SLW SLMY^ MZ SLWOYWSMJTV� KTlMNX SLW LT^YONMJ SWYP ^RW SO SLW
LMXLWY OY^WY JOYYWJSMONZ \YOP �g� TN^ SLW LT^YONMJ VMXLS!U]!VMXLS SWYP \YOP �-� TN^ ZRPPMNX TVV SLW
SWYPZ� bW OUSTMN SLW NWb SLWOYWSMJTV QYW^MJSMON \OY SLW dTVRW O\ SLW TNOPTVORZ PTXNWSMJ POPWNS�
(11659180.5 ± 5.6) · 10−10� aNW JTN ZWW SLTS aexp

μ − ath
μ = (27.5± 8.4) · 10−10� bLMJL MZ 3.3σ UWVOb SLW

WcQWYMPWNSTVV] PWTZRYW^ ONW�
aNW JTN SY] SO MPQYOdW SLW TJJRYTJ] U] RZMNX SLW ^TST ON SLW τ VWQSON� LObWdWY� TS SLW POPWNS

SLW] ^MZTXYWW bMSL SLOZW \YOP e+e− M\ JONZWYdTSMON O\ dWJSOY JRYYWNS ,qxq1 MZ T^^MSMONTVV] TQQVMW^ �7��
zRYSLWY QYOXYWZZ MN SLW `WV^ JTN UW YWVTSW^ SO SLW NWb PWTZRYWPWNSZ O\ LT^YONMJ JYOZZ ZWJSMONZ O\

�DEQ >PMEIJ H>G GPLLIJMQR SO MEQ TPGGF>X UIPXR>MFIX aIJ V>GFZ TQGQ>JZE �XI" �&��0��4��� >XR XI" �&��0��&��&!
>XR SO MEQ WJ>XM hUb b�p 4'& T][ ��'u#& u��0"
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e+e− TNNMLMVTSMON TZ bWVV TZ ZOVdMNX SLW WcMZSMNX QYOUVWP bMSL SLW TQQVMJTSMON O\ qxq SO SLW ^TST ON
SLW τ VWQSON�

KLW TRSLOY MZ XYTSW\RV SO ���� eJLTZOd \OY SLW lMN^ MNdMSTSMON SO QYWZWNS SLMZ STVl� KLMZ bOYl bORV^
UW MPQOZZMUVW bMSLORS WcSYTOY^MNTY] WtOYSZ O\ SLW ZSRt O\ xrhh!/v� qvn!/ TN^ _�n JOVVTUOYTSMONZ�
�~P MN^WUSW^ SO P] JOVVTUOYTSOYZ v� nTdMWY� e� p�OJlWY� z� iWXWYVWLNWY TN^ v� hTZZWYT \OY NRPWYORZ
^MZJRZZMONZ TN^ \YRMS\RV bOYl SOXWSLWY�

&XcXMXZqXO

�� X"!!"== %�G� "= @.� zMNTV jWQOYS O\ SLW vRON r7/� eNOPTVORZ vTXNWSMJ vOPWNS vWTZRYWPWNS
TS ��s 66 hL]Z� jWd� n� /  g� dOV� -	� Q�  -/  	�

/� d@<<">@ A� rVWJSYON� vRON TN^ KTR vTXNWSMJ vOPWNSZ 66 /  -� LWQ!QL6 - / /-�
	� Km@>!"W_H -�� A@>WH@!� G� I� jW`NWPWNSZ MN rVWJSYObWTl qONSYMURSMONZ SO SLW vRON eNOPTVORZ

vTXNWSMJ vOPWNS 66 hL]Z� jWd� n� /  	� dOV� g-� Q�  -	  g�
�� -_O?"=<OH! $�$� "= @.� pMXL!_STSMZSMJZ vWTZRYWPWNS O\ SLW hMON zOYP zTJSOY MN SLW ρ vWZON

rNWYX] jWXMON bMSL SLW qvn!/ nWSWJSOY 66 hL]Z� sWSS� �� /  -� dOV� g�7� Q� /7�
�� -WO@<�/ A�w� "= @.� {Q^TSW O\ SLW e+e− → π+π− qYOZZ _WJSMON vWTZRYW^ U] _�n nWSWJSOY MN

SLW rNWYX] jWXMON 400 MeV <
√
s < 1000 MeV 66 i� rcQ� KLWOY� hL]Z�� /  g� dOV� � 	� Q� 	7 �

g� b@nH @>@ ]� "= @.� hYW^MJSMONZ \OY g − 2 O\ SLW vRON TN^ α(QED)(M2
Z) 66 hL]Z� jWd� n� /  ��

dOV� g[� Q�  [	  	�
-� �@/H"> A� @!\ A@>WH@!� G� I� KLW SLWOYWSMJTV QYW^MJSMON \OY SLW vRON eNOPTVORZ vTXNWSMJ

vOPWNS 66 eNN� jWd� �RJV� hTYS� _JM�� /  �� dOV� ��� Q� ����
7� �@/H"> A� "= @.� {Q^TSW^ rZSMPTSW O\ SLW vRON vTXNWSMJ vOPWNS {ZMNX jWdMZW^ jWZRVSZ \YOP

e+e− eNNMLMVTSMON 66 rRY� hL]Z� i� q� /  	� dOV� 	�� Q� �	��
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1 6RKm <=>?@?A?: 7B j:GE=797\X� R?@GD� Km T�x^t R6J� !��������
���	���
2 6XLDGA>: R=@;:L>@?X� 6XLDGA>:� Km T�Utt�TT�^ R6J� �)������	��	���

3 6XLDGA>: R=@;:L>@?X� 6XLDGA>:� Km T�Utt�TT�^ R6J� ������������	��	���

zMYZS� T UYMW\ ZRYdW] O\ YWJWNS YWZRVSZ ON SLW QRffVMNX ZJTVTY PWZON ZQWJSYRP bMVV UW QYWZWNSW^�
{N^WYZSTN^MNX SLWZW \WTSRYWZ PT] QYOdM^W MPQOYSTNS JVRWZ SO WdWNSRTVV] ZOVdMNX }qn MN MSZ LMXLV]
NON!QWYSRYUTSMdW VOb WNWYX] YWXMPW� e PO^WV bLMJL XMdWZ TN MNSWYWZSMNX QL]ZMJTV QMJSRYW O\ PMcMNX
UWSbWWN oRTYl!TNSMoRTYl ZJTVTYZ TN^ QOZZMUVW ZJTVTYZ bLMJL JONSTMN SbO oRTYlZ TN^ SbO TNSMoRTYlZ
bMVV UW ^MZJRZZW^ MN ZOPW ^WSTMV�
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eVTWd h� r� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �[
eVWWd j� £�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � / 
ePTXVOUWVM v� w� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
�RSRYVTlMN e� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � //
qLRYlMN x� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �	
rZLlWWd e� j� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /7
wYWJLlOZWWdT v� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /g
uTYQWNlO e� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 		
uT]XOYO^Od �� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	/
uOYOUOd e� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	�
uYOSOd n� _� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	g

hOSTQOd x� �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	g
jWdMN n� a� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	-
jMPTSZl] x� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	7
jRlLTMT uL� v� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	[
_JLYWMNWY h� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
_OlOVOd x� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � / 
_R^OQVTSOd _� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
KMURT s� v� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	[
xTZMV~Wd e� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /	
x^OdMN r� h� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � /�
�WWdTV^ a� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 	 
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eUYOZMPOd �� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��	
elMZLWd w� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �g
eRUY] i�!v�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����
�WY^MNZlMM n� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �7
�OX^TNOd e� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �[
qLRWZLWd x� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��g
rXOYOd e� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � g	
rXOYOd n� x� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � g�
zOPMN]lL r� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 7
wMJLWd x� v�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
wYWZLNOd e� x�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-
wRN^]YWd �� e� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �[
wRSPTN e� r� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � g�
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