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Àêàäåìèê Ñ.Ë. Ñîáîëåâ îáðàòèëñÿ ê ïðîáëåìå ñîçäàíèÿ âûñîêîòî÷íûõ ôîð-
ìóë ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî ìíîãîìåðíûì îáëàñòÿì ñ íà÷àëà
íîâîñèáèðñêîãî ïåðèîäà ñâîåé æèçíè ïîñëå (è â ðåçóëüòàòå) ñâîåé ðàáîòû â àòîì-
íîì ïðîåêòå ÑÑÑÐ. Ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ëåãåíäàì åãî âíèìàíèå ê íåîáõîäèìîñòè
âû÷èñëåíèÿ ñåìèêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïðèâëåê àêàäåìèê Í.Í. Ñåìåíîâ. Â ýòî æå
âðåìÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîì êîíöå Çåìëè ðàáîòàë Äæîí ôîí Íåéìàí â àìåðèêàí-
ñêîì àòîìíîì ïðîåêòå, ê ïðîáëåìå âû÷èñëåíèÿ ïîäîáíûõ èíòåãðàëîâ îí ïðèâëåê
âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèå �ìåòîäû Ìîíòå-Êàðëî�.

Â ïåðâûõ ñâîèõ ðàáîòàõ Ñåðãåé Ëüâîâè÷ ðåøàë çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ ïî ìíîãîìåðíûì îáëàñòÿì ñ áîãàòûìè ãðóïïàìè äâèæåíèé. Îí èññëåäîâàë
âîçìîæíîñòè ìåòîäà �ìåõàíè÷åñêèõ êóáàòóð�, ò. å. êóáàòóðíûõ ôîðìóë, òî÷íî
èíòåãðèðóþùèõ ìàññèâû ìíîãî÷ëåíîâ (èëè äðóãèõ áàçèñíûõ ôóíêöèé) çà ñ÷åò
ñïåöèàëüíîãî âûáîðà óçëîâ íà îðáèòàõ äâèæåíèé. Òèïè÷íàÿ îáëàñòü òàêîãî âè-
äà � øàð èëè ñôåðà â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Â ìàòåìàòèêå îñòàëàñü òåîðåìà
Ñîáîëåâà, óòâåðæäàþùàÿ äîñòàòî÷íîñòü âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ òàêèõ ôîðìóë
ïîñòîÿííûìè íà êàæäîé îðáèòå, ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò îáúåì âû÷èñëåíèé
ïðè ñîõðàíåíèè âûñîêîé òî÷íîñòè ôîðìóë. Ïðîôåññîð Â.È. Ëåáåäåâ � ó÷åíèê è
ïîñëåäîâàòåëü Ñ.Ë. Ñîáîëåâà � äîâåë ðåçóëüòàòû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ äî ñîçäàíèÿ
ôîðìóë, òî÷íî èíòåãðèðóþùèõ ïî ñôåðå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñôåðè÷å-
ñêèå ãàðìîíèêè äî 131 ñòåïåíè (âñåãî 17424 ìíîãî÷ëåíà), ñ ýôôåêòèâíîñòüþ (îò-
íîøåíèåì òî÷íî èíòåãðèðóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ ê îáùåìó ÷èñëó óçëîâ) η = 0.99966.

Â 1963 ãîäó ïîÿâèëèñü ðàáîòû Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ñ äðóãèì ïîäõîäîì ê ïðîáëå-
ìå, íàïðàâëåííûì íà ñîçäàíèå âûñîêîòî÷íûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ
ïî ìíîãîìåðíûì îáëàñòÿì ïðîèçâîëüíûõ ôîðì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâ ïåðåøåë íà ÿçûê
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ïðèìåíèâ ñîçäàííûå èì ðàíåå òåîðèþ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé è òåîðèþ âëîæåíèé ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ðàçíîñòü ìåæäó
òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì èíòåãðàëà îïðåäåëèëà ôóíêöèîíàë ïîãðåø-
íîñòè
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ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé íàä áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì èíòåãðàíòîâ, îïðåäå-
ëÿþùåì èõ ñâîéñòâà ãëàäêîñòè. Èìåííî, Ñ.Ë. Ñîáîëåâ âûáðàë â êà÷åñòâå ïðî-
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ãäå m > n/2, à êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà îïðåäåëèë ñêîðîñòüþ ñõîäèìî-
ñòè ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íîðì ôóíêöèîíàëîâ ïîãðåøíîñòåé

∥∥∥lΩN | L(m)∗
2 (Ω)

∥∥∥
ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà óçëîâ N .



Â îñíîâå òåîðèè Ñ.Ë. Ñîáîëåâà íàõîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíûõ ïîëî-
æåíèé. Âî-ïåðâûõ, Ñåðãåé Ëüâîâè÷ ñðàçó óïðîñòèë ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ïðèíÿâ
ðåøåò÷àòûå ðàñïîëîæåíèÿ óçëîâ

{
x(k) | k = 1, N

}
= {hHs | s ∈ Zn} ,

ãäå H � ìàòðèöà ðàçìåðà n×n, detH = 1, h � øàã ðåøåòêè, h → 0. Âûáîð ïðîèç-
âîëüíûõ ïî ôîðìå îáëàñòåé èíòåãðèðîâàíèÿ íå äîïóñêàë îïòèìèçàöèè ïî óçëàì,
è îñòàâàëîñü òîëüêî òðåáîâàòü ðàâíîìåðíîñòü èõ ðàñïîëîæåíèÿ. Çàäà÷à ñâåëàñü
ê ïîèñêó òàêîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ {ck} îò êîîðäèíàò óçëîâ è ìàëîãî
ïàðàìåòðà h, êîòîðàÿ äîñòàâëÿëà áû ìèíèìóì íîðìå ôóíêöèîíàëà ïîãðåøíîñòè.

Âî-âòîðûõ, ïîèñê îïòèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ áûë çàìåíåí òðåáîâàíèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè: ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöè-
îíàëîâ ïîãðåøíîñòåé äîëæíû èìåòü íîðìû àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêèå ê îïòèìàëü-
íûì: ∥∥∥lΩ,as

h | L(m)∗
2 (Ω)

∥∥∥ /
∥∥∥lΩ,opt

h | L(m)∗
2 (Ω)

∥∥∥ → 1 ïðè h → 0.

Âåäü äàæå â ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ îï-
òèìàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, ôîðìóëû îêàçûâàþòñÿ ñëîæíûìè è ñèëüíî çàâèñÿò
îò êîíêðåòíî âûáðàííîé íîðìû. À óâåëè÷åíèå ìíîæåñòâà ôîðìóë òðåáîâàíèåì
àñèìïòîòè÷åñêîé îïòèìàëüíîñòè îòêðûâàåò âîçìîæíîñòü âûáîðà íàèáîëåå ïðî-
ñòûõ àëãîðèòìîâ èõ ïîñòðîåíèÿ. Óïðîùåíèå àëãîðèòìà (ñ ìàëîé ïîòåðåé òî÷íî-
ñòè) áûëî ïîñòàâëåíî âûøå äîñòèæåíèÿ ñòðîãîé îïòèìàëüíîñòè, òàê êàê ãëàâíîé
öåëüþ áûëî ïîñòðîåíèå òåîðèè äëÿ ïðàêòè÷åñêè ðåàëèçóåìûõ àëãîðèòìîâ.

Òðåòüèì âàæíåéøèì ïîñòóëàòîì òåîðèè Ñåðãåé Ëüâîâè÷ ïîñòàâèë ñèìáèîç
àëãåáðàè÷åñêîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ïîäõîäîâ. Èòîãîâóþ àñèìïòîòè÷åñêè îïòè-
ìàëüíóþ ôîðìóëó îí ñòðîèë êàê ñóììó ëîêàëüíûõ ñ ðàçìåðàìè íîñèòåëåé ïî-
ðÿäêà O(h), òî÷íî èíòåãðèðóþùèõ âñå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè m. Â ðåçóëüòàòå îí
ïîëó÷èë è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàë àëãîðèòì ñâîèõ �ñîáîëåâñêèõ ÐÏÑ-ôîðìóë� �
ôîðìóë ñ ðåãóëÿðíûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì. �Ïîãðàíè÷íûì ñëîåì� ïîòîìó, ÷òî äëÿ
ôîðìóë åãî àëãîðèòìà íàäî áûëî âû÷èñëÿòü êîýôôèöèåíòû òîëüêî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ãðàíèöû îáëàñòè ñ îáúåìîì O(h). Äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ êîýôôè-
öèåíòû ôîðìóë àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àëèñü ðàâíûìè hn � îáúåìó ýëåìåíòàðíîé
ÿ÷åéêè ðåøåòêè (ïðîÿâèëîñü �ñâîéñòâî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ�).

Ñîáîëåâñêèå ÐÏÑ-ôîðìóëû îêàçàëèñü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè íà ïðî-
ñòðàíñòâàõ L

(m)
2 (Ω). Îíè èìåþò òî÷íîñòü O(hm), à îáúåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáî-

òû ïî íèì ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ïðèãðàíè÷íûõ óçëîâ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé
ïîðÿäêà O(h−n+1), à íå O(h−n) � âåëè÷èíîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷èñëó âñåõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Âñÿ ýòà ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà è îïóáëèêîâàíà Ñåðãååì Ëüâîâè÷åì
çà 1963�1966 ãîäû â 8 ñòàòüÿõ â Äîêëàäàõ ÀÍ ÑÑÑÐ è ïàðàëëåëüíî â äâóõ ðîòà-
ïðèíòíî èçäàííûõ êóðñàõ �Ëåêöèé ïî òåîðèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë�, ÷. I, 1964 ã.
è ÷. II, 1965 ã., èçä. ÍÃÓ, Íîâîñèáèðñê.

Â äàëüíåéøåì óñèëèÿìè åãî ó÷åíèêîâ è ïîñëåäîâàòåëåé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ôîðìóëû ñ ðåãóëÿðíûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì ñîõðàíÿþò ñâîè àñèìïòîòè÷åñêè îï-
òèìàëüíûå ñâîéñòâà íà áëèçêèõ ïðîñòðàíñòâàõ èíòåãðàíòîâ: Wm

p ñ ëþáûìè p è
íå÷åòíûìè m è Wm

2 ñ öåëûìè è íåöåëûìè m.
Ïðè îïèñàíèè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ñîáîëåâñêîé òåîðèè îñòàíîâèìñÿ íà ðà-

áîòàõ òîëüêî óôèìñêîãî íàïðàâëåíèÿ ýòèõ èññëåäîâàíèé. Ïîòîìó ÷òî ìû ñî-
õðàíèëè îñíîâíîé îðèåíòèð � ñîçäàíèå òåîðèè ñ ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé â
ïðîãðàììàõ âûñîêîòî÷íîãî ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíîãîìåðíûì îáëà-
ñòÿì ïðîèçâîëüíûõ ôîðì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè äîñòèãíóòû òàêèå ðåçóëüòàòû.
Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ áûë îáîãàùåí âíåñåíèåì â íåãî îñíîâíûõ îïåðàöèé ìàòåìà-
òè÷åñêîãî àíàëèçà: çàìåíû ïåðåìåííûõ è ïåðåìíîæåíèÿ ôóíêöèé. Ïîëó÷åííûå



ÎÏÑ-ôîðìóëû (ôîðìóëû ñ îãðàíè÷åííûì ïîãðàíè÷íûì ñëîåì) ñîõðàíèëè ñâîé-
ñòâî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ è îáðåëè óíèâåðñàëüíîå ñâîéñòâî îñòàâàòüñÿ àñèìïòîòè-
÷åñêè îïòèìàëüíûìè íà øèðîêîì êëàññå ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ îáû÷íî
ïðèìåíÿåìûõ â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ óïðîñòèëñÿ
è áûëè ñîçäàíû ïðîãðàììû âû÷èñëåíèé èíòåãðàëîâ äëÿ îãðàíè÷åííûõ ãëàäêè-
ìè ãðàíèöàìè îáëàñòåé ïðîèçâîëüíûõ ôîðì ðàçìåðíîñòåé îò 2 äî 10. À òàê êàê
â àëãîðèòì èçíà÷àëüíî çàëîæåíî ïîëíîå ðàñïàðàëëåëèâàíèå, òî ýòè ïðîãðàììû
ïðîøëè òåñòîâûå èñïûòàíèÿ íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ïîêà-
çàòåëÿìè ïîëåçíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåññîðîâ îò 70% äî 90%. Ñ ïðèìåíåíèåì
ïîñòðîåííûõ ôîðìóë ñîçäàíû è àïðîáèðîâàíû ïðîãðàììû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî
îãðàíè÷åííûì îáëàñòÿì ïðîèçâîëüíûõ ôîðì. Òåñòèðîâàíèå ïîêàçàëî âûñîêóþ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ïðè÷åì íåò ïðåïÿòñòâèé äëÿ ïîâû-
øåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷ äî 5�6 ñ ó÷åòîì ñóùåñòâóþùèõ è äîñòóïíûõ ñóïåðêîì-
ïüþòåðîâ).

Íàêîíåö, îñòàíîâèìñÿ íà íåêîòîðûõ âïåðâûå îáíàðóæåííûõ ÿâëåíèÿõ â ïðî-
öåññå òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

1. Íà ñåìåéñòâå ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâ
{
Wm

p |m ∈ (m1,m2), p ∈ (p1, p2)
}
�

ñ êîíêðåòíûìè W̃m
p (Ω)-íîðìàìè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ îïòèìàëüíîñòü îêàçàëàñü ýê-

âèâàëåíòíîé îïòèìàëüíîñòè ïî ïîðÿäêó.
2. Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ îñòàòî÷íûé ÷ëåí íå îêàçûâàë çàìåòíîãî

âëèÿíèÿ íà òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé.
3. Îïòèìàëüíûå ôîðìóëû îáëàäàþò ïðèãðàíè÷íûì ÿâëåíèåì Ãèááñà, ò. å.

ïðèãðàíè÷íûå êîýôôèöèåíòû êîëåáëþòñÿ ñ ðàâíîìåðíî ïî m îãðàíè÷åííîé àì-
ïëèòóäîé, ïîïàäàÿ è â îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

4. Çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî äîáèòüñÿ íåîòðè-
öàòåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûõ ÎÏÑ-ôîðìóë.

5. Íà íåèçîòðîïíûõ ïðîñòðàíñòâàõ W bm
2 (R2) ñ äîìèíèðóþùåé ïðîèçâîäíîé

èëè ïðîñòðàíñòâàõ Wm
2 (R2) ðàçíîé ãëàäêîñòè ïî ðàçíûì íàïðàâëåíèÿì äàæå

êâàäðàòíàÿ ðåøåòêà {hk | k ∈ Zn} ìîæåò äàòü íàèëó÷øèå ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè
çà ñ÷åò ïîâîðîòà ðåøåòêè íà óãîë α ñ òàíãåíñîì, ðàâíûì çîëîòîìó ñå÷åíèþ,
tg α = 1+

√
5

2 . Ýòè ïîðÿäêè � O
(
h2m

√
| ln h|

)
äëÿ W bm

2 (R2) è O
(
h

2m1m2
m1+m2

)
äëÿ

Wm
2 (R2).
Â äàëüíåéøåì ãëàâíîå íàïðàâëåíèå ïðèìåíåíèÿ è ðàçâèòèÿ ñîáîëåâñêîé òåî-

ðèè ìû âèäèì â ñîçäàíèè òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òî åñòü óðàâíåíèé, èí-
òåãðàëüíûå îïåðàòîðû êîòîðûõ èìåþò ÿäðà ñ îñîáåííîñòÿìè çàäàííûõ âèäîâ.
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