
1969 г. Oпtlrал ьшое tulatltlpoBцшltc Вшпrск I{

УД( 5T2.25126 + 5I].88

0Б Ojl}lOl 0,iоБЩДнШ}t ll0llllTllя стРOг0 UtllUкЛ0ll
0ункциll ;

В . А . Бу лавскпlt , l' . ltl . Ру olt tlштей tl

Шсследеrшо D сrаlDе tаш шаэшDаецче строго вцtUклче oto -
tЕрrсцlх ЕGкlорншх прострашстЕ в предJпорядоченнц? IEoIoct-
Лl сцпrcтаЕЛ8DtСЯ octectвGнltul oooбli;Elot доцЯtlЯ 0tрOг0 вI -
лJдло| (rочвве, оr,рого авааllвшпJ,Е!оrl ) фушкчrr. В шачесtDо

цшrolеlшi FссIsтJ)lЕsетсi ttопрос о сход|Iосll llrlllшьllцI oro-
tоцlоi l одноI ш(sле fiорI.

ý I. 0прлшенlе ш некоторше своlс!ва
.сijппD лцIry клцх оrобраrечrl

0rобраrешrв f sчпJ.кJlого ,gnotoclвa М вешствеЕшопо ве8-
ДОРЦОГО ПРСrРаВСlВа Е ПР€ШПОРПЛOСеНШОО IШOteCtEO Р ;Еа90-
лоI 0r9ого вшtryклшI| осII прll лшбшх.лэух (вадrчшш) .r,gc.M
1 .t с (о, !) lleo! tecto по JраIцеt rlapo oplO rB оtцоlопtd.:

,, (r * t(g -!Е)< f (л) , il,(z+t 19-*)) < Iul,
пороrf,авIое эаЕшнlш преtпоряд(оr (оtпоэешrвr rаrорrровшrя)

В часtшостl.t лJсачесlво f цоrеt расоIаtрsаrцls !0l -
деGlЕоцкое оюбра,rcнrс rпЪreс Еа М Еа Gебяi 0слLоЕо ,сало
,прешlпOраlоtlоtо.

Совош;lпшооiь DceDoalloxirЁx офого,iцry шльш оIобраtешll DI-
пушого чшоrесtва r,{ Е рsвлиqfiЕо п}ефпорялоIOншчs Jrоrаоr-
ва булеч оооsllЕча!ь чсре9 ,F ( ,М ).

0сташовшrся ша Еокоторцх своfiствах отоброrеппI f с F (М))

Io.Ecrl отоОроtенпс / ше являетсп сtрого ЕоврастsDцtll taоlреsкв [.x, 9] с М r !0 шаЛдо!ся отшчная ol t тqч-
fiа u$е l_,t,g] t8к8яr чrо 

'(t) 
пе предшlествуол f (Ч'|.



Деlствlтеrшо, оGпп ааlryтся tочка ц с [:х, g] l оrttч-
пая от вее tочrа u с [с, u] taкпer чr0 f (u} ro пр€пзсt -
вr€? f (ц) ,lо лпбо I _ и., лlбо /(u) < f (Е ), . В. ta-
q.rеrвв rcKorol шчвп ч' IoIEo в8rrь в псрвоI с!rчао to|rtзy ll r
а ЕО BTOPOI - !0Чr' V . '

Z9 Ьrr z -вцу?рвпвЕя tоqва отрезва [r, g] с Ш r to f
сrрго возрасвет хотп бш Еа одпOr !8 отреавов [ Z , €] l
[ ?., 9.1 .

В протпlпоI сrуqае паlлrоь бч оtлпqЕшб о! Z lоqвr
.t'с [z, зс]. с'€ [z . U] таmо, ч!о элоIввт 

' 
( z ) пе прелшвс!Еуоl

пi ,(с,) l Hn l(g', . Д это невоэrоIgоr lак rаЕ z -впуrреп-
rtяя tol"ta отрезка [z; c'J

59 ПШ ЛпФrх z,lgc М ваЛдеtсп (oseBrmo, olric19ei -
яая) tочка rrl е [с, g] ' tцсая, ч!о оtобраrвtlо
, Gtрого BoapscTaot la обопх попуоtвFпп otpc8lal (щх1

[ (t,9]
Черв К, обовпасrr IноtестDо tочев z с [t, yJ tахЕrqlо ,

goпоtовно воаFсtаеl ша [z, ,] . Малоtтсво пOсtроlI lto -
tLtcTBo К ! . Эtп rпоrасtв8rоqевпдtо| вGцусrч€i вшryкrше t ,lc-
пт пе болев ошоl 0бrеП ,оqшпr прlчеr Ка u Кg - [-, g] .

В касесtве lcfiolol tоqкп ф следlет прiппlD о6lуэ грпппуэ
тi,чi, rнorecTв К. , Ку .

Ввпду своПства rОваддое оlрого внпJплое оrобрrепlе f
пороцIаеtоtобраrепlв i прrsвелеппвМ'll э м 1ц)Еос-
lавrпDlес паре (l,с) е i{, }l сооrЕеЕtDущD lotп, чr
отре8ва [-.с] .

Черз. F. (И ) обоавачпr совоцrIпосlD оfiброrGd
1c^F|M ) , каlIое iB вotopгI Еа,Моu о?реssо [r,g] , lo,r-

ве ;{с,9) !осшгае, IrЕшrra. Таltпе ошбрtеЕlяi oqeBtllo,
строго вOsFсtаD? па sаI8!уrUх оtреаJах [iс*.чrr3 r IiСл, ч), ч]
Длl Фксlрвапвого отобрrеяrп f < F (М ) pccrotрtr lебего-
:,f lltolвclвa:

fu1, - {х'е М : f(x') < f@)J .

llепоср.rmвевпо ta опрелоrеЕlп с?рго вцщrпlого оtoбI)аЕ-
intя сrcдуетr tllo Есо эrt IпоIsства t !х объелвепвя (в rпбоr
чrcлс) яв!яDrся BцIvKrEll. trвльпоfiзrе сэоfiства лабеговш шо-
tесrl lв!агаDtlсп D првддо!оrcIrli чtо рёсчатрпвааrЪё оiобф-
lsl-G f прlпsшilеllt F"(М) .

09 ПересвчеЕrе ,МчI дэrх rебогоlсх шоIеств lедrоtо trc&-
доваtе,.шоr соIеFl некоtор9эrЕебегово lвotectE.

Деilствrrелъвоr прr ллб'rх- э:.ц8 М. ючка f{t, grсМ.ОМу
8tl
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59 Вслп афпвпчо шоохrоJlп L, I Ly lвoleorв М. , Му
пв оФпslвгтr !о оIffо tB DtiI лобогопlх Iповотв оодорlrrоя
во B!OрI.

Не уrаrяя обlпоош, Iопlо счlt?атьl чtо паЛдеrся ucM"rL,
Тогда есrп dH прll loкolopot u е ИU rочпв f (u,u) rо GоЕпqIала

0 tЛ . ?о, tочка ц прrпsдrешm бЕ L 9 i 'rтo проlнворечlt вш-
борJ ц . СледователDноr п8Iдая ,очl(а tl е Мg соDпадвет G

i(ц,u), потоI, прпнадлоrп! М* .' С9 Вслп ореIп лофrовцх I8oIBolB пIоDrоя i0 бOлво чеI счетпо-
Iерпцоr то в И суtвотвуоt Iовотовшо lпцпrхэlруDlвя послвло-
ваlельшость1 toв. ,алаi поолsдоввtоrьпосtь [.т"l [, . чtо

f (сп+r1< f (.z"), п-1,2,...i , лля лрбог0 х,сМ i Е8чпЕ8я
овекоrороiоЕоцера, f(*a)G f(. l,
' мя докsаателъGtва DассIоrрпt спачала сrryчаЛ. вогда средI

афrшншх нооrлевf, лефговrх ltoЕсtв lloDtcя iопечноIбрllцЪ.Тог-
да средп шпх ввIдется EапllвRboll, котоFf,.шl обовнаsпr чореа L ,
Еслп L нулшорно, t.e. сосtоut пв опоi tочпl, то в этоfr toc-
ле отобрrвнпв f лоспгае, шlrryш па М . Еодп re L оодер
rпt более oEoi яосrшr lо вафкспруаr lвKolopoc Gtlо!поо lнoteor:
во S , пtоrrов , LnM . Прп эtоl rвrдое lофгово IпoEofBo
содощl поЕЕоtвс!ю, оtтFтоg в L , ii потоry перо06rао!Oя
cS.

Допустпr lепOрь, что средп лефговшх lпotool! во! iоЕOтЕo-
Ieprlж, Ео llgвtlc, otlatнolepшoв lшotбotвo М*о . 0но пфtота-
BrIo , впде ооьеrпшевпя оqеtвого чrlсIа Koвe,lпouoprlt x Ешrryшшt
шшвсt, М"!. L-1,2,.., . По док8аапноtry паlдое i8 llоlsсrв
Иi"оодерЕt оддоtочеqЕоо trl, Gчвtпоа подtшоtsсtво 5tt! !аllов r

что.прl лпбоч ц. е M(t' лФglово.rпоrеоrво Mll перgоаIааrо, о
S(" . тогдд lпolecrвo ý -,9 S "' прl апбоr t с [f перооова-

еIся о м. . Деf,ствпrелБво, пtкоЕо бg rr фrо а. е М , Eal_
дется х'е М* п Мl. l прп Beкo?opol t поt чпI

.-'. M'il , M|l с М- , и!',' n 5cll 1 р
Следоватвльно, М. п S + ф .

Тшпr обраоt0 прl паrпчll пе болае qеr сqвtпоroрЕого ,о -
ttегова шоrоства суцоствrет пФледоватеrDвосlD lg. li, tапаяr
ЧlО ДtЯ к8ЦlОгО д, е М прr вопоrорr п DшполЕяgtоi Go -
0!по!ецпб f (LJ"l < f(€).

Для построешя rскоlоt пЕшпsiрrDtоil посrвдова!оль!оо!l
досtaltо,пo полоlпtь

,Zl-!,, 
En- itr"-r,ап|, r--2,3,-..
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ý 2. Строго вцIryкпше продlорядsll

го ЕшпуклшIi оспш 0н }rндlциру€тсf,, цекOlоршц отобраrонпеш

l, F(Ml,
В aToll паFграФе Ее8де. где це оговорешо прот]tЕtlооrпредпо-

лагается, чlо рассllатрпваеIше 01р0г0 вшпуклше предпOрядtи цшду-

ццруDтся отобрrешшяrш шз F. (М ).
Череа F. (м ) обоаначlll llпolecTBo отобраrевufi 1,1 * м

Е [' , пороIдаеччх отобраrепшяllч ша F. (М ) 1 !.0. такtх ото-
браrенrП ч , чlо {= / дrя .Еекоторого 1е F"(И) .

Для каrдого t1 е F. (М ) череа R ,f обоаначшч lЛorecтBo пред-
цорядков, }lнлуцирхешх отобрвrешllяrr 1 с F" (м) , для fio-
tоршх i = ч . Предпорядки l|з одного i того ro Ry буде! на-
ашватi эквйвалентшшrIr.

I0o В каrдоll классе R у эквивдлентltшх предпорr!дков дIооlоя
чtлнишаrlьншll предпорядOк| в KoTOpoI тOчк8 д €М шюрируеt-
ся tочкоf, ч е М в тOш l только ,оI сJryчае. еслп сущест_
вуDт точкI Z., Zl| . , Z.tr..e it lil(ше, чtо

Zo- Х, Zъ,l- Ч, Zs - Y(Zr, Zs.,), S=o,/,...,z.(I)
Этот ltинltца.ltъпшП предпорпдо!( явJIяется отнолlепrец порядка B1,1 .

Д о к а 8 а ! е л ь о t в о . fuя. точек з,g€ И условtll|-
ся писать ft < U о еслtl прI некоторша ZclZt,... , Zz.t е М
хIеет често (I). ВволвншOе отвошенше, как не!рудtlо видеть, явля-
оtся прел.порядtоr в М .Пр атоl еслш э ( 9 rtO з llslорt-
руеtся g в лшбоr предлорялЕе хs 

'? 
ч, . Более того, если

J <g п Е+9, t0 в.(I)цоrнооччtатьвсо.3s раалпчншllи,
I пото\у в лМоr продlорялке rs R 9. fiоrлдя ,точка лZ, , S.o,1r..,,,L1
предцествует !очке Z5.1 . Такшш обравоr, лрr с <9 х х+ g
,rочка х преrшествует 9 в лпdоrпредпоFд(оliз Rу.Oт-

Blv{ . '

ctoтpиu тоIдественноо отобрrонuо ; чноrества М -в сеOя. В
сrлJ 0пределенпя построенног0 порядка \< при любшх х,g е М
отобраrенше f строго Boвpactaeт ва вalкпyTbJx отрезках [v(t,U)#jl [v](.,, у),9] . А это оанаqает| что S с F. (М) п i *y ,

2Ро Каково бш вш бч,по ,7 е F. (М) , в R.7 tllсDтся IаксичаJIь-
lltJe предпоряllкllr к8tдыtl иа которьгх яЕJtяется совершеншцш.

Д о к а 9 а t е л ь с т в о . Сушествовапие tlаксllll{lльншх
предпорflдков в .Ril, является простцц спедств!tеч лешцн Цорна.По-

10
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a.

то оЕ вв шorcT бчть tqксиllальпцll в Ry . Доfiствпlепьчо, Е Bтoll
сJryчае наf,дутся Hocpsвпиllflв точки zо, а.е М . 0пределпr поввй

_предпорядок з1 '. полаlая х <'grBo-1lepBнxroGпIc<g l во-
Bтopgxr еслп л < {.' п U" < 9. Покаrешr что соотношенпе с < U
вIечет а. ,,' ! . Прrде всего в сtlлу определешlя пового предпо-

рядса с <g влоtlоl z <'g . флп бш ока8алосD laкte g <'а" l
то шrелr бш

U" =( Z < 9 ( ft"
, tочк}l fr. il чо ,вопрекп предполOfеппп, бшлш бш орвtlишш.Пв
доказанного следуот, что предпорялоlс (,'прпвадlеriт R7 пrсле-

бовалосD дока:rатъ.
С вводенпнr 0тношенпеll аквшвалеЕ?Rостп предпорядков соглs-

суется следlшцее пOняtше сходrшOс?п.
Бурr говорtlть' что папрввлепшое сеlеПсtво продпорядков (.r,

Rу . всли прп всеI T,yel"t ваправленное сеrеfiство tочек
Yd(I,g)сход}tтся 8 тоqке y(e.U).

PaccшoTpltu теп9рь направrенrlое cel,1ПctBo совеРдешЕшх прод_
пdрядffов <..{ , определенных на одяоI t ToI Ie UпоIесtве М , п

ПРеДПОЛ0lllIr ЧТО аТИ ПРеДЛOРЯДКll УДOВЛЬrЕОРЯr'Т СЛеДrDЦеЦУ УСЛ0 -
ппп уGтановлевпя.

(l) Каковш ф Kr бчrп пг.9е М r Jtlбor шачппа, с некоторого
о.. , ичеет хесrо соотяооеЕ!е с (.9 , trпбо, вачlruал с пеко-

тOрого d , спра8ерlrЕ0 соотнOаенпе 9 4** .
Toгдавмrolnop8ccuoтpe'ьcoвepoсEпtoпpeДlopяд0к<

полагая -т ( 9 , еслш :Е (о g i пачrвая с iеrоторого .х_ о

Т е о р о r а I. Еолп предпOрядп}t <о( явIяr,lсi с!ро,го Ешпук-

Прпаточд.lrяФупкrцfi f*eF(M) п f eF(M) lШПлI-

' (.i-,п i^<r,цt-i@,9) прш всех :|,ч с М, (2)

Д о к а а 8 т е л ьс т в о . ПокаIвчr что предпорядок 1
являетсп строг0 вчпушJtшI. Еtлн бч aio бшо не !ак, то на пекото-
РОц ОТреаке [*.9] с М Еашлась Фl впутрнняя totl1ц z t6tlaяr
что л(Z п у<z.НотоглдпрiпекотороI о<. lrолпбц:
u (* Z п Ч -{*Z . д а!о протrворечпт отрогоЛ вшItJклос-

tп предпорядка (*.
0стается проirерштъ соо!поfенпо (2). Каковч бч l.. бшлtt оtлtч-

ная от i(д,9) точка tl е [f t-T, ч),зJ , другsя tочка tt G[ft ,ч),ч],
llаЧ1,1НаЯ С. НеКОТОРОГО .Z , (.t'< < (l l| СЛеДОВаТеП ЪШО!
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i- (*, уlr[ч,i!. Точцо таr Ie, ectt lочва че[iсз. л,gl
оtлrчна ot i <-,чl r !0 i. (., а)€ t!,*] , шачrшая G шо8о -
,орого ./ . 0!оDла цвоосролýlвошпо ошдуе, (2).

Докававчвя loopcla повDоrrо, форrуrrроэаrь слепушШ
Il pr Е ца в о I одl I о с t !. Bcrr шаправrЕшнос оо_
чсДсtво пр€шоряд(оЕ <.. п8 Р9. tдоЕлоtDорпеl уоловrп (l) r
сооtвстсtвуочrД проIпорядош 4.прrцslдGlхt ttoкof'opory Rу,
l0 продlоряI8I {.r oходrltoя ш преlпOрядry <

ý 3. Прсrчерш схоллчllхGЕ прдпорядков

В pаccraTplBaolшx прIарЕr доЕаsаlедьоtво GIолхцосrш прод-
порпдков I усlацоЕлвЁrв прслехьшого пр€дпорядrа опrраоrся н8 прr-
веденншfi Е прелшдуцвr парагрфе првsцдк схошl|осll. ПрIде всего
проDэрпется услоЕпе ( | ) r вsIод|tоя пороцлаоtшl ш сlрого Dц -
пуклd coBepBeвrufi предпорflдоlс. trлп локаэаtо!+сtDа сIолхцосrх к
шечу (олелоDатепЕно, lt к лэбочу экDtЕалоЕtЕоIу пролпорядrу)рас -
сrаtрrвавrого шsправлонного сеrеlоrва ocraetc, проDорirьrчlо в
9r0I продпорядзе па каIдоta оlроsко [z, у] пIевltOя lшшrчальшдI
элецеЕт. Для прверt[ Етого Факта rшогла ока8шЕае!оя поло8пцll
следlDцео вспOlогаtеrlьн08 уtвепIдOцlо.

шЕдlщруется ll0прершЕшш огобрrcншеr f Е вооlрrlвrельпril
гпп€ровlант Р вешrоршого проIрsцсlЕа R9 , в котороI вводе-
шо IеtrсIкогрфrческое упOряIOчонIв. Еслч прr aToI длл ллбого
IцolEcTBa tоqок la Р о ограшшlонttо! порвоl поrпонеrtоI пол-
шшfi прообр8 в R' явдяоlсв огDшlrq€шЁцI|то в кslдоll Еепуоlоf
эаIкпу!оI Iшо]rс!во М с &" lIбо!ся чrвrl8rьшll эпеIент.

Д о ш а Е а.! о I ь с , в о . Пуоlь Ис.R* - цопусто€ 8aI-
кнуtое l|вorectEo Е зс _ Ееко!орал его точка. 0боэшачпr черец
о ццоrество tоqек 4. Р , , Bofo.pшx первап ЕоспошоI!8 но пре -

восходшt первФ кошпошешlн lочt(ш f (*.), х п(поlшц М'-М п f 
-'(С).

Ввпдr кочпакttlост}t 1''tО) ш ааrквутости М , IнoloclEo И' , 6

сдедоваlелъноi n IшoIBctBo l (.М') коrпакlцц. lloalotý в цшоrcсtво

l\rJ')c Р ltееlся лексшкографtчеокlt IIншIаJIьшая lочка. В качесt-
ве чскочоf, чоrеr бнть прrняlа дшбая точка rB оё прообFвsrпрrвад-
леtsчtдя uнolectBy М .

PaccroTpttll tеперь предпордкtr (я в Ro, пнцlцlруешrб
фу нкuttяtlч

lP(*)-;t-zjl', ре (l,,c6), (Э)

u докаtеI Ех схоёхчость прЙ р--i , I р-.а. Легк0 
"rдrrrr.lrоj_r,r:ti1.1|t! (]) пгitнадIеЕт F. ( R") . ПровериI, что дlя лрбtiх

_о]
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в

r- (d|,тr,...,тл)! 9,(9r,9l,..., 9.) Ва'Iо!сп Ро € (',' ф)
taкoer что шбо дя ЕсоI р с (l, рr)

fp (€ ) < fр (g), (0)

лпбо рlя ЕсOх эlll р

Полагая p-l+L ,Еlоr;
ф .l(

;, tз) =.Е # Е tcil ( Cnp,ilyi fa(u)lE# Д;9;11lп|9,1)*.
Д вто оаltачавt, qlo вOлr посrедоЕаtелDЕоOtБ

{ ý r,, l (e*t-l 1)' Ii. (6)

леrо плографпq ескп вб превосходпt пФлеIоваrол ьпо Ьть

t, $, t o,1 (tпl чil ) 
- 
r ?_, ,

,о прt,ЕекошроI р. е (l,+ е ) лля Есеr р G ({, Р.) пIоеt loc-
to (4). В протrвпоr случае прr р r IоGвrочЕо Фlпввrl i l,, шо-
et recTo (5).

Чврв f обоsцаспr отобрrовпе Р" в лепспкогрФrтеокп ,по-
рядочсппое lшоIесlDо посIедоЕаlелъвоо!в1,gопосtаD!яDlоо isrшlry

а. -(a,,,ct,.. ...rr) посJIвловаЕльпOG?ь (6). ПошгеIl чrо

f . F,,(R*) , !.0. !8 Еаtloп оtрOsrо [л', giJ отоdраrеппа
лосilпае, lrпlryla. Ввrд вшryrлосп Qувпшr fi lлil , шо!воt-
Ео tо|еr оцвsп8, [a", 9'J 9 ! rоtорiЕ rп Фувrцlп lооtlпее, шпI_
lrta, fiвrfrсtег saпtytr t ;эtвr [rr,uJ 1 проtOt iспоmпtЕ
leвropoв -z с [и,а] s s;l Еп'ево Ввrдr эlого фпuг
|,1хlltпlауI атсо lпrrr, , [ttrtГ] ,, Gtoloralt?rDlo, toclr-
йоr пвпrуlа в qпrc!ьапоl ?oirrв оrpевrа [и., о] . Е эtоl
точке| 0чевшлlоr достпrа'вт пЕiryЕ El оrравis [*., 9:J larto olo-
брrевпе ; .

В спау прIвваfiа сходiloсrr прсIпорf,li, { р пр7 р+ I

схоляlоя к пршlоряллJ, ltпýшруGIоry отобрrапсf f
фТаеШЯ 88lо!пrь, ,гtо l8 пр|ЕодоЕtп рсоуrршil оrолуеt

ЭВDIВаЛеВТП(Ю?Ь 
'Па8аllНОГ0 

ПРеI9JtЬШОГО ПРСДПОFДtа О ПРаДlОРllД -
rоI 

-(,1 r lttýцrпrошr отобрlввпеJ f.r,o , сопосtавrr]пI iaf_
rоцу z, е R-* пsру

( f; t*,l , Ёl*,1 lrr|*;l)
Е IEoEctBe rоксrшогрsФчвGкх JпOрядочOавш п8р веlесtЕовlпп чi-
cel.

1,
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Таrrr обрааоI| проlпорRIдr ( р пр, р+ l охоллrоя fi, прOд-
пOрплшу {, . Прl Bror ошODоrcвпs f ,,о ,8aI lогко.вlцеtьr
удоslorворпоl уолоЕIяI rоrш I0 u поtоlJ Е IDбоI ЕопJоtоц 8аIш-
ЕуФr цпоtаотЕо М . R' шоаrс, вIeIcBt| Ilвllalbшцn в прод-
дOрfrllкo ( l !

ПpoBoprr !опорь оходхIооlь прошlорядtоз (а прr р -. ф .

Длп ьтого рассшо!!пU otoбproBro t - |соIlостаЕляDlоо кацlо\у
е - (.т 1 l!2l...,*r)EoKTop f- (*)=(|tj,l, |.tlr1,...,|r;"|), гдв

(j,, j.,. . . , j,r) - tакал пореСtаrоЕка набора 1-(,Z," ,,l),
ч!0

В tшorecTBo 8наченшl отобраrcшrя f* вводоI леtrоrкогрфпqес-
шOе упOрtдочo}llбо

trегко впдетьl.qто пр /*(Е) < f- (9 ) r Е8чlllая о це-
кOlорого р l

-Е, r J1
fr(e) -fi t.il'< Д |r,l'= fr(u) .

луцlруошfr отобрrевшеI f- ! ,вляоtоя отрого вцlчкдцI. fua ло-
Еа8аlедьства сходllооrr 8 BoIy продlорsддоЕ d , прl р-о 961ц-
оtGя провер!!ь, чtо оtобрrввrо ! - вд лрttоi оlроsшо [*, с]
доGrпгаоl Iишш\уIа, а ддя а!ого loоtslочшо пока8аtъ, ч!о otoo:
раt€Ехо J е ,доsдоrворяо, ,слоЕхяr лешu I.

0тобрrошrе f - цDtво pacolalprEslE rаIr оуперпоsIцrD
двух otoopaleHшl, порЕоо tB f,оtоршI rадюrJ + - (-, ,8 2, . , . , rn)
сопосlавляеt Beкtop (!*,|, ]Tcl, . .,l*,,l) , а Btopoo перо-
водll! 9lоl вектор Е вбшlор (|.i,1,|-jr| ,l*j"l)r где yle
l*;,l>l-;.l> ..rl.;nl. Непрорлэносtъ пбрЕого п8 эtlI оrобраrвшrtr,

а tвKlo Еllполценпе IIя f * уоловhя ограЕдченЕостш Фttгурrруь
цего D лошо I поrного прообравв в даffноI сJччао оsевrлшш. Не-
проршвнооrь Ie Еторого отобраrенrпiслодlе, IB !ого| чrо прп этоr
оtобраIенIп евклидо8о расс!ояшше Iеrш !очкаIr ше зlвёлшччвается.

Ташшr обрааошt последователъпосlъ предlоряд(ов \< р прп р * *
схошriся r предпорfiдзJ -( оо ,, Е лDбоб ааlrвцутое tЕоIес?lо
М с Р' содерпtт эпешешlrlпllшчалъшП ,в предпорялде (.о о

Jj
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a

ý 4.Ерrлоrовшв tr поOлоIOвацпD GIOдпtOсlп
IпвIIальвшI ЕлоIввтов в олlоЛ rкепо

шорп

В этоr пеFгрвФ0 доrsвЕваDгся олOдlDцllo ylDврIдвппя.
Т о о р в r а 2. lhKOBo бч пп бсло пбпrотое вшlttшое вarквy-
lоо llпоlесtво Мс Р". влеIенfil t (М, р) r на пOTopfI дчтпгs-
DT IпниrуIа Еоршl

l|cllp-(Ёl*;|')&,pc(r,,-), (?)

прп р* t сходвтся в uпнllшальпопу алечоЕtу сО rnoroorBa lИ

в отрго вgпуклох предtоряд(в ( , ,0предOлошпоll в предвшqoll
пвргрфе.
i ; о-р'. 

" 
а ЭТ} Для лрбого пепустого вшtryклого Е9гограl-

Еого 
',поIестваП) 

м . R- алешонпl Е (М,р) , па коtорц дос-
!пrшlт llпп}rlуtaа шорш (?), прп р+,оо оходятся к IхЕша.lъ-
поlу влеIепtу *О IпоIества |1 в сtрого DшIlуклш продпоря!l-
ко (е rввсдовпоlr в предцлущеI параграфо.

Преше эсегоrпепосредс!вепtlо uз опроделеппR следуот, ,l!o D

строг0 вцпуклоlt предпоряд(е каIдое вЕпJклоо llнOlеоlя0 rreoT по бо-
лее одвого шшпIалъшого алечента. Ддя ФпттрltруDппr( в прlЕедошпЕI
теорешх прдпоряллов шllпuшшьнче 8леIввlч, ввк бшло,п0к888ло Dll-
шеr суцествупт в лпбош пецустоll aaIKEJlol tвоrеоrве.Прочо fогD,
Totlttш € (М,р), р € (l,* *) r обраsуDт ограяхчеRвое соIеilсrво.
Деfiствштельпо,

ri:"l t; (M,p)l< llt(М,р)llе <llf;'llp, € l*it .

Поэтоtry для док8 аtепъсша пр|веденпшх teopel, досtаIо,ilо по-
каатъr что Е кацдоl Iв впх ппкакая оtrпчвая от Е, ,0чrа U, lз
ааIкlryюго своЕства М Ее IoIe! являтъоя праIельпоП рlя o00t-
веtсвупщего цаправлвпвого сеlеilсtва точеfi.

Учитнвая скавапноеr Teopola 2 непосllедствоtlно вчтOкав! rа сле-
дуюцеЛ ,tеIшц.

Jl е ш ц а 2. Еслп *с _ Uшвltlaльннfi эIешепт Ецrцклого lнot8o!-
ва М С R' Е преtrпоFдкo (, r to какове бш в, бшла отIпч -
в8я от I" точка 9"€ М , нвfiдется опростяостD S tочЕп 9. l
p,c(l,+o) таrtпеrчто прtrЕсех gеSпИ r p€(t,p.t

х) Для сцучаяrкогда llшогограпнов rBorecTBo И явлisтс,l афпнпнr
rногообрэиеtlr ата lеореIа докааапа Б.С.llплягппш [Il бса прпвлече-
вllя поняtllя строг0 вýtryклнх продпорялков.
хх)То естъ перссечения t(опечпого чtiсла ааIкнутшх полупрстрапс?Е.
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llUll"rlc,lp
Д о r а 8 а, o.1 D G t l о . tаr ваr прелпорrдов (,

стро'го вшпукrd l д'- Il.шllalыot! lоч8s| ,о сО (, 9,
А cro оэЕачаоl! ч!о пара (ý t";l, Ё l аj|'Сп l*i l)
лексrtогрвфlчсоrD пролfооlDyоl пдра (g rч;l, Ё | 91|/п]ч,'l)

. Допуотrr ошачаtа!чtо Д t*;l. r* lU;l'-' . tогдв ха

0чOвшлдOго сOotшo]oшrп

|у} Ш, ll" -,i ;,, 1

СIеШOt оУloolDОDавlс р.€ ({, . ф ) l .. - о tafill0 slо прп

р € (r,,P.)

ll Ч'll, - l|c; ll + d, .

ПooToly прr р € (r, р" )

llU 1r. llg'Шр- llu- 9,11r- l|I, шр, * -j |9; -ч,,I

r поlоцу прl 
"# lч, -*ч1| . * 

iошазшDаеtOillчllr,[с';;r.
Еслr lB ,; l*; r-ý l9!l, то f t.lt lп|zil.Ё lgi| |пlgi|,

, Ё|ч;l>Ё'";l рпrмого уеИ .д-ч.,
ttаlлутсяпоIоtхrеIьнцачrOла ф I с l окроотпость S
,очкI g" lаш}to, чtо

, ,,i., fr lч, l toly,| , Ё |rj I lrt |лj |t а, ,

. sgp. Ё l*;lr'(tn|a.il)' . с..
р'. (r .i ) ,j,,

Тогдд лlя g с S n М r р € (1,2) пш шoкoropol р'с (r, р)
(llч llr;P - (l.'Шр)Р-r ý tui|-ý l*il).rp-,)(Ё |gil|,lgi|-
-j l.;l рп|*j1; - JeP'( 

ý tu,lr'ca^lu;l)'-ý 1r,lPt&Pfl)'),
,(p-l)*. !r#2:",

r потоцу прl О . p-l < mir.{r, f} r geSnll
|| 9[п. lс'llр

пелца докаваша,
Теореша 3 я"ояеrся слsдс!ЕшоI лоtц 3 r 4.

Jtечuа Э.Есlи 1,1 -аффшrtпоо IшогообЁsше? R^lточ-
ý& q'с l.t. це совп8дает с,tlинпиsлъноR в предпорядtо :( е

16|
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точкоп
l0чкll

ШЧШ,,tl1"9_U, lp, (8)

Д о к а 8 а l е I ь с l D о . Ше rrcшъrаf, оOqдосtш Iошо
счhtаль| чlо дя lчвпrдrъноl rочrr х." - (!c,i, xi, . . . ,,;)

.z,i > ej r . . } t: > О

lt прl э!оI ооIt зсj - Лj., r to lj - 9j'., , а ecrl
*; - о ,то 9j . о . Ш arory GýчаD lorцo пprlrr цуter

перечJIорацпl r IаIевоцlя шапраDлошrп шo8olopll ocel.
Допусtш ,еперhчlо

-,1 -чi, j-|,2,. ,а-!, *i+gi,
r 5- lаксшrалыпrl шоIор! пЁ 8olopol Л; - +l . ПоrаIеl, чtо

9; , roz. Вслш л!= О . to gi. , в GrлJ Gлsдашцопо ЕF
Io предполошцlfiо неоrрпца168ов Il сIодоваtOlDц0| бодБ|оl чоr з|.
Всли le прt rzro ок8залось (Ь, ч!о 9i. ci ,'lo tel болео

9i. Ui.z;*c; пЁ z< j<S. Поатоrryпрlлосtаtоч-
EoIaJloI ё>О лллtочкI |-Е'+Е(g"-.z")еИ IIolI бц

-i-.i, j-|r2,..],.,l, o<x,i<t1', ?<j<ý, lejl.cl, jrS,

что
5

Ro

протхDоречшт ltlн}tшaJlbшocfl tочкl фО . BBolor mперь
:*Cgi -zi),о rFcclorpiltolцt а* r g* l8
с кOl.понешtаIl:

9
ttj= [ О no, l"i.L,

[11,6 пш !,\,
[ о прl jrz,

tg:-бoD. !-z
-' продес88уоl ,tочшо

l
,t

о

Поскольку в дредпоряд(G d е rOчш8

9 
*rto чаIдотся Pn , l tакоG, ,lro пЁ р , р.

ll *'I p ' l,Ч'l р
8 качесtво lскошоil oкpectшocll tOчкш g" Iоц0 прlцяtь шrо -
IeOlEo lоqеr ч -- (чr,9r,...,!о) tЁлrr. чтО

lg; -yjl, 5, j-|,21.-.,fL,
Деllствитшьшоt ослl g с Sn t| l р, р. 1 to

(Шgцr)'- (Ш*.'* u -9,1le)e- ý rчl'-ý l.i*u; - gJ lP =

-ý rr,l'- Ё l"i *gi-c;l'. (g; - ý)'-Ё,";..r)/=
l?



- ( llg,'llo)o - (ll-,I, )" о ,

t.e. пIоет lecTo сооtвогенпе (8).
t е r r а .5i Пусrь пllеоlся напр8влвннов сеrеlсlво стрпLвЕ-

, пJклшх продпорядкоЕ ( * в РО , сходяцоеся Е строго DшIцlв-

лоцу предпорядлу \< . Еслш при этоI каlдOе вопустое ЕшIцlкIое
llпогограllное IHoIecrBo М tleet Iпiшшальпше влеl8нlш
z (|"|,<-).t * (М,-< ) в рассштр]lЕаенчх предпоFдкsх <4
I < п, KрIB tогоl дя лрбого а{Цultпого rногообравпя М

Lintr (М, <*)-, (М,_<), (9)

,о сопtнчшешlе (9) пIееt locтo tакIе Е с.,цу'чвв, вогда М
пропввOльпое нвпустOе эчпуклое mtогOграlrшое rпоIаогвD.

Д о в а э а ! е л ь о т в о . Преrпе всего, очевrlfrоr qто

если €-" - IпппшальвнП элеrовт вштryклого fпolecтBa v D пево -
тOрох стрOго вшпукл0I предпOряд(вr определепнош в0 BceI прOсt
pBHcBoi то JE" является цl|ппtlальнlJl TaKIe в конусе Ка" (V) с
вершнпоП в :т.o , яатянуlоI на У .

Jhя докаэателъсrве утверцденIя леIцш предполов|tl| чtо дJIя
llекоторого вшпуклого rtногогрsнного tlвоIества М соотношевпе(9)
певерно. Тогtв наПдется окрестЕость S точкп с(М,з,) п подпа -
праrjлен}lе пsпрqвленного cereficTBa точек .I([{,(r) fакое, чtо Hl4

одsа его точка пе прпчадле8|т S . Не ушенывая общrосш. IoIHo
считатъi чт0 это пOднапрввлевпе совпадает со BceI шшравленпеI l
0го ,очкп прхRадJlеяаt одпоil и тоП re открытоfi грвпп G Iпого _
граЕвOго llпofiecтBa l"l .Афrшнd носитепь aTotl гранп обозпаqшl
червв L . Так как L совпадвет с K.ln,,a_l(G) п
x(G, <.-) -:Е (M.(J, tо в сплу ааllвчаllияr сделапRого в на_

ч8llе докааательства, при лпбоll "с

. t (L,<*)**.(rur.<*).
Поэзоlry па основаппп условltя лечrrЕ

tinr ,. (M, <*) _ т' (L, < ) .

При атоя rоqевшЕo, { ( L. < ) с М п, таfi каfi по предпо-
лOIспrп lв,па .t (M.l.) вв является пределоц рассIатрпваецого
ltап[ввrlсЕ,tяо х 1М,4) < ff (L, <) . СлвдоватФtьно ,
-(M,<)c-L

_uерез L t обоэначltll афппЕшИ посптвль llнolccTBa
Ь ; {.т (ь,, < )} . Ясно, что ?очка т ( L,, () Taкle це

пр..шадlеil.lт L , отрезокr соедпняпщлil точки Jt(L,, <) 1 з (М,-<)1

не пересекается с L . Это означ8ет, что точка * (L ,, < l ll шо-
tecтBo [l а Lt прияадлеЕт одllоlrу п Tolry ке полуа,}r!пЕноrry шlогооб-

I8
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pa8tD Li. вшделяецоIу в Lr r гllпорпдоскосtьD L .
Всеш точкаr tc G l. в часшосrl| ючкаl - ( М, (*) 1 0ч€-

Bllдlor оlЕечает одtп. ш.tоl le ко.Uо Кд (М) , солвщчлП Li .
На осцовашtлtt усJtовшя лошш

(irn x(L,, <*) -ft (L,, < ).
СледовательчоrначинаяоЕекOlорог0 4 t .

*(L,.<*)еL',хД.
А тогда tla оlкрштоI oтpeQfier соедtшяDlЕI lочtrш з (Lr, (*)l
2, (М, -<*). Ll , налде!ся iочка ш е И . Ллв послодвеЛ буЛрr

lIоть ц <<ц (М. <*) l чtо веЕо8lошоr l лбIIа докаа-
Ц8о

В эаклшчепче прtrволрI прашр, поtsавцваDцttЛl чl0 tробовашие
rsогограцЕооrч вцпJкпого ll}tolootBa l"1 в leopero 

' 
оучЕоrЕонЕ0 о

Pacotlotplr в R' ввпуклое зalxвJtoo uношо!Ео М , опроIо-
пяOlrо0 Еер8венствацr

(а.- r)(*..,), (зr- l)', *r- |, 4z ь - l.
llетрудшо првершть, чlо ?очша .тО - ( 1 , о, l ) являотсп ччаl-
IsJlьцоRв М впр€дпордз0 (оо

8шясншr располоI8llIб lочек
ьт lиBnryra нOрш

a

. (Ц,р). , l коlоршх дооlшга-

|]* ltp=- (lT,lP* |..l'* J.rlP)2P ,, р в (|, , Ф ) ,

алп, чт0 то IE, Фушкцшr

fp (т) = ta,l' * l1.1'* |rrl'
Еслtt дtя tочкп т - (с.,,эг ,, r; lB М

(ц, - i) (дr*r) > (8, -1 )2,

то а r > i t 4t> - | п! oлодOЕ8tвJlьцOt ata l0чвв являеlса Dцуt-
ренчеil дя М . В tавоВ,!очIо, очеЕrло0 Фувrцrr lp во Iогуl
досtшгаlъ ItlHxIJIa. 9ro овtlачдоl, чlо дff tочеr цшrцуш _tlвrцrl fг

(х,,|) (t.+t) -(rr-r)'. (I0)
При oTou если al-| r to gэ-t а fpL*) прlннIаеt ltаIIевъ -
щео апачсtlив Ерп 2z - о . Еслl lo а1- -l 1 !о опяtъ-таЕп
:т5-/ в tP @ ) пршшчает fiахUевьlеG впачовше прl *,- { . С лру-

гоil сторопшr !очкlt х("-(|,О, | ) r t(t'-(!,-t,l) це чо-
гут досmвлптъ rишпчуr в М фJшшцrяr f р lташ как lr (yr'i') -'z ,

lr(r-'"' )=Зrr прш дос!аrочно I8JloI €, О дlя T0,:tli :Е(

=(l .ь2,о,l-S)еМ

I" (."'): (t , ё")Р, (t - е )Р, 2 .

I9

a



l

.!
Псэrоrry л!п tочсr IiBrIyI8 ФJшкцrП fp ,найý. с рвDепс?Еоr (I0),
lloDt lecto оrргlо Bapaвeвorls .al> l , *z.-| .9то о8Е8-
q8еrо чtо дJlя iarloП ls pacclвtpxвaerцx lочев rпшпIJIs прr ,|et-
яоr р наtlдеtс,l шоrх!елъ iагрнrв I r пр, Koropor пппrо.(I0)

p.l'' - ,l (с, . 11 , (II)

pe';'_)\(z,-t), ([2)

, p-rr-'=-2.1 (Tr-'). (I3)

Пз (I5). (i0), (II) l (I2) пrееr:

сf (П,,l- (l+Г (*r- l)2= 1зr )21*,- l)(r,t D- Ц х|''.!'' ,otкrда lIi-Чrlt,t.lсr| (I4)

Па (I4) ясRо0 что тоqкI * (М,р) прп р++ёо пв rогуt схо-
шtlоя к tоqпв л"-(t,о, t)r lак как прtl *z,o l al+ |

l.relr бч Ts * о .

trrерstура
I.Б.С.lпtягпп ,ЭкстраIалыше точrf, одпого сеrеlоrва эu]ryЕ -

лш фпrшrt, СпбшрскпП latelat. rчрпал 6, Ё 
' 

(I%5), 5%-%r.

Посrуппm в редакцrtD
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