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0Б 0Дlш Od0ВlЕшш}l тЕOРЬr|ш куll^_тлшвРl

Д.Д;ffаплi. Г.l.Рубrшrmlц

В цастояшl рбоlо ,о?ашаsrlЕаDtся lоЕшо ,GroErt siDlEa -
roшtцOotr аqрчa Dвryшопo програrrrроDаЕlt l sцлtчr о ocpoBol
,оч[о GооtЕешлвдtшэl фвrшr tатрашrа, Iо?оFlс шпо pocoratDr-
Darb ЕsI обобlошrе trlororrl ýша-ташrер rа оryчаl шоllфороrцr_
руеrцх фrпкцl.

ý I. 0ошовшаr r lrоtgtDошша, sqвfi Dшпtчоrо

]poгpaшrpoDaвri

В rcорlr вцlUкдOго пDогDцrrrроDацlt о IачооrDс ооlоDшd
0бцчшо рбссIдтрrваеrGп сlоду]lfls

ЗАДДЧД I. Ша шокоtорI оilFrш Drryшrol lrошGtЕс О r m-
Ioprol чрфrешчоовоr прсrDrшtrо Р' aaryr ргцr!лс Оrш,:цrr
g',g', ..,9n, f о |l rDorа ,опо0 Dllдrolо rqroiopoo шrylrоо шо_
tЕGlво Х'с G . Требуолоr rаfоrшsrроtаrъ OrrrцD f D Ф-
лаGlt 9-.fi Xj 'r гl0' i.o

Xj_{.т. Р-: 9r{с)>о}. 1-1,i, ...,Е ,

to ость Haltr Eeкtop z' е С) ., Та loropol Фшrцrr f locrr-.
гче? u88clllrylii.

llsрrlш с oto! валчоl окs8цЕбtоЕ поrslшцr rcclодоЕstь t

дрJгJD эксlреIsдDпJD 8аIвчr| Е опра.лЁIоЕtоl ошIо 1зоЧоrваш -
шдlш к порвоlо

3дДчА Il Пусrь Y'- IE0IвG!Do вбв?ороD 9_(g.,ч.,...,J,
rq R" сrеоtрrцs?еIьвшIl rошlоЁеitаIl ( 9lO ). Jpe0yBTcli
IIнпrlпапров8ть фувкпrп

g.G(с,9),

,

ýдс

t2( 9) _ su
'с
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G(t. ч) -Ё o,gj{-).I@) (I)

в 0..'ласlll' (' .

.О*-{u eY', T(9)=*oo} -

Векторш -теО u чеО* шаашвштсядопустrшrllЕ
sалsчqк 1 п I'. а пскоlrше BeкTopll - опtпцtlльнцIхо

0човпдшо, для лпбчх допустпr.шх векторов .т п g справедлп-
во сооlноlGнпе

.f (з) - G (g.ч)- .r(ч) . (2)

поэтоltу для опrишльностп вскtоров з, l g' досtаточноrстобш аш
ЕоктоЁ бцlп допусlltllшllп в ааЕчах I п I'п дlя пхх пIело locto
раDешство

f (а,) _ ?(9,) (r)
Нетрулпо проверптьr что yкaaaнlioe досtа?очное условпв вчп0I_

н8ется Е ToI ll l0льк0 ToI случае. еслп тOчка (-",9') fiвrпвш,
седловоШ длп фушшчttп (I), ,пrtпуеrоП ФункцпеП Jlагранrв аа.вql I.
€то оаначаоt, чtо -tОе Х", 9.€ Y' и прп лпбъrх х е х", gеY'

G (z, ц.)< G (-". ч.)< G (с.. 9 ) . (4)

Деilствптельпо, еслп -т"€ О , 9'€ О'п пleeT lecTo раЕеп-
сrво (3), tо для лпбцх .т < Х' , ч с Y'

G(а. g.) < Lr(чо) _ f(f,.) < G (ri u1,

l (z.) - G (r.,y"l - уiч.) .

Наоборот. еGп]l tочка (t". ч") является седlоэоП рtя ФушrщI(I)!
lо па левого HepaвollcтBa в (4) сIвдует! чlо ? (ч.).G(*'. Ll.) t
а ша основашпп правого Hepaвeнclвa *'_ доп5lстпчtf, вектOр t
О(:т',ч',\ с f (х,) . Такпr обрзоl, y(c.)< f (-.) l lrraп

rrr обртпое перавснство вqегда справедппвоl lo ч(ч.) - f (а.) i
чr0 l lр€бовалосъ покаа8tъ.

8вачптелъчое lecto в теорип вЕr\уклого прграrшпрованпя Jде-
ltяетс, вuяспенпD дополпшrельlпrr' предполоIенпЛ оtвосптельlо lш _
п}к..ого lпolecтBa Х" п фупкцпfi 9', 9', . ., ?n r trpl to!o-
ptlx спр8ведлпэ0 слелуDrlее у!верIденпе :

('),Для оп!]rIаIьностп вектора rО € Х' в вадче I валпчче
врктOра 9. т8кого. чtо (с., g.) _ седловая tочка фуПвцrr (I) l
явл8етtся не толъко достаtoчllчt, н0 п пеобходшчrrl.

Вперв,е условlrя такого ролд дtя залвч вшпуклого програлrrро-
ванпя бlщп полученш в работо Kylla п faltKepa [l] . В даriъшеПдеr
бшлtл ;lсtаttовлсRia }t шекотOрне другше предlох0}lиrl, обоспечrваоцttе
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спрsведtиDость уtверIденпя (l). В швстояцеR рабоtоr как yI6 оtIg-
ч8Jrооь| усlаllавлчвапtся. HoE}lB yoJloвllя| прl| Kolopшx l}oаIoшto свOде-

шше залачи вцпуклого прогрцшaltроваllllя к аадчо о седJlOЕd tog8o.
ллп вшясненпя прtlрод| пссле,\уечOго ЕOпрOс8 шапоIltпI ГеOlВl-

рическуп пшrерпрвтацпЬ аалдч I и I'(сt.rнtпрпrор, [2] ). с отоf,

цельб paccrotpпI отобрsrонпе F чшоrествs Х'в R"' з

F (r)-(g'(B), g'(J LJ"(a), f (t )) , (5)

8 TaKl(} пOрOIлаеIше II lнof,ecTв{r

А={.-F(т):тс\'| ,

Д-lо-сl'-с": сl'с-Д, a"rOl .

IIослсдtее, как'легко видеть, явлflотся вцIlуклцI t tелосtlцI. Есдш

Еектор € - лоцустшrшf, в ацаче Irш lочк8 /(i)en" | гдо

2""-1о,о,. .,o,t) r прf,нirдеIlt шоIосlву ý . НаOбороt, еслl
!Очка t u"" прr""lлеIшт Д- ,lo ша нокоtороU т€ cl фушt(tlшя ,
прllвхllаеt аначешhе f(T)r f . Ташшl обравоr. эаj[дча I сводrrоя
к о?цсfiавпь |lшаlвшсшоlШ lочки первсочешrя послелшоl коордпналшоП

осх с IшolecTBoI А-.
Каrдоrу допJсlиllоцу векторJ 9 -(U,. Ur,. ,.,чп ) вsлв-

чи I'lошо п(юlавпtь в соошетсlвио sчцорtlлоGкосlь Н , опроде-
Iяеl.уD уравнонпil \

ч.@r+_9:Q.+ . ..-Уt.О". O.,l - Y(Ч), (6)

где а,- (а,;оr,...,о"..1- текуцllЛ tsекtор. Bla гrпорплоскоOтьi Eafi в0-
,рJдrlо провсlrи,сь, пересекаоt посJIедвDD кOоршtlаlнJD 00ъ в !очк0
.F(tJ)€"" ш строго отделяезI) оt IBoIooTEs А' Iiч [ten", t,f(c)l

Наоборот, ecJlи гlперrulоскосгъ, Н переOека0! укааашцJD осЪ э точ-
ке ten" tt оlрого оrделле, от IBoIoctBa Д' луч |tc"", tr[; ,
lо Jравненшв этОii гппеРпЛOскOсrш lоrеt бшrь прlводешо ш виJцу

. 'Uro, * g.ort .* 9" о, . 4а.,- Е i
где 9 - ( Ur , 9., . , 9")- допустltrшП Boкtop 8алвчl Ii прrrчаr
LF(c). С . Следоваtельно, Еалдча I'coololt t оtцоканlr гrпер

лJlocкocTtl н , обпаддшttоП укааанltъUt своRо!ваш х перооqваэlеП пос-
ледпDlo кооDд,tшаiнуD осD как I0]l0 шIIе.

r) Говорят, чtо гиперплоскость н раsдоляоt дDа ltoreo?Bal оGлl|

Эlll taHOIeCTBa treIaT В Ра8ЛПЧНЦХ'ВSlrltШУtШХ ПОIJПРОСlРSЦОrВаХ!ОПРе=
деляеццх tl . ГппарплоGкосlь н сlрого о!доIяе! Iноtесlвo l,
о! tHoIecTBa lt ,i ослr .iY лецт в олдоI па ssчвнуtцr пOлiпро_
clpaнcrв, опроделяоцшх Н i а И - D его дополшеlll.
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llB ска8внlого ,спо| чtо прп ш8rхчlп в заJ[аче I оптпшального
El,dtop8 t' вопрос о GуtвGlвOвапшп Beкtopa g, !акогоr чrO(ri9)-
седrовая rочка фуп;чпr (I), GвоDltся Е суlесtвоваппD гппершосrос-

'I Н ' . проходяllеt череа ,очкJ_ f (r, ) е- '' r сtрого отде-
,ппlеll от rнoreirBi л- луч {t " 

"" , tr.f (-.)J
С лругоI сtоронur соrп 1 опtиlалъttчil вектор Ецлдчп 1.1o

лrч |ten"; tlf (*,)} не пересеiаеtся с IEoIecrEoI A-.l
по?оIJr Есе,лд суцOсtвrеt гlперплоскость }l,р8аделяDц{f,l укаааппЕв
IHoleGlCa. tлбая такая гхперtшоскосrьr оqевttдRо|проходr, чер€а точ-
к' f (*') е"' i во содерrпl впуlрfiшпх fочек lнorecTBa А'.
ýn.o пrlаqаоt. чtо прl пsлпчrп в.lпоЕсrЕе Д- вшуtреншtI tочоt( Еп-
ш t е"" paccrarptBaelaя .гrпорпsосшостъ Н сtрого оrдоti-
Bt от эltiго lпоtестDа rпtероуiпшпl пас ,rч lrслодоваlв.пъtlоr Gпрs-
iелrt!о ,tsGFдешо (t). tlеrrчlе в IшoIeGtBe Д- ушssвшalочбr
о!пsqабt вuполпошIе оrешDlвго уGлоЕпп CreItBp [Зrl] : сrrесшу-
et totзтop tОс. Х', tarol, чло ra.in 9 

jбт'1> 9 . Пр шадlrовrr
DtОГO 

'СrОШ' 
ВО 8GЯК8Я Р8tДеlПDеВВ Г{ПOРПrОСПOСТЪ СtРГО О?ЛеШ-

ot Fссrаlрвsoшf,'tхlч. п ля доftааателъсtlа GуlествоваЕrя шуrпоl
ппеFlлосIOсtп lреФDтся более ToHBio FссуlдGцчsо

ý 2.1lесrольво DспоIогателЬшх пред.лоtеЁll

В фцулпровке l лоrssаlельGтэе осповfiого реаiлЕtаtв rGпо!D-
lr]rcя с!9дrD]lэ пошяtlя.

Ilреlвльшвll вollycol вчцrrдого rшо]sotва Хс R- з зgqбg е'с Х

taaшBaetс, lпоfвсl!о . ir.- К.. (Х) rгдG

Кr. (Х ) -tJ, Л (с". g) ,

Л (*':.TlL {z с s' + t (r-r'1 : t> о }

s черlа 9ац8qеоt всшrапlе. Дэлее, пол Х1.3,...а, ,поllrаGl-

с;. преIопDвС вовус шоlасlва X*.ozl .. *,t-l в зшке с]

8arotrr, qrо ooll вшryшо? IlоIесtэо Х = Rj" че пересвrа -
clci G lучоr Л(п,,*,)1 гIl Е"€ Х r to Jlля сrrcсЕовsпIя гlпвр-
цФiФttr Gtрго. шрrа*t ,;аsаппШ IrT ot Х , веобiо!пIо r до-
otaro,lвoiqlo<b прлеrъпil rоаус Хr. вс солерЕl ?оqеа ryча /р;9.

Oпрвzеrеmая в Q' вогвушl Фпsцш 9 ваsЕrа€rcя оупсрlсвеl-
lol олпоспmлшо Фlсrроmппd rocir с', оGrt, !(*,. t 6* -.т.1; -9(t ), t (r(д) - g(a,r) ,

rаrо8ш бш п drrr веrrор & I веоrрrщirа!ыое qlсtо t .
Лргrш GlФllo sаlдrввая в Р- фвпlгя 9 tв8вЕав!сt сrпср

tTrclnd оrпоGlrGrьrо tolrl с' r Grcll волrFфпt этоý ýrrпrllt.ooшоrеёвО K*.l): !(t)>tJ с Р"" r явлпGfсЯ ВШЩiЕЛШr ЕО-
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нусоI с вершпноП в точке (*,, 9c*"l) . Прr. аtоr tочкt z, ц6-
sовеш вершшпо[ функчltlt g . 8сно, что lнorecrвo ворlл]lн oyпoprlll-

,неПноП фiнкцши являетсп' цlФшшнцtl шlогоOбра8!Ец.
Пусть 1 - проllавольная Dогнуlая фушкцпя. опрOделOнная lla

оtкршtоч внпуклоta llнolecтEe о с Fl^ , 8 Е' - фпксирова}lн8я l0ч-
ка в G . 0пределенн8я во BceI Р- функшtlя

гДе

х', .(ч)-[.iпt, g (jro , t.l )
t-.o

tim f(T,. t(a" 1о,t - +о t
)

, п сФпадает со вqец

5э

если 9 (.,)- о Р-, если g(r'),C
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Дос la t о ч tl ро т ь. IýcTb д':опlпuальнШЪеrсррЕвq
лвчrr 1. В сшлj леrrF I ош,Dлflоrсп з{ltllальшI t8шl0 D 8адч9 }п_
Еаrшsаtцtr фJнfiцпr f r. в областш С1.. . Еслl rшоrеоrво [vt|

oпlll.sJlbllшx EoKtOpoE в посrелцеil зsдчо шо.яЕIяG!сi а{rlrщцI l$0?
гOобрsэшеIrrо пвроIодI ш аsдаче lакоllшlаацlr ФJшшщr t *. а, D

Qбласttt Оч.-, r где *' - BHytPOHltяп ,очltа lвоlесtва И' l
рго gффrцпоR обо!очЕо L' . llетрудно вtlдеlь| чtо lшoloctBo Р|'qg-
trrальнцх вокrороЕ ноDOП ааддчlt содорrп, L' . orсDда_псно, чtq
череа шоhочtlоо чшло !агоЕ Iц прцдеI ш tакOR 8адsчо шsoшlqsцt{
ФУШКЦпШ f а.а,,. . аl в cl в. а|.. . *: | чtо в шоП ш0lЁ0!,
во оптtllальвцх векrоров }4' пвляе!ся афrншшi lшогообразlоr,
, Ввrлу Jоловая (Ia) r леrr I ш 2 пр лшбоr K-ol|r...,L

UIOeIt

a





I

\'

j'-{j, gL",.. с. (s')-Оl .

llшеншо это првIлOtенпв сIвдJа, рассlа!рхsа!ъ пак шепOореIс!-
Евнное обобценпа ,еореIш Купа-Таккер Еа слу,lаl в€лrфоропlшрrе -
rшх функltпП.

Дшео.п8 tвореIш.I легко полrчаеlсi сtедJDlая
Т BoperB 5.t} ЕслпD валвч8 I sчр 7rlа-1,o.. j.r,2,..,,ta,,
ш tlноlес!ва Х', Х',. . . , Х "' iЕлiDrсп IпогогревЕхrаш (п6-
росеч8пшя конечного tlхсла полупрооrрsлств), ro прr Еаrпчпi
Beкtopa t'е (l t8когоr qtо gi{r')ro, j. [,. |,.,, . L rопра_
ввдлltЕо утЕерIденив (l).

Д о в а 8 8 t о л D о t в о . HaI вrшо поfiаsаlD, ч!о прl ID-
бgх *о е (2 , а'С Cl ......r-l ,Ko!r,..,z| спраЕедлrЕ0 ооO!вО-
5внпе (I4)r ,очш8е, Ееrрпвltалыtое ЕкrDчеппе

п|
,{}Х;.*'...с.С а*'z,'...*| (I9)

Пусть i ' ,fi Х'r. . Тогдд чlliршlшil оtрваоп (*', й) солер_
lпlсв Е кацюI пв пошrсов Кr.(Х') ( пш !-о,|r...,п.
-Е спЛу lx asIIBJtocTlr а прI i-fLr.|,...tfu - D сrлу ,олоо -
Boctl сооrвеrствупlлх вЕlцl клlЕ IноtоGш ).СIедовательво,

(с ". i ). ri Kr.(XJ ) _ к.. (о ) ,

п пОlОцl i . Ct -. . С поrопээ !ох re расоуlпвнпfi вкл]sевпо
(I9) пфовереtся пооJtедоваrелъпо Iля L- 1,r,...

trпtбраrrра
I. It.Kuhn, l.Тuсkег. Nопllпевr ргоgгашоiп6. Ргос. Zth ý;-р. сп

r) flля сл5lчая, rоглд Х'-веотршцательпшil optaнt, а IшoIecTBa
Х',,.. . , Х'' яшпDlсff ltoлJnDoctlaвGtEallr эlа ,вореrа дOlзазана Е

[ZJ 1 cr.,аrc .[5l. ,GтD. 2}l ).
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