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0 пряшоп х 0ыrп00 fЕOрЕrш лDфствЕlюсlч в
вfrtrшOr прOгрАtI}tрOвАнttп

П.ll.ДслаФьов

ihя задасп шшпуклого 
,rФограпrпBовtllхя (авдача С )

lnin{lta)I9j (r)}о, je ifi |

п еfi двоПственшоfi (задаqа,с')

mсс{ l@)- iu,g,(rl| v !@)- ýUr, 1irel, u;rotJ)J

при ш{ФеренцирувrнI Ilz), tl(r) павостнн два основнЕх фак-
Tar пвивlllхся 0сlOоЕOпOлагалцпIl в tеOрпх.,вЕпуклог0 програп -
uирOванпя [l-s ] :

I) Еслп эsдача С уповлеrворпоl ,сIоrпD регулярlозтl С l
[oJ r равроiпча в a, to прt tloкolopor. tl l о век!Oр (t ;ii )

реrаот задачу С - , прп эrоI пх 0пlпIальншо вtlачокllя соDпадаi,т
(пряrап Teoperв дЕоПстввltllосlп).

2) Еалп аадача С' рарепшша в tочко ( i; й ) ]r.Dункци,l

J(т) - f й;91tз ) с?рого вшпукла в некотороil окростностп f ,
Jllто i --tiптtlltальшшil Beкlop аадачп С (обратвап теореша двоfi-

ственностп).
llеrду эадачаrп С ш С' пlортся ll другшв в9съllа ишTepecliue

свяэ1l. 0тшотиr. что приведоlttlшв Jсловияr при котOршх спlппед.ltи.-
вш пряr.ая п обртшал теорвчш двоfiственшосtи| по cBoolly xJpaкTtll,:,
не являюlся блиакиuи1 кроlrе тогоrJсловtlп обратпоit Teopor,tll llr;

позволяlот автошатшчески вклIlчпть в неё обртlIуt) тео[,0му /lJ;,l i|:,i-

дачи лlлlrеПног0 прOгрdtllирования.
Воrннш представлпетсп раавнтие двойствсlllrостrt t] llull1,,;;,r1,,l1,,,,

отшсканпя ииниlrалънtlх условшЙ, гараl]тируlOUt1,|х Duполllсllлtс l,ut|olltl|:.i

соотношеltиП дBoilcTBcltttocTit п tlrlп,yt(лi)ш rlрограшшпроltчllии lr li.;
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исклшчашщих сlоль естоствоншше слJчаи, как, напричерr сrlJчsЙ
Jl1llleilHцx програrtl. Представltяет несоIнепннf, иштерес случаi пе-
гjlадких ограншченшЛ в аадаче с [?]

Этиц вопросаrt п посвячlена данная работа.
Oтшотtlч, что геошетршческиП подход к двойствоtttlостш бшл

разDliт в рботах [8r9] .
0пределич дrlя вогнутоll функциtt v (r) !.ноrесfв9

v (y, -t)= {ve R"/clacT)- y(€, ý(v, I -Е), v r. R"J

F.;го llазtлвают llнorecTвoll субградиентов фушкции y (:t ) я

точко i .
llод задачей С' , двоiiственной к С , поllиltается [t,Zl

залача tlaйTtt

,rlоФ { 9tе, ц) - !(х) -(ц,g@Dlo =,€ шj vj,
цll0, vJe v!9,,*l, jc Гfr, -9с v (-l,z)l,

адесь 2{"-l-(grcr), , gл(Е)).
0 п р е д е д о Hl в I. Лшнейное чногообразttе L (э),

проход|цс8 чероз ..t е Р' , нааовец асиllптотt|чоGtlиI оtнос]t-

fельно вшпуклоf, (sогнуrоЛ ) фуttкчиlt <1,(х) t ggJ''[ iпlrу@)( 
f 
tцу1*,р

консчен, н0 не дOстпг8втся.

0 п р е д о л е н и о 2. riудеш говорить, что функцtля ftдl
обдадает cBolicTBou ( ч, g. ) (записывать Y(Ф l r-(Y, 9.)) r

есJlи 1,1з'!(Ё"*i gi)- .f$.l (ic б3) дlя некоторшх к)о. 9;сR"liсц1,
ai'O, li d . - 1 всякиП раэ cJle,(yeт, что tlногообраэия
L (i ; gо,. . ,lчх ). не ЯвЛЯк)тся асиЦПТOТИЧеСКИll.И; 8ДесЬ

L(Е;ч,,...,цк)=|rf Toj.-y.+I', r'= ЁоLtЧi, f r,.r1

3ашетшш, что для выпуклоfi (вогltутоfi) функциш y(.) }rtlеот

i{ecтo y( Е) 
-- 

(ч, Uо) 1 0Gл}l1 напрпцвр, I) {r-l линеЙша;

2) ,1r-) строго вшпукла (строго вогнута) в oKpecтHocт}t !о ;

3) множество |rlчсzlсf(и")J 11.эlуr,с) r Y(9")J) огранпчено
У тв е ршде н ие I. Пусль чl(х)-V(1+9"),

ТОГДа если Ytэ.lь-(Ч', tl") r т0 ч, (х) |-_ (ч,, о)
0но проверяется легко, исходя пэ определенпя 2.
Полопtlц 9{9,z,u)-r(..rо)- Я ", !;(zi.r) ; адесъ

(.:(.ll,.. .lиm). Р'', *9Pn, g-(х.r.,а_), Q с R" (je С,'й),
,.... .л-- llЁзаI;ttсttt ше переIеншше; М"-lrlli(l) э9, (.t€ r]a | .
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Т е о Р е r. а I. [lycTb м.tФ и при некоТорых fjtjеб]й1,

- v € v ( !, Е. ), vi c 7(9j, it;) (iс [Й) вшполпяется

ч-f п;ч; (Е;,о, jcl|й). (l)
Тогда, есл}l тшполнепо одно иа условпД:
I) рrя любого veP'(v*o ) сJществJот t,0 , что

ф(9,t v,Ct)* Фt[, qt],1, 1дб 9 - (lo, . . ., Е- ) ;

2) F,. 1э;ь(F,.,о) приdнекотороl ц>о r гд0.
Fч(z)-Фrg,L,ц),9-(а ,*л);

') r(f.),_(f,*.), ti(rlt-(Ql,t;) (iB ;П.У,
то задача С рарешпша.

Д о к а з а т о л ъ с т в о. Докаааlельство будеш вестп
индкцией по разIерности llpocTpaнcтBa. fuп п- о утверrденпе
теорешн справеJц}tво. Пусть ухе доt(азапоr чtо он0 справедлпво
длп всех к < ,1 - 

' 
. Еслп щя к -rL уtверпдеrrпе певерноi т.оо

задача с неразрешиша, то для неё наЛдется slо, seP' ,
при котороu

fl(r* ts)rg(r),.|(.T+ts)< l(z), tro (2)

для лпбого дс Р^ . 0тспда с приfе8ениеа (I) получаеr

O"(v,r)- Ёйi(чi,s)>О,
где -че 9(-flr.),vicv(Тj,Ej) Поатошу в силу Й;-6 булеr
ихеть ( V,ý )вО, (vj,ý).o (je ГFt) , н0 тогда согласно (2)

, (f.) -! (E.*tS), !i(ii|-|;(ai. ts), te0, 
'.,;Й }

пли llначе t (5 )
Ф(9,ts,й)-Ф(O,о,а), t>o, )

что прOтиворечит условшп (I) докаэшваеrоП теорешl. БJдеr теперь

t|сходить пв условпя 2. Введеr в рассIотреншо фупвцпэ
:-
Fц (t) ^ лiп Ф( 9, t,tS,tr)-F, (€"t(:t.)s),

где tle1. о существует в сплу (9) п F,,(!)l--(Fч,о).
Иэ соотноцrениfi (2) tl

Г.(tl.rrriп[{е..э.trl- Ё u;!1(i;.r.tsI=.€. ( -t *t(.) s)
получаеI: дlя каIдого .z е R" ottoctrriit tj(.E) (; е o]ln ), что

f.-., _ л!п f (*.rls )= l(t+tоlвl,s;, },u,
9it-l - ^?. ?i(r.t,s)-9i(xtti(*)s) ( jc a;йr,I

причеш

Адй
F',. (. l -i 1а... z. ) - :

t.l
ttl)i(i.itx)

139

(4)





сн |вэрещшость 88дачи С . }ltaк, получошв' рsврошцlloсtь
аадачtt С во всох sрех случаях - вOпрокш прOдпOлоIеншD .
ТеOреша докаааtts пOлнOсIьD.

П р ш ч о ч а в rt е. !.пв случап лшвеf,пф прогршш

rn1,1r, { (c,r)l т- е Ио= |-l (ci, t,) -pj)o (ie lE')l}

tЁороIа лдеl xopoulo иавестнчi Фкт; шв ll..f 9 }t продсlав[-

tgс.ди ., _ .f ..r ", при некоtорх ц; э О вц!окао!

раsрешпшость ttсходtоИ Еаддчи.
Полагап И"+ Ф , офорцу:tируоI Ава oлOлрrЕпi.
С л а дс т D и е I. Шолч пр}r шокотороI Д V. Е Eivi,

гдо Cti.o.9j€9(f,i,ft)cie fЙ), -9счц-l,Е )r и lшoleotвo
5 (.()-[ r | Ф(Е,;7 1+Ф( *, ;t )l где Ф (r,аr-l (&r-( LL, g (х))

0гранllчOн0, т0 88лача е раврOцпlв.
Доtrствитолыlor в атоI случаб соблшдешо уоIоЕlо I) дока -

Battttofi tоорошч.
С л о л о l в ш о 2. Еолl прu HeKoTopor i ч..fйrч;

(сшсll v,9j,Гr; -прешrrh) u шшоrестэо Й-{* lgi<Ji',
- 9i(Д),jъl]Й, !a4) -1lё)| - огDашхчошо, lo 8алдча

разрOцшшr.
В этоll случа0 такхе вшпоrшено JсловIо I) rоорrш I.
пореf,леш ш установдениш веобхолlшго уOrODrя раsрошlloоlr

ааJlачш с , Аосlаточно бll8кого I дOсtаtочпоIу yoroDl] D

теореrе I. llолошtll

lrl 16 ) - |пiп It tцtl 2(*)r - d r,
Й161- l.tx(*'))- 6, 1cr)_rll(6)J.

tlач понадобиrcfr следlшцшt дегко Iокаsшаошд ля Р - Фкт
(оr. 

'[I0l): 
ослш Й!оl + Ф ш 0грашпчошо. tо дJlя d. о

lll 1ý; - кошочшо, lvl 161 _ oDрвшrчеfio I fjr"р -(6)-rn(o).
С{,0рIУЛпрУ ош Teopely i лдD\уD пооltходrdJ iсловrо рааро-

il}luoсlп 8аддчlt

TeopolaZ. П5lсть tс роч8еtаалдчJ С .
Если 9r(.ъ).---(9j, f,.) д8 ie Jбt.1.{ illiF.l- о, je r'l7fi |,
ТО Дlff €хО СJцосlЕJш frе, иt-(ц|,.. ,чf,2* tr,
бсэ)=(сr,. .,.l)ro | чlо

v- Ёцfv;
i.i ' '
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,lрп некоторЕх Vle v (9;,iе), jc tlm, - ч€ ч(-i,зr");
(uj g(jf д) + бtel)=0, -Д.(ч,it-Iо).

д о к а a'J т е л ь с t в о провелеш индкtlией по рааuер
нпсти пространствв. jlля tt _ о теорема справедлшва. Пусгь
теореша дOказаша для всех к < ta - l . Uслtл *" - точка абсо-
лtoтногo шиниllуllа фувкчиtl , (-t ) r т0 Teopeмal оqевшдноr спра-
едлива (lrolll9 полоf,tlть v=o, ц€=о; ýrсl }t tе - произ-

лольнв). !|так, будеu счлtтатъr что ч. _ не точка абсоrtloтного
uшHllllylla фупкчпи ,(-) . Тогда существует ч(-чё v(- !,ж ),
vro) i чт0 l

lrtirt l(v, с-*")/9(i.t,)>оJ=о .

!t

Рассrотрпш случаlr:
* ) llшопество S={- ln<*lro,(v.:r-r")-oJ - огранпчено.

В этоll случае согласшо приведенному вшше факту дlя €. > О

наДдется бtrс1*1 ý,. ,5),о r что

€ <,ttlrr |(v, r-а") !g(">" -6сс ll .

Поэточу llз разрешишости залачп mjrr |( v,х -x.lIgc.tlr - 61е- 1;

и условия Слеiтера [tI] 1так как х(а"), - ýlе t ) утверхде-
нио теOрецц 9лелует [IJ

Р ) .llножество S - lte ограниченоr т.е. cyutecтByeT 5 " R',
что при лпбоч t >0

х(*., ts)r r(T.),( v,ffo* ls -c"):(v, s2=p

полоrим jcr.1-1jl9;{-.tts)= 7i(r.)=o, t,0. jc il-йT}.
Покахеu, что Jlэ") * Ф

Допустиll 3<r-l- Ф В этош случае существует €. о i
чтоllз is'-t'sll .е- следJеl 9(T"+s')-0 ,8потоllу
з.*isсs ;таккак 1v.s j-=o ,тои .f.+s -вопре-

hil предпол0I9ниD теоремн.
Итак, J(","l + Ф . i(aK легко видеть в этоll случае

miп l(9,T -t)lgi(ft )>о,1.3{,z.)r-о .

Лля ;е 5<'t,1 введёшФупкции

f,t,ъl=.тР 9j(a*ts),
котсрше авляк)тся вогнуты}ttt и коllечtlычll в любоtl точке z..

Далее, 9r,- r r_-ti il4o+ Ls) рrя - ёо < t -: + о,о
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a

- ато докаацваеtоя тцк te, как ll в lеорече I. Полоrшв Р'''=
.- lд/( s, с, )-0|, рассIоlр]lч аалдчу

ttiп, |(v, tr - I.1/ Q; t.L )} О, jc Jбэ"1, .t е РП-'l (6)

3аlетиl, что Qi (-*ts ) = Qi(- > прr лпбоr. t
НетруднО вшдо!ь, что в силУ 9j(:E )}- ($i,a.) ЛДЯ ,ёJlr.1,€.-
проекцпп tо ва Р "'' - рёщает аадачу (6) в R''' . lоглас-
но индlкttlвноIу предпоrоlоllиD сущесIЕуDl с.', , u.j>O ,

1е 51,r.;,Еlе;.О, 916

О :,.{..r'"i oi , ,,E,.r" 
( Qi(z'e; * 6 1=9 (?)

-е<( Y,EL -до),
npn о.,,оrор"х vj € v ( 0,1 , -El ) , jc 51*.; .

_ Твк квк 9l с* )r----( gi, а";, je J1*"1
ttO , что

ii(zL)=f i(l'6 r ts), j: g-r,.) (s)

Полоrшв -6=.tj* [g t получпI

9j ё 9 ( Q i, -', ). v ( ?l , .tд ), ,. J(T.),. - vev(-t, z") (9)

В соответствшп с (8), (9)'соотношоttшя (7) вапишrtся Е следlDцец
впде (полагаеш rrf : rt ддя j . Гй "-j(T.) ):

nl

:- Ё tfiV1, 1шС, 91-.)*б(€))=о, -€*(р,iе-ti),

что ч докаэшваот полностьш Teopery 2.
С Л е Д С,l Е ll е I. Пзlсть, а:" решаеl валдчу С . Еолr

9; (_r ) 
--( xi,z") хотя бд дlя одного IшппI8JIьпого шабор су-

щестЕеннцх огрншченшf, аадвчш С , то

i,.rl iул Фlt,tt)= rl.r;п,tзо* Фlс,и )=! (r.)=;l{л .i, Фlа,,.r ;,

гJle J."")-:Tl, lrtt,n f (*,u),ооди М'+ф ,

Фбт.са)=J(iЕr- ior, xi(rl, И"= |{т,cl1| v-

- Ё",ii tt,>o, -9e9(-J, а), vlrV(xi,.) tl i iп',l

Ilprr aTor пабор t !l(* lэ o,ie7(C)<;E'J cgrrroctвeшHшI 0гра|tиче$$е
аадачп С _. нqацвЬоtся ttхнхIальшцI, 0слш для лоОого J'f 7 (с i

п1 |1c,x)l <Ji(r)>o, i€ J' } *t

, to Iошо yкa8atb

о
14,
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< лt1-i}ъ l tc.)/ xt(*)>o, jc J(C)l=J(а.).
! о к а в а т e rt ъ с t в о. Пусть J(c) - упоrянутыf, вабор

пндевсоъ па r]тi , рlя вадачп С . Полошч Ф (-,ц) _f (а).-
-'1,.?,Тi(*l. К аадачб mdn {1tзl|g;tz)ь о, je 7(с)}_ прпiенпша

Tddфiia 2, т.е. дtя € .О шаf,дlтся 6(е ),о, л., ш! ь 0 дrlя

ie 7(с), чtо

n 
о =r.T,.,*j о; , ujtfli(fc) +6(а ))- о ' J€ J(c) 

| ,rо,
ё<(ч,Фс-Zо ) J

llpn векотOFх -vcv(-f ,4о),91 с 9(gi,lg;, jcJlc;.
соOtпOЕвш::я

l (zor-пlir1- \?r 9 11,1t 1" rrr r"lt Ф (т, ц ) >

, r.ff lп1 Ф (т,сL) *

внполпяD?Gя oчеЕиJЕlнll обрэоч дахо при более слабшх услояl{пхi
чеI услов]lя ToopeIH 2. С исполБаоваllшеI соотноrвппll (I0) лвгко
проверяртся шеравепс?ва

! (a.)>st p iny Ф(х,L,)> s.Lp itt1 Фl (z,tд )>- ra}o - ц}О r

" ;ff ;;r [r 9, t - *.),! (-.) -r.{.,u, n,(-' >

>( ?, х€-r) * rt*")- Е ц?9i<ia).f (т.)-€ r
,с 

'((,
0!цла в спrу пропзвольпосIи Е }о сrеду0l J({.) -;rf
лп1 9 (с,и) Прt И'+ Ф апалогшчно tоrавчйвtся равенство

t (т. ) -, f.rlg -;,. Ф 1z . rt 2 .

С, е д с т в п е 2. В условпях слодствпя I

" -r"iу{Фrg.,,. .,!-,,.)/ v,ri,., v1, LL1 l о l

.vc v(-1,9..), V;e у(2i.чr1. ;с ffirJ-/(a.),

Ф(у.,... rчл,ц).J(r.)- Я цi9t(ч,I r 9l (j€о;й') -

l:еаависишыq BeкToplluв переценншв из R' .

I40
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Д о к а а а, о,I ьс l в о . Oчовrлtо, f,('T.)rv tr,uз
(I0) дя € >о Gлолуеl

J(а.)>Ф(t о, EL, . . . ,*€, ц€ )>

>(V, те -л.) + f(q)- Ё r', li(e.;.)>, (-о)- е,
что в спду про}l9водъности € > о ll доказшвает следствпе 2.

П р l u е ч а н и е. I. 3адача 0'

sЦР {f ( 9.)- ,.4", fli( чi)/ v.- ý r, оr, цj>о,

-vo е v (-J , Чо) , 91 с Р (gi, чi'), je il tй-]

оооо!ве, аsдачJ с" [te]: злесь в каIдой Фушкцlи !(g.),
$i(9i),.(jc t]7fт) своЯ неааsliсиllая переIеннsя gi . ДопJ-

стпшоо lltlolccтBo эадачп С* вклDчен0 в допусll|Iоо шHoliscIвo
задачи i' , котороо оказшваетсfl (в предполоrcниях теорешl 2)
sсегда ше пJOтшr.r прш эЕOц t{t")_ч.,

П Унче чан tte 2. Вусловияхследствия2 ичеет шеото

J (д.) -scсP { 9C-,tl)! v=,Ё *r.оr, цj> о
,-l

vicv (g'j, с2,. je l]Б, -v € v (-J, z )l ,

т.е. ёсдш в за.liцче с' заuечить ttlal шs s4p t 1о'воJlучаеt-
сп сillцлог прчоi,l Teopclilm двфствевности прш трашIовко С * в
сIцсло [I,?].

П р и ч о ч а ц ш е . Cxela возIошщ цорсrаноsок опершrЙ
11дirt- , stc р , rdL 1в рабоtш [r0] ше lюгловоl следсlвшs

I, так каЕ ycJloвпfl тех переtiтааовок (в оrлltчшо от пвресташовоЕ
сле]iсtвшя) ll8 поавоtrяD! авточатliческI валDчпrь, напрпчер, лшшвl-
шшr1 случчIl .

0брапlая тсореша двойственностх в предlолоценшш дrФФеренц-
iryeШOcт:,t функциrt !(*r, 2it.) (.1 е r]ET) и вчполнOtllrg нOко_
Tcpt!]: лрJгих услоший рассшатривалась в работах [4, 5, I5] (ра-
бота [5] перекрываот реэультатя [+] и шспраЕляет дефоктш ее до-
казат(jлъств). В рботе [5] переr.оа от С' к С ддн прl| orcлoal|it
строгоlr lt;lпJклости Функциlt Ф (t, ц') в окрестшостtl точкlt .т. l
где (f,., t.') - редiение задачлl С'_. В рбоrе [tЗ] аан п(:])rl.to.[

от С* н С при усJlоtsип оr,ранrченпости IпоIестЕа

| . i +(х, цо)< СР( с", r.r") }

Ни:tе оО[jатная тзореi|8 двоJiственностп форtlулиI;tетсil 6.з пi э;-

ý

$;

ý
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llr,_;пffениf дпФi,еренцлрувlloсти входIщих в неЕ lрунl(цпЛ и при бОЛее
c4il]lx условиях по сраlвенип с [S, tЭ ].
Теореша
Еr:ли .5 i и,; -

3. Пусть (ао. bLo) - решение аадач!l
х.1 Ф сt, 1.1c)( Фlа",tl"1|= [т"}, то

с"

s(u.)[)ешает задачу С и J(*.) -Ф(jЕо,ц".) . Если те
сlлерхtlт болеа одноfi точкиi то при выполIlении условttй

') 9n{* )*t, i*.) рtя всех .l,€s(.[,,l .1ct.{i,;rtr9.0, icf.БJ
2) Fч.lz)l--(tц., т.), гдо- F'ч.(-tt -9са:.ц.),
,,,,l iр to решает залачу

rr:iru ItG.rlxi(*)> о, J€IJ,
пillt aтol' 

'(д.) 
=ф('t.,Ц").

Сllачала дOка,?.еl,t два зспOмOгательншх утверlденшя.
у т в е р п д е п и е 2. Пустъ выпэлнено одно tlэ двух ус-

лlв;tй :

;) S(ct..l ограttиченO ý (JP (t")=О;
6),Хr,,r.)<D, иi,о, Fч"(.Е); ( Fл.,r.).

Тпl.,а на!iдется .t е S бсr,2, что 9t <а ) - хе(-.).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Иэ того, чт0 (a..1.1 .) р9_

ЁаетзалачУ с'п хr(1.)-о ,след/ет of 9(хе,.").
ПОЛОППК Фt (r,..с) G Ф( a,Llo)* tl"2 g2 1*, 1 и рссйотршш

задачу

m.,1 | Фg {., u.)/nc (х)>2с (а..).а } . (II)

Так как о+ v (9с,.т" l r то огр8н}tченше аадачи прш не-
;(cтoгoll 5- о удOвлЪтвOря?т услOвиm СлеИтера. Нетруаво вш.iеть,
,что задача (lI) шя lii;бlвHaoi,] ý - о paapemillra. ДеЙствитель-
ll0. в случае <{ ) лри цi- о эт0 вытекает из следствпя I
тесреIн I; еслп rB ui =о , т0 !,lHoHocTBo {.T792t.t, u")<92tz,,u,)}
огр8пIчево, а тогда раареiдишость (rI) очевидна. В случае F)
l''з утвврпдеtlшя I ;,l;l.;лe 0преде.цения 2 вытекает, ilтo выполнqно
.,словие 2 TeopeMtl I, и лотзшу аадача (Ir) разреш}tма при

Е-Е-о
П;,стъ f -реПен_ив зqцдчll. Для (li) инеЬт !,iecTo пряllая теоре-

:.l лаойственност}п [i, z], т.е. cyi;iecTвyeт о , о , что {т-, й 1

рr,:'}ЭТ залаЧ:r'

litcr l, ,i 9g t.., rr.) - r.r {7rr,r.'- .,ld(*")-ý]/
j-,, =-tl Vд, lla,{), V2е V(9е....), - т, eV (-Фr,r)| (I
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\-

с оптиllальныt| эначениеш Рr(€-, tr") r при э!оll

.. [9, (Е )-Qt(t")- 5]- О

Так кцк .(.f, c-r ) - реlдсllllе задачи (II') ш вектор (r., ч"е)
является допустиичш для (lI*), то справодlшвц неравонстsа

Pr ( *., u') - й Гgrr-.)-!с(r!) - Б]' PtF,tt'1- йfх, tl-xei".rбf,

> .P, {t., ц,) - tl,i [9, c..l -f,a (T.l -5], 
('I2)

0тсOда сJlелует й > uli .

Аналогично дlл эадачи С * : в сшлу допустиllости 1 *., tl], , ,

Цl ,...,uЬ) для С', гдо frе-Й, спFrа9дJll!во

Фrtа,ьt")-О.f с(Е )<Ф (.+", ц,)<Ф(ji,л")=РсF,ц") - ui grrtl (I5)

/[опустиtl, что Й-о . Тогла 9с(,а)=с]с(*.).5*о ( Б
достаточно шало), а потоuу из (I3) следIот t&l ,-, О ?.о.
ui а r-t

ПУСТЬ Й=О lтогдд цi-О .'Итак,всег,цацi=Й rп
в сttлу (I3) i е S 1to"; r пр}tчеll Qt(il>lc(r")r6-gttr")
что и требовалось.

У т в е р х( д е н и е 3. Пусть вшподнено оддо па двух
условий:
I) S(rr")-огрi|fttлчёно и существует tеljй,, что fr({.)>О, Цi,О;
2l xc(r.),o, tti.o, Fч.(-)l-(Fч. зс.),где Fц1.(r1= фlл,rr)
Тогда llаiiдется - е S 1r,c'.; i чtо 9с (а ) * 9е ({" )

Д о н а з а т е л ь с т в о . Рассrотриц 9адачу (в обозна-
чtrнIшlх утвершдения 2)

lтl.Lп { Ро (z,|L, )l пr(- )rёJ , (I4)
(€rо sнdранотак,что !r(T.)>е ).

itадtча (l4) такше разрешиrtа (сц.докааательство утверцления I'l
пусть ts i r llpи этох ицбDт цесlо flеравешстЕа типа (l2)r(I5),
кОТOРdе ПршвОДflт к Й - цс и i eS(.",). Tart как с1 -rtЁ, о
tО g(-) =ё< f,g( t.) , ЧТО }l ДОКа3ЦВЦеt УТВеРrДеВШе 2.

Д о ка з а т eJ] ъс I8 о lеорешш3. Вслучае _ýltr,1--1 .

}tэ Jтl,(rpxдetlitй I И 2 следуеТ ?J ({-) > о. 9r(Z.)C^i -o
дlя Jc [й- , что fiвJtяется достаточншI дя оlIтпIельнос..| ll з:l .,

че С , tllil,t этоti вцполняется, очевпддоt !(T").9,Ic, i(.,
Если ;ке tsыпоJlненц услов}tя I) tt 2), то утворпдеftия [ g / ,i:rrlT

9;c*.)}o(,€Il, Пr(*")Ц; -o(j.I ) ОтсЕдд l]" р€5,,:f ;,-,i;,i;

|ц7
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||!l;l { 
'i_T)/$;(r 

r>O. JtI пi;1 1T]l! 
'(.т.)=Ф(..,lr")..iоказа,ге;ьстRс TcDpeuH 3 зaкoп,i";tlt.

. }:с-пш зilтачу С перефорlулiлI oit.J,!,b i.ilк itt1 | 1(.)!я,(:t )>о, t

; е rTi;T , тп лвоЙствеttl!оli !( Hcii t, рабг:та;i lL) названа задача 
:

;:."Р {l(LL)lv(t.) : lп! Ф 1:r,u )}. ;
В этоl llocTaHoBKe содеруателыlая стоFона двойствOнrlOстtl

.с:ioдltтс к затаче вl,!яв.ttен}tя условиitr прtl lioтopыx ln! sup 9(x.1.1 )=
с д ll>o

= strP Lпу Ф 1-,,,.'2. пОСЛеДtlDlo lloБHo Faccliaтpltвaтb (И
цrо' t

эRа деiiствtлтсльно расскатрl1вастся шногиши авторами [I4]) мя
!.\,lll(цl,tlr F(-,9) и прострапств Х ч Y довольltо об-
шеll природш. TaKoj пол\од к двоliстЬенностl,t, несшотря на cBoto

lIрив.qекат^лънуt0 обшrость и cпHHeTpltюt сухает сOдержательныi| ее

аспект. Поэтошу tlаправJIенне в разрботtсе двоiiственltости [I, 2,
5, 5, ?r 12, l3J, l{cтopoe логическп продолжает длойственностъ
в лшtlеi{ноч прог[вrчшровании без потери содерхате,[ыlоil ешкостиi
представляется BaIH}ltl.

В эаклпчен}tе sыра}аю бJ!агодарностъ 11.il .Epeшi:tly за руковсд- :
!_,Tno }r,tстOящеit рботоil .
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