
Т9?о п_ опlrrэлъпоа Iб

*
t

?
I
a

УЛШ 5L2.25126 + 5I9.]:550.II5

0 зАдчЕ стOшстпчЕскOш прOгрАIllхювrшuя
с вЕFoflтlloстllш}l ol?rflшчЕпllяш

П.I.Абрвrов, П.Ш.Бочкарва

Io. В ,x -repнol просtрачоЕе R" paoorBtpnEaolci валдча
с тохас !пqескOгo програIIlрвашчя о ЕOрOяlЕOсшшIr 0гравхчевпяIп :

miп c\z , (I)

. P/,4c>bJ.a, (2)

э> о , (]),"

где 11 = ( а i j ) - (m х п ) Iaтplttlai 12 
Т: (с,,С 2,.,,,с fu), q.(а, lcr,.,,,1 ")-вбкторl llE -R" 

i Ь-16,,Вr,. ,Ьл) -rерншfl оJtучаПнцИ Dокrор с ФуЕ8-
цlеИ распределввltя

Ftg)=F (g,,9l,..,,ц-); Q<or,< t

llaBacTBo (сr. [Э]), чtо sалдча ltl - lrl вlDпвшопlша слош-
DцоИ вадачо швлrнеЛвог0 прOграltшрOЕашtlп з

miп сТr , (I')
Дt-а:о, (2,)

F(gl=F(а,,аz,,,,9л)>оL, (r')
х, >о , (4')

котор8я являеlся ааддчо0 шпцпIпаацIш лшноrшоп Фуппцхп с7з ша

облаотtt D' векторов (z. g 2:(el,Qrt.,.,ta, 9l,цl,...l9_) е Ra''
удовлоrворяDlIх ооотноЕенIяll /Zl - П7. Поскольку JслоЕшо
lr7 являеtся вшнсtвечЕшч нелпшеПЕцI огравпчошпеI сролti уOIо-
впi /2| - l47, пнlересЕо внпсншtьi дJIя кашпI Фувкцrй Dаопро-
делошпя F(g) сшоrостзо D,"=[g. R^l r g) } ". } явJtяоtоя
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ЕшувIщ.
ДосrаtосЕщ усдовпвI вUILуЕлоG!ш lвoaootBa D4 явшоtся

вогвJ!ос!ь фупrцrr F(ч), Ео,fiаЕ yro бшло otloчoвo в [3],
для бOIьшппства распроделепrfi r лредсrавляDllх прапlttчоскrй пц-
Tepeci аlо условIв не вцполняеtся. В [ 2] докаашв8е!ся вшпуп-
лОСlЬ uEoIecTBa Da l О<4 <' , еСЛ! кОIпОнеЕlЦ воктОр б 

.

РаСПРеДеIеВЦ Ве8аВИGllО И РаВШОfеРП0, i В8СКа8ШВае!СЯ YTEePt-
дешиеr ,lTo rвоrостэо Dос вшпукJtо дtя шбшх Ео8авпспlцх ве-
прерчвнЕх распредеIевиfi. Как будвт покав8цо ч[ао (cr. п.4),
последшее у?верIдевп0 шеверЕ0.

0увкцлп !(!)l опр€дsпеЕцуD на аЕп]tкдоI IBoIeclBe Мс Р-,
шазовсI оа - кв83пвогцутоf, ( ос - вецес!вевЕое число)| ооIш
IЕоIоство Sа-{ч€Мlflч)>"l) внпукло, п А -кЕазп-
вогвутоИ ( Д - IЕоlЕсlво вещественнцх чшсел), есш g (9) яв-
ляеlся o4 - кЕ88пвогЕутоилля кацдOгOоzс/ Р -квазll-
вогнуtая фувкция ш8зызае?ся Ева8llвогну tой. fi вазчвогпу тшо функ-
цшп п задвчп IатеIатllческOг0 пргр8IIшровавпя с кваапвOгнутщш
огранllчовияцl иаJчались рядоч авторов (cr. [r]r[+]). В шасто-
яцеЙ статье прпводrrcя псследовsЕltо вшпуклосlЕ IноtостЕа .D..,
плп, чtо !о Ie, исследовашtо 4 - квазIвогЕуlостп фувкцttr FG-
првдолевlя Fсgl э слJчае, когда кошоневtц Еокtора 8 вева-
впсIщ, т.е., вOгдд

Fg) =Ft(!,), F2(g) " , F- (а-). (4)

2О. }1сследованпо d - кваашвогчу!остr функцrl Iц вачпоI
со след7Dцего очsвIдrого ааIечашпя (ср. [I] стр. I22).

Пусtь g(ч ) - функцдя, oпрGделsЕвая Еа ЕчIryкIоr IцоDGтве
|,4 , 4 - швтервал [ос, + оо ) шЦ всо Цшоаесlво R ЕеЦGсl-

Dеввшх чпсол lt Sос={gеМl g(ч)>dJ пли М , осл!
Д = Р .0увкцlя ,(g ) явшеrся А -квазивOгвJюfi в ToI l
,олько в tоI сIучае, есл[ для лпбвх Ц , Й е Sn п дбого
о<),<' пIOоt lecтo

2[cl -лт)9*r"цf> rпiп lgc0l, g(j )I. (5)

Пустъ на вЕry8лцх fвоlосrвах Yi 1 У; с R'rj i= /, 2 ,..., к, опре-
деленц неотршцательвше вогвутше фувкчшr яi(чi') а цусть

g ( ц ) = g ( ц "', а "|..., ч 
(* ) 

) = g, ( а"' ), ! " 
( чО5 ), ., 91 (УiФrвкчrя,

оЙреДелеввая ва IEoI8cTBo V=Vl, Vt,,,,, VкеР- (m = ý rn; ) .

Фувкпrя g щ ) кваsшогцутая.
Д о к i з а l е л ь с т в о о IIусть 0:(g": gu,'._.,0'*'),
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a

й=,i,'", V"',..,,0'"') n, V п O<,l<r. В сплу вогнутосr,
и неотр]|цательностtt Фушrщй !l (9(');иrеел

9 Гсl -l) f +-l fil :,i, з,Г!, -r> U"', -l 0 a'J>-

к_,,!, [,, - l ) 9 i (U"' ), ) g l{9 "')],

п для аавершOния доказаtOльстЕа дOстаtOчво прворltlъ ввавllвог-
нJlость фувкцпи Д-, ддя .{>о | t.е. дOк83атьr qto пя
лпбшх неотр}lцsтель]tllх чисел .ас| ,-'r, , Ф l r *'i ,-'r,. ,*"* п

лрбого o<r.<r справедливо llеравепстэо

,1[,,-r).T.i 
r.r*-lJ=,,,tn !,!, -i,,ф,.j' J . (6)

Шераввнство (6) очевrrдно прп к= l . ПредполоЕlI, что ошо

справедJIиво прп к=| , ш будец счllтатьдrtя определевносlп,
что

о

Z+l
Гl т. l

L-- |

l+l
Пс

t=l
(7)

привсеI l .Пусtь
r, t ЧТО 4i"- Ei" .

1

,

Нервепство (6) очевшлноr аслtl * j= *i
:|-';, '- €., . В сплу (7) наllдеlся такоо
Тогда

[tn -,l l-j,*,tc;'. ]16l-r)-'t.*) -,:J= (,t-7)2.r'1, *'rr. *

* -l ( t - 2 ) ( z'i, -'i r* q'i 
r -'i, 1 

* 12 а,'! 
rа, i r> ( t i 1 

2 a'i, -,i *

' l ( l ) ) ( L' i, *. |"* .'i, а,'1.7, l2,-r, i, ai 
"= 

( t i_) -r';, *'i r* l r'1 
n 

е i,
tl

|'t -- , ,t

П. Ir -,t) е l - .r. J Jrl Л, i rГ{, 

-), ) -' i*,i.c,'J [{l -,r ) -',,.'i, * l c|,c !. ].

iia последнего uеравевства ш лредполоtения яшшкциll слвцуот (6).
Доказанное утверцдение паходпl следIпцsо прпIенsвпо.
ПJсть одноtlервше рsспределеtlия Ft(чr) шlе]т плоtпостl

li(чi), lloнoToнHo .убшвапщие uп g i.= Цi , п lryclb сущоствJет
Tai(oe число *. , tlTo О-.{с<' и Fi(Oi.l< а.. Тогда фуttк..

ция Г tч l :,ff. гt' t ч, ) ffвллется Г",., l] кваз;lвогltутой.

]О. ttр.дl,=rJ'опuut l|T0 ,i;l,н|(цпя з(у)=!(9,,Цz, ,Ч",1, gе P'i

r.



нопрODtlЕпо ш IовоtоЕшо BoEpaotaвl п0 пораIешЕоЙ !п . Jрав-
аоаuе g(g ) -ol oпрlоЛrоt а^ каff веf,ЕнуD функцшп от ц,,
Цzr",rЦл-tZ

9m = Ч (Ч.r, Цэ,.. ., a--t) ,

обIsоrь oltрололеЕrя поtороfi Фе являеlGя орlогошальноП про-
окцrоfi tIоIооlDа Ga роIOшхfi JравшеЕrя ! tц l -n на подпрост-
paвctEo пtрэшllцх a,l , чоr...,9m-l. 0пертор проектироваппя
обовЕsчll {ороs Рr,

Р- ' R*.* R^-'

t

Пусrь шоьсrэо Фа Eolryclo. Тогда фуttкцltя
l l0ЛЬВ0 В t0l GtrЧЕО f,ВЛЯеrOЯ o4 - КЕа8ХВОГUJ'
вчпUщsя 0rш8цrt.

(9 ) в TOtl

, когда ?,-

tr о r а s а l о t Е G, в о . Пусrь qp - вцпуlзлап функцllя
l E-Or,lt, .,,9';,,F=(0r, аr,..., Е* ) -,аlсш0 !'очкх Ia Рft,
,ltg g(gr>d,a gcElra. !огда Рлч€Фос ч РлцсФ"l
В oaror lоЛо, пuоlD !'е баr€.О, Чп=оtt!l+оl2цэ*,..,d.-,Ц.-,+.rt,-
тsЕая гппорlшооtlооrъ в Р- , чtо лл, лDбого це Ga

9.n>c(r Ч r+ oll Цl+.. ,* olm-l Ц a-t + oto

в

g;- € -аrЦi* dlЦi * ... +о( n-,ai-,+ do

В ошлу продlоrоtочвоП IоцоlOвЕФл я ( s ;, ц :,,., ц'л -,, ц L- €) .о. r
оGЛr ЛЛП ваrОtОрогО 0е Р -

iл -dr 0.+dlJr* . - +dm-t jл-. + ol " ,

то 9(i l=a з Е проtltвшоl| Gдуqао ва otpo8lce, соедшняDщеI

tочкr g r (gr' , цi,. .,цi,_,,ц;- €). шаtдэшя ,очка п8 бо( t

stо цеЕоэIоЕоъ По8rоцу цдПшlшя tаffrо !Ь ч 0L , что

9 ( 0r, 9r,..,,-g-.,,!л ) -а u Q(Еr,аr,...,Е--r,Едl=а . ь
Йлу шошоrошtrоош фушкшrr 9 rreol gJ,.< 9- , 9;= 9_.

Пусrь o<l,<, . Поскольк5t ? - внпуклая Фупкцпя, ,0

9 n (f, 1 = 9 ft l -.l ) Р- U * r, Р- 9:J <

< (,-.i )9-* .r D л< (l-t )-!., * ) j л
5, в силу IoBoToBBocTll|

., =9[(r-.r )9-,+.t !,, tt-))!r1.1 g,,.. ,11-.2)T1 л_,,+-
* .t g-, -l, J,n.J)] < g[ii-,l ) 9- + -l 9-J ,
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t.O. Illotвctвo Loc={ 9е ра, g(ц)>4l Ешпупrо6.

Пусtъ g(ц) - &- кЕ88rЕогцlsя фуЕкцrя п

U--ч( 0t, Чz,...,Ц,п-r), D;= ч(Еr, Вr,", а-,,)
прl лпбоr ot<-l s, xlool [1l--rlgr*.l g,,..,,(,,-,а)gл-,*fЦ-.rf еФа,
В caror делеr в сltлу вцпJклостп IHoIeclB8 L".,{ccP-,gcg)rotJ
]l чонотовносfi Функцпп 9 по U,a oyaecт8yol ,аrвя гlпор-
ПЛОСКОСТЬ 9-= alt Цl + оlzЦz* ", t 4л" Чm-r+ оС., rtO Ц*-4lЧf
+оlzцz*...t dп-lчm_t+dп мя IDбого чс L4. . Поэтоrу Еаlрt.
ся такOе 9 ,n (t ) t чтО

g |( r -) ) а, * аЕ,, ( 1 - J ) 92+ JE l, ..., U - f ) 9 л -r. ) а 
'.-,, 

gйаХ-е,

а tщ( как

xГ{t-ll7r*f, ГIл0-^)g,ll!,,. ,,{t-l1! л+ ) !i-f > al ,

то, в сплу lоllотопнос!пr

9 л (| ) = Lrf1 -1 ) g 1* ) Ц r, 1 t 4- 2! ; 7-! r,. .., 1t -J) !- -, * f, 0-- r7u

-<1r-.2)j.n+)g-
40. Предполоrшr lепоръr что фrвкцпп <р лЕаrD шФФорш-

цrруеш. Тогдв tiеобхолrlцI п дос!аlочцчI усдовrоI сс - iвa-
ахвOг]lутOстп Фушкцпп, яЕляеtOя lеOtрtцвtоtьпа, oпроtоtоЕ-
цосtь lаlрцll| сOоlавлешпоП iE вrоЁх пporrDopll Фliщr 7 .
Проrвволlrе фувкцпr ? ЕшчtоляDrоя по Форryrаr

_ O'g_ Оg _ 0е _ О'? .rЗLf
?'ч = ОgtOu", Очi Оg,п OgiOgj \ 0g-l t
сr ч.оч-эi эJ ( 0g \з

\0ц-l
Зg- а +

rэз_ \\ос^ /
L-1,2r...,ф-1 ; j=|,2r.,.,rra-r i t(ч >-а

Для псслелуlешп паIt фJппцlR рспрлелешrl

9(Ц ) = F tt|Jl). Fc (Ча). ..,. Fл ( Цл)

+

a

.9i_t--
d g iO.чi

F*[(F:,)2- F,^ F;: J ti_i_
Fi Fi

IшееI

(F,;.)r



прl ir.i п

а\ = Fл[Gь)|-Fл F;l tг:l' . Fт ![.ъi=--1т5т-- lFг * -fr
llаtрулпо cocqшtatb, чrо гл8вшвЛ шlнOр к-г0 пOрядtа rraTp}ltllr

сооtавлеЕЕоИ lB вторх прош8Еодшх фушшцшш ч r равен

- Fi ( чi),Fi ( ц,lf , [t г,'" с9-))', F,,,tg-) Г-tч)j"

ý i], 
[(гlсч;l)'-F,( ч.),г;'tц,лI (s)

п швоlршцаlбльцосlь эчрrонпfi (8) пу K=t,2,.,,,fl-t g i(ц)=с{
8Ех8оrся flеобхоIrlgш ш доотаtочЕшI уGловхоц о(, _ квцЕIвогду-
toorr Фуншц,rl е(с) .

Еолш Ft- Fz..... F^= F , lо внпOJlненпе прш лпбоll t € Р ус-
дOвlЕ

1г'{*.l)2-F (t) F"(t)> o (9)

доотаlо,lво Iля sвовrЕогшуlосrlд ([Orr] - кtsавшЕогllутости) фунш-
w g . Oчовltlцо tafito, чtо лtя о( -кваЕlDогшутостп функцш[
9 вообхолrо Ецпоlшоцlе уоrовrя (9) ллff. Ё , flDляDцогооя ре-

rЁшrоr tрsЕЕоЕц, Fсtl-W. Нелрrдlо построиtь приIер фушшшrш

раопрOдеrоЕIfr о гtал(оl tt Еrгдо ше обрашвоцеfiся в ttуль плOlно-
сrъD, дп коtороf, Фушкцrя !(9l ао буюt [a,l J кЕаsllвогну-
lof, Еш прl какш о<о{.<' .

5О. Рассrоtрrr покоlоршо прlчерi rIеDцшеr по-вt|дluо|lуr

)2- Fi F

!

саIOсlof,lельвoo 8шачонll0 .

а) F, (t) =F2(t)=,., =F^(t)=
-L2е 2 c7.tt

В аrоr случао фушкцшi g(g) авме!ся квазld.uогlцrоfir чt0 cJle-
ш0l 88 спраЕOлливооtU неразешсlва

t .2 l2,. -д- _ _Lt,Je З,7ц-е 2 >О, tе(-оо, +оо) ;-фt

б) F,t':1=F.tЁ)=.,,,Fл(f)= J Jtct)cl,tt,

t

J1_
V2i

а

О, LL*<C

е

6

L-l.-O, J-O
гД0 ., (tJ)=

t
.-, t-, (J)

-l -,



Тогда квавrвогцrtосtь Фувкцlr g(ц) сrеýа, nq GпраэOIJIIвоо_

tп нораЕOпоrва:
t

-(_l-,-t) j*'-'dudu+ е-| t^=o,
-*]'--.,+оо). 

-l>o;

в) Frttl=Fa(tl= ... =F-(f) =

t
Iф tcu) du ,

гдЕ J(ц)=

ЕСЛl 1-| r !0

-[р-,-(р+9-2) t

цр-9)-- цР-|
l (р) l (g)
о

(|-ц)q l О4.,|) p,Q,o

t<o, t>t .

lj"'-' (о - u f-hu* tPlt -t 1+, о

ПРШ Лшбоr t е (-со,+ ф ) п q (ц) rва8пЕогшуrа.
сrуча0. когда 9 <, I GtlцссlЕt/ol ol "< 1 | ato g (ц )
ляаrOя ol кЕв8ввOгшJ!оR вх прп кцпоl or'c <4 < | .
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