




lk). /(-), ч|(,|-l--), (r)
гдо а /(-) - гDа!rов, Фплцrr / , вшlrcлешаш; l точко :1 .

0продошппая r Р' DогЕrlап фупrчil У Е8вшв8о!оя оyпоr
лrшоirоl оtlоопоrыо lrrormrrцrOl rоqrt -, r ооtll

y(-.,l(T- l) . 9F) t l (vlz)- yG)),
каковч бш вп бчIr !оrr0р r l псоtрlllдlоrьпоо чшGло t .

Пусть ,z - вогнrlUl Фrпцш, валаlЕs, ,8 olllpш?ot вчцуклоI

IBoIoo?Bo 6. Р- l z' _ QrrolpraBna, l9чiа IB G . Легпо
впдоlБ, чло фувкlцl

llr.(*).!(*),E,ory (4)

яЕляоlоя супарrпоЛвоП otвoolt8tblo u' l ,лl.. (х) >- /,L ( z)

прl шбоl хеG (rшрrопlо
,la (z-

0грапlтOЕ0

снпау и шOEoloпBo JбшDао, пш ,Флвяll ё до 0, поолоц, cJ-
щесtЕованпс проIо!а гарпшроrапо). Otшrщп lz,. w будеr ва-

вшваrъ опошоl п . l lolio *'. . ВOлl фшпчri .l. ДфО-
рон,lrрrош Е tочllс r t0 Р*. !rввпЕа. По опроIолопrэ,

f -.r, ,.l. (ф' (.||-.*,,,. *,.,)-.(9. 0q8ЕП!ЕО, 1llqal ,,,al Сr-

перlноDча о!вооItолLЕo Jшбol !очrt iE аФrнв0l оболоqкr лоqок
л,, t,r...9 *t. С вэодоlllоt опороl Qrшщr всравошоrво (3)

оохропrа, сDоП ошоt r пF 0!оr!Orш, пlфOроtlцrlDrоIoоt , оолп
под f r-'1 " v ||z)li- -) пон;пlD rшчiсrопвуп t tочiо т
Фуакцlоrопоgrrупr / trоqrв z',

Прrнлrо гoDopllbi qю Фшвцrв / дOолlгао! д9дцэц9IдJш
g!дrДg la BaJBBпor lloloorDo а , loqБе х'с Q r Bort дrl,
лМого л е 4 ls BcioloDol oпpootнoorr пrcot Iбс!о
|rq"/kl Borr прr Brot / - ьогпrтая фуЕпцrri в 4 - вш-

цукIоо шоtооtlо| lo lft)= 9.16. fF) i to еоtъ I" досrав-

лпол глобольпчl rшrопryl. lшotco?эo {ас Q,|rz)- уgfr f b)J ,

пак HorpJrplo попаЕаlьr ,DляGIGл в8llrклш !i ооrl / - оrрого
lогllrtая Фушпlцл, ooclol, 18 0дп0l ,очкl.

KoHvcoI вовIоruц п8пЕlrввrП вшцупrого Inotectвa а D

точке g"€ 4 бу!оI! GлелIi 8оtтавдоlку| шаашваlъ конуо
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ý Z. 0ововшшо ро8rrьrаш lоерц tшrt с8е rрограшllршнrя

Ьуоr, /, 9',., , , 9n - tOIцtшо шrrqlr, сIDaшraввgс ша шa-
fiotg9ol оrsЁrш rrфrrоr шOшOttс G c,Q", oollDlllrl 8ЕлвЁ_
шос вsпJшIоt rвolcorDo Х' .

ЩддддLдrшý_ sulryrдепo прогр.шr9ошш, ooorort t lorol-
rшdащr r) 91шrшrr l r облаош Л. l Xl , l|o Xj .
. F. G, Уk)rLl ор, j. Lr2r,,.c lL .'

orlotrc oDatJl qш лоС8tлаrrсr олIOt порсшltоl t olloFo 0г_
рЁнrgоншя lошо пороl!п r,fitlЕ8лсtrtоl rаlrчa lrtorUrs&цI Ir-
шоlшоl ФrЕsцrх

У (*r, Z.l 
_,, _l Т - rl)' Тm,, 

1

D sшпJtсrоп ooroclr Л. F: Xl , лю F' - Xu, R',

Х' .{1r,rrr, .,x^,)G G l R', 1|i(т,,tr,...,r-)r0!прll j=|,2,,,,,fu,
f;""-{(z,,!.,.. .rх-.)е С , R', /(rl, хr,.,. ,х,^| xr,r>,0J

Во rногиr рабоtоi осшовшд, эsдаqЕ ФOЁJrrDу€rо, ! ,ЕЁt|шsх
DшпуЕrчх Фшкttшfi о эсrбшоf, orom rlerorrrlaцшr orolol шItl_

ttшчнаация' х шораlешоr! !t(х)э0 rcвоcrclrлll /(*)<0 .
Налболво гJtJOоt(шо ,оорЁilчOQrrс pоrrrbilrt clraвшtl с tGсле-

дOванп0I наряду 0 oснQIшOR абIд{сf, ш,Uкr0!0 п9oгрошatроЕанll,

х) То есть Iце!ся !очк8 *оеЛ лаrш, rlо /("), щ lhl
6,
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следlrlцоП D 0прад€лошн0I оr.чOло аl лDоfiотsgвшоП эада_ч.ц.

Пуоть Yo - чшоrоотво Dоктороl у, (у,r!е,. , у.,'! пв |)Ц

с Еео$рllцатеIьшшL поIпоtlоR!аl|п {у i О ). ТреОуеrся минпшltвtt

роDатъ вчluклrп ФушкцiD

y0),iH" L(z,y),
где

L(-,y) = l(4 - Ё ,, g)(-x,l, (5)

Rв вшпуlшOч lвolвolto t2* =.I |l . Y" , У (!) , * *.l
Вакtорш .х. f2 п уе !2' iавшвартся д!цqщццlцJ. а ltcкo-

uшо р^ктOрн - дI!щIgлд!цццg
Для лпбнх допуотllшlх z, х у спраDедлltпо сDотt|сu|еtlив

|(-). L.(.,y)< у{у)
Следоватальпоr дl! оптllхальности I' 8 7О достаточноi чтобш

r."€Q , !Ое t)' п |rr)=r.(y). Пdследнве 9кЕпваIентпо
требова,tшп-, чтобtt х"еХ" , !О eY п прв лпбчх ,х сХ.", qс!"
1rllвI0 хеOт0 соотilошенше

L(-, у9 . L (r", у9. 1, 1|", у) (6 )

tlри атоr говорят, .|то rочка (тi у") явлll8тсв gýдд9цOП .lчпя

/.,".r,ц) - фчttкlшl Дагlвпrа исходшоп аада,lll. llauoTttll, что ос.Tи.. I lZ/

( ,', 
f,l') - свдllоliап точка фуltI(цшш |,(l,y,i , то т' СJлел ll"-

ul,]ниOta осно}нOй аадачпr даIо 0слlr п8 предполаI,еть вогнутOоlи

Фуякttпй lrg! , ?n lt внпl,клости tllr)recTt|в .l ". 0лнако
llаличио рещенпп в эаrцqв вчпук.,tого програt lll,tрOв8яп' lio оаtlвч0-
tT сушествоваllиF оодrовоИ To,|Kll фуllкullп Лагранrs. В aTor лвгкс

убсдttтьсп на просточ llpmrope l27.i , когда tn= f , tt, / ,

/t,4" t, pli-,),,,,с
Вопрос о GуulестЕOв,iниш седлOвоН точtrш фтнкцпп Лагрпlа прlt

,lа.,tпчl1и рвщсш,,. в ослсвllоai sадRч(, *) пl,uд"r"rllяет собоЛ чешт-

;-,п_льttшil пункт rеорпп внrtук;iого проI,раилlиро,Jttlrпп. Точtlес, во_
пi,ос состоrт Е ToI, лря шBкllx лOполltllтf)пьlll|х услOвtlях отll0си-
т,)льно фJнкциП :,', у:, , у^ tl tlt|OJ(et,,Tвo ,Y' при llропэволs-
tluI,|,уllкuиtt / с,lрsDедlшво cJit)дln[iвe .утапр.lлеltи8:

r ) 'Гrl i,cTb boilpoc об эl(BиlraJteHTHOcTli .rttriа,lи |i[lllviiлoi,o ii1,or,|,;lrr-
;.1i?[loitillt!lfl и соOтцl)тсr:llуDце1,1 ;;И a,l.,t:llli, о с!).UlOпо:| T(j,!l(e.
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( t) Ддя оптIIальЕоо!ч tеfitорд I"" Х" Е осноDвоп вsда,lо
нооохолцI0, чrоdg оуцOоtsоsал DoIloD у" Tapoll, чtо (z', у) -
оолrова, точша фуввlцш (5).

l|6о0ходшtlцо l доOtвlочвцо уOlоsrя ?ssого роrлд Е класо0 д|ф-
Форошцяруечщ фушкцпil бцш поtучэirl ЕrшOш tBшBopolt [lz!. од-
dашо шопоOрOtollовшаff ша пpoDopкar ýslr прsвrпоr продOtаDдflот-
ся Boobls sаrрtлдIтOпьшоi. В Haolorlýo DгаIя rODsOTeB ряд болоо
простцх дJt t провOркl IоотаrочшцI прlвнаЕ0! (Clof,Tep [a+J , Uша-
ча [27l , Рубшшrшзеfiп [23| ), ш0 преддOrsг8!цлх шфорOшцхруOUос-
тифуtlкшrl.i I u !',9', ., ln. Впрашлrчоо8очпJlцво (to
остъ шаOколr,к0 ato tрбувrсп ллr, пOоlрOоllип чllолошdffr чозодов)
dчш в sfiачптельпоfi otопdнl ре!!дDl уIssstlшцИ Dшцо Еопрос.

'Пptt tlзлоrаниll чllслонвцI шеlOJрв шt 0улоr Dоагд 0чl!8lь 8ч-
поlшоllнцl GлелуDцOо лостеtOчшоо yotolro [аЭ| , шотцое при одо-
лаllll0ц Е фOЁуIrрODшs аадачia прелпOrOrOlRшi чl0 q - от!rрц-
тоо. lноЕsсtDor rЕIяоtcll шаrболоо обцtI. }lrошшо;

(t) Для спроlодJllдвооtr уlDорlдончя (t). дооталочнч, чтобч су_
lцOртвоDадs точшЕ т'е f' , r Kotopol gJ(x')r0, j.f,2,,..,l7-,
причоц рsвttпство 9' Ь') . 0 дOпJокsсrcп Iчоь Dti Фувrсцril.в. ,
чrrла /r-1 , Е о" ,, , 6d

Приведонttцfl вцшо рOsупьтаt пOвволflOt ваuOшх!ь ноlI0средотЁен-
Н08 0rЦС!(uН!t0 РOШOНllЯ 8аЛ8qП ВШПУКЛОГО ПРol'РаlrrlsРОВЦllХЯ 0ТuСка-
ниоu содлOЕоfi точкr сOотБетствурщбП Фуцкцtttt Лагршrа. Цсто;lдt
продн8sначеннчв дtя 0тшошашия ceДltoBoЛ точrи Функциш Лагрншr,
сOст8влпDт !цв!Jд_гDчппу в данноЛ класошФхltsцшш.

Ниrо форцулпрупr.ffiпrrд.uu". в lra| требованttя, пеобхо-
дишJе ш дO;татOчпше для сп1ввsдl|ьоOти утвёрIдбilшя ( l ) бев ка-
кшх-либо дополнитольнцх усдовt{й 08шооllтбльшо )шрактЕра фJ нкциlt
l n ?',?', ,?'' .

утВЕРJtДЕниЕ I. Еслш в ocHoBHoJl Еадач0 вшлуклого прOг[ццull-
рованин !2tg iJ(.+tr0, /= |,2,,- ,Е , ?о дJlя справерlивOс-

ти утверхдешия ( !) trpи ttроизвольноfi Bot,tlyToR фJнкци1.1 необходи-
шо и достатOчноr чтобfl

li
J,o

,Х'r..,, дt = .()r.,, tI

KaKOtil,! dш ltlr онли tsекторl,| хОе{2 , х'.- {),оr, |"Lz ,L
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'tllРlrВШПВ 
2, lrr опрrапlloоti ,r!орпаЕl, (l) прr про-

пвDd!ыоil rоlцrrоi ФErBr / ваоtlхошm l дю!а!о{во, тrоФ
лlя лэбшr loireDot .т'| Л, r'с Лl.i, .. If.J r 11 , lr 2, . .. , L,
пIerto lroto Dаltпоtra

(2,.*r... ,r .{I 
" 
Л*.tr... аэ , 9Jr.r,.,. ,.(-)rOrj, T'l,

гда

Т'. { 
j, |L.r, . а. (xa)=Q! 

:

Шо rr0ooП гоrппо оliсосш rOtoп lIпу8Iог0 програшшрЕs-
ш!i, rэхgjцп!цO I! rэrrеDll lolаrDlaтO Еiorрцrrа.

Ввпдl ш!о. чlor lll ,D orrclшOob, шбоl toillDшul rg!оl-
IyI ! sа|ачс DIIцIвIOгD пртЁшрlаlla (l'pecorarрtraarol по-
отачовrа) проIоttlлiсt 0060l pc]cilc lultlr ,00I0I0lаlI0 до_
пусtпIогo potolll, na oillшrDloorD оrоrш, I прOЕоршс tlororl'

'tоrалDп.tгo 
8llоtрцуrа. tlqir r'c Л 6rla, роlопlсI цlЕоtЕо'

аадачl D tol l lctDiо to! оJUrаt, tloгп пзрсоочбппо попусаЛ*.
(шl K...(l2|'1 о поIrOOf K,,.(U) l lllt Y=ftc G,|tTl,|F)]lJ
U{*J , соrпадасt о i' . Прl lчпоlпсвrr прrвлодсппого ,ш!о

уоrо!пtl (r) Brooro Л -. Iorlo рtооцlDпtаrь Qо Х'r. . Еош

к !оц, ra Фrrlсщl l,r',9| .,9' lфоDащrprjш, а Х"=R^
(atl rptloBctш ru бrlоr rrrla olrrltb tчttоtвапЕцш !оогдl,
fiогда рOчD drlol rлзl 0 чlолсlшlr шrоддl), ltшsаlioс юо!ашr-
Еоа уоIоэ!о оrавшооtoli rогiо проrорrrrшfi. Д шсвпо, iIoO! lOo_
lо оtодуDiво rlrсрпlGвiсs(tl) М опtrшrDrооtl loiюDr l'-(z|,Ii,..., xZ) е {l
ввобlошrо l tOо!аfOчво, qlo(tl шlrloD пооlрiцв!аrьпUо чiсrа
yi Q, | шrlс, чrо

- 9 /(.t -F у, v gtJ (х), (?)

rдо T = [i, 2i la) = 0J
Прtвелоппоо ,олOвio бrrBm к,crotl] (l). llB (7) слелует,

qlо lочка (r'ril, гlа !-о _rapпrl Bsitgp о коIпоЕоЕlаIп

- t !i,sf,ll JcT,,
3l' | а, вслх /,e[f,2, ,o1rI,

яDляется GедJtово' точкош функцпп Даграпrа шсходно; заддчr.

о

l
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Jrааапшt,rЕпrорr| дOlDOrl., епDарrrrD t прешlоrDпоl ло-
луозrrеl rочrо i -О . ш atlшlot,IЁr.шш ,llrl, шправ-
IaBla DoвF0talli цоrоlоl ýrЕшll EDrrltlaвsr.!0rt0t Л3=
'!.! Х; l t8ло., сю еDlг до .rщt lalFtr.EID прrDод!

Еао э rочrу l, о lIчшU rtlqrrrcl шrоDol 0rшцш, пЕrчоI
а) t с.(2 (rorolш D.шощ rrrDrtroшr}l

. бi .r - гршrчш, lOfB1 шПrr.ш3, ФO.rlrвQшпrзl ч|lg
ра Jl а | tl illolo tогоi l laror0get !оlla re J/ , D опDOло-

}ешвоч.оIшоlе бrrlшоl в !l , шасr |(z) , |(а) (rrirol прооЕ-
hI гвлrевш).

8аttсlш, чrе оlrчах r} r 6) tt шлtDloi ttrшlo шсклочiD-шлtlt .
, Во rшогrr вlоtоilц UtrоIt ршlra romllol !аIачr поIу,ls-

.в{сl rвл дDоtOr поOlслOtаtбlьtооrr Ecfcrш боrсо пдшrш !опо-
rtilелаrъшrr rlorpc$rшluE rrдч (r оппOрIOшOU 0lшlr0 Dro о!-
iooltoя r s l.mtrl tlcPol tDlпш, чrrre п, lц !sп, rBtOD_
пpalatlll, ш0 пDорilrш.tеi .o!оOrlaшоl). Errr Dаrrrчаш IDa
trq8 !шrа talOIDD.
t t lпашrl гоуппl Е фрU оrцоOrrD tc Iс!еIцt D кOlорчх

к{uвrl DOпOпогатOIDшш laлчi goorolt t arшвtшrr бевуоловвого
adorporyrB докоroроl Фiвrtцr. 8оrеошltшоr D Dlou оIrч8о Dспо-
IогаtшDнцс 0ушвцrr I0лlш Oflsъ s0olрOtЁц lrill обlпвоr, чтобш
прr rx lавOшlr!ацlt бшrо lclrtlttlbltl 0IorD-Br6rtD. сrпOc?Еоtl-
цо, шдруtсшш0 0гр8шхчсtrи шrоЕоl lалпщ. Eto лоошгвоtоя вво-
I0lr0I ПrtраФаff Dc шrрrrоЁr0 оDDоtIчоЕrt. В болцlшоtво lsЕtl
шrоIоl рсчЕ rдоt о ЕЕоrrr0цгa вOпOIотвrоlьшцI Фвrцrl rrrлд

|(-) * р. /т) , гш * (т) . lfu(g'i4, 9'(4 , g{фNOпgч
DoаI .т , прtчоlr !i,L"rH.O, oorr 0l(Ч>О, j эIr2,.,"п,

" _ЦР*(-).- Фэ r еодх хоl, бt олu9 !l(z) Iошьдо ЕJлll.

OтшеOошttшо Е !ро!DOR груllп0 ш!оIш DsаIrчв]tоr, глаDшI обра-
aolt, споообшll. вriодешшя лзрэфа.

П чоrQеотоI тпупп? otшBoOI rctолЕl э в'олоцц вOп0l088tолD-
нцs вадачta яDляDtся sалаqаrr пlшэlпого прогDаlOarрODaшri цлI 8о-
ддчаltl| опоlцФrка кOrоЁI пOsвOrпo! пршOшilD л!я ш реOOнш,
Iетолl IипоIвого прогршшрЕ8вt[о Прr aror Е оонODу поOтрOо-
ниrl вGпоцогаtельнцt 8олдч подо&rпо r0 обяватоrьотв0, ч!о вшпJs-
лое ограllичошll0о IцOIOс!во l0l0t бulь rsr угOдar }0рOш0 дппр0I-
сиЦllРOЕаН0 С п0I0ЦЬD ЕШЦУlДOГ0 uШODoГРаНllltlС8i С Дi.рКlЦеГО эt0
IноIестЕо или оодерsацогOся ! шou. СдедовательшOt рsосl|а!рива,
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аадас, 0 лппOliоi цолоlOR фrlilщоя (квп yro 0llочшооь, к ld-
коц впш troro! фlrъ оDоIвЕо ,Dбa, шIiчa lчlцпroго прогрsхшп-

ровапrr)r Iц IoшI поIrчlrD 0с pоrcrxa rai предв! поолодова-
!ельqoоtl ро!оЕlfi вцддtl IаtOiш8ацIt лlшсЛпоl функпrш на lrного-
граRпrrоr oolr Orlol аппрок,rrrрtаtь I0пуоllIов r;оIвство J2
поолвдовslоrьloотьD DrоlсхшII шогогDапшrво!r оо.цэрlашr .J2,
пш пOOлOдOЕа!сIDпOO'ьD paoriprDtlxl, ItOгOlpaBпllliOB r сода рm-
цrхоп r _С2 . Iош'р чошо}rоl грrпш рвlrпсаDша, D перпуD
OчорOлDr 0пOоOбаII вфо;пrrог0 пOс!рOоЕtя уmваппоl поGладо_
Ealвrlbнoo!l lпогограЕЕliсl.

llэ rэтодов, по,lвнDllшl t пootallcc ,poll, ! оЕIOс!Oя!оIь-
HyD, !lЕ!дд r лапsOЛ пtsсOФlвsшl IдIлцl €лсýоl tЕдолпrъ !аа
нааш., .0Iше че!Oд цOпlр0l.

9тп uвтO,щ 00!р0уш0 ,BoпlylrlpyDt ЕOсша пpoctyD хдвэ, Е
к0!0рOfi , овоЕ Dр€Itr! ЕоропlнOr уопо't равOт8роlаlъоi почrп K8l-
дшПi Kto рболаоt D дшшоr о(hsсtr.

Пдоl oooTol! , сrоNDцсч. П;оtь шаl lttooliв доlUотпIая точ_
ка х' . Начrшая п8 t' , fl8llоI to,{try Е' , ! опродблонноr
счшолв цев!ральпrD дJlrl lвоrsслrа /* . Q,l(4 ,, lft|J
Повторпr процосоr ваl|опiя ,овдс I' ша ]с' 1 l т.д.. flсно,
,lTo tакоfi пOдr(Oд 00таволоп ббопврпекrпв5ЕI до ,ох порr пок8
нв бшл паRдон опоооб о$tокапiя цовrраrъпuх точокi достаточЕо
эФ}ективншl прп пIоDцеI адась llбо!о ,сбчвнхх ,оходlого xtlo-
поства.

llвто,ш центрOD и соOтоя, ! поопедоватеJtьtlоI постровllип вспо-
I0гательннх акOlреIальшдI 88д8чr о пOrорD KolopJx опрвдоляе!-
ся схOдя|[дясп к рOшенпр хсхOдfiOа Еадцчх посrодоватольнооть
цвнtральllшх тOчев. Прп эточ otpyкtype вопоIогатсльннх вsдач та-
кова, чтOi каfi п Е IотодаI !!раф0!, лJIя rx polвHllя беа сушест_
Eeнltшx иаlенонпi прпLап}ltlш аrгорrlш о!шокаЕпi беаJсловного
экстрвtlуч8.

Рассrатршвая шоtод второИi TpeTbBl, чотвеj?оR и пятоП групп,
шы будеt счптать| что дoflyoTllloe чшопество (2 огранtлчено. flс-
HOr что с прц(тпческ0!l lочкп зренпя ато прадполоIонив Е8 явля-
атсп обреrенIтальншш.

l|ce перечислонtlше цетOлдr остеств8нно, прпгодtц дlя решония
залвч цакс!|l|иаацllп вогнутоl функци}r G липOf,нultl огрsпиченияll}t.
llatttlyю класспфикациD IoIHo бшло 0u продолпlтьi рассuатрllвая
сll{:циальllыс алгоритIы дlя а8лач атOг0 типао

$

l
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При чвлоrэшш чlOдовшшх IоrOдOв вшцу8JtOг0 прODрчцtlрOвавrя
пр€дполагао!олi ltro llЁlstолЕ аrеfiоI о tпноИIш llрOгршшрODашп-
ou }l lе!одаIп оlшоквнtя афолл!шого rашOпцуtа вогцуrоl ФуЕrцпп.

К соrалецшо, в ппtсра?ур6, пеовrцошвоl Dчпу4I0цу. п9O!рашш-

POBallxD, ч0! дOсtвrOчнцх лдчllц 0 чпOtrсвшш( аЕOпЕршlOiтаI, п0

fiоtоршr tоrпо dшл0 бш оудlь 0 oрsЕtlltсIьшоt.афошtllЕllооtr р8а-

ilшчпцх tlбlодоЕ. Поэrочу пЁ IвлOrовш прurлеоь oпрsшrч.lttьOs ;tI
|сачоствоllнцl ашалll8оI.

В нао:опцоI стаlьа ц0 рЁсOlцtрID8сlOя plt DOODча Iс'OрOOншI
Ь tеорdtrчвокOш оlцоllончr рдsrоsцшоцпIl loroloв tlll.[+l r[Cl l.
Сдбдуаt, одшавоl ollolttb, чto пршш,lоOкоо IопOдьOов8нIо а!пI
Iоlодов oслоtltоlо olcytotвxoc доOtцl0tlшо обоовоrqшцх poкoroн-
is,цхп по вшбору rnorrtolel рол]l0адrш (olo оботоllotrьоtDо ооо-
боЁпо BarHo вЕ;л!l ltоцово!оцшооti рвлаIо8цllо!шrr проЦоооов).

ý 
'. 

lошш цоPвol грtпдlц

Iа протпrсшпш а!ого парагрOФ булоr доподlllтольшо продlола-
I,qlъl чtо фушкцшrr 1,9i , |О ýatдл воЕроршвrо дпфорвшцпруе-
IЦ0 ПРtlЧВU ,' - ОТРОГО ЕODЦtllа.

liшоrоппш IотодоЕ| оошовал!цl шs цопоOрstOtDо!шоI оtшскацпlr
оодлOвоll toчшll, прадпOrдоч oпlt0iila ш080!0р0г0 градон!ного
процосса, построешшогоl гIавпшl обрsвоlt l0 гоочOrршчоокllх оо-
обрrенпП lЭl .

[вк пввеотно, град}rЕшt v/ra опродоллOt
правлвпt0 швискореfi шег0 tоарЁотsшил Фушкцtlп
ra дп{Фаронцишьllшх урвпопlfi

#, о lp), х(о), s

опllсшваЕl TpaeKTOptlD tlв тOчкп , до !0чшпi в Kotopol достига-
ется абсолптtlнП шакоичуу { . а!оs IаrошцуI llоIбt бшть шаЛдоll
кsfi рвшеншо оисточв (8) с лDOIJч шачвльlшlч 

' 
п9и t** ,

для тOг0! чтоdш JказашнчI шелод сOOтвоtсrвODлt аадачо с оr-
ранпчениfllltl, э (8) олOдlos lBOcTt уоловltl! удорrшшоlцхо л в

облsотш доIryстишlD( 8пачвпшl, прltчсll удобшOr чтобц аrш условия
улltflлN flа решешив сиотоuд лишъ вна областlt долустlrllц:( аначоttпП.

ltoBB, cltcTola иllооl Епд

D

/
8allol !оqке нs_

r, !а8 чrо систо-

(8)
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#.olk)tfitrBlvgl(x),

I о прп 9J(x)>0 l

[l пw /tЧ< 0 ,

(9)

гда

dr| {х) = (I0)

а /- ввОироrоя iосtаrочпо большпIr taE что D tочках * El2 ,

блиакпx r гршrце О , ,о8!ор v|lr1, fi [, Bl v g'(т.) на-
правлоп вцулрь ?

На рио. I lвобраrов8 fiачсоrЕвпцs, fiартlша рs!енпя сшGtешl
(9)-.10) Boвo,lпo-palnoorlltll latoдolr Bnyrpr облаотп cll0Talа
оппсшЕа8, попсr абоолD!Ео!0 Isкclrrlа l . Прзtблпвlвчпоъ к
грsнхцо лопуоfпIоi оOласtl1 tu пOрвхошr ЪЁ па к -lol| !аге.
Далве, в GоO!эсtоtввп о рпо.I, !а, trап пsрr]ено шорввонс!во

g'(.т)r,0 , рова8!оя Gпolcla

#l = " lft), L v g'(4, х({.) -- хК

Воэпртившltсъ D допуG!иlуп облаоrDr IB каЕ ф продOлrаоI п0ll0к
абсOлптнOго tlaпollllrlar , все пOвrOряOlоп.

a

a

t ltO

Рис. I

Рассчотревнцl uетOд лшшь rллDстрируот градiентнцп прOцосо

для случая задачи с oгFаllпченшяtlп. Еотествепшоr что вшбранннfi
весъча пропаволыltJЛ спOсOб Jпраllлонпп процессоI по гараптпрJет
схолишостl,t к pemcll1,lш исходttо0 аадачп.

ý
I

ао

о

?0
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0рроу ш ГуDдцц прOдJlо]rлш ( [52l , [аs| ) грлllовtшцl воtод, D

$оlорш JпрsЕлsнrо процооOоI осrrЕоtЕляоtся i oalol сшоtоц0

лшфоревцшвльшшх урвrOниl. эrot I0l0л ooorol D 0rшсвЕвии пр0-

дола (прп t-* n ) решашuп сшtоtц шфорошцt|альшш 9рввшоншl

#, = " lr.l -; у, v jj(x) ; (Ш)

-g'(x), есм yj rO шl gj{x),0,
0 -ЕпрrlвIоllодrчs'.

dy_
d.d - (ta )

В [eSl шоЕЕ8апо, чlо пр. лМшх шачальttчх х(О),уlg) ( у(о)>о)
сJ5оствrеl бilшвоrвошшо. ре&rшшЁ лsццоt olo.tor х(Ч, !(l),
goiopoo нопрорtцо EaEroxt ol x(Q). У(О),прчоl fu;rtl'X,
гд0 f - рочошrс rохошоl asлвqr. Болое сrльшOt ,rloрrдlвиеl
чtd, 8роче лOrо, yo*r t trЁ{ol (а ,l ) - по8о!ошя 0sд-
лOвFll loчss фJшrщl

, '(.,у)= 
fF)*Ё у,уr(.),

пpl.tнaдiýf,}|T, по_Еt{д}tu0..у, fiарлltшу [I5l .

llослоцшшl авалtiв показцваоli что характЁ9 llamltёHliя fu l
oпрOдолf,еtlдЛ урвввния,.и (lI)-(l2). в общоtl сOоlsOтоrвJЁт Ttju

треdоваtlияlr которце форlупировалltоь lla гбоIбtрtlчOсшшх сообр-
rеllшЛ. Iотп эдесь у; во. Odявлttо рstн,lтьсл 0 пу ylP)"-0 ,
одllако yl хак фунiцшя / , осrаваflоь веотрицsтельноi[, уOнла-
Bt при 'i/ril "- 

О ш воараutдот пр}l !'(r). О , т.е. влил--

цl8 слагаsчо1,0 !, tt (х) уIешьlдаO!ся прll Dходо в дOltустичуо
областв ll увелич1,1ваOтся при нttl)ушенши 0ьOтвештвуOцег0 0грени-
tiенttя.

0ледует 0тцетиtьr что четод Эрроу-tурвица llало приIепяоtсrt
на практике. 3т0. в fiервуп очередьt cttrlвaнo 0 оерьёвнцr.и трJд-
носtfillи,,}оаникашlцицц при чuслешшOц решеfiши о]lстеIл нелпнеfilttlit

диФ,L,.jрешttitаJlьных у[,ilзнl,}ниП даIо в сJiучае шебоIьц|Oг0 чltслц урао-
нений. llенотtlрше особснности чltсленного решения оllоtечч (II)-
(I2) рцссиOтронц нц прицере) прпвеJlеннох в рвOоте (I0).

ll лr,ерсс пал штератltвilsя с xctia реалпзации чеlода iip1:;.v-Щ рilича
иссJ|сдонана в рабOте Удаавьt [26|. Рвссllатриваешsя 1,1t i;исте&а

у равнаltиfi ф,(t,l- x({,l,,,{v/(,(t1),Fiyrrtlvyl[xrt))\,, (tJ)

,?l



у/' . r), rr|.Q.- l Ц ur(t) - f gt, ( ф,i, l, 2,,, п!л4 )

Ksll l€!рrлв0 !!доrЕ. ,ЕtrЕоroя раsпOошш анаr9rш систеrпr (Il)-
-(I2)l о IрJгоi o!орqшt! прr rалшI ,Рr0 ож loret шшlврпра-
тпроDstъоя. lai Hoвolopl lrарrпвшш' прцооо рвЕонпв алгебра_
пчоокоi оrоltrц

g lH- 
Ёo,vxj{.)=-o,

fJ- * [0, yr,vgl(*Л, j,1,2,,.-,п

Пусt: lrJrY - IнOIеот!0 l00x оэдrtollп ,очок фJнкцип
1в пршнiтшi продполоrоппях {-:J, [ -коrпаrл). Введош D Fас-
ошOтр€tlио фунttlцD

ч(r,у).W t|T-r.|'. ly-y1'l (I5)

0 :врктерв пOслодова!вJtьчшх прuблпIоЕRir посrроешвЕх по

фOрuулш (I])-(I4) прп доо!аточЕо IвлоI Р ,0 , повволяо!
сУлlllь слошlDцсо Jrворцоппg tla6l, докавiлельоrво o.. в [и|).

Для лпбоЛ начальRоl лочкu х(0),у(о) | |дв у(О)>О) ш

лпбого € > о оуцOоIвIOт такOо чпсrtо д ,0 r чtо прR ро[еЁип
сяоtвIш (I5)-(IC) о 0.fc2, паfiдеtсi целов d' оо спедуп-
шиuп овопстваlr!

V[x(t,t) , y(t.l)J< VIx0) , у{iЛ прr 0< /-. f ',

V|x(t), y(t))_,e прll t r 6"

Указапltоо утворIлепшо llocll! хдрsкIер теороIш сущесlDования.
0но ше давт способа опродвленпя fo . Провершть прllгодносtь
вuбраllногo 8начвнпi Jp вllпl|рхчоскпr осноsываясъ хотя бш пs
lloltoтollнocтп V[l(i), y(t)l r TaKIo ше предстаЕля8тся возilоI-
Bшtl, ttбо в V входяЕ нgllввеGтшно вектOрш IО , у' . 0дtако в

последllев эрOшп появl{лпGъ пвФOрация 0 точr что данныI llетOд
дает па пpaкTttкo хOрOlцпе реаультатЕi осли шоllrlть /р r }tсхOдл
иэ cpaвHell}lп пOследOsательншх прttблпхеншf,, ltаr( 8то часто дела-
етсп прll решев]tll нелиltо3lншх cncTeI.

['iавестен рпл шодифпкощfi прпведсlllllлх градlrентного ti ],lTepa-
lilrclllloгo }rетодOл. В частltостиr если характ()р ,tlуtttrциfi ,/ , ?' ,

F
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а'. , , q^ по8lоlllо' ,oraEolitD, чr0 ,цi L F. i t ш,qal

йi лпiогО Ч ;о , 'О 
ri lсtцо !зоOш!рr8lъ ia, ýli,цD У

пr репая оlЕоспlolьlо * Ёrошr1 vlB)*Zy.v 9j(4=O giФ

цоссr авалогrslшl (I5)-(I4), ,!асr0, проЕolltъ !lЁ I0 У j

a

a

ý 4. Iаюш ,topoi тDrпtш

0бовшачrr черв J шOЕотto lllвiootr eoorEorortr]lD( ш-
ЕоrЕшr огравпqошпl !адаqi| 1 ,[tr.a,. .. , nJ - ,I . Ешr проr
поJtЕго'ъr чlо EaI tавоо'lt EClDtODt'| l0m0rlra' tOTIa :f, ,

Iсiод rоачошrr rаппаrrапш lfl. [9{'.'',..

f,sБ,ro оllсqаIOGъ, lл,ofo, чlобI toil;a t.J2.)mrra Dcrа.
пllбI псIодхо' ЕадачIr паоOхсI;Iо a дооrаloqпо, ll00l !ароOоqс-
ппв KoBycoD К" (Q) r Kt (V1*1) , лю

V (z) -{х с G, lF), lFlJ U [лl,
совпадtо0 t . EollrlocKo l
, г(il-кr€цп Kr(vъl#{a|,

tо лбоl цуч -*. +,{s с Г(а) опреrсrr0l , * дgцrцшL
вOвrошо8 lЕпр$llаЕl0.

ЗоПrсцliп l7l оIаDаtt!врпsоЕаJl tolop tо8Iошц папраDIо-
пll сrоцэцtr rоIоlrяIt:

I. Походая tоqm .r' пЁнаl!оltl доlryсtrrоl оdrаоrrз
2. В получiшЕоl ra K-lot fвrа !очtrо lIзЛ опрсдбtпоlо,

подхOдrrcо lо8lоlпоо [шразtонпэ sr . Шлоtо, tO|tr8 T,r"-
. I< + l* s" е Q , в Botopol f ё.'' ,lk") i

5. Споооб вчбора lшрашопtfi s' l чlооt 1. обосдолrва-
о, сходхIооrь поолвюваlоIьЕооtп [|(-9} в glffL {(х) .

прп Taвol clnlкol обrоl r поlошу нодосtаrо{вo оо[ерlо!елЕ-
Holl xapafitбprctllкo п укаваппOцу клаGоJr шоtio оrшбоtl 0оворшоll_
но рsэлrчпuв кав п0 гвOчотрпчеокоl чшtерпр!аlцIr ,аа t по спо-
собаI доказательства схOдIIооlll l0!0лцl - п0 orta дбла - воо
Iеtо,ш, в которх прOцесс rде, п0 лOпусilIшI lочкаl 0 rOEOTOH-
Rшtl воврsстаншsl 8наченпI цолdвоi ФJнкцпч.

[ля tого, чтобш пзOоtsть такоЛ обlаостп. ш будвч оlllоспtD
к lоlодаll во8l.оrньц шапразлепшl лхоъ то Iо!олрr l коIорrх под-
ходящев Еоэl|oЕtoе папраЕленн0 опРеляпяе!Oя цу!еI ЕOпос роДсrDВU-

?,



вого аIqлlва шorJoa Г(rу 1 !ооо r{оF,rцrя о lопrOtсUоI чно-
tootEc roпOlъ8rrtoi lotDlo прr пoolDосЁrltlшаssшого t(oшyo8.

0шrеr rIоэ оIшшшt! поаIоIllого Dовrошогo вапраDловllя..
П9оrь r с О - Фrсrреэr!Ёаr rочsаr

м(-). {1" l , IFl .0J, тН = ( j. Т, 9j(ф-0l,
*, fieT(4)- поtоЦtшьшс чrо!аi б - пвроlrошцая воrпчшша.

0прслолпl

S 14 = {ft ,в) l ч { ft) s - 4j €, 0 0 " 
т(х)) ; v gt(z)s > 0(7 е M())J

Дш вшбора tоЕоIоге цапраЕtsшш в пршlцпо лосr8lочЕо Dо-
Irrb oлOдlDцrD 8дIвqrt

IавовrrвпроЕstD cr
прх JoloDIяI:

а) (s,в) с ý(4 ,

б) v fё)s -B > 0,
в) tробоDsцIo цорarrrэstцr.
ПоЁвлlэаlшя вэолrшi 0 lelr ч;обш валаса IIotа огрsдllчош-

цоо poJollo. фа шеобrолIЕ, lаш rtl ,оrоЕша а) r о) одорол-
llц6.

ПросrоO rоrоЕrв вOраll8ацrl
-l<sce 4rin/,2,.,.tt, (16)

Еводоно э [?|, [Э]. В [?| зашlс I8учоЕ. qоrц9о дрJцх Jаrо-
впя ш офорryшроtsвц облr0 tрOбовашir ЕраtrrвршsуDцo ЕоЁд-
лп8ацшD. Дя отшошалl, п0l!0lяlrго ЕOЕIOIшOгo шsправr6шпя 0

учеrоr (16) прпхоIrlс, pclarE эa;Blty rrшоIцого прOгрOлtllрова-

"'йrпчочa*I tшrlаtо, yorloEf,o шоЁдll'sцIll
-fis!, l (I?)

Пш ого пспоJlь8оЕаllци оледlgl оIrл8rЕ бO!ео бrcтроfi оходllосlп
llоlолд, чвч в случао шорчалrsащш (16). Еслr оброlшrься r
причору, когда все ограншчешlL похолlол 8адачш лttшеlншо, легк0
llдетьr что при норllадltавцllи (17) Еевrор шаправлошш, J , о!-
вечарцш0 цаксиllальtlочу аначешиD С r 0уде! Gосl8Еш!ь lшlttl-
tlцльнчtr угол с грцдиоцтOu целев0I ф!Екlцш, вшчlсдешшшI в ,очко
_r . 0лнак0 для опрёделеlltlя векrOр& J адесь пршходllся ре-

i::;;Tl, эа;ачJ, в котOрOЛ пош1.1llо лtulеfiннх огранrчеппt пцеется

t
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одпо rDsдраtпqшое.
0llетпl. чао в обоlI 0лrчаrх полOдrltЁс rЙaооо, пдпрsrло-

ашв полiчао!оя в процOоос рбrбiri шпO!огаrаiьlоl rалачr, rал
тольЕо бgдеt паlлеl лOryоrlщl raвlop ( J r б ) оо шатошrеl
с ,0 '). 0дпаrоо oorr rвбрrD шапре!tв!lэ, ooollororlyDlвo

GлпшоI шtоlу эпачачш б , roro1 oiiвarlort qto l 9!oI ва-
правIопшi r iоцуошrоl облаоll ,oBlolcl шrъ шшl орпг.

Длша rцга рпродоillоlo, taii qшФr шчllа t*iS доOlsDIJl-
ла IаrзоIlýI Фушкщr / па порооqсшll ýча /а, rtJ t>оJ
с облаоtьп 1t . Прl lrol odшчlor прспб восго, lalollloi tечq
8а < +E'J , досtаtrяшt raioцrl Швlцr! / re укаrавпеI lrqc.

0пrовпшшl вцш I0!0l пODrоtвo, 0ltp0l68rrr псOrеIOtаrсrыlOG!ъ
toqol т( laкyDr ilto oeottoпllE Dull шOоrсlоlltбtDшOG?D UФJ
оrодllоa. 0лшаrо, o0ll lt пprшltD ropi Balpalвollr lt tc fогl
ЕlЕlt ol рвrоцпя валасl (rсr
шlо), 1orBr oвaoarboi, чtо

lшsrrоQбDsDпOо lllfa-
'!!fr, lН , tli

паaltвaFaс

fu-ll*,l

t

,0lрапонr, ,!ого lфбlтr раврdошII опrцIаrDще 0рrшш1 t!оч-
ErDola опоооб ошоrаЕшl пOвOI,iIЁDD tallaDlctrre

Поршl проIi опшrrшil r [?l (ar. rшrr [9l) ooolorl 
'слOдуDl0l.

Пуоrь Tel) - фlопроэапв8я t0qtri, G > 0 - п8Darolpt
' il(-,r).0, l, 0 <9jr4< с J,T(-,cl=fi сТ, tзgi(х)<еJ,
а; (t Т(-,ф - поtoп!оtьвшо ,llotrl. Paoororprr

ý F,4=.[(s,e)|vgi(Tls - a-sB>O(i еТ(х,е} уt(Ф>Цirп{"ф

fuя опролеrонt, полдOшlого вшраDповпя ! оФорryrrрввшшоt вш-
!о вада{о lопOрь кошуо рlУ 8аIопrOlоя Koцrool ýв,с). Шро-
l0 loroi прr рвrапiп 8адачш. вцбlраоrcя полtrорllбо ЕапгtЕлошс,
coolEerorвt]loo sшачOшпэ ý)ё . Еолr оrавшваоtояr ч!0
|паrС<О , Bloolo б боролоа €h l tolr Посrс порохолд в

сIешlDцу] tочку, Е качOOtЕo нOвого 8tl8чOвL паршоlра С борOr
вчаченхо, rоloроо Elol паDцIе!р шlй Е 8охце пролддуUlого fага.

0ппшеr lепвръ ЕrороИ прп8I (шl [?! ).
Пусть ва к-!il rаго рошена 8адача вцбора пsправлsппя (о

Kotlycol ý(.'-) ) п опредвлена tочка Ir . Вслtl длп

i кцк ,0гк0 впдоlь| яDлiOтсi*) Еслч tTtfuz а = О. | то т
решониеI псхолшOП 8адачш.
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!еТ(х)* Д/(-|) _1.1огOr qto t} ТF'9, il(x,,),
Й PBor Шаrr j cT(zt + il(xc) прr r6шotopol l с к-2 (т.е.
ш DoЁrrmD ш I|ЕrрпоDоFlооtъ |l(*)=o , з rolopol ранео
oorrr), !о D поOtrýшr 8{Bчrr.Brthp rапDаrIоЕш lоdаrляеrсв
loПОIt|lСaDlaa OГРШrСбШa V 9t(rl -)j d r. 0 , прошrоlЕуш-
шa rцоl' rr пItЕпaDеFtоOtD gt (Х): О чш дшьпоlLlI fa_
пч.

Err ;oпortrralь$aa oгDstlrсrш Qo]IpaIяDtOt to tol пор, пока
прa IaEoloDoU ,(' !a t0rPcrtto, otlE tз сrепlшrr олучаоDs

rrбо l*, . €!, 1 lrde ItIOlшIьtOa ltsчоltс d ш8 ,(' -oI
rаг. lclDla шапODсl ruвш9г0 !, 0 .

Зorr Uror Ul,clq +,_:Tt, 0 lопоltltоlьпшо ограшrчOшrя
oпJoraDtGrl| шчlilt а (K'+l) -D0 lап.

Eorr taterlUrDtoo tпачоalс ý lpBb.o /. чgrшо Еаново
porrь aц|дtl, еrшшшla BoiroDB ,Яts', otgoolD lопоrшltельшшо

оDFпrqсшlt. Пр ltol / 
"ara.".!o, 

," Ita 
.

8alorrr, rrо ,чrш1rrь порвшt ts ,rасашщ olrцабD ао обrsа-
tolllo. 0шаrс tF оr0 ,тсrс ]rr С ,rоrrшс!0, oп8otlоOtъ t0-
г0, чl0 loпolllt0lDEo, oгDсlrчOlra GоI9шrсlOtr I0!8 Iш уш д-
rOfo ,шl о, oeortct0rryпBl пвODпol.DцоOrl.

Grolrrmrb пoololot totDaooпl .[lЧtlE gff lb) прr

шOпоlD8оЕцll ЕaоOшrрqllц пJrolot 0о8аэаls D [?l. 8аrошlll,
чtо дробrоlrс с r d' (до srri) oorro0llricfЙi аttol8llчсо-
Br l IроцсоOа DOaеЕц I0 rсрб пFбrrrsш, t шOtOGfD, oпltlдlь-
BHr prBпrl шюttol саIвчl.

BTopol lB опroашlцf прlaloDr по-r-;dlоrrу. боаое аФ!ошrчввцП.
Прr его пDrlаmцr Iц 0ЕOрсс пOшlIдш 80цr, FIсхJD 0l 0пш-

Iа!DЕOгo D8a0llr.

Iоrод прооrчrl гшrцепtа_

l|ц ограшнчшIсi llmoloвlrot 0сцOвн0l rдOr I0lода прOокцt"

градIоtllа, прорlоrепвOго Роаешоч l22l.
Будоll предполага!ь0 чfо целевап Фупкщп l основно' зада-

чш лпшеПша ш Hal| п8вectнa граt|ичная допусlllllая lочка л' . Для
огрвшшчешшfri сущестDешшцI)r toqra х' t определяDтсл гипеDrulос-
костпr касат(|льншо к соотвеrlствупц}rч гппорповерхfi осtяJ tJ (эс).

7l (е9 в х' . Грвдионl функцши { проектирJется на орто-
гOнзJ|tное дOпOлненше пOдпростrвнст!аi порOцдаешого нOрIаляllи к

; l i.e. ],..1я T8Kl|xr что l1J ; B')l . d п0ll заi)цнdе BulpbHtlcu tl'r 0

t

,

?ь



}

у каsoшншu каоаlальllшЧ гппорпIооrоOtпI. дlлвс oоуцOсrDIябтоi
олвltг в lttrправtбlltll поttчешоl проспшlr гDаllспlаi t0O6ц0 т0-
Bopпr вutодr]цll шв допrошrоl обtrаоll. Дlll эоlrраrанlя r Л.
(точшоо, в / -оrрос!ноо!Е гровltlш шiоrаоlrа (2 ) в l22l
првдлоtOЁ опQцrФrчооtзrl lлсDашrшчi процсоOr прпЕOдя]li ltao в

тЬч*у * "' . ПолучOпа otp8ff8t hовэоiярш шбDаrD алхвJ [агs
в вsпрsвлOнпп провrцш гparlxвшla lst0x обраsOIr tllобш прп в08-
,рапвiпп r Л пIвло loolo lF"' , l G') н

Иl?r=@lF).
llроrrlчвоrв0 ддшчого r0!0li по ораввOшпD 0 IаlOлвIt B08IoI-

нцI ЕsпраэловпЛ ааплпrаеrо, в ,oI, чtо опродаlвпrс папрвловrl
сдвхf8 во требует poraпr, aroтpstsrbtlol вatrдчI.

Следсr пIо?ь в вlцу, ч!о ослl в !очво тЁ воиaвrп rt tKa-
8оllпнI rаоа!6льншl ltлOoBOctяI лшнеlшо швваDпо;Iшr прOв8!прOва-
япа ч|(r)сводmп ш вЕчlоrониD вокrOра

,' , (Е - Q,(a: а)' а;) 
" lF),

гдв 06 - rшрrща, сtолбцашl кOтороП яЕJIяDtсl JlкавsвЕшо Doкto-
рц _ адrЕrчllшs noprali, Dlpпx овtlачао, lравоЕопшров8ппо, Е -'
одивхчваi ш?рllцд.
Прп пореходо ш !очле l"' rалрhца ( 0:.,, 0*., )-I, rооблв

говорfir во l0ro! бшть вччttслопа, шохолл rrB 1 0i, Q. )-I (rr*
Kalc одшовр8lоншо паIовапrGi гралвшtш фушкцrй ?t(x) l с0-
воlryппOOrь оrцооtвOнttцI огDашпq9ншl)r- ато сорьейшrl ведостs_
,ок процвсоа. 8Topl нодос!аlок в ,ot, чlо дrrl обоспеsвняя
оходf,Iосlt IоrOдд прlходпк,яt Kalc слелует lB ribbiiioя э [аа]
оцовопr Dпгатьсl lcoble IaIBI ш8гоl.

0тчвtIl, ч!о l [22| осоОо прпDодоlrа схвrа trеtода пролцпl
градlешtа длп в8лдчr I8лопIхаацl|п вогнуто' фJшкцпr прч ливоi-
ltцx 0граншчовпях. В этоr спучаs укавашнцо шедооrаrдш lсчвзаt,
u Iетод предсlавляOrся восъIа перпектllвнflI.

ý 5. l|oToд третьоfi групllш

Пдея вввдешип штрвфа прl, psllcllttl ocнoBltoЛ вsдачtl Енlryl(логo
програххllроваllllп ttаttбол6€ просtо ll!оявJпетGя в олелJDщец сл.у-
чае.

а
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Пуоlь (t r.U') . о.дэrrr !очвr Фшщ. L(r,0 , 9! (4.
_= у п {.Ц,,l_- швоrрDlшrа, Dашqlше. t, !#_.,оu;.rогЛ, rrr tcllo tllctEl

lrq - l Ё t' F). |(*) * fi h, С F). tro- ýilH, l k),
Ерrч0:

|r*) * lЁ t! ft,). |(х)
I

lF), | Ёу! F) .. |F) , .oll lF) < /(*) .

Oralolrшrrre' оOдl IliE aвtвчr ]arушOге пр!ощшроDшrt
Ешпоltаlo ior0llc (l) ь ш l0огIа Dlmror rmorrqш CL tB-
iдll rш п!r шОоr t,.- а rочшr бэryоlоlвOго raroiryra Фуir-
ц..l(4-1frЁ ft) allш.owi pбrэIlcll tшrrашшоl ваlАчt.

iуввчrя t f, О!{*) оOroоlDошIш обрваоr lЕroрпрlrрrоtоп
Еал llFa| sв царtrorlа ограЕrчошtl| прlчOlt шад frошo I0 оIзаsаi-
воDо шlа| прt ,l > + шapyfoвlc огрвшrчвшrl claпoEttoя ноlц-
годtш. (по lоrоt бlль шочпоttоrрошtо во.DооtашuсI Фушцrr / ):)

Указlвшоа благопрrятшоо обоtOfl tцъо!Ео lD!я?лоя споцlфшчо- .

gшttr oBolorвoц llrь воtзо!орх Фrrrщl rtрфаý). Прш дрJгчх
фувкцrях чтрфа пOIобноЛ копо!аtl?ш 4- , к88 праDиrоi во 0у-
lootEyo!. PBoorotpr п9оотоl пplrcps

llаrоrrrвшровазъ .

|1*1. *-

прш оl,рапlчвшшr

9ft)=,T >0 ,

Еслш адеоь в качооtво Функцrrш sтраф ваяль фунвцlсэ -,|[g-lxlJ2=
=-.П{п*. [0, -rJJ''l блшвfirD по сt!шсIу lдтраФа к l|7-iЧ ,

с

}

*) 1,1нтопесп0 в свrlэи с этиц воDнчться к DассцOтDению l|втодол,' первЬR группш. CnoTella (II):(I2) чоrci_при нёкоторшх уЫоч-
неншях раOсчатриваtься как систеша длцрерввцltальнчJк урав-
нени-,1, описшвающая поисrt цsj(с1{шуша функцtlп {(z)-r||9! (r) ,

rх) ( со:rалеlti:юr это обстоягельстllо обшчно пIеет шесто лиlль
при llаруц!,,нии ди.},!!ренцирJешости ФункциR штрафа в гранпчнцх
TO,iKax t.:HO,iec?,,Ja JZ и ltсчсзаOт прш пOпцтшах сглаlfil,tвания
;эTltx,!,ytiKцt:il .

?Б
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i

то пр лшбоr j ,0 чаsспцrl х - !{tпr:ъ [О r,,rJf Iоо!r-
геоlGя Е .точ8о - = JF i D. !о lрош srt рс]iшаI rcxoEol ва-

лачl яDrяотQtr Z.=O ,,'
В данпоr прцuор0 Еводонп0 1вaBBltшol Фrнвцш пр больrоr.zl

д0I8еl шаDцгOIЕш 8цачшtOлъшоа а8руloпl0 0гDввпчбвпя, 0даtr0,
вц}олпо Eapyrnlb огрвшхчопi€ Е лродолах -* * Pft)<0
Еолп lo рsоошrроть поолодоDа!ольпооrъ ФуЙцппz. - l* |nar. \q, rlJ'
пРп 

'ОЛОЕПlr 
ч!О fu_J, ='* r tо,очЕвпл!оi ш поrrqпl

пооrодо!аrельшосIь точов IакохцуIаr охоллцу]оя ш rсвоIоц, ро-
f0i]tD ЕаIаЧП. /
. 0rвлоrаяоь оl fiоцкроtЕOгo вrлl rrрафпвх фJпrцrl, I0lол !lpa_

фов rошо опlоаtь oледчDцtш обрвоr:
llачrшвя прцооо шв Beкoloporr вак првшrо, проilЕOtъвоt rоч-

кп .л r п8 к-l0I lаго, Iш пцеI lавопryr,ФrшItц, l(4. +(ф,
полдlчвоrоfi добsмонпоI r цоловоf, фушкrшr / Iоюдlоl 9ялдчl
ilЁф СР. вs царушовrо ограчпчопиl. Точ8а tr , l 8otoDol
дооlrгаOtоп эtlolpolrr фупвщrп lF)' qr(.), яЕляЁtоi lачаrь-
Bol прr о!шсканпп ва сJtодуDцsI шгв бевуоловного lд8оr\rrа
Фуtlкцхх lrф, q'(4 .

Вав Jto оtIочаJtооъ. бJrдеш пролllоr8гатьr,ч!е
а) фlпкцпш ф-(-l = 9, (gl(x), 9'G), , 9'(4) ЕогвJlI

П0.- l
6) *(*)<0 прп BooI .т l
il'|Ц,_9,(r,)-0 , oollt л-.Ол ;
bl Бiеr-(Ф---, еолr * l fД . YIo 9rl Eaobla 0сrос!-

ввпвЕо 
'робоЕашrfrr 

вifi ,0гко впдоrЬ гарqвrх9уD!, Tto лпббl пр-
доJtъпая !очltа посrlедоDцloльttостп { -'J будеr прппадJlеrвrъ
а п лютаDдяlь IаfrсrцуI функцпп l. на а .

Прпiерrп шлраФпшх Фуншцrl т8ко8о тппа ,Еляll!оя (сrдапр.,
[Isl ) оледl]чпо Фупшцпи:

, 9. (i=Ё4/ F), (1s)

9^(-) = _.i,о: [rt(4|", (19)

qлr.l =Ё( gl 1*t* /)l!* п, (2о)

?9

а





a

ýtr qуrrппr 9!' ;aloll, qrо пDп lafoilrlatц| lB)*9*(9 ia-
Boropl процаоо otlloпaitl, бСOrоrоmого ЕiO?роцrIа rorar dчtь
прЕс!QЕ сlрого впуrрr О ..

1ав. в рабоtах I2B1 r [r0l Dаоошrрошш rrрсФпше фrшtЕI;

Ч(.)=-о(l Ё7Ь е2'

\ 1-1= *^ Ё 0v gil4, - (2r)
обс прr ,0lolll, чtо .с. > О .

В ottorr оlrчапIt поtапа"l La7&..l 2О , Рца" =О , п0-

!rча0I пOоIсIоЕаIOIьЕооID !осо; Tr (loorarrmlп raвolryI lo
ЕопОIогаlольпцI sадд,lаI)| Iпбш пpolctDlai _ro|ttt iotopol rrrя-
ош' poroвIol rolollol шlдrl. В pBбorc [а4 оп loiorrlrclr-
шоI прOlrlолоlOппI! ,lto Шпrlшi l, 

'! 
, , !* liпр.рЕro дФ_

Форrцrpешfl), а 1Jпrцrп Р(z,*) = lF)-* Ёiта оlрого

Еогlrtl по .х пр rэбш *> о r попешхо, ч!о [oorcloEl!6tD-
Boorb /_TJ оIопrorl прirсr llce, lootc ololrDt a lot)alctol-
Bor поlDоtяDlOс оцсirlь бrlrоош пd Фrшлцlolаr;l прrtlrlrвхiого
p0!0Eш tl l0чвоцr:

п
lk)* rзt fft) < lr*)**"F/q1 .

ПоDоходll lc Dопросlt о рошппL ЕOпоfогаlо!ьЕш] 8едачr влооъ
пФlвашо.шо!ь Е Епltl оrоIуDцlв. ffOшо, чtо laxoirrr Фунrцrr

{(ф-п.t*цrl . ва О no.rr*.n., to ltуrраЕноl лочкс

tlнotectвa J2 ". cala Цrпкцпя вогпута пв.Л . [д!оа, 0слх Л
вцутрепшяв tocвa Л , прr фшопроваllltоI l< ЁOпроIсншо Hal-
доrся с > О taкooo чtо l fiвляоtсп Iаrш Dцу!ропвоi точвоl
шшoIBcrEa 1)',- f т,, gJ(T) > е , j=|,2,, ,nJ ,, Kpole !ог0|

fr-)-"_Ёfu, ,lF)-*-ftfu,

*) В lzBJ предц9rlsгаетсяi что функцип l, g',. , 9n двsцtц но_
- пDепtвно дltdфоDенц]lDуеIш. одalако D?о lъебоваdfuб пзбшточно.
докав8тсJlьо тэа- псполъауDt лп]Б шепре ршвноGtь перЕшх п рOпав 0дllцх

8I
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9oll ,otbBo т€ Q \ f)6
Itоэлоrу ддi о!цока"шхя IаltсхIrIд ,lF)-п.^ffф ,ollln

бшrь прпrсшов лэбоl Iо!од грqл.опltloгo ,rп$0 продrа8шчоцшчl
IIrl оtчсшашlл эrоlрошJша бев огрлrчопl1.I) Прrдойа IllE сI0-
дItь ss дlшоl грsдвв!Еого шаmr ctoфt lо вшlш ra о (шя
DlOгo прOдl8рчтоJlьшo oпDOдO,ц!ь loчrtl пOрOOочOшшя Ео8rOра-гра-
лlовrа о гранrцоl чпоrоотва О ). Пpr tнsllво сIодllосrr про-

цоо<iа llалошlхsащr Фуцкцrr lrrl - ". Ё f,4 , шачIшвDIЕгOо,

tB rочвr l 0 Iоцо ЕоOпоtrь8оDаtъоя пвDооtшцIr tcopolalltr очl-
!ал, чrо 9^(-) pBDEa -4( Ё TlT" ," _(2' r продоIш-

ra о оотаsбшоI ЕOrшуtооrl п дДфiршlцрlоIоGrt ша ,9-rfF.
ПprбrrraBrr грsлiошtвогo прцеqо9 ве вaltol, l двншоl сrучso
о, ,ого, Iаш 8алдпа 9. вшо Il' . lrалогrчшо рвоOJIIсц!,
проIолЕr r D оIучао rцфшоl Фушшщr (ё).

0сrаповrчоя ,впорь ш8 шокоtоЁI lotaril рOалr8ацш rotолд
rлрфов, 0ЕrЕашпшI в oolloвltol о otшolвlltlol ббsуоrOвнOго r8sor_
IyIB DGпоllогs!оIьшшх фпrпrt (лrл врrrеоil огрsшl,llrcя сIrчq-
or, rогlд ,|! = l. t j= lr2,..., tb|.

I) Eorr обрлrrься I toopolal, Iашшr оцошfiу Clotporш оIоlI-
Iocrl рsцrчшцI процаGоов гралхеЕrшого,чпq шсtрrлдо DllolDr
чtо D lашiоI Gлуqао oropoctb охолllосrr буlоl1 rаш праЕtlо,
?oI IошьIо, чоr боrьrе ввrrчrша .;4. l оrучаб фншul rtpaФ
(I8) - (2I) l tоI roвbro Еоrllчlх8 .(. Е.сrу,lsо Фвrlшt (Z2l
-(25)Ir). По srоl !рIчrво лдlо пDr шпоIьвоDашrr фпrцrl rrрq-
Ф (I8) r (20) lо оrед/о, llцrаtьоя D ва{аlа проlроса эшбrраь

,

r) Прчволпшо шlrо ааIеча}tIi оGшоЕаtlш ша рассuоrронпш шпроrо- 
чЬrостшого rsrолд швrrошороlrоI! спrсша-r почti цоrшкоi по-
рOнOсяlсi ш8 бго rолlцilкЕlцi. UGшilсr ша рпl оrtосrlеrъшo

х#i-,ЕifrI"оffЁli3"'ЕlГешлл г!вдlеш,шоFо,ltв, gl,а-

ж)лПрцrgр, пллос?рtrруэqll ato обсзоr?Grьсгво, прrвелвш Е IIE| .чдr8Ео Gдсланшое ша осшоlаllшl а?ого прOUера 8{цJ|DqЕшaaо о
tоц, qtо чеIод ltt€ФоЕ цеr€сооOроашq пфrеПять лпrъ ,огддl
rогад другt|е_цеrод| fiеilЁIGшшIfr liбо с целLD полу{ешrя fiа-qаrьЕого пг,шолIzешшil l1дп дtrпI rеrодоD, предсmцrоrсfl всв
Ее лреlдеаlаI8ЕнUU. хооrс о|!оп сrорошDIr ааl.елrclltо Gходп-
locrtt по чере прaоt.llсшrп r IЁýешrD обrNшо tleo, IeGto Do
ьсе!, цсто;,rах вшпJdrого про, Fl!filrрвцшlп, с лруrюl сroрншr
Чdе?0 УДаеТсrl ДОсrlЧL ПрП(;ЦДСЦОЛ.GfiОрОсrr сходarосtх За
счст Jдцчного вчоор фJllкц]:I дTftщa.
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б9лыоа ,|, (хртп, вss Jro оtчочалооь, вшdrрл'в (IS) r (20),

-l! доотаtочшо Оолъ!Iцп, ш ораs! попутаоr рroЕrб rоIoлlоl ss-
Дачr). Шо олвлуоt rМro бшоtро ,воJlпчIЕаtь ,fл (ушопша!D,.с(r ).

2) По lopc пршбшlашхr,в грашrца доlцоrпrоl 06!a0!l прп р0_
rбвхi воп0I0га!ольншI ведд't вO8пшкаD! 00рь0звш0 tрудвOсll чi0-
,о !Ечпсrхlольпого прош!ора. llreпBo, tробуаrоя очоаЕ Ечсовая

,оsвосtь прбчоryточпъп вшчlслоппl прl опрOдOловш градlопlа
ФJшilщr rlрвФ. Уrавапвоо обоtопlельсtвo ддо! 00нODsшп, пOр0I0-
дпtь r otoil олучdо прх р6]онпш ЕопоIогц!оrъЕшt ваIд,l 8 ш0!0Еl
поrоорлlшатшого сцуоко ( II ). Сrодlrосш процооов покоордrват-
пого cr(yoia прr шопольsоЕапllп rтраФвцr Фrшвцпl (22) - (Л) пь
,rчао!о, о y,lototl одолаппого Ецго ЕаIочашf,я о продшrовrl фшп-
uп[- 9, (а.) ).

ý 6. Ioroш чоrворлоi rрrпш

BByrpr Eloi групrчl ш будоll DавIrqаlD lBI ша8цваOш0 шtош
orоOчOвIi, 0оЕOвадllшо ва хлOо аппрOr0шацlr loпrotrroгo IB0_
IoolDa поолоhоэалеJtъшоtъD вllцуЕtцI ltогогрsшшIloti l IotOд!,
оOнOваппш0 lа аппрOксхшцпl ЕOгllутчr Фуппцrl, пýlооqвьлппоlншчп
ЕогцJllоlх Фtвкщлrr.

l|атOдr отоочопrя.
Буд_вr очпrаrъ, чrо цолоЕая Фушвцrя / Uошдоt ввдlчI !п-

шоrнаI) U ЕаlIов8 onoтela IIшвRHBI поравоцоlЕi валвDlЕrl ог!в_
шrсошЕш' lпогогрвшшl|п ltL. , которt оодорiпl дOlryоrшdо IEo-
IооlЕо f2 элоl 8ад8чп.

llдоп оtоеченпя прппалJtоrrt Шоллr IIбI i oootox! , поо!роо-
Rпп пOсJtOдOЕа!оrьпOOtlt IнOгOгр8нвппоЕ

'm, 
> ГТ7,., ..,,

тш(ltхr чl0
rп. r tй" - 12 прп Jinбol к = Ir2r...

,

t
r) Щак покаааllо в ý 2, к такоцl вшду шоrо1 бчть прпDодопа ID-

оая аадачц вчпуклOг0 прOгр8llul|рOван}tя. Так ша|( доlцlсrхцоо
rlпOroсlв0 пOхOдll0п 8адачlt oграltt|чешOr доOавленпоI бло олд9-
г0 пераЕOшсtва I,r., } а r гд0 4 _дрOlаtочшo болъ!Oо по
абсолптшоП велхчиllo оtрltцотельноо чllолоr tlolto добшrьспi со-
храняп эквив{шентшOсlьf, чtобш лOпустпll00 шOrOст80 првобра-
эованнOп Еsдвчш TaKr0 бшо огроltпФешншl.
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IчогогрщttI ПL, лоцчао!оЕ Е ровудьlаrо Iобашешшя дrшоЛ-
ЕшI oгpaвrqtBrl, бTtioBaDllLD,lЕУ уа,.з tПъlо D шоrороfi

lfu9-m,.!ь)
(lДЯ Опроlоrошц !0rвI у,-' ,рбуо!оi parrlD sалW дишоfiдого
прODрsIrхDовопrп), Пц alor оr9вчошti дOшшц о!роIrьоя lошшI

.обрsэоI, 
qtобв jlb 

lIЬ ly'- t0 =О

ПоодЬIшоо оrпаqаOli чtо IDбая оIодяцrо! подtослвловаtолDЕооlь
/' '*Ч' rIОrD Продоr0I ЕбпOtOрr! to.*J larorltra фiнпцшl

В roтola Borrr оtооqанrя оtроrtоi о!сд/DlхI обраsоr.

Пуоtь Jr-{i,gi(y',).0, j.1,2,,,,,nJ (ooar
Jr- l , ш g':' пвляолоя poooвxor rохолшоt валдчш). Iногь

rрsшшllff ЛZ" получаоlсп lta PI._, добrвлбвrоI огр8llrчошI

9j(y,-) , v ?j (y'-tft- у'-)т0, J. J,,
0sовlддо, чtо.!оqва, -. !''' цо уIоЕлоrЕорявt DшоЕь ЕЕсдовнщ
оDpавшчбltt|it Ir tBI oalлtll, olcolaeloi чаоlD ццOгогравшпrа /Z.-r,
оодорIачап у''' . С другоt 0!ороllш, Е спrry вогнltооtп !J(*)

gi(y^,) , v gt (у',')(а -!''l>,gi1*1,
i.о.Елобоttочшо ТеО

, 
"(y''t, 

vglly*tF-y',)r0,, i е J* 
.

Сlодоваrольво, lИL._l , |Т|^ эlQ
llетод Коллп лдо! оцешкJ для llш(сшцуIа сЕорху, ,ав чт0 бго

одцоЕрбIенЕOс llсполъаов8ппе 0 какшr-lпбо Iоtодш вtороП,группц
по8вол8в! оцецIЭs!ь блпвосlЕ получовпого шilФиrенпого решеншя
к точllоuу (по вllачошшр Фушкцшонала).

Слелует особо отшетпtьr чtо Е л8llноI случае шо троdуотqя,
чтобч ограничепllя ltоходвоП аадвчп удOвлетЕоряли условиш (х ).

Друго3t способ отсечошllя прорlоroш в рабоtах [2l, Е2], [8l.
llзлоrпш атот способ в предlолоIонllи| чlо шохество а lелес-
llo и llзЕсстна его внутреfiшяя точка It

lla к -Toll |лаге llеrода опродоляется ,очка у*L ПL,_r, в ко-
тороП |(у''),22{lЧr" краИшяя точк8 л',' порссечонllя луча

/r. :r* ,r!ly;i'-"lr,,lrOJ . чшо^сстrоч _Г2 . Затеш стро-
и Tc,l ;.:l{)oli t!енулевоi: лиllеl|нtl;'i .I,yHi(ц}roHa,li ? .., fакоП, что

i
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}

\_-_r(, - *',) а 0 пм r -Л . UЕOгогDsffшж fuц получаошп
шЕ f7а*-, доФэлошtоll одiого огрвшr{ошrл 7._, (ф-k,_, (х-,')>0,
отсекаrlцбго loчкJ !''' .

Докаааво, чfо пр| обош 000с0бш olecqcl$t. с0II xJ оо l !о
0л!:lV'-4.0, 1,о. шоо, шоtо увsrаЕlап Dшls оюдшlосlь. Прl
в!орfi I0l0до Е8 каlдOц оаг0 1.I0]E0, tlymloDoвElo 0цOпш лля

рsuоншs шсходtоf, валдqr

lQ9 , !tr lrчl э lF!,
прIчеI

"ц| f' - -,|,0,
0тцеплr Tatclo, чlо atot Iс!од в ollrllo о, дпrгrr шtодоЕl прll-

роденшшI в лашшоl Gralbol бов шщш_лrбо rвrошвrrЛ пршоцlI
ilpn лпбоr опособо ЕаIапtл шцушо!0 rrоrаошд Л 0 l чаоl-
ш:оо!lir вогдд Фrпшцra с'l |'|..., fa rrаа_rrоi-шулцоI). Спо-
с'об вадцппя Л lor0! пряЕrrъоЕ реlDo лirD пр, опрбдолешlI

д'раRвоП !очкll порсо€човп8 цча |r*. тr +,l (у'-' - т*) ,А > 0J
Ь rпorocTBor Jl . 0!цо!tI, чтоriаIоЕa бч шr бцла шФФор_оЕцш-

руешя фушшцзrя 9r , обрацдэцrдЪя в BOID ! !очка Л, е fl , ,
нераЕошотво ч||а)(r-:2) lo 0прsDоллrЕ0 длл BcoI tочоЕ
xcf2, таr чтЪ, ослI ша (-r0I far.o процOOса У(r') = 0 t

vgi(t) # О | Е качоOтва lц Iошо в8я!ь ogt (т9
Естоственшо, что чllсло ш8гов0 вребупlrхоп tдя поltуqонш при-

блпrенпого репеншя аадачIl ооOOеппо Е псDtоI Iоrоде, оrцостЕон-
по завпоI! ot Ешбора шачшЕшог0 шогOпрsшшшGа Ио . Еслш rц
не nlool| дсстаtочпоП ппфорrацrl, чшбr посrрDllь ЕаqаIьшцil rнo-
го гранtlчll, с к олько-шttбу дъ у доDIе tвopr lольшо вппроtrс шrr ру рцttЛ

шноrоство Л i чошо поfiтп ша рпOк| чtо lZto oTporel чао!ь
Л . Еслr окаtоlсп, что

mл.t lk) . пас {1z,1хс |ПrЛЛ :tcýL

(пэшенешие /Z. потребуется толDшо D alol случае), то alot
факт будет нетрJдllо 0бшsру8шть в прOцоOOе рOшеншя. 0дшOвроIош_

х) 3аданная ,а B"l,yKroI tпоrаоrвБ-Iс Р- фунtсцпя / fiазgва-' етсп rвааивогllуто!, еспш прч лпбOш с вцпукJtш llношвстэа' Х. ={r,сХ ,|(4 > rl
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по вчяGнltrсfi! 8 tзаfiоI папраЕловчI сrодуо, Dsоf]rрпль походшьil
Iногогр8ппчr lП, . Прr шошршчп rпо'гогршпrа добавлопвшо
па преддуцllI ЕsгаI ограпiчоцri цЬrаоообDаэшo ооIровп!ь| ,аft
ва8 oнll lt Е эtol 0Iу{а0 п0 lolyt оtOOчъ ,очоп lвorootBa J2
Ясво. чtо прr пФtроеппr mо Dшгодпо ,пспO!ъаOваrь лвнепчшQ

0грапичOшllл пOхOдшOИ вqпаqr| ootx !аковшG ичGDrоя.
В процвосо DоsJlпrацх, упs!евпшх I0!оI0! ia |(sIдш tого прlt-

хOдптся реш8!ь вsддч, лпнсf,пODo прOграIlliрOtашппO кOrOрая п(r-
лучается itв ввдачпr polottHoП на пр€IшлуцоI lагвr добавлонпош
ческольких (во второш Iо!одб - ошоrо) огрнпченrП. В свяап с
эTtlll дlя рошвцп, эадач лпноRчого програшIроЕанrя Целооообрвшо
прJiIешятЕ !а8 ваЕшв8OIчо двоrсtЕоппчo srгOрпrшв. В к8чсGтЕо па-
чальн ,о бlsilса (двоfiствеппоfi ssлдч[) олвлtlo! вшбttрлэ опtш_
rалъншil б89ltс! получевпшt на прош&улlI ]Е!0. Еолп чиодо добав-
лошпшх на прбддшlаI mг0 огрttlчовпП rало1 taKoi подIод, Еа&

правпло, поаЕолr€t шаfiтп рсrопrс раосшtрпrасцоП эалдчх rпноil-
llог0 програш.проЕаЕпi ва поболшос чшел0 lаго!.

Сравt.лвая прхволоашчо lцr0 алгOрrtlшlоtоIJо! oтIolll?b, ч!о
во Blopora Iотод, огранпсонш, со8даD! боilвс плоtшуD аппрокOпIs-
цчD trопуотlllого lнolootDar чполо ограшlчоппl pqorol lод)tвпtlоо,
чоI в Iоtодо fiоллr. Kpolo tого, каш ltla о:Iвчалось, ша каIдоI
rапо Еlорого IоlоIа Iш поIуqаш lDyxolopoнHno оцвшrш рOtошпп.

С другоП сloроЕцrIотод Пвлrп, в8роя!я0, болео ффекtпваш Е

Toll олучае| вслl отчскашпо вшуtроtlшоl rочrп т,'е -(Д требуоt
решонпя Еспочог8tельноП вадач; обцвrо впдд (oI. ý 8).

В рбото E5l прашоrвша IодlФIкsпIя. повволяDщя шополD-

8oвalb второtr споооб оtоечаltпrtr когдд лоtцотltlоо lпotoalDo шо

Jrдовлешоряеr уоловпэ (х). В шачвотва *,С в аtш спучsо б€-

реlся оlпоG[tвлъшо внJтрепшяя lочк8 lltolootBa Л . Слодtет
otloTlltbr чtо фв сучOс?вонншх rаrошонrfr раооllоlропвцR
прпrоп]rl Е праш!пчоскlt ваIffoI олучаOr пOfда IEoIoclEo

I0
п

тOд
шIв-

Bt BllylpeншDD lочr, отttосптелънO вфнпяого rногообрвiirопрOдо-
лпвttопо пеколороП чвGtЕr, лlноПпшх огрвшпчеппl rоходвоП аадачll.

llотод лпшеаппашшш ( l20] , [rЦ )
ПУСТЬ Il , I! 1ооо; t? - пабор lтt -rерншх Eo6topo3. Kal-

д8я точка Е ! прпнцддоIаlдя ЕчпуклоП оболочко атого набdр,
предстаЕпIа Е вtlдо

t

дxoL
ttJ

lc-t,
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гд0 t
lt r 0, t-t,2, ,Т,ЁЦ =t (25)

,
В качоотвв лпшоарпаацшr вогttуtоf, фушкцrс 'lF) прlrlец

т
1(ф, E,t, lF) (26)

3аlевяя фунrсцrrr исходноi 8вдачI | , !'r.,., 9n функцllп-

lu { , !'r.. ., 

'О, 

шu получаоl| олелушlryЬ вадвчу-лtlшвЁного
frрогвrrйрованtrя'оlнооштельно 1, , 1а 1...1 17 i.

t.Е \ gj(*9 > 0, / =l,!,..,,п;

lgr0,2=1,2,. ,Т;*r*.r, (2?)

*r, lr4- Iпал..

hослодусr оооrшоloшt, шсцу poroнlflar построешшоfi r шоход-
шdR аадвчr.

|Пrоtь I, , I",..., I" -роroшlб sgдlчr (2?). Тогда вектор

'.Е 
It -' удоDлсrlоgrlо, ог96iш,l8ltзп gj(r)rQj.|,Q, ,п,

0cJt0 tолько lочЕll xl , а'r,.,, х,| пlмнвlлstЕ, IшоlоствуО.
Доlошшtоrъво, ша l0гOу!Oош t' 016лус!r qrо

,i(z) - ,'(*I, *с) , у [i,x|, |-I,) Бh,*'J,.
i!, gl ,,.,1 , ft - I,) ,, I t* -r]

з-7
Iаr лоrrо lпдgrь, Н ft, = 1, l х.rgrошд,. rшJurшi о

,чеrоl,оrо, {rо 

'' 
("9 > 0, у t . lr2l,,,, Т лдс!

зj (Ч , Б I, gt (хс),> 0,

ila шогlltrlтостll i ,о""о $чrc n.r.,, f ic lPY" |(а)
rеu gaclrc rочrа f , ooorвerorlrp|lдt| решешшD всдчtt (27),
лцзлцме''l| лноr"сшу {2 , прllчоt lлЕсllllsльllоo аllдчоllш0 целе-
воf, Фушrциr s (21l шо llреЕосIодl, l F)

Решшlо з5rрчх ( а 
' 

lвооIдrршваоrся как llрпблrt.illllое длл

8?



пIDlroI Baдaчr. 0ововвая lpyдoolb оOcloll D вчOOрв спсtеtч
Еекшроl JE' , t'l 1...1, *t для поtrqопr, хоро!ого прпбдпrонпя.
llошо, что посtроGЕrс tдвilёIорЕоП cerкr ва -(2 лдr0 прп шбболь-
rol чrоto пареIO!пшI Iil ia 1...9 аq r каlз провIJIоi бtдбl
прlЕоIlitъ п огроrхоI, tlror, la . 0lшап0 прlt шаrцчпп тороlо-
го п8чаtrЕпого. пDioriпtli ! lototlol 8allcor rппоарrsацID I0I-
по проЕодп!D tilD в oпpcolEoort Poaoвrir чtо повЕоIяе, обоrrпсь
впоrlно обоsрхIш пor1,100tr0t пODOIаIЕшI.

СршппlGльiо tOбоrDшс чrоло псрсlсЕlUI при ,пtlsарllssцпll по-
Iучавtсяr когда ФriкцЁr / r ci, i э f r2r.. ,l fo, ltloDt Еllд:

lF) - fr l,r*l,

|i(,),Ё ilР,l
В этоr сJцrчао ,rlloaplrsllп, проlошloя о!дOIьllо по каlдоf,

пороIовЕои ( ., , Ё l,a -,' ), r оооtвоrстDrDця Еад8ча
?.,

липоlвого прOграшпрO!аЕti lotal бч!ь вsпrоава следупшш об-
p88or:

-д_ _]1

Е E,l,c с! F|),0;
1,!rО, i.l,i,...,пL; *\r-r, (2s)
п.li

l-L. lrt l(rr')- п.rад,
1,1 a,sa

Сходшrостъ поOлвлоЕаtоIьпосtl роlеппi rпноарllаованшнх а8дач
к рsшенип шаходпоil валаqr пр tробrошIt rаrв попавап8 в [ZOI.
EoTecTBeHHor дJlя уtочвsнlя полrчбЕЕого прll вшбраввоfi лшнеарв-
аац]lп рвl0llпя дрOФtшrч !ага 0rсду0, провOдllль лпlъ в окрост_
lloclx втою роlончr.

BatBTltI. чfо аппрOкопIацt, в (2S) о Tm пореченншrп,(;
Е (2?) cooтEolctвrcl аlmрltопrдlця 0 Tfu пероrоншшlшl Iбо в
(2?) пршхолllтоп pacclвtpnвarD вчltуlслrD оболочкзl векторов 1 T,t',
*!. ,..., х:r ) с рвлttчшшl набораrп I t, fr,..., L*l.
(При сравнвнп1l продполаrасtоп, чlо Есо t, llонп]8ся от |'
дот).

В Hel(oTOpHx рабOтаI прl nooTpooltшtt звддчи (28) допоJlни-
TfjJlbHo прсдпOлагаеrся| чtо прli кцrдоU С не бодев двух знцче-

е

a
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UXB 1i1, r l
то lц- Ltl-| gtfl, чtOбц г8ран_

Ё t,c ,f, !

d{a
.у ка8ашll00 услODIo вDOдOнo

оtпaчшU 0l Uуля, U оолl lr!.r0 , .l,.!er0,

a

тирOЕать едишсfвеншосlь предOtЕЕлсшчя

однако s дЁпвоч спучао оно шлrrво l)
как долIflо учпtцва!ься прi шBlesotrl
аадачи лшнаlшого програrшрOЕацlя.

tr]'
r oбрсIопшtольно| tsк

бавrOо Е процооо0 решоши,l

ý 7. Iо!одш пятоl гgупml

Шак пояспплось в ý 2, в оошоэу шtoJloв цоцr9оЕ полоlош8
ttдея ЕDФоктиввого отцсшашшп ltовлраrъшоl (в опродоаошшоr сrшсло)
дOчк|l вшпJклого lолOоuOго IBoraOlEE.

Ншrо форцулllруDrоя прlOводоЁшчо r P]l вооша общхо Jсловt|я,
HOTopшu дOлIЕа улOЕлOtЕODяrЕ вOпOrOгаtолшЕя ФуЁrцrп с TeI|
чтобш она llогла бшtъ tопOIьвовапs шя упрsзIенrп пошOкоl цонl-
ральных точек пр[ опrOаЕшоI в ý 2 процоосо усбчвнпя доIUс!шIоR
областш.

Ишенно, lцсtь t(z,|) - вsIашшаf, ца lцoloctэo

t 1-,l)lx * Q ; {F) .t " 0; 01 14 ж lьЛ

непрерывная функция, удовлетЕоряDrЕя oледlDqII JслOвияц:
|) tr(x,,l,)=O, ослп tтчп{g|r1, 9|F), .., !О(х), |1х1 l|,o;
2) t(х,1)>4, вслш tтtlл[!lr),0'F), .., , !"(r),lrd--l|,'-l.
3) t]слп i'<)" t ю t(1,,l) > О(t,t) для всех -o.(i

таfiпх, что {(4r l'i
4) Еслn l < п_ч /(-l - Фкочровашноо число,

lr-r4) -ffg прч |*I -0 , to t(z1,l),r)-U
3лесъ x|rl) - проп8волъпап фпкспроЕашная всктора!ункцпя пара-

шетра l Taкan, что T(l)e (21 =[хбQ, |1T1>lJ пр]l Kirr-
доц l*лщ {(-)

liшбереr в качестве х' 1шутроншDrl lочкJ rHorecTBa Л шl

поJlагаЯ J = {kt r опр€делпI !очвy .z' , в которой tt(x',t)=
. .!у*trobr). Повторпя ааtоI процеос о хr вцесто at и

) },шtllcTBeHHOcTb этог0 предOtавлOн]tп в8пlа прI релеilии нели-' 
ll.}atшu}. залач оOцего виДа.

,t

89



т.д.r шн Fаfiдоr послбIоDqIOлъltоOть {i..J ввутронвхI loltвB Iн0-
recTBa J, r коrор8я| ill ro]lo поiаваtDr сходl!оя д роDовш
йсходtой вsдачп.

Сашо пошяtше цспlраJtъпоl tочir. ,ir 0lцшr oпDвдвлявlся ва-
дашпоl| функчпtl t(x,l) . 0tо ctattoDlrci боtоо iсцЕ|I па прпхе-

ро ,ех Фупкциfi tt(x,1) r кO!орtв DоаrDпо попольвуDтся прп

вtlчllслOниях.
Естестввяноо тробоваltшоr проlъявIiоIoo ! а!пI функцltяIr с0-

стOиl в TOIi чт0 DOп0l0!аrсльаU0 ваllчri рв!аOIш0 на каIдш ша-

ге, долIнg бчtь вак lol80 проql.
В работе 

'[ЗЭl 
реооrоtрнч дЕс фупшпr

v (x,i)= mirс { l(а-l,gtr), ..,?*(:)J, (29)

t2(x,.l) -(|ra-l), fl 0'r4 (r0)

При ис:ольаовавttl Фуiвtшr ( в ) D процо9оо о0 rа.кошrваtцп
(по т, прtt вадапноr ,{ ) Bcr пеобrоlхrоош ваботltьоя о Bu-
полнOнип огрнпчошrfi: оЕп| ilл lсDпо Eillrb. будlr luпоrtlяlь
ся авlошатпqеспп пD, ,DбоI loioloшBor процбооо. lопольвоЕанllо
вrороП функцпrr долаоf дlcct ограшIчошrl оучооllопшц. 0днако,
как п в GлJчао Iоtолд rrрфоь 0 Qушlшоt (22), вдооь с Ео8Еа-
чrтелъноfi чодпФпвацltоП llо]с, бшr rопопьвоваr шбоl процесс
градшонlвого тппаr пролдаsшачoшпd ря олшокаЬпя бев5rоловшого
эвстрех.упа. Сходlчооть процосоs олOlrот хЕ. роооуrдонll, attа-
лог]lчншr( прlЕодввllшll D ý 5. OtlloTlu, qlо Фупкцпя (30) но яв-
Iflется ворнутоfi, одншrо прп rпбоr фпшошрованшоr l ова кваЕп-
вогнутаI) на rшоrестве-Jl4 | lai что ш в atoll случа9 в кs-

,ioctBo ;с' на (к-l )-ош шаге tlошlо бртъ лэбуо,очкуr дOGlвв-
,яDщуD локальпнП laкc}tцyl функцltи t(T,l) прп фпкспроDанпоI
,l,= lft',') , - ошовроIвllпо она будот rоч:lоl тлобального IaK-
clllytla t(x,l) .

Представляотся ЕвоъIа порспокlпвпцI исполъэовать дlя опре-
делошllя ценлрпъпоfi шчкп обласлш fl1 следупЕуп функцип
(cr. fаsl )

ч(",0-#,, ЁЬ (эI)

a

х) К доltчэатсльству этого утворIдеr]ия ltш вернеIся нихs.
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ё

a
ll (Х,, Тl 

,

ll (Tl, Ха,

,хл)r0, j€J.;

, хл)- ал.l т4 ir {+ . 'lJ\4,
цо IшoIocTBo llшдексоl q oootDctotDrcr шrсlвш огрвшцчовl-

цl. В ;вчосшо rохолloго iвбор ( tr. l. 1..., i,n ) Оорr0,
кiкое-лпбо potoвre лrпеtшоl 0шtош gt (Tl *t,,'rrJD0,
j ,. 7, , g ll л.l Dцбuрsоlоs 08lar шШ QODsrоU, чrO6U удоl-
tqтBopяrmь шоrrвоIшцо огDшrчOЕrt. O!ршlчошчосlD IоцUсrшо-
цD шпOrcоtЕа вопоIогаtоIDшol rrлчr lootшBcrotr д8r l в про-
дшдуцеr слJqао. IоrrФrацrr slо!о шolloJn р, оlцGrашlп оlпо-
сIтелDшо вшуtревшоl !оqЕt опlоalв Е Erl .

СOпоотавляя пр|8одsшвцо опоо06ч, оtсIrэ! oltotlrD, чt0, не_
cllofР, tls сраsнtrолъшJD прооrОtу. порвd t8 шпI rOпоIьвJо!сяr
Dxдtlo, ашsчldlоIьно рош. 0t0 oEr8ato 0 лDyIi oфtOпtеIDствв-
чr. Ео-первшх, пр опрорлошltl rфоriirпош lаrош.уrа Фуlfiцl,s
F оOшчttо получаеlоя последоваtсlъццrrD tочс] /t' i J2 t

lдк что дrlя оtцскапия Bllyrpeшiol Tocвr швоrооrва ýД прпхо-
штся atllol llспольsoЕаtь rакоп-rо lополllчtоIьчd проr. Во -
зIopшxl чtо болао оуцос!Еоltнo (особешшо о toчкl sроншi реолш-
зации r0rолд решвния ша 8!Ц), tдобшо, чlo(h процоGо решешп,l
ЕспоIогательноfi п шсходlоl ssлдq (М 0д|шооOраrшшr. D!о дости-
гавтся lipи BTOpOш спOсOOе и ш0 пlе0, rOош пDi пODвoI.
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