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д. А. зt{яудпнOвА, А. u. руБlлнOв

шиниltизАцшя суБдшнЕпншх 0ункцдO}цпOв ItA вшпуlшш(
KollllAKTAI llЕiIршеушшх лOIцJIыIO_вшпуклшх прOстрАшств

В вастояцеf, рботе прддагаOтся t отош дJIя шнпrп9аIlпп
непрершвшfi сублинеf,нюс фушзцltонв,ltов на вшпуклцх l(оцп8JФох I0-
тршзуешых JIокаJIьно-вцпукпшх прострацств. Пх ttolшo paccшtpl| -
вать как обобцевие це!одов, рассll8трпваечцх в [r] , [2J .

сублшвеfi шrс Фушtцповаlш

Пусть
0ункцпопал

- шетрпзуOIое

, ааданtшfi в
х

р

р

f
ло_к_альнO-вшпуклое прOстранств0.
Х , шаэовец сублинеfiншшrес-

лlt
I) - полуаддитнвнМ Функцшонал

f(ч+z,) 
* Р(r,)*рrч),

2)
\r0

- полоfrшт€льво-одЕородньй ФункционаJI: еслп

f(lz) - \рв) .

В да,пьнеf,шеш шл будец расс!lатриватъ лшцlь шепрершвнше сублинеfi-
вые Фупкцпона:lн.

то

.l

э



Лшнеilцчt Функшова.lt f 'Х' пазцвается опорвъш к Р ,
есш дrli wох ieX , ird <рь) . Еслх r 'опорев
н р ,rобудеrпuс,етъf<р .

' Для лшбого zc^ по]tоIпl|

Г" = { trx'/ f ,р, fr"l =frrll. (I)

Пршшеняя Teopelly Хана-Банахаr легко показать, что дrtя ,ttl -
бого лсХ IHoIecTBo f'a не пусто. Деiствительноrкalс сло-
дует шз этоП теорецшr дJtя каIлого 

"-" Х наfiдется такой ад -
дlтивннR ш однородtцfi функltиона:t { 0 qто дJIя аrХ

{k)< рlr1 , {k ) ,рсъl
(сш., шшрпIер, слсдствше I ý 5 гл. L (Эl ). Покаrеr, что

{ вепрерывеЕ. Так как /rd < Р(z) , то

fid,-/(э),р(z), откулв -рв)" lrd. рF)
Пустъ теперь послеловатепьностъ Z,ъ-О . Тогда f (4)-0,

рFъ)-0 lr следовательноr f Ca*)-d . 0тсюда ]! GJlo-

д/от вепрер|ЕностЕ /
0тчетпl, что отобраrение l , определяеrое форrулоf,

(I), полунепрерцвЕо сверry з еФtп й"ч2, hсFъ, f*-/,
ю | с f2 . Для того, sтобы убедпться в этошr достато,по

перfiтп к предшу в веравенство brd, рСd ш раЕецсtвс

f.rr.1= Р{ъ) . Вашьш прпIероI сублипеf,пого фупкцttовала

в норIирванноI пространстве явJtяется Функtlиоша:l

|(z) = 1.1. .

JIегко показатъi что дIя этого фуtосцпопаш

Г. =[rrX'/ lf|-1;/H=/z/| . (I,)

В дальвейшеI ш будеI считать шзЕестншD 0 как по данноlry

р постропть отобрlенпе I' . 0тIетиI, *то в Щl прш-
ве.lена чотодика, позволяюцtц паходlтъ отобра,кенDtе I FJtf,
iJз!гокогс Ktlacca сублшнеЛншх Функционоlов в норt!ированншх про-
стрчilствах.

a
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Пу(;ть 
Х,, fr, ..

Dt хп,.. .,|.

оувкцuонам Рrr,лц,,.,,F,

f*
, Х- . Полоrиl

= /4LC:ZZ q. @).
11в а

Pf,, i* - непрерывньй суолинелныii функ-uГiiO ПРOВt РИТЬt ЧТО

ilи0lluл.
Пчсть

,r/ , "n

Р - сублшнеон. Из того, uro Г" rё ап любого
елуетr что

р(.l=ff /r.zl .

0тсi_,дЕ, ts частпости, вштекает, что, еслI 7r 
rf (c,t, ..,П) t

то дJlя rcX
Р2,, ,s. @) < Р@),

В [4J приведено следуDцее утверIдепше: дIя того, чtобц

{ " Рr,, . ,fu , необходиrо п достаточно, чтобц

{, Ё n- r (n* ,о, к=7, ",,о, Ё n, , ! ).
Полохпl

Б,,,л- р)= | {,Х'/ /, Q,,,.,x- ; fr"),P?, _,!.k1|

b,R;;^;l; r;:," ;"'*I],f,i;,l'т:ffЧ 
*Ё;:"', 

;:,;
= Ж |rO=vlz1 k,t, ,l). Полошr l=lKr,Kr,..-rKr,. ,Ktl .

Легко видетьr что

4,,,/"r=Lf ,X/r = Z*,f,.,,d*> 0,r,l,,t,A n*,= 7 I. G',

iJ частностиr если чft (r/ достигается лчшь ва одноll фуtчсцшо-

нilле 

'к, 
r То / s,r, ,s,- = { 

'* 
} -

I



Otобраrсппо С9
Пусть О -заIквуtоеогранпчевЕоецноIество, Х ,

оOIадаQ_цоо теш своПствоl, чlо кstчцЦ лпвеЛЕцil Фупtсцдовш

f, Х досtпгаеrl швшrуIа ва а о

Длtя fcll, полопI

Go/=|zcaf/r.l=rE#/ryll (э)

Легко вшдеть, что отобрrевпе Gо r опредаляеIое фрry-
лоf, (3), полунепрершЕпо cвep(ys еслш /n- f , +,е Go fo ,

tra<2 r tо ccGof .

Покаlец, каfi наJ(оддтъ
I)Пусть а -вшпу

ворIиpoвaнHol| прстраЕстве

f дtя Еекоторш( ,,"oo.n, О .
ltнOгогранЕпк в конечнOшерЕоI

, заданншfl спстецоf, лпвеilЕrх
Go { шогут бытъ паfiдеmr ре-

G9
клй
х

неравенств. Элецентш tlнotecтBa

шевпOц задачЕ лшЕейного tlрогршrшрованшя.
2) Пусть ? - дшФеревцпруеrшйrло Фреше кваэшвшпуклнfi

функшпонал в банаховоll простраЕстве Л со слабо коtдпактвоfi

сферfi.
Полопlлц

О = { "rХ / ?r,),, l, ()'={rrf/'7111. 
" } .

Предполоп.tlt, что а огропшчецо. Ясцо, что в этоц спу-

чае Gо опредеtlеЕо дlя любого /' Х" ч Gо= Gл,. Б! -
деш считатьr что дJIя z е ()

!'lycTb l', Х*
р ?k) 79

. Посколъку д.llя любого

rZ lk), f ,

rcx

Toi I(aK следlет шз теорешш Лпстерншка (сш., напрltlерr [5]rте -
ореша I2.I), элешентш llнotecтBa Gj, (ш эначпт шноrесtва

Gа ) долrнш удовпетворятъ при некотороц /кф ?rф=r{.

6
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цоПвопо вроlFlIIпровавчя. .*
Наr вадо Еаltп sIоIепт аО = f u! а; таfiоOi stо

Рr,, f*(r'"ЦЖ:r,-6Ф) i,ff.*H tё)=

= ry*жr-(Ё,,п,r,)=тж !, 'Yc+l.
3десь чшпtлшуш берется по Bcoш наборЩ o(=(*t'...,dr) rRДе

+
С;эg (1,1,...rd, 

Е ц; , t . T8Kпll образоIi дJIя рещеншя эа-

дачr 2 шадо указать набор <'= (а|, . ,*i) , KoTopl

Pe8JtПaYOt llltHXIaKC, а ЭТО l 0СТЪ ОСЕОВНаЯ а8ДаЧа ТеOРИШ IаТРИЧ-
Ешх пгро

Рессrотрtlш двоПствевrryп задачу. Пусть Г. Х* - внщук-
лая оболочка llнolecTвa {2r,sl,.,. ,7 | :

Г= { f.X7 f =ё Fr, /*,0, 11, |,..,о;!_s*./ |.
Тогда по Teopol€ о llиHllllаIccc

Рr,, .,2,h!tl1 = пч.z ж Ё "r/- 
(а;1 

=

= |tlлд *..r^ Ёr ..? ц:l /Kf,Kczi)'ffi ta* frzt).
ПУсть 

['= 
(/i, ,f,;) - Еабор, которшfi реалпэует

lвксIпЕ. Полоrtr

{r=-Ё/;r.
0тшетиц HeKoToplre cBoltrcтBa lРункционша
I) По теореIе о шинlrцаксе

f(yl

{\tц =Ё Ё
2) Иэ (2) следуе-

Такпш образоll , {r) ,
3) Так как набор

ni 
tri /- бz,,) - Р2, ,7 brll)

. что {D , Р2о ,s.
f Jo...rr* (*Ч.
/',Vi, ,/;) рсаJтизуетa

тч"t,f,"f,.("r), tо



{Ч.Ч=Рr'. .r*("Ч= т ryЁ r|K (r) =

=ryЁFr-(zl)=ryf"'(*,),
то есrь 1{illrcrl1 = f(ilrcr) (i=/,ц...,ч) .

Учптнjая, что Q *, } естъ вшпуклая оболочка 9I€ -
шентов {rа| , п"!"""r?ппбого trl ,-Q-r,...,э

од дlя решепшя следующей задачп.

3. Пусть fr,!",.,.,x.cX* , Q -вц-

Х . Требуется циниlluзшроватъ Р7r....,х.

Dl lr, ... , ln 'il="Щ_ý,,.,.,2* 
(z).

Решая ддоfiствевЕуD задачуi ваfiдеI Фушцrонал fi =

#rlg-($,, ,хJzr)rвЕделяDцlfr ^Qu,,...,u. 
. Наfiдеш ка -

коfi-лпбо апешент шноIества Ga fu и обозпачиI его череs

ir,п (сш. pttc. I).

|'?)(",rr) * /rЙcn).

Такпш обрааош, Фувкцшонш {') uпо"пяет шЕоIест 
"о 

()a',4.

}lппшt шзацrtя фушкционала

Построич шет

3адача
пуклнfi коIпа8т ]:

''а().
Предлагаешй Iетод заItлючается в следlшщеш. ilнбереш про-

извольно элеIешп{ Т.;е() G--t2,...,z; zz2) . Построшl tcнo-

гоrрапншс ()zr 
r. . .,ъ ш, решая задачу 2, ваfiдец алешешt

Z1 Та$Ofi, что

ь

I0



_г)
iэ

Гиперпл. фла l,

\ ----
,\\_- х \

-tх\*:l
- -.\I,

//

I l Линии уровня Ф-ла Pn,,..-,Xn

Рrс. I

Рассrотршш теперъ IЕогогранflп* ()z,,.,r?r,Z,., ll решая аа-

дачу 2 п двойственпуп еil, ваfiдеr аIешевт z. ш ФуЕкцшопал

f" . Посm этого ваjiдец 9лешент 2r., €Gо /z . 3атеI

строиl| l|погогравншк () zr,. .. rZr., ! т.д. В с:ryчаеrеслп

сущrlствует 172 , для кOторого

{л {z*) = /- (Z".п) = ж fл @) , -

то на элешенте ZrФ , как будет покаэаЕо Еиlе, реаJIизуется
искошff шиниlrуll и процесс оканчпвается.

В противнош случае у нsс выделяDтся последоватедьностш

Zt, Ъ, ,., rZn, ,, . ,

2r.r, Z..2,. .. rЕ".л,. . .,

fr, А,..., /,n,,..
Прш этоr, йк как ()rr,.,.lZz.,,-ta QZr,,,.,\.--., а".* rlo

Рrr,.,,7 (z^,,) . Рrr,...* k_,) .

Т е о р е ш а. I. Еоtи существует l7Lo таJ(ое,что!
fr,ъ(z*)= /,,u (Z..п.), ТО

II



Рrr, ,r. (z..) = glfr &, ..а* (.) ,

Еслп тапого ttlo ве cyfoctвyeт, то ttcKolшfi IxH}rIyI достпга-
стся на предельfiцх точках последовательностп tZrл| .

Д о к а з а т е I ь с т в о. Поскольку Т..- G G4 fn,
!о

f* k*) , f,*(i".,*),
Пусть рtя пекоторого mо

f л" ( /,-) =/* ( Z.,,,ъ) .

Тогда, шспользуя своЙстэа функцпона.ltа f л , шIееI лм zс Q

0,, .i|*r"*) = f-ft,o)= f,,u (h.п) * /* ril < Рrr, .f-(.),

откудs и следlет, что Zac - искоlсй элеIGЕт.
Предtолоrиr теперь, что дJtя всех m,

fn (zл1 > /- (Еr,,*). (4)

Так как а - коIп8кrl то последовательностI {z-l ш{z-".*l
шшеDт предшъшые точкио Так как Функцltопаш f- принадлеIат

вшпуклоfi оболочке конечного числа ФункционаtrоЕ lgr,.,.r;7.| ,

то последовательностъ l {*} Taкte ишеет предапьвше точкп.
Выбереч послодовательвость flошеров ilь ф.,..,r9.,.,. tак,

чтобн сущесlвовшlt

Ь 
"т. =' , |,n, z",r.Z , Ь{2 ,/.

Переход к прелеJIу в (4), шцеец

f c"l , / {z1. (5)

Полопиtl дJtя простотш эал}lсш

Q'r,",r2r,n = {),о,
Функционал f,* обладаот тош своfiствоцr что

f- (z,*) < /* ( Q_' ) ,

ь

ý

L2



В частвостп,

левая частD - из соотношенufl

{т,r"2,) < f-).,( Q7.,-r).
Учштшэая !епсрьr ч!о

Т".2 
'Q^Jп-, ,

lшOOц

/2., k,y.,) </2u (tn.r),
откуда

/(z) < /rZl .

Шз последЁего веравеЕства r (5) шед/отi что /k)= f (*).
}la полуяепрерdвнооги сЕерry отобр;евпя $r,...rр сIс-

дrеt, что fr$,,...rr_a . Такшl re образоr ia поryЙепрщэ.
ностш свер)ry отоОрlеншя Gо след/отr сто Z 

" 
Gо f .

}lшееш тепвръ шя з е Q

Рr,, .,J.(N)=f{xl=ftil "f с-)= Рrо .,s*(з),
чrо lt докаашвает Teopely.' 3а Ie ч8 пшя. I. Цпвиrуrдостхгается пакацдо[ прG_--
дешноf, точке послодовательпостп {z*I . Еслп Фувкцшоввл

Ро, * достшгаеl llшниlryIа па а в едивствеЕвоfi точсс ,
то посдедовательность l r*| сходtтся.

2. Дадиш двустороЕпDD оцецку сходшцостп. Полоrшr

r= ЦtРч, *rо =Pr""t.(z1 ,

тогда

f,* (Z.,*) .r * /n k*) .

Правая часть нераЕевGтЕа следlе, чз tогоr lпo

f* Q*1 = Pxr,..ys* kJ z f э

f*{z..-) < fnft) " 
Рr,^,/_ (z) =r

I5



llошФщшрвавшй процссс рlя цивпшзацlп фушсцдошала
DГlr,...i9..

llоlодr прдлоtввнlfl в прошдrцсц Eolope дJIrt цпнlшаацIх
Dt Jt...tп

дос!а!коI

IOEO?OECE; ?.0о

ЭТOП0 Ше!Oда явпяется то обстоятелDствоr что ls.рв _
P2u 6*ft-)<P7,.7ь(2*). Не -

ВОЦСТВа Z"rч = Zr* Ес Gпедlсlr tllo Zr_ _ пскошшfi 9ло,OЕ!
(cr. рrо.2)

Гиперпл. фла l^
о

ь

// 1l\

//,/,/
/'/ ./ r'
'r'/

Линии уровня ф.та

а.r{,

РХ,,!",..rr."
Ршс. 2

В этоr случао m* f - f, шаг эаключается в ,otl, что цо пз-
trеЕяя ttL -того приблшIеншя,liI,! 0тшскпваOц Фувкt$tон&п9 llllнпtlп-
эащrя коtорго позволllт сделать следrDщео прпблиrенио.прп этоlr,
поскольку процесс сход}lтся, нушшt паr фушtцчонал r ваf,дет-
ся за ковечпое чшсло шагово Ясно, что этот Функцшопал будет
элеIентоll цнOIества f sь.,.gu Zrъ , вшделяDlцl|ll

()2,...,2'.--, 1т.е. 
" 'iв-)=Рr,,,..S* k*) ;

i r"l < Рs,,...,ч (э) (. rХ ) ,, {c..l, i{z*1 (z е О, Е )u€ 2,r. , .l 2t. r*-, ,l ,

OTшOTttlt, tlтo этш своfiства r совпадаот с течи свойст-
ваш Функцшовала /^ , *oropnb псполъзоваJIшсь при доказа
тельстве схOд{ll(юти.

!

1-" \
\

r\ \ \

ý.-.
ý

I4
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Полошш

Гs,.. .фZ*=l{'П-.л*ъ / /юъ...д.._)rf(u)I .

[lспользуя (2 )rлегко опшсать t !n_q* Z,n . ПУПТ}

Ре" * (z*), mаа,st Q*) =|а k*) (s=1...,t); r={r,,..,к*.fr|.
Тогда

t 2,, _,чk*),tfrrv/Й[*|з,/jr0, s.l,-.,t, {, so =1 ;

Е bb(&-z*) >О, о:,|2,",р,п-l|.

Еак бшо отIечено выше, суцесп"уrп ir$,,,.s-k-) TaкoЁr

что. еслп вшбратъ этот фупкцltонаI в качестве {,* , то lа ра-
вOнства

Рr"- ,r- (z*) =Рr,,...,r* (z-.,)

будет следовать, что Zr* - пскошfi элоIевто Естествевпо поа -
Tolry шодiФицпрвать рассшатриваешJИ Iе!од TaKlfl 0браз0lr! в к8 -
qестве функциоцала f." брть не решоЕше задачпt д,воfiствеш-

ноП к задаче 2, а Фувкциошал_ / . Прп атоll, одшако, возвх -
кает задача об отцскавип f (более проспJI путеI, чоll о8цG-

канхо эtого Функцпоншtа с поIоцDrt рассIатршваешого процссса).
l|ш рссtlотршш более подрбво другуп шдlФшкаIlпD процесса,

которая rоrет бытъ описшlа следуDщiш обрааох.
tr) Так Eer каtG ш в основноr процессе, вшбереr проt авольшо

элеrентц Е, еQ (с',/,...r2) l обоашаsпI череа а trх вш

пуlшупl оболочку (()о,()Е,..,\ ). Решая задачу 2 и двоfiствопщlп

к неfi, паfiдеr 9леIент Z1 , шtвиlпtэuрупцЙ Pr,,.,.n * ва

Оо, ш фувкциоша.ll lф,..g.(&),.r"о.пrоЙ а о

2) Пусть yle построено tlнolecтBo '()r_, , элеIеЕ!ш

tt,...rZro , функtlионаш fo...r/r- (л,|2..). Пусть Фушсцпо -
налш 9*, ( 5, /r..r/) тако- , --^

" Pu, _ о. 
(z^) = ж ,. (z*) =;/." ( z,п) .

l5



Полоrпr

6(-)= { 'rQ/Рз,,..€* (r) ,P?o..g- 6")|,
I пUсtь

Za б Q6r., f,* , Z.,o ' Сrrл, /* ,

Чорз а обоаЕапш вьпукIуD оооIочку llнorccтBa Qл" l
9IсIсвrоЕ П2.п, ц G--/,|...r{) . Рошая аадачу 2 п дэоЛ-

с!вепнуD е!, ваfiдош эtrеIеш, Zn.l , шнпrшзшрупшd

Рхо... х,, о Qл , " Фушсщовал f-,, € П^ .,* (Ъ. ) i
вшделяпцlil Lt* (cl. рlс. 5 ).

|л-,

l

Плпсрпл.,i-.ча

$*r

'r'/
,п

ь,
/ / / //

Линии уровня ф-ла

Ршс. 3

Точво TaKrc, кшс п прш докsзательсtво ,еорешш I, шошtо по-
казатьr что на предельЕшх tочках последователъности {"""l оо -
стигается шскошшil lоtнпшуlt.

Т е о р е ц а. 2. Еслп в llодпФпцпрванноll процессе для пе-
р:оторого ta.

8" а* 
(Z^,) =Рr, fu (z*),

то Z,fu естъ пскоllшП алешент, т.о. решенше sадап{ 5.
Д о к а а а т е л ъ с т в о теореraш опирается на след/ш_

шJD леццу.
J''l е r. ш а I. Пустъ ,P!ffPa. ,r-(-).g:it ж зс4.

Наrtдстся по крайней !rере одtн функцlлонал tB. , оОладаDщй

,!,6

P7,,...,lo

t



слад/DliI своlсtЕоlз лля ппбого .r€ {2 ,акогоi ч!о

$*gь(d,7 , вшолвяется РS,,.S*Ь)=g., (л)
Довl эаt опъ с тв о лош. IIусть

Qr = L,,Q / Рр,..6* @) t| .

flсво, что Qr вшryк:lо. Плсtъ t С ()7 l
Pn_ *Са)=жf,. (Б)=f*,(Е)=!*(Е)=. . . =!.n(E).

Pacorotplr lвoloclвa lвдоксов

Ir={*r, ка,. . .,к? l r I" =t7,2 , . . ,,*| rrn .

Поrош 
''Рr,, *(а), fчfl,6lT- ffi лf Glro

, V,{rrVРх,,..*(а-r)< *, Pr,,...f* (r-ft) .' l .

Пусв ,rV . Пв рвевства лrё)=r.@)+7 &-i)
сIоýсr, sro r -qff 3@, щ 8 @+ rffз (Ё -.r)<

sry *а) +Ро,..*ё,r)' щ3 сd + ! -

otспIt Е,ff зФ,r-i .

С другой grоршi !s раsоЕсЕвr Р@)=х,л{а) 
*/р @-d)

сIсýOtl чrо ff fu@) .Flrrrror* |?|W 
Jp @-il <

' Tff !р(Ф*&...g*Сr-аl . pT 2r ril, € .

Вопошваяrчто Wtr(Е).7-ё л ,шlеоI

tr зрь).r-* .

Тапш обраоr,

tr !"c')'r-€ , re 2р Bl,
Шв последнпх Rераэовс?в сIедуотi что,еслп ДеV€ r то

DГr" ,r. (аl=ry h@.
_ _Покапеrr что по краJiнеП хере одип rэ Функциовалоэ t<
fuC I) - }tскOшf,. Допустиll, что это Rе так. Тогда для лпбого

L,l



О ' r, валдется n ' 
()r такой, по Y(al)<7

полопш /Й \4, + \а , tю Z ). + До =1! .

^d>0 
("lrl) , ьr0 . 0чевидно, что,вшбрав \ доста-

gосно блltзкltш к I, моrцо добиться тоl.о, что frV , аtзначпт,

Ц,-*И= rrr*У . Но рlя любого о( шееl 
;|а ?=

ЪJфr*l-\уФу, откула Рr,,*r. (r) ,f .

это протltворечит Tory, что re # Чr,."g* 
(r).

До ка за т ел ьс т в о шорсIш2. Так как

zац, ..ri . Gi(-J , то

Рp, * rz;) sPx,,. *(z*) (r. t2,.,.,t) .

Но поскольку

iЩ4"',* r,l
Р!r, .,2. (Zr.r) = Сr, .,r* (z-,) -
, ,о стргое певвепств0 пец)зl!оЕlо1 т.0.

Рr,, ,r. (z-.) = Рlо.. g- ( z{) .

По лешше I существует функltионал JK. такоfi, что

Рл, -,? (z-) = !., (z".) =!.. rz{) (s, |. ,.,t) ;

Ясно, что наfiдетсл ýо Til(oer что ('. Кýо .

В силу опрфеления ZЦ

!!!|1,;|Kok) ,;l,ý, Qц ) ,
поэтOцу

Ж, f,+@2 =2ъ c.n ) =J.o (zJ =Рз,,..,2п (zn)

i,tr зlв(tllтr для любого r с 6(*)
Df-Г?, .8* (z) = * !*(z,t , з." ft) >.

'Ж,l*" (,) =Pf" * (z^,) ,

:Б

la



Доказате.тьство теореllы следует пз того обстоятельстtsа, чт0

ni}L
zсQ

D, r".,,r*
D
'lr,",En

(а).(r) = р4r"
rс бсъ)

Решечrе задачи I

Действиtельвоr уtlитнвая, tl1o
8* "Р (К=/,..,п.У), шчееш

Решение вада,lп I (эадаsш о !Jинициаации сублпне;lного функ-
цшонапе р на вшпуклоI коIпакте Q ) шоrет быть све-
д9но к l,'i,шеншр последоВателъностll задач о ш{нишизацttи на а
ФуtLкциошалов впде Ро, ..,r*

0пишеш предJIагаецъй Йетод.
I) Вшбшреш проliзвольttо элеIеitтl, уr, Q и Еаfiдец

фушцrона.ltш lr, Гу" (K,f,2,,..ri), а>2,
2) Пусть yre построепш элеIепtш У,#,, . '/* (a>z)

ш Функцrовалr , у. et7 (А,r,2,...,п).
Рассшотриlt Фушсциопал Гr- ,r* и, речая задаqУ

3, наЛдец элеrcнт 9л,, , доставJIя[lцЁ цпшпчу| ФунttциоRа_

лу Р&, * 
ur^ 

а . 3атеll н&ходtlll Фуrпсщrонш

!".а е Г/*. . Еслш /-=/* , то процесс окаlпlпвао!-

ся (как будот покаэано ниfо, в этош случае ta. - шскошJR эле-
rент).

В противпоll сJryчае у Еас вшделяется посJtедователъностъ

Вшясниш je* оторыо r"*#;!:; * ;#"Ь;"*ательн ости ш Фушсщлопа-
лов Рrr,,.,,о-

I) "Р?" 
fu h) < Р2,,. .{,., (а) < Рk). (6)

'к(.) 

< ж !.(r)=
(*) 

= ра) .-D- .l Jt,...,!ач

I9



l Еа ФуЕкцлOЕалс 

'*

f'= FР?W= ж7у*) =Р, g_ ? (7)

0чсвпддо, сто

fr = Рл" ,2,., (/n) (?, r,з,. .. ) .

3) Пустъ

Покапеl, что последователънотэ
тOльно,

не убшвает.ДеЁствr-

Пустъ тепарь

r = 

'"ry 
рФ),

JI е ч r а 2. Прп 71,=У,2,,,

\о =Ро?r, ,7, (у-) .

{ 
^-J

\ = Рr,,,. .,?n 9)= rft а,, .ф_, (а1=

= Ж 1y72.rd'rt Жr.ril=Р2*.,g,9л)= )..t.

2) Пусть

f* = f {/*).
Таr как ftY) s 7rуil (к,l...,п)

рсrrr8ус!ся DаDецстЕo, то

Х. Т*r,
Д о к а з а т е JI ъ с т в о. Пусть алеIент lL

отliиниryI,o наО,т.о.
f{47"

Так как /*'Q о то

pY)=f,b>7 .

С другой сторовц , .t -7rЦ2ж !х(ч) v
> ф ж g*(d=Р2,,,..!"_r(у*)=)*,

2о

(8)

реалrlу-

?



Т о о р о r а 3. Еслп пF Ёокоtорr /,

/о=t",
,о аtrоIев! lb явIяоtся percвIot задасх I.

В проtпвшош слуqаG rсвопЁ lIЕlцtrtl дOстIпaсfся Е8 прIа!ъ-
Ешх !о,ппх посIодоваrельЕосrl Lи"l .

Д о к а 8 а ! с tr ь G ! в о.'П8 (8) следуетr qrо есдх

\=f, , то fъ - xcBotllfr аtrбIoЕr. В частвосtr | 

'ьрсшrsуo! шЕIцш, еспt fu=/*,, . Дсfiстшtе!ъво. в 8тоI

СПУЧаС I0llO С'ШТа!Ь, ЧlО ' h=l* , а ПОТОlry

\^.., =Рrr...* Q,)-= rnйo f. ?.,)=
= Ж 

'-%) 
=!о,п'/л,) =/У.,) -jn"., ,

Пусть тспсръ \п .F* (п.t,2,.., ) .

Вшдшш., поaп.оо*iольЕостI !у*] сходящуDся подtоспедов8-

,.nTo.I ф ,lпусrD /ih/у.Полоппr r=Fr?),
.А=rlаvло . lta (6) сIоýеl| qто

\ *r "r' . (9)

С друюЛ сlороЕш, пспольауя (6) п (7), шшоех

ri:, =!^ on И-,) ;4" ,lr,9?-,-!r Ы*
i,#,," лr., 92) *Fr,.,r?.,Ч?' -Ы *

s Гrп-rlо U| * f Uу-, 
, !у) = \, n f 9i., -!i .

Пероходд к пр€даIу, lIесц

r',^,
Последпоо ЕераDопство Bllocтe с (9) дет

\/,f ,

о!куда I спед/от, что У - шскоцd 9лоцевт.
3 в r о ч а ш п я.-I. ШпппIуч достигаеtоя в8 кrIдоfi про -

Iепьшоt lotrвc послелоЕ8тельностп lлr| . Bcttl р доо!шга-

л

l



r;T, liИНПIil8 В8 \J в едIнствеltноfi точке, то последоватtлъ-
нсстъ, |rrп,l сх, дтся.

Z. Fъ+?4,tJ
3. i{epBeHcтBa (8) Ею! удобвую ддусторпвпD оцевку сходи-

иости.

Пуст" Х - сепараОельное Ощtахов9_прстранство,

ра),lrl, Q - вýпуклЕil коltпак! э Х . Для репенпя зада-
'чrr l в дgнноl| случае l,!опно IодФпlцрватъ предвгазшIеся раЕое
цетодl слелуDцдu образоr:

I ) Вшбереш прошзвольно ? )2 элешентов

Zr,,..Ъ (ZrrQ, ё=.!,2,..,")
п s норцирваннж Фупкцшоналов fir,Ja,,,.r9s (sэ31.

2) ПустЬ уrc постреЕш элешентШ" \, ъ,".,,r2",^
п функционsлJ 3r, 2", . ,2!s.п ( ,а. о,7, 2, . _ ) .

Ра,",шотриtl,hуЕкtцtошш P?rr...rgo_ }r uногогранник

Qr. ,_ . Решая зrдачу 2 и двоЛственЕуD еИ, Еа.ltrдсI элоI€нt-,l "1a2ln

Zta.| i циниutlзируоЧ Pxr,...,gn,* Ва {)u,-...,u".n,

ш функциоваJI /,*., С trr, ..!r._ Zаl.] , ввделяпщrfi

Ql r... 1t.g . ВшберЙ затеш !s.лч сГ z-.l
г1u Ez,,,t,| € Gg fпч . В результаrо у вас построеЕц по-

ШодиФикацtля рIваеIш( llеtqдов ддI цп Епш8цlдп
FOрш в сепарабельпш 6

СЛеДОВ8Т(;.'iЬНОсТи

т
{z,*l

д

ZrrZat,,,IZnr,,,,
Ъ,l, Zt.z r,,,rLa.r*, .,,
fr, {"r...r/^,.,.,

t ,r, t," ,, , ,r!s,,or, , ,

ер р е ш а 4. Пределънше точкtt последопйельшостш
lшя,отся решеЕцяшп задачп I.

о l{ а э а т е л ь с т в о. Поскольку *.п€Gо fл,
то

22



f* (х*) >- /n ( iс.п).

Так как fлr 6,...,!r.,*, 4- r ТО {*
лой оOолочке фуЕ(цrонаЛОВ 

'rr. 

, . ,! s,,a-l

!. rГ". r то, rак .лiдует пi (l l,

принадлеtиз вцпук-

. Поскольку

ф*l,t 
(K,t ..,рц-4

а потоlry " Ил|=t
Иэ сепарабельностИ Х !еперЬ следуетt .ЧТО ПОСrtеlОВa-

Te.,lbнocтb {r_] иIеет предельные точкш " kГ') - тополOгпп.
Вшбсреш теперъ подпоследовательностъ Hoirrt;poв tльпъ..

...r9r.. . , та.к, чтобн существоll8]Iи

Ь zr=z, h*.2=Z, Qr)-h/z./.
Переходя к прсделу в (I0), пцеец

fk) > fft)
Так пе, как и при доказателъсlsе теоречш I, доказывается спра-
ведлшвостъ обратнOго неравенства.

такиш о.jразоц ,

fk) = lril .

Для того, чтобы поt.:азаtэ, что ъ есть элеtlечт с на
ишеньшеil нормоfi на Q , достаточно проверитъ, что

f , Гz, (II)

t'Gоf . (I2)
(llапоllншш, что в силу соотношения (I/) соотношеппе (II) равно -
сильно Tou,,/r что [//l= l ч //.[ = fO) ). Действптельно,
r,сли (II) и (I2) справедJll,tвшr то ддя л е {2

|z! = fk) < f(r) < lfl1.цлl =//*/ ,

Справедtиlзость (i2) сJlг:fr}ст из полунепрсрнвности Gp .
Докакец теперь, чт0 f(z)=lzt . Полопиtl

\s,- = PB,.,.,Jr..-, (Zn),

Tal. как {^rI},, ýr'.:=r|z*[' r то

(I0)

с)



{n kn;. Рr, ,,..,!s.п_l (zn) = )о-
Таr, rав I прI док8аательсЕDс coolEolcвt (7), лство Eoвaвalb!
чlо

Juon = Prr,...,!s.,* ( Z) .

f,сво, чtо

\5.* Sfs.n .

Пархоля к продсду, пцесI

f(z)= л "r = lzl ,

06ратвос ЕеравOЕс!во доказшвас?ся ?cll r0 DассуIдOвlяшrqто l
в lcopаlc 3. Такrц обрааоI ,

{сц= lzl . (Е)

Пoralor, чtо !/l = l . ДаПсtвltсrьlоirаt Ell
{а)<ЦI//r// r то !з (I3) слелуетi qtо цl>/ . С другоl

.nobo, / = (,rпLtз:п /, , оrвул lfls hц!/т//=1
tаrп oopaBol, coolвoleBle (II) справолtrlво. Это п зазсрласt

доваэа!еIьOrво !оорOlц.

о
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