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В общих lrодолfiх р8вновесия ковкуронтвоЛ эконоцикtл llaK -
кевзш [i] ,геша [+J ,эрроушдеора [s] (сш.[r] .*р.
Э28-ЭЭЭ) BedтoplJ прои8водства и потребленшя nIeDT одltваковуD
разшерность. Эковошшческле сообраtешшя подск8зшваптr одЕ8ко,
что число про}lзводиllых тов8ров, вообце говоряr не совпадает с
числоI потребляеIшх.

При изученшш концrроптноft эконоtlики торговлD вклDчаDт в фо-
ру про!|зводства. Прш l|сследованпи соц}rал}lстической эконоriик}l
целесооСразно, вид}lllоi р8сс!aатршватъ торговуD сеть как векото-
роо связJrшщоо звоЕо шежду фероf, прохзводства ш фороfi потре6_
лOflия.

I. 0писанпе шодел},

предполошиll, что производtrтся zl?- различннх товаров п

ишеется К потребителей (К=1 ,..., К- ), потреблящuх Tz

различнж товаров. Введеш обозначения:
-z. - вшпуск 4 -го товара ( с= l ,,.., ,o)i
Zr(k).- спрос к -го потребителя на ir -й товар
гt' - потребительская цеваil-го товарs, llазнач8еч8я

lr -ш потробш!елеш.
ltycтb производственнаfl фсра ишеет некотороо цноцествоХ

t

э



возlrоtньtх проt{зводственных плаllов, т.е. векторов вида

i,iпожество Х поrrоЙ*r(,'i -uub"ir{ul*"oouou, пространству
Е-. Спрос * *" 

:::О=*/;,\f, 
ur* 

rfiuou "nn.'

Прелполохшr, что кO,fiдый потребитель ltlreeт возltоilвость
зазис;|llост}l от своего дохода, ршllочньlх цен, заltcняемостI
варов ,l т.д. спрашив8ть на рннке пекоторое rrllошесtво Z'^)
кшх векторов. Тогда векторы спliоса всех потре.jrтелеii

z=Z 
"tk)= 1zr, .Zn ),'l=F "j'*' 

(/ =l,,, nz)
k

в

то-
та_

образуDт llнoEecтBo Z=E Z(o из z -церного простран -
ства 

-Д* 
. *

ПУсть кашдошу вектору спроса z(') соотзетствует СВОй

единственнЕf, вектор потребительск14х _цен 'Е 

(*)=(79(4,.. Xn'Q );
тогда ка:{до,,у Betiтopy z(Ю U ZB!., 

_cOoTBeTcTi,yeT 
0llреде-

ленно€ чшсло ( 
"(r), 

lг В')Т Zr(*l 
"" 

"'' r т.е. на шно-

]кестве Z' 'задан iiункlti|онал / :

t(z(*))=(z'r',л(r)),
Деятельность торговой сетш описывается HeKoтopыll 0пера-

торош 7 , ставящиt| в сооtветствflе как,цошу вектору z, Х
некоторое чноЕество векторов Тl.rlс Е" . iIри этоtl пред-
полагается, что всё производенное сразу поступает в распоря-
жеflие торговоfi сети, причеш и то, что про;iзволится не,tоторой
производственпоii едивицеii для собстаенного поl,реСлеllляr про-
ходит через торговуп сеть. Так как xlJ разлi{чаеш тоtsары.по ше-

сту а врешеilи их купли_пljодааиi а такае на рыllке товарш чогут
вааимно зашеняться, т0 оператор Ба,:цоliу вектору производств8
ставшт в соответствие некоторое шпокеств0 tsекторов предло[е-
н лlя.

0бозначиlt:

У =U'Г,(-)
z€tr

iiаrдшй вектор ! =0l,... , !^) uз Y есть некоторое воэ-
ноfiное предпожение нз рнцке.

Пусть мнопество векторов потребитсJБсклх \ен 6=(аr,.., , Сп)
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образует эаuкнутнtl сшIплокс S , т.е.
62О, 

Тоr=, ,

причоц предполsгsется, что потребштеJБскше цевш пршведOны в

cooтBoTcTBl|e этшI относштольllыI. рЕночtlыll цен8ц.
Цусtь для про}rзводсlва единицы 4 -го Toвspa требуется

o.1 едипиц r'/ -го товар8, приобретаешого на рннке/а =y'r.,.,Tlz1

l --7r..., п ), т.е. зад8н8 х?? х а - ilаlрirца;

Q, Qt*z

!= drl

dtlt - d--

Тогда ltB проиэводство всех тов€tров затрsчшвается
г,
Laa Zi
i

натуралъЕшх едшниц / -tо тошра. Стоиuость шатерш8пьшшх за-
трат па проllзводство вектора z = (4,., ., Z -) определяется

величиноft (,
6,а l)=(Дq, *)=+ € a;i ао. .

Iш предполага9llr что ка]цая призводствеЁнея единица вхOд]lт
в чrсло лотребштелеfi и затратш па проиэводств0 составляDт
часть вектора спросs. Такшш образоu, все прo]lэDодсrвеЁнце
факторш считаDтся приобретаечычи на ршнке и входяt в вектор
спроса.

Пзrстъ велшчппо осG) G, ц) определяет доход k -to
потробштедя и пусть otбl 

',-О 
-k=y'r...rK, 

$х(k'= l .

Состояпше Dавновесия эконоllt|кш опрелёilяется ваборош век_
TopoB.f, с/ , Z а б , удоыIеrворяпщrхследуDщшIусло-{
вияll:

(С, у- Z Д) - #ffy.{E)y-qд) (I)

Eд=z;z=fz@ (2)

5
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fl 7t*t, = rЁ$./(zG') ,

2n'=t zB'€ ZG' i(6,zвrl<ac*r,lB, pJ i

(5)

где

yz2 (ё, Z- !)= о i (/, )

€е S. (5)
Jсловие (I) означает шаксишt|зациlо прибыли. Условше (2)

требует. чтобш эатратlJ на производство ( в шатурлънчх едrни-
t:ax) не превышsли спроса на товарч. В 1rсловши (3) вшравев тот
ýlaKT, что потре6.1тель старается нsилучlllиu образош удовлетво
p.lтb свош потребность при данншх рыночнык цепох 1{ прll огран!l -
чепноll доходе. Условие (4) требует удовлетвореншя спроса ti ра-
Bcнcтjra tlулfi) рцночншх цеп тех Toвapoвr предлохенпе которш
превшл8ет спрос.

llаш будет пуrен следукlцttй топологический роз}дьIsт' . при-
шадлеrацшf, Геf,лу [,,] (cr. I t] стр. ззI-зз2).

ЛЕIllАI. Пустъ Р- ограllllченЕое по-
лунепрершвное сверху тOчечно
l!HotecTBeHшoe отобраrенше зачк-
путого сиtlплекса S в En lудовлет-
воряDщего следуЕщlrI условияI:

а)лля каЕдого беS шпоIество
Р(g) непустое и вшпуклое;

б)Еслш р€РG) r т0 (р,о)>о
Т о гда суце ствуDl та K]l ебе,S прсР661,
чtо Р>О .

2. Суц,ествовsнl|о равповеспя

,
0бозвачлr череэ €' - (оr...'!,,,., о), i=|,.. ., 4, ортш

просtр8н ст_в_а Д -. Пусть вчiтолнен'fi ' следу]цшо услоD l|я :

IO. х - огронШчонное вшпУклое Iноtество ll3 неотРrц8 -
тельного ортапта простр8нство Е-.

?О. Т - огр8шиченвнП оператор| причеI веда О-Д< 7 ,
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то л 
^r 

(z')* (1-л)Т(Z,)сТ()z'*(7-л) 2")
39. €С В€Т (ei) дtlf, лбЬго i - |t .. , l f,.
4О. Каlдое uз 

- 
z1kl ес?ъ вшукдоб aalKнytoe цЕоIвсtво

пз неотрllцotеIъЕого орт8Етs прострsцсlво f n , содорrацое ? ,
причоf еслI одн8 хз кошовопt пбого sоtшорo 7F)6 7G)
стречштся к оэ , ,о ll sco коIповентн 9того вектор8 СtРОIЯl-
ся в бесповочшостI.

;:. 1 -шепрершВвчfi ФункцшОнаrt, прtlqоЧ всл,а 2ft),2'е7t*l
2G'+2(kro з л 17 п j7 |Gll< //2(k)| r то

/(2r-'). / р2@+ |- 1,12tni' '
бо. Для пэбого 2(*167(*l сJrцестtsует 2в) ( Z(r'

TaKof,, что ir бz{kt1 <.f GВ' , (о, z(k' l < (о, 2@ )Усе ,9.

?О. JhЯ л:бого /=/,..., п , если т- о l то Zd- ф,
ТЕOРЕlllАI.При вшполненйш условий

IО-?О сущестЕуlот DекторЕ ZrV,2
u G rудовл€творяпцше требовани-
яш (I)-(5).

ДOКА3АТЦПШТВ0 (блшзко к четоду Карлива в rодоли Эрроу

Дебре, cl. I стр. Э2В ). В сплу IО-Э9 для всех зеfi будет
,rде Т(а) . иа Iо-2ош поIунепрершвности сверху опораторs 7,

(что вытекает из ограшшченностli 7 ) слодуотr чtо лля к8цдого

7е Ушноrество Т-'(ц) непустое| огрsниченчооr вuпукJtое п

Ъаrкнlrтое. 0бозначиц'чорез Х {у,е 1 шноtество ьсвхzеТ''1у1,
которЕе lиниllизируюЕ величшну (6, z А) для ФшксировOвншх ,/п б . Коrдошу у прш фиксироваllttоч б uoшto сопоставить
чuсло (6, у - z А) , ца zе Х (у, О) 1т.о. для каlцого 6
на чноrестве Y опродоленs Фуttкция

q (у, о ) - (6, у - z Д ), z€Х (у,а),

!lспользуя полунепрсрввность сверху оператора 7 и свойства
скаляр!lого пропзведенияr,легко покаэать непрерчвностъ этоХ

функttии в8 llнolecrвe У .06озвачшr, через У/6) llноЕоство всех

уеY r которне доставляпт IаксишJrш фувкцши Ч(у16) на У .
Полоrшl:

М (6) = T:f 
ч (у, 6).

для каrдого yeY(ol опреаелич l!ножество zё*'rjl :

ZG'( /) = {zc.lc Z$', a'r(g zA) < (е, zt*l1<n(*'{o, у l|,



f сво, что пsтлое пз IBoIeclE Z'!' { у.) вепусюе ( в сr -
лу зrсловшf, 4Ои бО), вшIтуклое }, коltпак?ное.

Далео, оdоэначиш через Z(K) F) Iвоlесlво тох
которше IаксuшзiфуDт ФJrнкцIонал {( Zr' ) . В сшлу своП-
ств шHoI€cTBa ZF' (yt ш квазЙвЬгпутосrи Фувкдrовала

J ( 26)) , 
"rо 

Ьоr.ство шепусrоо, так к8к О c.2(Kl
длялМого k=|,...,K, М(о)>о п внполпошо

услов!е бО. По опроделеЁпDr для BcGx Z(R)e,Z!*) r yl
вшполпево воравенство

где ц с y (а) .(u;j-Эj":!-^,{";I! )c*l6 rЪ9Ь
в (6) "pBorrc'TBo будет точцое. ДействицельЕо, допустllu протlrв-
вое. Пусгь суцествуе, z(*) е Z_!|' Col - 

,r*о., чtо

соглосно бо существу,{u''' 
*Д 

*;: ;;L''7''пr*о., *"о

f(zB)-f (2В)).
Еслп прш этоr (а, 2@) < а(*) . (6 у) ,
диll 8 протшворечrD с опр€делецлеI Iноt€ства
оотается случаR, когдs (о, 2(*' )r<(*),(а, /)

z(k):д2@+ (/ - дl чkl,ГДе rffi.
0чевидно, О < Д < 7 . illз 5О шlееr, что

f ( zt"l ).f (2В') .

Kporo того, спрвелливо бцдrетное огрsниqенtlе

(о, j(Kl 
) =а(*' G yl,

то Iш ПDtfХо-

Zu(*), no"roay

пшl с опредолеяшOц

ш соо!веrо[вуrщш

Возьrоr воктор

(?)

(8)
ZG'(о),
уеY(оl

Соотltошопия (7) ч (8) HecoBIecT
поэтоIу для вс€х z6|e Z@@)
лIееш

(a,z6')=6G|6ay). (9)
Нушtо заrетfть, что при разлlrчншх у€ У(а) знsченIя @yl
буаут раэлшчнше (хотя зпаченпе велrrчиЕш (Су-хН 1 одно
и lо le для 8с€х уе У (о1 ш соотвотЪtвуDцшх .д ) и
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a

шнохество 
'СО 

Р) определяется для к8tдото. из них.
Прш лпбоr 

'CeS 
шноIество Z@G)r/<=/,.,.,K

непустое, вып]/клое и коlrпактное. Последвее следует шз ограви-
ченности Z(Klrc), что, D свою очередь, вшlек8ет шз усло,ll,tя
4О. Деfiствиrчпrrо, еqпи хотъ одва коllповепта BeKTop"z(*Z@G)
стрецится к бескояечностl4, то и все его коIпонентЕ стремятся к
ОО r а т8к как ае ý , т0 (о, zB)) _ф 

,

что протtlвореqит ограпиtlевностш Y ( условия Io, 2О обеспе -
чивают это ) и соотшошенпп (9).

Полошиш z(6)=ЦZ(lбв)
к

Легко видетъ, что длfl кацдого б l|HoIecTBo Z G) является
непустыч, внпуклыш ш коrlпактншш.

0пределшш

5- flz
теперь точечво-шношественное отобрапение Р :

слодупцш образоlt:

{п,iЕ" пJу-r,yey(o), 7ez G)}Р(о)=

JIегко проверштьi что это отобраrенпе удовлетворяет всеш усло-
вияш лешшш Геfiла. Из пеё следует, что существушт векторыбеýп р=r-Z€РG) такше,чтоР>О :__т.е.
Учцтшвая (S), вцд"ч{*iо=r.*rооо l, Z п б ,o"*:i:]nr",
условияц (5) - (5).

jJоэьшеш вектор аеХ G-, r)
Докаrеш, что

С >о . (II)
Действительно, по условип ?О еслu rаваЯ-впбулD воllпонепта
атого вёктор8 рsвна вулю, то лшбой потребитель вправо требо -
вать сколь угодно большое количество товsрs с атоfi нулевоfi це-
вой, пбо на его расходы это не влияет. Это противоречшт нера-
веЕству (I0) ш ограншченвости швоIоство Y .

lЛэ (9), (I0) и (LI) неrrедленно следует, что

l|з определеншя хё;r , оr".r.*r. (I2) вштека.r, lfi'
аД=_Z, (I5)

Теореша доказан8.
ЗА!.tЕчдНиВ. Функцип полезности потребштелеR шl вшOралп

специальншll образоtl в зl.tде функционала l'Gr"l- 1z{K), г<К)1.
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Если взять вообще но:iоторые функции полезпости uк (zco)
для кахдоrо потребителя, то в докаэатGлъстве Toopollm I нупttш

лищь те cBolicTBa таких функцt:й, которше обеспецивашт достште-
ntte пшш цeкclll|ylloв н8 цпоffествах Z{' ryl . Поэтоlлуrочевид-
но, спр8ведливэ следующая

ТЕOРЕМА2.Если к8tдая функция по-
l]t€3ilости Цk, А,=|r...,/< r нOпрерывно
диФФвренцируеца на cooTBeTcTByl0-
цец шно:tест-ве Z(*' r длп кашдой
из этих функциИ вЕполнены усло-
вия 5О - бО, 8 такЁе вцполнеrlн ус-
ловия to - 4Оrто венторы paBtloBe-
сия существуlOт.

5. JIинеftншй с.тучай

Если оператор Т есть лияе!iный оператор, то будеи поль-
зоваться llатричншl, представлеЕием этOго оператора:

в-
ft,,l"

Аr-

V;,;
т8кшlд образоlrr к8lдоllу 

"a*,ýруВОТСТВОВЭТЬ ВеКТОР / =zB ,
торговоil сети описшвается ll8тpx

r=(xl ,, . ., 2-) будеt соот-

уa En т.е. деятельность
lltвшш уравнениеш

3;-

Величипо zс 8 i noor.n"frf 
:*"{ou 

коIвчество . -no"l]".n.
(вtrпускаешого lla проtlзводство) предrsгsотся н8 рнпко Е к8чост-
ве /l _го товаро tr-я коlrпоЕовта век?ора преддоsеспя) , т. е.
цатрицs /з яв.ця€тся Beкoтopшll пЕдишатороI, опредодяDчшll про-
длопен!|е в з8вilсиllост}l от спроса.

Talt как для лшоого -т с. Х ltlleel z д е Т (g) r то в
линеИноttl сJIучае T(,z) t5удr'e состоятъ пз одного вектора -z4 .
Такиш образоtl, zД=zВ.
В сшлу ае условдя 5О, lrн t шееr, что

д= В.

I0

(I5)

,



Далее, еслш задаша llsтри;iа потреоштолъсвldх цов. nгalr) !
k=|r.,.r|f i ,/=-/r...,tz r !t ОВ0 ОДХВ8КОВа ДДЯ ВСОХ

ZGI1 Z В' , то Ьооо вшбрвть некоторшЁ СПОСОб УСРеДПОЕrЯ
(напршrер, тако0

-4{):#'-1,bk.|. l
г/

a

позволяtоцшй пероfiтш от llатрлtцч | q,С*lП к воктору потробш-
зелъских цев Л:(Цr..., iп ) , ша'значаешоцу Псредниш:| потре-
бптелеLt.

тогда функциD полезностш шоrно определшть в вtiде лшsеfi-
шогс фувкцl.tонала f( .(Ц))= (zФ, Z),

a

В эток случае существование р8ввовесшБ iloaвo доваз8rь, опус-
tшв нокоторше пз условрR Io- бО .

ТЕOРВЦА3.Еслш в IllпеПвоl IодеIи
вшполнепш условшя Ior r0-4orбo-?o, то
вOкторш равновоGlя cylocrEyDT ,
пршчех

@raa-Z)=ol (16)
т.о. це8ш пзбшtочЕuI проr8водст
BcHtlux ФаrтороЕ обраца.D!оЕ в irуль.

Деfiствштельпо, условtlо 2О обеспечено JtxBorBocTbD оперs -
Tops Г . Условuо rе 5О, используоIоо лиш в tol €дlнственноI
Iесте, где пок8зýваеtся вшполвечие бцдrетного р8вяоЕосшя (9),
здесъ является t злllшвшllr ,ак вак 0сли повторшть 8лось 1е Io
вшЕладкш, что п прtl док8зательстве (9), с заlепоf,

Jёj<.Чп@ра лпwfiпшf, фркционал Sбz(А)1 -1z!), а),
то бпдrеtшое равенство дов8ашваоsся бов условrя 5'.

Ровешство (16) внтекает иэ (I2), (I3), (I5).

4. 0 едппФвонtlостд векторов равновесшя



ется следуьцuil розультат ГеrИа (сш. LZ-j стр. 560-]62).
JlЕlliiА2.Для данноИ шsтрпцы по

требштельскшх цеЕ ш данншх дохо-
дов потребителей существует
едивственншll вектор равновесных
ршночных цев а

Тах как F = Z , то достаточпо ycтaнoвt{Tb едшшствена
ность одного из этих векторов. Если вшполнено_условие 5О, то
единствепность равповесного BeKTops спроса Z очевидна.
Действительно, пусть суцествует два таких вектора Z u Z
'I'огдаr очевидно, хотя бш для одного k=y', ..., К будет

2в) f 2в) ,

причёш /ё)(-)=fёВ)
llолобрав соответствурщl.rи o5paaoll число Д , О< Д< 1 r как lt

пр}, доl(азательстве бюдrетног.о равенства (9), шы приход!lм к то-
}ly, что вектор Z(k' - ,X2(k)+(,t - А1 i{Kt принsдлешит
брджетношу llнoвecтBy и

f (2c*l . /(r'*') ,
что противоречит скысrу 2Bl . Поэто,l:у;;lля всех k=l,... rK
векторь1 2(k) еi,,uнсtвеннь!, а слс,lо}Jательllа, едi{нствеп вектор

2=/ 2G).
k

Дя едшнственllостlt Е достаточно, чтобч по.;нь:й про-
оораз Т-'(r) вектора ? бшл строго tsшпуiiлы!! или ]i(er

если прооOраэ иrrеет грань и.Iи ребро, чтобы tlикакая грsнь плl|

ребро ве лепали на гUп€рплосвостд, параJUIольноЁ гиперплоскос-
ти (z, Д G)= Coatt

Полученвое шпоrество сфоршулировать в виде следующеfi тео-
решы.

ТЕOРВМА4. Пусть существуют векто-

и граница шноЕес.тва T-'(g)cocTo-
лишь из экстрешальtlшх

lz

ры
lJ8
и

Пу
5о
ит

р а в н о в е с и я а , 3, Z п G , з 8 д а _в.ытрица по треб ител ь cKt|x це н l]Г/(r)n
доходы ка,tдог0 потребителя.
cTbi Дслее выполнено Условие

точек



члu в случ8еr когда T-l (r) естъ
llногогр8вllшкi Hlt для каких двух
рsзллlчЕшх экстрешапъвшх точек -тl
lдZ'|, леsащllх на одной гранпТ-671
ве вшполнено сооlношенше,

(z',Аё)=(z", Аd).
Тогд8 векторц равновесшя * о/r2
пВ едшцствоцнч.

Автор блвгодарп, сЕоего руководителя Г. П. Акшлов8 з8
внtпавпе ! пошоцD в работе, 8 такfе А.м. Рубшвовs за ценнше
соЕоtш.
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