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0ддI кOЕпньЙ ilЕIOд ЕАхOfrшII,!я нАIIрАвJIши
нАискOIЕЙшг0 сIшсjц в irиЕшlАIФпшх здцIи.х

БЕ} olрАн}lчпflЙ.

Д.В. Васпльев, Б.Ф. [hтчелл

tIппе будlт IсдольэсватьJя след|Dщlе оOозвачевля:

Еп -rъ -ilервое евклпдово пространство;

I l ,61 - ilЕоrество ц9лых чпсел от l до t'll ;

а'ь - скалярное uройзtsеден,,е векторов с" 6 ;

llP'l " /Fт- i

fi=

|{=

Is=
L(S

€Н
Q1,02,...,@-}

L lo1< S} , .." S

) , di€ Eo_r ,LеЕ,t:lпJ.mзв;

, о, =({ :d.r) , Le Е4 : rn] ;

не хустое;

, Г ti-- { }
L€Is

{

{

) ={PlP=ftioi
i" r,

со
с'о

(S2={ Р l Р. L (S), ty>.o, L. r. }
(S)={ Р l Р. со(5), bi>o, Le I.}
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Будеш пшсать:

Р1 L(S), ".* Ре L (S), 
" дл,! всех PaL($

выццпмется Р 'Р'= Р'Р iPI co(S) , "*" Р. co(S), 
" Р l L(S),

Рl сЪ(S) , ."- Рс сЪ(S), " Р I co(S).

i. iiocTaHoBкa эадачч

;Iри числевном решенип минRмаксЕнх задsч часто пспOrIьзуется
направлеrтIе напскореfiшего спуска п блпзкпе к Rему ЕаправлевЕя

I t ] , ;rо опредеJенRя этих направ.пенпй необходпirо уметь яахо-
.ilитъ точi{Е не|(оторых вцIryклых оболочек, блпмIiдле к вачаJý,
коордднат. З настояцеft работе предJIаrается ковечннfi метод ре-
шения Еостазденной за.1аrш, ;соторнй в рIiде сщЕаев оказнвается
Солее эtjeKTf,BHHju, чем рассмотреннне в [е,Э] lrетошu.

Залачg t. iIайтп вектор.Р*a Е"_., такой что

llP*ll -zmiry._..ll Pll' 
Рссо(Н)

ъда"lа ]. iiaJiTл о.*rЬр Р'е Е ru , тапоiа что

ll P'll= rтьчrъ ilPll
Рс со(Н)

.jаiача :j. ila,:Tn о"*тЬр Z'С Еw , такоfi чТО

ll Z*|l -- упLь ll z ll ,
при огранFlенпях Z'at>, l , Ье [l:h0].

;усть за,,iача 'a решена о Р'F Е б есть её ре;шенше.

0чеви,rно, Р
;,:,aнe.t, чт0

*
иrаеет впд (l;P), 

",," Р* " En-, .

естъ 0е:цени€ 3аJl3чИ д.

есть решение,,rо_lu.rи ., :.. Р"Р'<Р'Р
) n.,o (l;P),(l;P,). (l;p),(l;p)

р a'

Ta,t са, Р' ,

, Р€со(Н

i;с



для Р€ со ( П).
оrcqцЕ. след/Gr, 

"rо Р"F*ý Р,Р, Р € СО ( П}.
еачп,Р'оп" р€шевпе залдчп r.

Епrо будвт по&а8аЕо, что Dщ задяw 2, ш фаптпч€свп ре -
шЕч u задачу З. В опry укаэаЕпого, воцшr в даввеfuеш будеш
lшlо!ъ доло ,ольво о эа.цачgl 2.

2. Всвоrшаrа!ьЕtе леrщ l !вореш.

IЕ}РВrДr. ЕсЕrорв CLi,Le [х, лiв е йво-
Евз€вlсIIв в тох tr,ольRо тOи слу-
чае, еодп

abf L(П\ai) , L.I*
дOкшшвпъсв0. ЕшБ[OлпюGБ.

щстъ i[цо= Eti0b_Д_ti- l, гле S = t Н \О,.. }.ч€Iз t,€Iз
Gпqдвате.ь"о, ф.ýt. Cii , то есть ввктор Oi,Ler,
лrвеflяьзаЕlсщ- ц€Iб

дOgIfrкFlюсБ-

Wо:ъ О-Еticu " Lo€ I,, t't.
Le rн

&в щ Еgпш воевщ Frопп Q,, L е

,о . Eti-O. ьцrа ti. =-Е'fr.i€IH gels
Тшдд @f Е ti Oi l. fti- |, "д" tL =

,е ls ч€Ig

а зваtц!,t ЕL- Е trd, , Е_ ti =- iеrs Lеrз

!.э. dьо L(П\Е,..).

*.о .

rH раввч l ,

1

+'.чL
'{,

,

бI

lЪореша лопазав!!.



IIЦДIА I. П у с т ь Р, Р? E,n, РlР> Р"Р' ,

nP#P' . то"д, Р,Р >Р"Р'
";Е,J,чtд 2. п у с т " P.L(S), P'I L ( S), Pl Р',

" P"=LP'+(r-a)P , &€ (o,t].
тогда Р'Р>Ро'Р"

дFhrд з. пу с т " ScH, (Lс.€ Н\ S, S'={S,q'L.},

Р = f,tiOi , PI L(S), Р'. Etio, , Р1 L(S'),
Lers L€rs,,

тогд" t'i.>O
ДОtЦ3АТЕ[ЬСtВ0. Ясво,, 

"rо 
Р 7А Р' , так как в протпвЕйl

случае оудет Р 'Р = Р'CLL., что протпворечхт (I) .

так как P'I L(S'), 
" 
Р € L(S') , то

Р.Р rР'.Р' Q)
Wсть t'r." 6 .Ъо**, (I) в то, что PrL(S) ,

шоIво lIовазать, чtQ Р ,Р'r-Р,Р .

Тогдд в сr.щ/ лещЕ tr Фдет Р'Р'Р"Р', 
""о 

пвотlворечпт (2).

СЛqДОВаtеrьво, t;o> О . Jleцlrа домзаЕtl.

ЛШlА4. Пуоть вцдолвеЕЕ условlя
!ошIц з, РесЪ(S), l
P"=otoPiC'-a")P , где

J-o

еслиР'есо(S'),

ослt Р'фСО(S').ruLfu
lt'i. о }ti

tь_ti-tL
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Тогда
Ро.Р".Р.Р,
р" € co(S') .

домзlтвlьство. оqевпдFо, Jo) о, эЕачtт, Р"+ Р
п (З) по лемме 2 будет ввпопвепо.

Еслп РЁ CO(S), то (4) yle ввполЕеЕо.

ц,"r" Р'Ё СО( S') . lfueetl

Р"=.4оР'* ({-*,1Р = |Йаi , где

й= lotl * (l- ао) tu , :i'i. ,
ti. = J. t'L. .

Д""'?ci;,-"o,'r"oruro ti > О, , осевпдЕо,6удет

Ь лемlш 3 следуот, ,rо t';о> 9 , а эЕаtптrti.' О .

м Le Iз, , тапI)( 
"rо 

ti < О , будет

(3)

(4)

t } о

tt:ti(l-d
+. - r'.так BEIK *. ff

Такпrr образ ы, toy>, О ди BceI L. r", , следоваrельк),

Р" с сО(S') . Лешlц дока:rа.iа.

;IE}щA 5. IIу с t ъ 5С Н ,P"c"o(S),P'IL(S) ,

Р'ё Со (ý ) , Р"=.(. рЦ -.L")р , г д е

&о = tni.w -t' ,,wo 
ti[il:b} ti - ti

тогд. Р".Р".Р.Р , i P"eco(S).
ДOШЗАjГШЬСШO лщ 5 почтп aваJloгltlвo допазаlеБс!ву

.пщ 4.
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3ДШВIАКВ. osоtлво,оупFоtryФ S"c S , S"+ S ,

lsoc чrо Р'С €О (S")
лФll 6. liyc!"P*€Eru, п

P*,cL." Р"Р' , ve Еl:hо]. (5)

тогда дл"Рссо(Н) ,Р*Р* бу*ет

ЗДшsДШd. hлr ва!дэв B€Btop Р' , Р*' СО (Н) 
,

r вчвоtrЕаЕl ЕqЕвgtо!ва (5) , зо Р' .""" рGщаЕпG зад8чl Z.

IЗШЕtl 2. ItуогБ в.".1ор Р' соrь ро-
BeEtg з_ада.чп 2, tогда BeBroI) Z*,

-з Di/'-- гiТr oorb рsцбЕlс 9адачf з,

ДОirrШТВРСЦ). Всrъ 
"1*ор 

Р* ,

Р*=.ч=Ч 
', 

Фь , Е.0. = l , tL )
есЕ IlemBEr. зsддtп a. *Ь", Ш P'll

Ч L сЕ{зltt] tol
) l , !оцдд

tllx

Р'. oi > Р*- Р' , '. etl:tlol,
Letl:lto].р*

iгF,r 'Qь >? l

АзЕасп, o,L.Z*>'l , L€[l:yrt].
Фолъ всвзор Z тепоf,, сто Фt.Z 2 1, L € Е {,. ttoJ.

IIов8I,чrо ll Z, ll >llz* ll. даоtэ"rаоrо.
ll z ll" = ll z -z* п" " 2 (Z - Z*).Е* *ll Z*ll'>

Ьполвзуя (6)rrш цGаа{u!ъ, цо (Z - Z* ) . Е')- О.
(rвула ол.N'еt! что llzП> llZ-ll'. Teopera д(жазаЕа.

ф



лшш.{.,l 7. iJ с л л дпвеii-
но_незавпсllrн, то квадраtlчн8я

форша ( 
,Fr.r, 

о, ), (EJ, "
цOлох8тельЕо определеяа.

с,IЕдсtвив i. лля iOa l р!цв t (О1' О;))
сущеотвует оOраrЕая.

;лFiтзиЕ :. Е с л т ti, La rsrу д о в л е т в о р я D т

в е к т с р Е ФL, Le Is,

a

спстеме у р а в в е н r l:
oi.Ф1=l , i.гier

,о ЕieI

t
st.i., о

r.,
g

З. sетод реIпеЕilя задасп 2

За дачальвое прпблuвеппе црrвщаш Еепrор

to,
L_ 1r* Ф; - прпб.пrвенпе,пмJt -

L< I*
чевво€цl К -шшаге.

Сппщеш н€цоtдевпе (К* t) -го ЕрrблчЕеЕsя.

щlсть S* = { "rl 
'. fH , Nt*, о }

u Р, =rý.]l" о., , Р* l_ L ( S").

Еслr е 
'Ё 

CO(Sx), to поrrrлпl! Q**Га"R*(t-d.*) Q*,

Qo*E
icI

Щстъ вектор Qк =
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ГДе oLK = lrfЪчrъ

t Llti". о}
i]олелщеэ QK*t€ со

ll Q*-, ll .

%t*
Xi* - ti*
(S*) ,"
ll Q"ll .

(?)

(8)

a

Fiслп р* е CO(S") д Jiля fiего ввtrоJIЕяDтся HetlаBeHcTBa

то вектор Q*.iР", 0 сдJIу замечавпя к лемме 6, есть решенве

задачи 2, еслп Ее сущесвуют LerH\ r5,., ,, которцх (9)

не вýполпяотсяl тп поступаеш следушш!д образом. Ьедем мво -

}*=

lec'Bo Sitý,qо}, 
"д" 

Lо -.побоЁ п" Llr"\ rtп : для

которнх (g) яе внЕоляяDтоя, наfiлеш 
""*rор 

Pi' , P;rl(ý'}
Р,:= Е t|i* ау , и поJlоБпм QK*l = P"Pi*( -,Р*) Рл ,

icls,* t

+.
ууvьW #,

{ilti*. о} ti* - TL*

Q**' € со ( 5:), 
"

Pie со(ф,

Р"d co(S").,*,

гдG

t ,

IIо ле!ддс 4

ll Q**, Il . ll Р- ll < ll Q,.ll . (II)

Тапш. йразоr, (K*t)-o. прпбlпrенпе посtроеЕо. Дядловsчно

вродоrIаrI цроцесс, посrрохц цос..rедоваrеJБ"о"r" { Q J вектороЕ,

строЕо убшащrr IIо ЕоIше ( ф. (8) , ( ID ).
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ТЁОРЦrА З. iI о с л е д о в а т е л ь Е о с т ъ { 0*}
коЕеqнаrи последнrй e;j чJr€Е естБ
решеЕЕе задачп 2

ДСКА3АТЫЬ.ffВО. Расоrотрхll все мнOf,ества

S., S" r "', SM $2)
такпе, что Ра l. c'o(Se), t, е [ t: N] ,

"llRll >llPjll дл" L,j€Et:N], L.j
0чевддно, N < 2*_ l, и РN- есть решеЕпе задачп 2.

Iý<;Tb ва К r - м IщЕе в першii раз цоЕ€йп ва одЕо Ез ltнo -
Ееств (I2) , доryсм!, S; . Так как чшсло векторов бL,равно

rw , то Kýl?1-{ (Фr. замечание к лемме 5).

Ila К2 - м шаrЪ(К.<К.+lО-l)свова поIидем Еа мнохество пз

(12) , допуотlм S; . Тогда, как следrет пз (8),(II),
llQ*"llril qШ, о llftl|, ll Q",|l при к> к.

Отспда llP" ll ;.ll Pj ll , ,о ..r" L . i
Таким офазоt, ве боllее чоr через(ltt-)N *гов буд9т найдевв

Sц " Рр . Теорема доказана.

Щсть BeKToDH Oi, ie rg l лпвеiiво-веэавпспмы , 5 е Н
IIокааеш, *r* .rno"rJ вектор Р ,PIL(S).
Решаеtся cпcteila ливеfiшх уравнеяяfi

E{roi.Oj=l, le I9. (Iз)
L€ls

В си;ry следсmпЁ лешrrц.7 решеmе спстемш (I3) сущестЕует, и

еспп t'L , 
'a 

Is, есть её решеппе, ,о . ЕLer
tb, о

S

тогда Р= Е t... О, ,
L€Iз

0бозвачша Е
iS r.

гле ti= }

t t через t
, есть пскомый вектор. Покаяем это.

6?



1. Алто.ll-вроцед/ра, реадэущвя опдсаншf, €шгорптш решев!я
задачg I

Iтоедпопагается, что векlорЕ GLi"(l;d1), L е I,1,
лпвеilЕо-шезавпспflrн.

aarclt обозвачопl параrетров адrол-процедуtн:
llt - чпс.trо вевторов в Н ; h, - разшерЕость эТпI вевтоРФ;

Q[l'.m,t:tUJ - rатрlпtа, сrроЕам, потороf, являrrтся векторч оцп
L е I* i ltЪZ(lzt\] - пскоuнf, вектор; ъ _ его длпЕца;

9 - (oJIrFIeclBo пшlоrптельвнlс коэФщеЕtоэ в црчстаs -
левсЕ пскоiaого BeKTotlа через BsKtoI}H Фi , L е I б ;

ntttt зnt,] - коэфрвцдевтЕ представлепrя; plo5z(tl.{, Ш,аа)-
стаЕдартная Ерогра[IЕl дtя р€шенпя спсrеuш лrве!явх урввевrfi
с рсцпренноi матрrцеД аОLt'U,'l.Wt). Зектор решGязя пц,цt/tи -
ется на месте столбца свободпrх члеЕов восле оdращевпя к

pI052.

ilроце.ryрой в тош вЕде, в когор(ш оЕа прхвqдrtqя ErIe,
xolвo ЕользоватьGя топъко на ЭЗlД с lраЕqrffорш ?СЕяал'.

ЗАIRIАНИЕ. thвпшlJшв в (Е ) я (II ) uоtтl достЕгаfься Еа
вескоJIькпх tп,це;{сах, в процедrре Ie вIпlаеrся, tlto ооцlъетст-
вупцпе мин!щ7,uы JiDстигаЕгся т(цько па одЕш lц,е8се, так к9к
ДOСТIБеНИе ПХ На ВеСЬ:ОЛЬКШд ИlЦ€КС8I pSДЕО ВСrl}еlВВrСЯ.

Благодарпr Г. С. Ца$tвва за обоуlдвпс l зл€чввпя.
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эЕGlN

Ll:

РROсЕпURЕ 00t{il(}rlNrlr}lPrlriT,Uri t ; vALUE

кl:зll i !!3Btto!

К;зl STEP l ut{T!L

lstKl тнЕN

::::: .l:зк1+1 ;

FОа J::l STEe l

llr]t!.A ;'

MPT]l:M! ;

Do

INтЁGЕR м,{.,U

teGtN 1NтЕбЕR

BOOLEAN З ;

; REAL Н; лПRду дr.мР.rJiТ

l.J.( l RЕдL srT ; дRRдv,"__:
BOOL€lil liRДУ lStt:Ml ;

U;BM i

F;lR tiзl STE9 l U}rTtL М uo

BEýIN MTt l l:зl lM i 
' 
Sl t l:зтRUЕ

ЕN0 ;

вЕэaN lNrесЕп,tl,Kl i lRкАч lдtliUо1.1;U+l! i

11;з0 i

гOR l:з1 STtP t UrrTtL 
',t 

D0

lF lSttt

а€Glil

Е0l

l:

тнЕц

ll D0

S::0 ;

у:]:!',
S;зS+дlt1;1rАlкlJt ;

АllК1 l I t l ::лд( l llKl t :зS.t

::з
fOR l:_-1 STgP l Ur.тtц U Do, Alt lrrJoll:sl ;

910r2(U+llUlдll 
;

ENc

S ! з0 i
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г 0F l

К: =0

F 0R l

::

;=1

;R

tSt

sTEP t UNTlL

!:SeRT(l/S-lr

STEP 1 uNTlL

l, l::1

S::S+AД(llUott ;U

,tt

00

D0

BtGlN K::K.t ; HPT(lt::дA({rU+tilS

::: :!:: нртtlt:з0

i_пЗ ,

3з:IlUЁ ; l:зl

FOR l:зl.SтЕР l

lг tS(lt

:::]: tF

BEG lN

IF

9::

::: ;

!г э'тнЕц 60 Т0

lStJl::FдLSE i

FOR l:;l STEP t

1l ,r,,) ]:::
r0 тэ Ll ;

J : зм ;

rOR t:;l SlEp t

BEGlN

lJttlTlL ,rl э0

тнЕ!{

}tpTt l )<0

8:;FALsE

S<T THEN

3EGl\ Т:зS ; J:зl

:::

тч:N

; s: зл,tтt t lu tлTI l l-}tPTt t t ).

L2 ;

U : зu_ 1 ;

UlчтlL м )0
t{Tt l l :зТr(tlРТ ] t l_цTt t t l.r{T(t t ;

UHTlL й с0

L2:

}tТ]tr:зr,{РТ]l.t ;

fTt l1:0 lHEN

р

lF

?0

I

-,ýa



a

liЕ

ЭЕGlN J::U_l i tSIt1;:ГдLSE

::9

зl sTtP l UNTlL ц D0

;=;-,
:;1 S

г сс J

iЕбlN S

FOR l

ll
fiP(J)

tStI1

:зS

тЕР 1 UltTlL ,.1 00

ТНЕ\ s;зSомItl!rд(l,Jt ;

r:::
l5tlt::TRUt ; J:зU+l ;

тс L1

Eli) ;

S::O

FоR J l:l

l: эl

slEp l UNTlL N U0 S:зsoMPtJtruPtJ! ;

ЕOR STIP l U}.|Tl!- ,.t 00

lF\0llSttI тFЕN

:1е1:
F 01 sTEP l UltTlL l. 00

T;:ToMPtJlrдtllJt i

IF

т:з0

J::l

S>T

з::l:
G0

ЕND

Е t{J

ý Iз
STcP

ЕN0
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