
1973 г. 0птпIшзАц llя Вкпчоr I0(2?)

rд 5D.8

В рабоrе опrсцвiеtоя Еовая методЕ8а llо[учеЕlя веоdхоIвlш
п IрOта?OчЕшх условпй шпgIмеЕса.

f ПУСть JZ -вцIrIвлое MHorecTBo вевоtороfо ппвеfiвово
ЕордрованЕого щlос!равства, а Ю _ rGrрпчесвЕп aolдаB?.
9адава Фушцпя {(ХrУ),Еепрерцввая по Хе9 равЕоlЁI,Ео
отвоси!еrьво Je9 , ЕепрерЕв8ая по УеЮ пF лDбоц

ФuвсированЕоl, Хе9 l вцпrвIая ю' Х 
"а 

О пF lшIрч
Jе 9 . Раоше!рп.эаеrся !Епrrаsовlя sаIача

у) r_+ r"ъь
/r€JL

(Drп/сl.?-
tеg тп,

Ер[чеш очlтае!ся, qrо рсшевхе oTof, эаtrачr сrцсоrЕrе?. Прп
одедаппцх пведmлоrсrrrц спDаэеддше

ffiOРtsшдI. Для,ого чтобш эtс,rrс!?
Х*a96вд репеЕtсц эеtечI (I),rco6-
ходпUо l IосrаrочЕо,чтобц lцtrоtr_
нttооь равеFсrЕо

85



г д е Вft)={лсю|?ft; у)= ж flх: 4}
дФсд3АтtJlьсТВо. tIЕOЕходимостъ . Пусть хъ л - pel-

шен;{е задачи (l) и ,( _ призвольнцf; элешен, шз JL . tогда
при лпбшх le(q l) ч tC Ю в сlду вшпукдоотч rЦ У)
по Х оудет

g (х\/ft -х) у) * r(xi l-/[vц 9 -?/xi 9] . Q)

Bвепем 0оозкаченrя

у(Х)= уff 9(цу),

ft,(х) = {"ч,яr|r0)-та-0 = е} .

Шз (э) слеIyет, что прп лDбо!,r ФпксшроваЕвоr. €>О

m,а/L T(.X",l(X-x*), у) =
J€пЕ(х)

= iril-, ;iftr[r{х,9 
-gС j D]

Прп шццх /-> о ' вцполняется ЕеравеЕство

mа/х.l gft - 
* 
"l(x -х 2 i-g(X: y)l, 3,

уе9

" [g-(x,y)-{(x: J)] =о, (а)

поэ?о}ry

tБ



,у 0 +l(x - х 
*2 

--, у 
(lr -) *, . ffi _1 Sr(х, у) -F(,r ; уЛ .

ПоскоБку Х*_ ,оr*" lrшниlrуме уа) "" JLоледЕеа0 веравенства.следJrет, чт0
i

tL.а*. [Г(ь y)-g(x: 9J ,-о.
уеRr(Х)-

R (l'. z (х -х *)) с Е. (х -) .

Теперь имеем

0тOода

m,а/L
rcп(х)

Так rл( вое
Iова!ельЕос?r

[g(ц l)-{(x,, 9]--0, vx eSZ . (5)

, !О Е9 ПО-

(+)

ДействштельЕ0, возьмем последоваrелDвость полФвптельпшI чш_

сел {Cn} , отремщуDся в ЕудD. В сплу (4) ваfiдутся

Уr'Rru(X*) 
"лоr, "rо

g'(ц уr)-r(х*, уr) ,0.

J,r _ оргваллеIа! Еоl|пшrу 9 , lо п& после_

t У, J rroleг dшлъ ЕшделеЕа схорtщаяся цодФ_
о4едqзатепьносlъ . Будем BlEtarb, чт0 воя поGпедова8елDЕOсrъ

{YrJ сходl!ся Е алеr.еЕту У*е9 . Тогда очевЕдпо, что

уr€R0)"

ы



F(х, у) -g(x- J*)= о

Ter, боrееi

ffirl[t(x,y)-T(x:9J>o,
Неравсвоtво (5) докаэаво. Ост8дось заrrетI!ь, что (5) эввIвф
девтво (2).

ДOgIАТOЧНOСlЪ. Пусть вцlюrнено (2) пди, т о то fie сд{ое,
(5). пошольку Г(Х*r 11 щtш всех УС В(Х') ревЕо
то (S) uоrно певепЕса!D в другоr. впде

у аr,

lЙLalz
у€ п(х,)

Учптшвая, что

Vr€9

flц| =r0), v.de tL .

rft) -- ýIffi,l{ц "), поtrуtlаем y(x),y(,r),
. е эrо l озЕачае?, что Х* _ точt(в lдвшмуrrа

Фупцш У 
(Х) ,^ 9 . Теорема дова9аЕа.

зАlrВчАпlш.. Прп I0ваэалельс!в_!9 лрOтаlOчвостЕ ве цспоf,ьзоваF,
ласD нш вцIrувtооть швоrеова J2 , пrr эцщlклооlъ ФушцшЕ

Га, !) оо lf .

* Расоrотрш зеIачу Еашлучпего прIбшrенЕя вепрершввоi

Фушцuп обоФеЕЕшшl пOrпвошаrrп :

rtrl{(п)-Ё",ч,(u)l,-----> ;ж l (6)

ITe 9 - .аrрrrесrшй rошпоr, A=(q,...rdo)l tl' ЕО -
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зatlкEyтoe вшпуЕ[ое rпoleolEoo оушцхЕ /0) Ur(У)r..., еЦ( а)
ЕопFерцввш вd 9 . По8аlеч, чtо [з теовеrш :[ опецет п9веOг-
шrfi вргtерrf,, д.П. f,одr.оюрова IJ!я юtrfЕоче ЕаIлучЕего щ)Iбtrl-

"'Чi.*"пп?сiьпо зачетuш, что .ala,ra (о) пrает решеш€.Евс_
деr обоэвачевпя

{(H,l) =Ёо, u;(У),

а (а, l) = /(l) -Ф(а, l),

ГQlD = |л(п, u)l .

БOРщА А.ILкоtllOгOРOвr. Д д я, о г о q l о б ц

веЕтор Д*е9 бцл всlеЕrGч 8едsчI
(о), веобIоlпllо l Iоо!е!очЕо, чlо-
бц

."l mа2z [Пh-, у)-Ф(qуЛ-
пе'а уеп.(п*)l

-l?o Д(л:9}=о. (?)

ДOЕАЗАlЕПЬСtВО. ПосводьЕу Iдя ФувЕцrЕ flП,l) Dпю[Ея-
DrGя вое ,оf,овпя , фоfýш,рЕавЕве в вд,lаlе EyEIr& I. to в
опду !еореl.ц I lоOrаrочgо уоrаЕоЕшъ эЕвхваtсЕ!Еосrь 0ооrЕо-
rепft (7) r

м
[га,у)-t(l| l)]=o.'"'a/zуеп(я')

Повцеч DЕачаlс . tro lз (?) orclye! (Е).
!дя шбц ДelZ l Уе9 trЁGш

(s)
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tп,9 -r(,q j ц =lд (l, 91-Iл(лj Dl --

,(а(л,у) -д hi yl) ,фп д (л*, у) =

= (р(о: l) -р(п,а),фп л(л; l) .

0тсода r из (7) следует (8).
Докаrем оораткое. Преrле вGегоrэаrетпм' что еGЕп lalrl€l ,
т0

|а*4|= lol* €,фrrа . (9)

Прш эсех УеПh-) велхчЕЕа Il(lilt)| пЁе,г одfiо ш то
f,e эпatlеЕпе. во!овое мц обозЕачпм череs р . Есдl r =О t

то равенство (Z), очевпIJtо, вцпо8Еяе!ся."Поrтоlд, будеi очш _

та?ь, что ,рrО . 3афпiспруем А. Q и вшберем

Дс(Оrl,) так, чfобч

J . mаzr lе(l -п*,9l =F
у€R(А,)

тогда в сплу (9) tФ! всех УеП(Н") будет

l дh- tl(A -д-) y),l = iд h: о) "lP(l*-A, -v11 =

=!l(лj 9lnJ,P(A"-A, у) *;2п д (дi 9.
фспда слешеr, что

ry"r_, [г(l' *l (А - н-) l) - ?(l,, уЦ =
уеR(п')'
- / , щr , {tеаrt, у)-р(л,rl,ry А(д;9}

JсR(п*) ("

9Lr



Учх?швая (U) r то, что 1>О , rюлучаем

ffil{ГrП; 9 -?а, уl,Ф. aPi 9J, о , vA с JL l
чlо р8эноспль.во (?). ,leopeмa довазаЕа.

з9 Рассмотрпм эадачу вробно-рациональвой'аппровсЕмацrп :

u, (t)
mаlz V(n)-

(ю)

дв,q (у)
-+mtп

х€Q 2

где Ф _ метрпческий вфrпавт, X=(or,...rQor{r,,,€-).
Фукtцпп {0, "/l),.. .ru*/У),?trР), .,'d^(Y) r.i1,.p"""" аа 9
EcJiш ввести 00оэначеншя

l =(ur,,..,oo), В=(€r,,,..r€л), '

р(l,у) =Ёо,о;(у), аВ D = S а 40),

н (х,у) = ffi , Eft,l) = {/l)-H {х, )),,

то (i0) моЕно переписа!ь в сдедуощем эшде :

rylд.а I Е (Х, У)| _.- -* r*L;. t rT)
J€юl't ' icL

3десьj 
= { 

х, г "*-lQ /B,-v), о, члсю} п J)-,,
гtrе jna Е 

п+llL 
- вgqувлсе UЕOЕ€G?Воа [оrгустпм , что зЕ-

дача (11) Е}rеет рсшaвпа. В аrом случае для аrемента Е!lшлуч_

J€9

9I

rL
.Z а,i,=l ъ

--t- -



псю прчOп8еЕrя nr.ea! шсс!о Евlrс!цп, 8ЕаrогrчЕшЁ lрпrсршп
А.Н. шолr,Oгороis.

тЕ(РЦllД2. Дsя ,ого чrооц.DсIrор
Х*е9 бшл pe!clxar. 9аLачп(tr), Есоd-

IoLEllo l Ioc!!?orl!o, чrоOц Dшпоtr-
ЕяIоOь parcEGr!0

Н wr{И П; rl - нft lJ, ц. Ба ; n)J = о . ( rz)

:JАiЕЧдНшЕ.lIос]оtDIу ФуЕrцrя 1ВlЦlЛ ве являётся
внЕувлоl по Х ,?о fэореIоП t ЙпоорIсrDеЕпо воспоrьэо-
Dаrься Ес!ьэя. йпаrо f,дся лрIаgаrсльсtва теорешш r оказшЕа:.

ется пtrоtrоrвоввоf, , в IаЕвOП сlrуацlr.

дошд3дl,ЕБсtв0. ЕЕБход{tloсть. пусlь )("ej -!Ецевхс
зsдачl (I1) l / -лобоП Deвrop rs ll . Тогр пш чалЕх

oL>O

X**l(x-x')19
E

t(х+l(l-х*), у) = Е (r: у) -

* р(д*,у) _ р(ап */t-.c| *. у)
q (в*, у) Q ав + (l -l)в", )l )

r *

* l)QP*+l(B-B)= E(lr'y)*l.
а

yz

l)
(13)

}



эеrшqпна l 8 (rri Ytl прп всех У е П(Х*) шмс€т слl-
вакоаое зкаче,{ие, коlорое цц оOозвачиu через J,k . !:слх

r=O ,тэ (I2), очевп!поl внполвяется. Прть J , >О . 3а..

фпкспруем €е(Оrу) . tог!.а в сплу (lЗ) п (9) ;.tвдетсс

т€!кое 3rО l чtо дJIr] ae(qS) равпомерно по J/тR"(X)
0удет

lб (хr*l(х -х9,, уЛ -, l Е (х: Yl "
- " цi1,;/уt,r,/,-!4DпВ r' . ф s (,r | у) .

tап te, каr прх локаэате,БстЕе Teoperш r, о!(юда получаем
прI lrалнх J->O

рh у)m,а/t
{

,r у, х
уепеа') а *r/(в у

хлую b'Ori r4ro.
8 послешlе}, неравенегве замениr,

а [В, У) , уч}tтыв8я,
не 9 . Попуччм

Q b**l/B -B-l n) ца

чf0 обе эти ,!уlпцхх пOIоштеJькц

па/t
J€Е€(х' {tНП, l) -H(lr, |] r

"чоt(хi v)J12, v)(€о .

0стается воспоJlЕзоваться тем, чfо ý _ лэоос lголс Еэ
(Or"r"), ш так iе, каr прl !рказаtеrьоtве !еореш 1[. вшвеь
ти (I2).

ДgJtАТfiНOСБ. rLустъ пмее? шео?о (la). ,rогда !rя :lDбого

Х е9 оу!е!
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Значпт,
на lД

ж l S (х, l l =- ffi' J ь 14"ul. r.,x* S/xi DJ >

,ffir{s/r;У *r.-sr,r:0} = жls(xiy)l

',,ж*:.h;ж;1.*нимума 
фупсцип !tr 1Б 

(ц9 
l

Ц9 В заклDчение попаfем, как Еа сФlове теоремш f шюпет
быть получен.а теорема из [rJ , стр. ?Э

Пувъ 9(Х,У/ -6утпчия, непрершвная вместе g ЧУ а2

схю, Fд€ е.f о _ Oткрыто€;*Ж.: Жr^.
комп8кт. Рассмотршr задачу

,l(X) ц ru' Vх,у) -+ ?пrrL (т4)l' z Jеg Xei
3деоF tlc е - вцпувлое MнofreoтBc. Предподагается, что
эадача (l+) имеет решеЕпе.

тЕOРВцд3. Для того sтобц BeBTop)('e{L
оЕд реце Еtеш задачl (тrr), необходп-
мо(а в случае вцпувлоо?! r@ Еа
L ll, дос!аточно), чтобЕ вштIолвя-
J[ссь равеЕсrв0

ф
x€sL

а{(Цу)
уеп(х*) ох , )(-х 0.

(тэ)m/а4 )

дшд3дtВБстВ0. НЕOыOДIшOСгь . Пусtь /rcL - решенrе
,.доrr (l+), а /- прrзюльнцft вектор пз9 . пgBlc(Ql)
Ешещ

'ar 9t}

с



F(х * 
"а-(х -х) l.) = Г(l;. l) *

-е(ЭТ/t:, У) 
, х-х-) *о/У;/), (16)

о(у;а,)где -Z- 7;6о рФшомерЕо относитеJБно Уею .
Так ве, как при дOказатеБстве теоремц r, 0тсода пOлучаа{

]
, х-х) - еЦЕ)J ,.о,m24

усп"а-) ?

3вачит,

у)
)(-х >0) VXe9,rllla

Je Br(xn.) ?х ,|

Из посrедlего Еераэеm?ва вэшду проrзводькост8 Е>а сле.
дуеf ({5).

ДOСГАТШПОсlЪ. 3фпкопруем Хе9 . do усоовип прв

"{€ 
(q-{) 

"нполвяется 
перавевство

у(у**l./х-lg)*!И-)*z[,//х)-,//rr]. ({?)

tlo в силу (т6)

)

у (х*"l (х-х")) - ,/(х*)>

>- lал.о, [r7Х**л(х-х*), J) -F(x: ,J =

YcB(,r') "

=r,ffir.kry,x-x)"ryJ

%



;.тсl.х;; и из .. 1") следует, что

,/ а ) - у(х 
-), 

ffft, [(Ч!, х -х), +]
i]rрехсш в псспеднем Hep;JBeHcTBe к предепу пр!l J- nO I
у,i:,тнБа}т ( i, j), пслучаем

у(х)- у(Х*) rо, /)( ej.

э!lа,tuт, )(* 
""oru""^ 

тэчкой lлнпмума ,i}::Kllltш
T€l.peMl: traка38на.

rИ .," 12

ilз те. ,;с:-tш I
(см., например,

IЕсгЕмА 4 .
хомпакrн
ветствен
i{ая п неп
лая no Х
п0 J при

следует такfiе шзвестна,t теэOеlrа э мини!rаксе

[Z] , стр.,lz-чr ).

П у с т , 9,. ч' Ю _ в ц п у к л ш е

че MHolecTBa Е En" Е^соот-
по ! а {(ХrУ) -фу нкцпя, з 8 да it-

рерчввая н8 ýL'9. вцпув-
прх каf,доlд У п вогнутая

ва[дом х.Тогда

(в)mi.rъ mа.ъ {(цу)= rc ry:* {(ЦУ).
)rctL у€9 tею х€зL

ДOКА3АТЕЛЬ(ПВ0. Юано сlитэть, что
вэгнута по J прш катдоi,l фшксшро

рез ,Т' точку !!ппlrмуrrа фуккцпr

{/ХrУ) строю
)(.^. обозrsчшм че-

на 12 . lю теореме l
вакпоl,

r(I)

ffirfut)-{(хrуЦ=о,
з спту строrэ* югнутэстll grХ;У)

Vх€9. (D)

мнойество R(Х') ооо -
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a

TqE, lэ,GIItЕотвевDf, tочвl, воrоруD lш обоэЕачl0{ qевеs

Tolтa по ошtеIеIепо R(Х*)

rU: У) =gfl*, t) vу€g)

а по (I9)

{(l, Jr> {(х*, у) V х €9 .

у *

(ю)

(2т)

a

a

rз (а0) r (at) очеЕплвш образом сrGдуе! {в). т.ор.* до8а -
5аЕц
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