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oБOýлЕшffцв 0уппlшп пАIрдац
и нЕкOтOршЕ шх сюfiствА

Б.I.Еоробочвrп

Ilустъ Д" ootb K5IcpEoa aвatlдoвo прооrраЕотво, F: -
аго шоотрrlв!олъЕцl ор!аl!, С (Е) l - Yi ё) ( ё =Tl. .. I rъ )
- ЕьпукIшо вща sахtцу!цq Еа РО qуrrцlr.

_цодgтrr Е (ф={zе R lVi (/< L<m)Yiё)*Q, OJ., где
К с К'' бсть вшцlвIOс аахЕЕуloa IЕODO!вo. _

БУДЭr гОворu!ьr tlro аадд,rа ooElcollar .olx Е (d_Ea пrото
прr лпбш Q r.О . tIодопц'il(d=hf {c(z)lт_. Еh)J.

Слсдlя Е.Г.Гоliллrlrуr- обобцrrrоl веIачэl вцryЕIого про-
грашrроваЕuя BaBoB.I о!чсваЕIе М= Щ N0| . Будэr гово-

pl!b, q!о эадвча IIсе! рцсlIс (воrrчrоr шr - ), cotl о!а
зalчtсr!а t Iо!я ф дя олвого о, О tV(п)2- ао . ПOGлэдовв_
тOдьЕооlь {ar-l1 lавоЕ.I швшrшDуDрl (rлr обобlrвшr р-
псвлсr) соrIп дIя шбого ц, О_ цtдrлсп rc(ril , чtо .лд,
всOх rc ,- rc (rZ) _ Е@е {z.Е l ,(а . Nhj * rzJ .

мr raBccTBo'), rrrm/ обобtсшrоl r оопвоп вйчаш Dццrs-
лого програlttшроrЕlrя Z = iJq {cG)|a е f (o)J Iшс! шGto
G0olEelOlra

N = ffi^$, uF, а)< #Ё ffirn(u, ф= Z,
!Iо "|(q,а)=с(l) : Е urYi(а) - Фуrrцrя trагlввп ро-

l) Cr. вшр. [rJ.
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сIа!рпвавчоп задач!. Полошч lraL _ r,# al,z, !) . Посдсдь

""rЙ""оопъ {Zr"l1 tосов а(4. Р7 *йаi,овач 
чавспцrвцрувцвfi

(шлr обобщонвшч решенпаш двоftLтвеввой ваддчп_), еолй
' tiJтъ /(а'О) = Л/. полоцч П={а. P:'l{ral, - ooj. 

"R+е,

дJIя DеП у [rо
5 (а,h = {=. R !,rla,,z) < /(ф- ! J .

Пустъ {a'^'l - какая-IIбо цаsсf,шэхруDщвял послод_оватоль-

востъ, а поIопllопъЕая послсдоваЕбдьпос!ъ {lrJ*0 . тогдд

ддI шавотовшI частЕцI сIучаGв, 8а8 ЕапрIчвр в адгорштlls
9рроу-Гурвlца, гда очllастся, чло, Ч(Е, ? обладаат оеддовФ

"ZtrЬu-7Е{i'-l-|- "rй;;-;;""; fro ё- 
" 

,, oKpron"ocr"'),
18 Er") ею@rа, l) слсдlс!, чtо {a@J - шLЕхlltлвrруDцдя

п 0олsдовЕ!олъв ос тьý).
0дваrоrочсвпдпо, в обцсr 0цучасi Iв !огоrч!о ёG)сЮ@: f),
подобttого ЕЕвOда о пOолGдоват!дьЕосll t-'o| одоIаlь Еоtъвяо
В прдлагаочоfi отатьa прхводятся ЕвЕоторшt споообш [оGlросЕшя
вIасоов обобцвввшх Фувхщfi trагравrа, для ко!овшх ував8вЕос
овоf,отво восгдв пIсс! llaclo.

СфорltулпроваЕЕуD sадачу рааобъсr ца sрI сtrу,tая. К первоrry
сJIуqаD o8EEOBI l0 клаOOн 9адач, в Eolopьlx 18 тOгOr чт0

aro. fi(J, a*l /)--{аlF 1Vr1,.l1Ylаl*S*rqс7а)< t1/* /"},

тдс {аG!, {l"J - увазаЕЕш. раЕсс посIсдова!Oльвос!I п
J=[i=/,...| P_u?,0J, сItýсr, что ta'oJ - IIErIlэl-

руDцая послодоls!аrьвоg лъ.
ШО BTopoly cry,laD оý"aоa" ,с 8Iаоош валвtlr ддя 80loЁI озl-

цaс!эуDl пOлOIптслъЕц, !!ааOпII8IруDцIс пOсдrдOваtOлъЕOсtI l,
r трозъсlry - обцril власо раосIдrрпзавIцх еаIаg.

'06оапачrr чорвз М власG ЕсlсоlЕвЕЕо8IачЕцI фвцr }L(Ц
опредсловвшх ва Bcci чrсловоfi оOп, Ео0!Iшца!сльlцх лрп t> о,
полоIIтедьЕшI f I0Ео!овво 5lбввапцtI прI t > О .*О)

r) Ероrr !ого, о_, Ч(Е, Г+) Tar трабуrлся Iвоlпая д1ф!рцц-
Pyeloolb по u I аЕалI'IчнOстъ в oBPacllocrl ?(qi цу
ПjIя гаDаЕтtr I0аальЕоП схолlцOслr прбцасса.

ý) В сцучs., рассIо!рсЕЕоr Эрроу-ГурвIцсI, { Е(4 J-*. i*.
l ) Т.а. lL (Р. - IoBoloEBo BoalвolaDшrB (во ;iОшваэпrа) оDoclol lal цDr е>о (DуIIцIе.



0лшвтпll, ч!о и: опредслоЕхя ,.L (t) сдбдlGт, что дJrя дшбого
{, С цоlет быть Jкаsаsо аеiвоа €лz > О l чтоr каlG тOлъко

1.с(ё)<с, t >-/.
0тцеовш к впассу У всв !акlа вgцествопвоввачншо Фувкцпп

{ (t) , 0продаllовнцв ва всаfi чшслозой осш, ш прх Еово!орнх
t<О пршЕпц{lDщие, бштьltolo?, зЕачЕЕие -ф , Еоотрпца-

!ольЕцспрп t>O r цOпрорвЕЕо слевав нуле ш Еорцпровав-
ЕшG уоtrовпеш vrq -- О , дая кацдоfi Is 8оторшх наfiдется такая
фупкция _лL/t)<,Ч , чло i-1l,ft) > V(t) дtя всех С . 0т-
ше!шц, что шноI8ство тавпх фунвцпft вцпукл0. Полошш прr
Е.R, а. Ri

?(z, Е, Ф) = с(ft) - Ёщ ?i (YiG)),

гд0 ддя зссх 1=ll..., rrL Vr(L)eY пF(а,Ф=#ЁР(аЦ9.

JlEшllA I. lrц < F(e,'7) < N.

ДOКАЗАТЕПЬСТВО. Даf,ствпзвлъво, P(Z,, L, Р.)- ?(а, L) :

Zn, I vrrz2 _'t. (Yt (z)J >, fui,&i ( Yi (-)) > О, отвудв

{(а). F (й,Р) . Ша вопроршвЕосЕl, 0Ilва в цrc ?2 (ё) олсдуOli
что для лпбого € > Oc!\ecпlcl d'(e) tttrOc r что la t >-- d(e)
одашсt ?i(t) .. - с . ТогIд F(a, r) < щ# t?(z,а,Р) l
а. Е (dР))]= 11/+ |йjС для шбого с , О . сдодOваrotrьво,

F (а, F) _, N.
CJIEICTBDIE 1.!. ё+.lр f(Е,Р)=Nrп о с tr ш {auJ -

IавOцIхашруDщая пOслOдOваtgдъ-
Еоо!ь для {rФ r t0 0Еа явдя6!оя
tаrовоf, п дIя F(a,P)

СДЦЦСТВПЕ 2.I. Д л я л ш б о t о й>O,арF(ЦР)=N.

Спрввадлrвоо!ь сIaдсlDхв cJlrmoт l8 п8вос!ЕцI loopcll 0
rвцвфшхП Фувrцlях, lсо!орш! лдя офорцлпроваrвоl rоходпо!
sаIвчI в Форrс BotlаBoвclв прIваIдоIаI BJ[acoy V .

пусiь б*са,с)= {а< R l Тrc,а,Ф) < F (а, r) *.cJ .

спЦсtщЕэ.I. Еслg N.* | [a@J -fiаIсая-
дrбо
тOtrь

РУПЦаi ПOСIСIOВа-
{Ol r ?овOоlъ для



. &11р а}?ъ tF@ft| Р) - /(й'ЧJ = 0,
У' д+е -

Очавпдо, чtо ссдI 11/= n, r ,0 даIв Br для в88ого р
Еоль8я mраЕтпровать, чtо futгrа"lр) - y'(aft)7= о,

qсI Iагво убсртьоя хотя бш ва сдошDцсш прIIrрt.

Пуоп" d.- R2 , с(б)=*.r, Yr(*)=- е-*', Yz=-е-".
2

тогIв Е(а, а) = Ё *, n *, U, g-'', /(cz)=t ь 4i,'' 2,

lrrг /(й)= о- , а шкOпIпвIшDцщ пOслсдова!сIъЕосrяIt _Фцуr,

""ipni"rg,/a"j 
= (r)J . но F(аФ, О = if ta,-"y( е-'Ц*

igf [а, - Y" (-.-Ч)J , r! сIап,оDа!слъвоr супсозвiот 1glggб fr. еоо,
tio F @з 0 = ч [r, - k fu (- е,z)|* S[." - Р" ( е 

_Ч)J.
Полошr € (е") =![-е-Ь - 9e(-e-|')J, I цу0!l ё(ё/с бр@:еft)).
Тогдв F (аG! Р)- l ftzЧ > t f- e-z!9 - v, ( е-z/Ч2J t

+ [-e-b-Yr(-"-b)J-c(uS = € (")- о для восх Je о

ШEtsllAI. Еслr[dЧ -ша8сf ItslруD-
цаt дIя |rЦ поолOдоваlOtrьЕос!ь
l,&:tu[F@G!P)- /(il9J=0, t о в а Е о в а б ш

в

tl бшда поI 0lIrGIbEaE пOGдадо_
IJъJ*- lBE.)e5n(a|/r)

сItдуOrr чт0 I!я Еiрвог0 вIасса
эадач {a'oJ - Il.ЕtIп8Iрr]цаt по-
с!сдоваtOrьlооtъ.

.шшАВдt}llьство. Дспdtвrшлыоr дIя лэбого /х , о lollc
!rЕаЕа!ъ ,авоз ,t (/*) , чlо Iля Dc.x Ё > rc (/) - P66r! Q -
- l(a9 = /у . rUбтъ а(') е бо rаrо, Jrj.
тогIr

Z а'?,ц, (Уi @'ч)< Е u{" I Y, (z9 - Yr ( Yе F'Й =

= ?(-n', й? р) - ч(а| а(!< F(аG! Q- /1a9*}u * t/, .

По _олраIолaЕlDr дIl лаот i BJ, lачIЕая о Есsоrорго ё' ,
ц?, 9, О . Поэзоry Iля к > rпл.z, [п/ ; rc(l)J

F*,U,&ч-t,



СледовательЕо, длядDбого €>' , ЕаqхваясЕOко!орог0 G.
д дпя всох LeJ , У;(ао)>-€ , что I аазершаOт докава-
тOпъств0 TOOpollш. _

Пуоть lвпорь Н ;!Iоот вЕуtраншD точку п {й"'J - поло-
Iпtолъвая шьксишхзlруп)щдя посIодова!6дъЕость дпя / r4

тЕOРЕuА2. Для лпбоf, подоtитодъной
п ослв дова !е лъЕос ! I Uлl-О

EGl. {z. . F.'fu ) ! ? ft , Еч р,' < F(а,| о t") * /* 1

00тъ элOIаЕт.ш IIЕпIпв.uрушщOfi по-
сдOдоваlеtrьвос тп, осл п V{Ч(t) !аIGф
DEr ч!о дIя всOх l=Ir...1 tтL ei.п, t[Ч= о,

F (ё) (tl-'(.)гдо L?=Цttlt-Yi"'(L)= l,/- L

Справсддпвостъ rоорочш 0чозшдЕа, л.к. ffi uф tt t t - vё (ё)-, dJ=O

для лрбого а- > о . Дальвойцаа обоошовасIс аЕшогIчЕо обосць
ваЕп) тсоршr I. Псрсfiааr !сперъ в раооцOrравrп ваrболса пЕ-
тсрGсЕOго обцого сдучая. Для лпбого а > О попоItI

f,(a, r)= a?{r lVtP< t 
" 

t) t -(/*а) У'(t)< 0J .

IIодоIш FляZ=6-<..1 >О 
l

У, Сr) = rп,i:ъ[Yi F), u2, , е , vr)J

I

?. (., а, V, D) -- с 7zs - Ё n, Y, ra,l - i 7*, * u r) у, ( у, (-),

lдс Й=(Щ) уO<с2-.4 дJtявосх i=Tt...1 l7L.. Прr
лэбшх уrаааЕЕца Р= (YJ , й:(tl>r) l а = (её) спрово!лIва

JlЕшчА z. /{а1 аFп(Е,F, tv)<il, F*(п,р,D)=у?-(а,4qо2.
спFлствиЕ т.?,

сJIЕдсlвив 2.2.
Ч? F* (D,Р,D):/V.

Ддя лпбого й>0,
&|Р F& (Е, Р, Е) = t|.

oбосвовашra лOIцц 2 ч с.:0дG!вхя I.? аЕалOгtrчltш обоrjвоза-
впD хошIg I r слсдолвшя I.I.

Длс обосвовавпя сIадствttя 2.Z рассIоrрш одвопараllотрх-



чао8ос oolofiOrBo Фувrцril l tп. (l * *) ор" l > О . Это oerol-

clвo прrЕаддвrr! EIaaaJ у r подуввtlрсFвro сDош лрз t>o.

воп Y?G)=1?СоO-ф) r, !0 прr шбоч а > О

а> 0 r лэбц уваваrшх Р h-п Fа(п,Рr\ ,>1, !.Е. I8

Ес.)э/е с Д ! Р-(z, а, rч *|!r/:iip,! Et)'+ l. j, l" , О

l !rt*,l* С одошlо!, чrо

I. YrrZ@) r - l!" дrя ЕсоI 1 = Il..cl lйL l

k*..(-(ё) r- /V.

2. z *, У,О) 1a"ul1 - Z &i+ t+,) y{" У, (аЧ r.

>Z /{.'[# - (/* #) h (/ " t)J.
ТК)ltsЦr. EbrlY[Ф(t) tatroDц, ч!о

дrя B0oI 
'=Tl 

...1л|L

fu,-r{,tlt-y?ft)tffi=O,
гдв {й'ОJ -IаЕоllllsIDурц8s цЬоrо-
дова!€Iь!оOlь Itя /(al r !0 пDп
дшбоч I8 уr88s!ЕцI сцособоэ вЕ-
бора t2("' r прl I]6чхаG)>О"
а@- te . R, |?4.(q Е'? РЗ ,2'Ч< F r.l(afF{? р,е)" /.}

80!Е .IIЕrII8rруDц0l I0_
э!
I0_

0IадOЕа!с!DlaоlIr l0DlDlоlI0
с!Oооба lвбор.а !оtоIltадьlеl
сIоIOваrодьЕоо!r {tnJ-o .

06oaвoBarrc аtаlоrпчlо обооповаrrэ. !оерш I. Paoorot9пr
!sЕсръ оообо олучаl, tоглl lш.tclolortr шl IлЕ rацIогa,.У/-)
rвlлошя шrоа Yn (а) , тю У; (Z)=- Yчr-). Бупэr шя. опраIr-
tolloolr Gчпlа!ь, q!о Ilя эоох ./+tтъrё t< tц Уi=-Yц_аr.2,
rIе О.tъtзпLа=ry

Нс шоrэоtэч F кР'Ч,(m)ьэсюl D Dooomlgоrro фrrшэ
лагравrа дrя элоl вaIвqr
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.f(a, Е) = с(а) - Ё шt Yi rc) .

Попоlrr
lll1

Р(z, а, р) = с(а.) - Ё о, чt(yi@)- .Ё,/уJ rzOYе@)0

l

Р-,(z,ф p,a)=cre.y #*rПа) - Ёurуа (Vi @)) -

-Щ, 
t7lъ

- ,.Бrрс., 
* |ui| yt ( lYiF)D- .фr* lYriz)l .

ТогIа, otlвBпIlu, дlя Р(а,ЦР) l Р*7аР_,Чй).аолр-
iяDl оIлу Dсо вЕвоЕ, DаЕоо сдоIаliцо IIя Р(z,а,D I
2ra,a,q,a). 0лrаrо лlя lдлъшаlrого подобвое раопрос!ра-

lello пррryцl Fосуцвrri продOrавшется шtоtвrоросвцIt
проIIо эоого r8-8а lалttlrя ваDпсtlооll оr lYi(a)l . Волr пре-
дддуqrt под0I IоIоороIOIDоЕвo прпшlrlD в расоIаlрIваэшOlry
оtучаD, lo
Фd,а.чl=с(,Е), Ё *r:: (Yr@))- r.,пt r/tоrlYt(Уi@)а4п 

u)

?-,(а,4 ч,2)-с(z)* Б пrYrrф- Б uryi (Yi.F) *

rrЯr*rУr'(.)-r_Ёrрr*f ur/)YirttBl)-rf,_xttz"-rt1,1LY;ra-
,д

- rБr**-fuflY-.-л*7, 0, ба11, sIс

Уirп) = пirъ [YLё) цr; оа r(Ч; yJ
Vi ra -- пъil"u [- Y, (al *Чn- с+;. ; 0J.

0паrо для боrос эФФсrrrэвого уqо!а спецlФrвr tвсоIа!рrЕааIо-
во о,Iуqая, Do-пaIBEr IoEo ЕоIоIlь'O<Щ*- Е[я BooI
L>-ltL.+/ , Dо-в!оDшr о!tr88а!ъся, rаr обявалелъвогоr о! уо-

дсвtl lleolpllдralbвooll Vi ft) прп Ё > О lM i >rгzr+ /,
oolaDlв ,IпD Jrcloвro ЕопрошsЕооll 9!Il Фу-!цr'l прr ё = О .
06овпаqrr ltoleolвo taalI Фувrцrп чороа у* .

Eoll, в чаG!воо!l, 1лlя tп-r*/< Lз lTLa поIоlI!ъ а4 - t t
4i=&пц-ац+L r !0



?.z (а, й,р, tr2) -- с(а) * ЁпrV, Fl- ЁЩ Ц (Yr@)-

fllz
, 

, _Ё*, рr+ |tliP "i 
( Yе @) 1,q2ъ ц) -

L е t?L,l

р
L#l.f 4L Р,,."-mr.ь (- Yё@) *;Х'- u,),

Epero ,ого, ослх ддя frъr+ / а L< m-. Ys(L)= Yпý1i(4rо

?о (а, й, р, D) = с 1'z) * f, *, Т, r*) - Ё u-; ч; (| ; (z)) -

ff,_',*r[r,.(yi(Ф- 
уi( Yrr.l], п#,rtцr| уi.(Y i(z) *i7,a u),

В валтрчепrо oшoltl, чIо ооtп 0!в88аlься о! Dоя8хх усл0-
Bl!, валоlеЕшII IвIOз g с (Е) l Y, ra), поrрбоваr вва-

Iвl EaлItlEo оеIдоЕЕr lочоЕ у \'(аrа)=с(z)- SЪ,YLG)

"" Л 
" 

RЩ(rо), lо ош!ъF!аЕ! Doo раlsо 
'сIеIа!Ево lшов о

cBoilcrBax фушцй ?(а, а, Ф), ?* (а,ЦР,,72) r IIEIIrsrgyD-
чII пOсIеIOва'в!ъЕOOrях oсmD!о, в olla.

Де!отвrrоlьЕо, ootx fl lЮ' ао!Е llrаsаllоo IЕоIаоIDо оолпо-
ввх lоqок п Е*<Фl ,lo Fп(ЦФrе1={сlQ|z.е%J t

iл . R l ?а (а, Е*, р, Ф)= Fе (ц р, ,2)} =ю .

tr,r l а D а !5l,9 а

I. IOtrЫtltEaH В.Г. rоорrя роfiо!воlфоrl_э ша!ошllllосвоI про-
грахш.роваЕlI l 0о йршiirавrr. I.. 'Еа5/ЕаП, IЯI.

2.,эРюУ П.Дt.. пуРвшЦ tr.. ItrВАВА I. Посдвдоваша по rrBotBb
lry r ЕопrЕвlвоlу пргрЁшрrаýэ. Ш.Л. I96a.

'. 
коРоючш[ш Б.ш. Шгровоl'rо!оt,Dс]оIrя обобцвввоl 8аtа,u
luпyкIого прогрцlлtilоЕаIlЕ. 1Ь'{iсш до8лалоl порвоД к-о-фе-

iзЁЁf;Ёrg3":"riуiý?iY 
пIашреrаЕIц r уцраDIOшD Еародпrr

4. пOпяr Б.т., Т?вtъ8ЕOВ ш.В. 06 одвоr !!оралцо8ЕоI Iа!оIа
ропоЕДя 9адаq Iа!OIа!шIO0ВOг0 IDоГD9ццшDOЭаЕIя I его эВ0_
Еоrrчеоко! lЕторпреrацtl. Iовrоfr л ;ч.дsдilз вврзой воФорr-
ж.хg.i:rlff"i9ill.*rDla ?l управд8Ё:,D mрOдшч I0-

Поэ,rупвла в 9сд.-пвдо 0tде
XI. IgT2 r.


