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0Б шсспЕдOвАниfl х п0 чисJlЕнIlшll !{вl!дАii iпАтдшАти чЕскOш
прOгрАtlхирOвдн14я

В.А.Булавскшй, Р.А.Звяrпва, А.А.Каплан, В.}t.Шrшрёв

Статья посвящена обэору llсследовавиfi п0 числеRншr шетOдац

решения аадач оптицаJIьнO8о пJIавированлtяr провOдпвдlихся в 0с-
HoBHoll сотрудншкаши Iатеrвтпко-9коношшчоского отделения Ив-
стштута Lатошатики С0 Att СССР (некоторше из Еих тепорь в оl-
деленши Ее работашт). Поскольку тешатшка cтaтb}t достаточшо
lл}lрока, то описшзаешшо реэупьтатш пороfi тесно переtшотаDтся с

рабOтацп, прOвOдIвшшIшся в другпх rlестах, а некOтOрше пз аtпjк

резулътатOв пOлучецц другшllll псследOвате]иIи неэависиш0.
Авторш настOящеfi статьш, одцак0, не ставиди поред собой за-

дачу напIсать скольllо-нпбудъ полннfi обзор шсследовашшf, по ука-
эанной точ{lтшсе. Поотошу токст статьи и спдсоtс лштературш от-
райе! лшшь рботш довольно узtзого круга цаIеlвтt4ков.

Исследованпя, описанЕне в порвшх трех паршрафх и частчч-
в0 в шест0I, свя8ааш с развлlиеI шOтOдд пOследOвательнOг0

удучшеншя ддя аадачш дппеfiного прOгрilшрOваЕшя, сO8дднаого
Л.В.Канторовпчеr [48, 49, 5О]. 00аор обцдх четодов решония
задачи лпнеfiного прогрsхшироваЕия дан Г.Ш.Рубuнштелноч [Zl,
?27. Алгорптшическшft учет спаццФшки эад8ч в рачках этого це-
tOда пOэвOл!л вЕачптельно повшс}lть объеш решаешшх 8адач. Не-
ffoloрOе обобщевuе Iото.да приведо к цеlолдш решеншя ввпукпшх
9адач с лшнOf,вшчu 0граниченпячш.

В четвертоll и пятоll паFграфх pacclloтpeнш хвтоIЁ решеншя
систеI лшцеftннх ш нединеfiвшх пер8вевств и задач вшпуклOг0 пр0-.
грашцироваЕпя. В шесточ паратрфе лан обаор рбот по теш но-
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правлениям шатеI,Jатllчесзсг0 прol,раrДtiшрOвцния, которшо ffе надши
0ТРа[еНИЯ в пспз'.l.i ll}jTИ ilаРаГРаФХ.

ý I. лвухttоliпuнентнflе 8адачи линейного прогрцшliирования

dапншй класс эадач ливейного прогFчl!ирования, которй час-
то встречаетсrl в приJlошенияхr обрзушт травспортнше аадtrчи.
Для атого 8JIасоа задвч Л.lл.i(анторов1.1ч ш !Д.К.Гавурпн [s{
предлож}rли Bap}taBT rrетода последовательвого уJlучlдовшя, иавост-
ный как чеlод rIотенциалов. Ввиду особой структурш огрничовиfi
транспортuоft задчи, при ее решечпu шетодош последовательного

уJIучшения шатр}tIщ встречаDщихся систеш лппеfiцнх урввенпfi пе-
рестановкOft строк и столбцов привOдятся к треугOпьнOIу в}rдl,
что позDоляет существенно упрOстить решение спстоц }1 повчсить
paar.epнOcTb РеШаеШЫХ За;iаЧ. /rjiГOРИТttИЭациЮ ЭТOГ0 ШеТOДа 0СУ-
ществила Ш.А.flковлева [ЭU], предлоfrцвшая испольво,вать скры-
тую треJгольностр путеч пOслOдOвательнOг0 llЕOгократвOг0 пр0-
смотра ин,,l,орliации. lia такие прOсIотрн, однако, аатрачивалась
значительная чаеть общего шашинЕого врешени счета. ts.А.Булав-
скиИ [tll предлоп{д специальный алгоритш шетоJlа потенцпалов,
в котOрош tцlн поддераания треугольвOго Еида шатриц требуетgя
личtь одltократный (и притоtl неполны}i) просIOтр инфоршации.
Это сушественно повыс!tло а[фектчэность алгорштша. Идея подх0-
да, полO8енног0 в 0снову аJlгоритша, cocтo}lт з тOш, что требу-
емая упOрядOqеннOсть стрOк и столСiцOв на каlrдOш шаге не oтbic-
кllваетсл аанOв0, а JJOгK0 устанавливается изшеЕениеш пOрядtа,
пOлученн01,0 на, предUJествующе!л ш8ге.

iiетод потеIlциалOв был обобщен на класс распределиlельных
(сбобщенвнх трнспортных) задэч М.К.Гавуринын, Г.J.Руби;t-
штеiiноu и С.С.Суриннш [Зl]. М.А.Яковлева [ЭZ] этот метод

распрOстранила на случай прOизвOльннх двукtOчпонентных аадач
линейнOг0 прOi,ращпрOвания, хаЁктериэуюц!lхся тем, что KaTJ-

дая перешенная ацдачи вхOдит лиlдь в два из её 0граничениГ: (нс
считая условиti веотрtlцательности). При речlении этOго класса
эадач шетодOш пOследOвательнOг0 улу,llлOния lвтрицш систеш ли-
ttеiiных урвнениfi пересmновкой строк и столбцов приводтся i{

треJгOльЕ0llу вt4ду с 0дной поддлtагон8лью (или точно к треугоjlь-
ношу виду ).
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liадънеilшее повыше8ше рчамерноЬтп DеIвоIшх рцOпрOдвлI,елDЕцх
вsдвч бшло . осу ществлево бдsгодаря ytq?y допо.ltяiтельноХ спqцпФпкп

ПоЬодi проддоrеЕвшй 
'Г.Ш:РJОилштеПвоiг 

Р3], осЁоваш Еа

!оп, что штр}rцs слtсrвцш огравшчввшf, распредел1атольво[ аалвqr2

п о.Iшчо дsу ]шоIпоЕентЕос !п) lilleBT оФ п у акоблочпу D сlру8lу ру

1сш. [tiJ 1; Вэид атого 'iрш 
ршевпп одшоfi па дшх йвоlшцх

encтelJ фшгуЁауDцйх Еа ваIдоц дlаг,о шrадв пOсдвдOваIGльшOго

улJчшевпя, Ioшl0 прOвесrп IсвJlьчецпе. вск0l0ршх Е0I9вOстЕцх х8
gасrх ураDвввшf,; ЦолучаDцвяся лр э!оI сrётоrд,рrЕ qсiавiдеiася
gасш BeiэBeclstJx оудет по-прешlвшs,оOлцлёlь дDJхкощоЕоtтвоfi
струвлурой, ш дя рё,решеншя rоtшо воспольэоваrЪdп споФальшr-
Iп.qлDор|!r.АIп. Таш.вак ulтр.пlв iTopon лrшеЙвоf,. свспirч полу,
чаеrOя па irdрвоП.спс'зецш ,.рашсповrrрgвtrЕпЭц; то реЕовrо Dlорg!
слс!еIц упроцветсr] ашi]lогично.

В:rd.ЙЬр [Ыi} вrг9Оопrл цJlгоршпr чёtолв посIодоDа!одыlо-
г0 уцучшовпя. лля Dешоппп .обобtцвшной. трашqпорlвоlt аалвчп боль
tшого, oobqrri., в кQтороil r|исло поiребптел8Д су Ul8olBeHEo' провOс:
хOдir сЁвв[tепьво шобол"ъшое чlсдо пOсtавцltкоЕ. Таrая сrrуацrя
Bo8нnпaet,r чапрпцер, в распрdдоJш!ольltшх эадачах, 8оглд учt|!ш-
ваDтся одвов.рвшеflво пропвводсtв€нвшfi . u лфвспортпшfi .Фвrорц.
етч балдчл оФlадFпt уавобпочЁоR.с!руктJрой g бо:tьшпч ,ilслоI
уакшх ФlОкор; Вв}rдl этого бод,ьtдинство сlрок шlрпцш dдвоfi па
дэух лшнеt{цшх спстеl, рсЬrатрпзаеIшх на одвоll даго,Iе!ола по.
следоваlольЕого улучшедtя, .с9дер!rт JIuЕъ по о.ltвошу венулевоrу
элеiентj, п решение схстеrш поqде надIеIашшх исклпчевuf, сво-
дится к решениD пекотороfi спстешы небольшой раацершосfп (в
крfiввш случее равноR Jдвоеншоllу чисJlу поставцшвов) с двух-
ttоlдпонеятш'оlt cTpyKTypoft. llредqшепнше алго!итrш рёшенпя дsух-
к0l!пOЕеш!ншх сис,!0ll 0снованн на oпециальflоfi упOрдOченностш
ивфOршацrи 0 систешеl кOIоря поддерrиIJается от шага к двгу
ан8логично loty, KaK это,делается , [.4] дш случая треугOль-
8нх систоI. ijти алгоритл.ы иогут бнть испоJlьзовцнш ш дlя обще-
rо случая дэJхлоцпонентных эiдлачJttlнейнэло програшширования.

ý 2. iilетодд цактсризаi{.ч!r СазиснOИ trатрицш

tассшOтриш следуючцrю эадtлч.у линейшого програшшиr,оljаltия:
rtакси}rизирOвать линеi?ную функциlо . С,€ ) на ,мнскестне неот!,и-

7э



цательннх рвшешиfi сtdстешш. линсйш{к урцввонхfi А.r = 8 . 3десъ
А - шатрица рirзшерпост}l m х tъ. ile Hapyri:aя оочiносtш' llofi-

нс считать, что в ной шrlеется еJIпничная податрпIЕ Е п0-
РЯД(а /rL

При большп* rre сацоf, трудOёшсOfi процелуроfi 8а[дог0 шага
шетOдд пOследOза!OльЕOгo уryчшешшя являеlся ршOЕпе сlстOц ли-
неfiвшх урвшевшf, ,l. зВ = " , В? =А', (2.I)
,..с.кБtlfратlвя пеособенная шаtрица б соотавлвна пэ столбцов

Дl' ( z' = !rZr..., па) хатрицд А . В этоI паргрфе рас-
с:{.ат ри вцЕтсri ЕекOтOрце,шOдлф}tttации цеtодд r шспOльаупщш0 раад0-
?eltцe B-L,A. Тип шатрrrч Д п А опредедяеlся. с одвоfi
cTOpoBыr спецификоfi шатрпчш z4 , ч с другоit - требовапшеr,
чтэбtJ прOцесс решения с}lстеш

z/l -d , з|-, , (?.z)

LlL=Дi , А?=h G.э)
б:;д знцчптельно проще, чеI систеш (2.I). При aToll нообход.tIо
учесть, что Еа ка:rдоrl Iвге Iетодg в веособенноfi чаrршце В,
8амепяеrся одrн стодбец и получаDщдяся прш этоI шатрtrца В'
..,:iro неосOбенная. Все рассчатриваеIше нпrе способц раалоfiо-
н:, i i.rтi:iцE В оФlаддпт тоц cBoficTBolr что переход от пред-
c1all.,._ll,. В = L, Д к представлеЕиD В' =L',A' требует ila
пор,;л)i( Er|ltbшo операцийt чеш пр}l llэлЕоI раздош€нrrп'""rрп,,о 8'.
Ёолее того, в каадош из этих шето;ов одну }ta tдатрtlц L иJl[
Д шоtно храЕить не полностьш (пли ддпо coвcel но хрнить),

чт0 привOд{тt разушOетсяr к веtзотOрOttу увелпчениш объеша р-
/JOты на каIд0I шаге.

liH здесь рассшоlриш че!шро общпх порсода к построоншD ука-
занвнх rrетодов. 0тдельнне тшпш аалач, о)сватшваешше эт}tш{ под-
хOдаl!и, рссхатршвалI ts.Д.Цакаров ГЬd , Д.В.Вахтин и 0.И.
Вслков [10] , В.А.Булавскии [lB]. 

J

в ддльнеfiшеu при описанlilи мотодов остановишся Jll|дlb н8 двух
пгOцеjUIвх Kaf,;.cJ,c iдцfа: ;li1 решенип систеll (Z.Z) tt (2.5 ), а
:,:iк,,(:э ltti Ticp:]:{0".. ст рцэлошения B=L,/1 к разлоIенltо B'-L|/l'.

l. ёЁлiilц с ДOпOлнительUшши
r ., с ц а li и . ПJr.;ть lraTpnllа ,4 , за исклшqениеI rto-
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следншх столбцов д' < j: rL.t*,/,n,2r,.,, fu), яrlеет такух)

структуру, что родlонпо спстеш (2.I) не прдставляOт труддr

еслп }; < ful Мя любог9 i= Ir?r...1гтZ. Ilредrолошtll.r что в

uorpиrte б столОrщ An, шIеDт ношера /t < nt Ntя L =Lr2r.-
..I rTLt п jt> П1 NLfl i=mt*/rmlj2r...rп. ll.д.irKoBrte-
ва [Я,И] iреаr,r,впл" вцесто 8 хр8нить веособенную шатрицу

Z', котЬрая получается из В аguевоfr последвих гrL - m-/
столбцов некоторш_ши столбцашtt Al с номераши / = n, . Тогда
в представленпп B=L,л uатри,в ,z1 определяется однозначн0,

и её столбitы являDтся коаlл!шцшенташи разлOх(ения сOстветствую-

щих столбцов В' ( l = 1r2r...lпL\ ма-рпцш б по столбцаш

llатршцш Д .Поотошу / ишеетвид

/1 = [ Г,,_: 4,.] )

где Ео - e^"n*, "["rI* ;rkJ fut .

Такиш обрэомi решенио любоfi систешы с lвтрицеl,i z4 сводит-
ся к решенир подсистешш с llатрицей l", поряд(а lп-- m|, Lс-
ли прп этош считать известноfi лишь шатрицу Аr" (вшесто / ),
т0 получается шетOдr экопошвшfi D оrнощенши оперативной пацяти
9iJШ. 3та эконошияr конечноr сопряшена с некотороfi дополни-
тельной вычислительной работоft. LiцoEHo прt't неполноll хране-
ниш lлатрпrлl / приходится решать на кашдош шаге дзе систешн
с матрпuеI; /u и четыре или п,tть систеш с шатрицей L , ре-
шение кOторыхr как J8е 0тшечалOсь, не представляет бOльшсг0
труда. Что касцется шатрицы. ,1r" , то l1ошн0 хранить обртttую
к :lей, кOтOрая пересчитшвается 0т шага к шцгу.

?. Задачtt с лOполнитеjlьншчи oI-
Jjаничеliиfl!rи обцегэ вида. IIредtоло-
jiiиш! чтс r:атри:iа / ! за исключеilиеш последних строк А i
( L - mr* У, rпr* 2, .,. , m ), имеет такуп структурJ, чтс реше-
:lие систе}i уравнений с подхатрицаши матрицн А i не сOдерrа-
,tиши пOследнпх m-гп1 сrрок1 не предстаtsляет труда. IJiетOдд

ijешения та;tсго типа задач изучались Р.д.3вягинои [эвrs9,1"].
d матрице В из первых m| сlрок выдеJlиш ittsадратнур не-

осоСенную псдiатриц Brn (м^ прOстоты будем считать, что
j ilсе !,Dl:,;Jtil ;]ервые /4 l стоiiбцоь пз В ). [огдд ц9а119 9,,,ц9-

значно эiределить Dазлоffение В = L,Д с шатрицаliи L .:



Д - Etfr - сооtво!с.твеiшо верхвеи л паrнеf, бдочшо-!реуголь-
llýIд. . Точшов.

[:*,',] ^

0
l.

|, де
,1 - -- -
|0.

(а.4 )
0

n?l
0тсадд олодуолr что'реценхе ддrдоЦ пз сшgтец (|.I) сводлтся к.

рощевпD длух спсiеш 9 шатрlltlаJч Ва ч. Дл, первеi п9. BOto-
рцх.ршs,оsся.прос!о, а вторsяr Ёаr првплоr .Еовцсового пЬрлrа.

Прп:аФ.ено в штрцце б оддогО столбщ mlql по!ребоваtься
пэресlановка столбцоr. Iфняйпся ttвФорчдltдв поавOляе! вроf,s-
.естп перосчеt,цушшх tабашц.

tlрпчеgвш аблд,li дJlл коtоDшI пOлOlсtеIн с lдlрхцвf, Вн рё-
чtаюiся gсобеdво,прос!оr lюгуl слуrп!ь следуDцlо.

(а) Трвспорвав r дЁухкоrпово8!вая 8алдчн с додолнп.tелЬшш-
utt огршrrченЙяrr обцого ilшда. ,

(6) 3авчп лf,ЁоДшого прЬгршлроЕцвrя о узкоФlочвоfi lцlplt-
цеf,r. т;в. rатрпцёfi, .пrопцd8 вrл:

д,
д L

А (2.5)

Д;а Д;е.. .

этш случа0 tTLl=P
Щ (,l< t

r/ Iаtрпца' Еr, , ,дtаговалЕнаf,r а
оддосtрочвчнше подlаrрпцЕ-Oлокп. В

Аrе-
гд0

узкоблочшая дпагоdальндя. BirepBHё lц тЁкше апдчи обртил
вншrвшпЬ Г.Ш.Рубпнштелtн [Zol . , ., ,

(в) Залвчl, с rвтрицвf, вшлв (Z.5), во с блокаrч Д10<l'Р)
прOr8вопьнцх разшров. ts атоц oJryчао 7l7 равпо числу сlрок
во всех Олоках ,41 ('|< lr.P.), а штршцш Вl п Ар- бttоч-
нOqдlaг0lltшьнше (prc . I ). ,

0бобщепие посдвдшвго пршера рассIаtрt{ваоlся D слодrпщвr.
пу нкте.
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Э. !lерархtlческое Jп0 рядOченшо
8 задачах линеftного прOграхlttд-
р о в а Е и я . Пусть шадрrrца / шшеет _вид (2.5), _ прtt-
чел р> 2 и пOдlатрица А''-[Ар, 4о .., Ар,р-, Арр l Не

шенее чеш однострсчечвая. Haao,B_gi А1 <,l< *' Р ) блокачи
первоfi ступени, а пOдiатрицу А , ксIOрOИ пOдчиЕенн tsсе

A1(l<,i.p), - ОлокOri второfi стJпеl{и. Таltиrr образош, з
чатрице .4 установлеЕа двухступенчатая lrерархпя (рис. 3).

Ршс. I

6

Рис. Z

ЛродIолош,rш теперь, чт0 ;lаЕ.ия
из llатр}rц А* (,/< |. р 1 rак-
ае ишеет впд (2.5). BBeJи в
кашдоfi из этих матриц дзухсту-
пенqатую иерархию и 0ставив на

р.{ первоfi ступени те и тOльк0 те
д|

рис. 5 
ФIOкt|, к0I0рне выпOлЕярт в tlaт-
роwх |7 ту fie poJlb, .что lл

бдокД ,uаrрице,4 rот-
Hecot остаJIьнше блоки rlатрчц А* u нулевуш стJпень. Jвели-
ч}tв воцера всех ступеней ва I, получиtr трехступенчатую иерар-
хшп в шатршче ,4 (если в нокотороfi шатрицо ,44 невозшошно

или Еет вообходtllости вшдеJщть структуру,дlлпа (2.5), то всю

эту шатрЕцу будеш считать блокоt типа А ' ). 0п;:санную про-
цедJру tlolнo пOвтOрпть лшбое число раз. 0боэначпш через {
число uерархпчес8:лх сrупенеfi в шатрице ,4 и заrдети}д, что
каrдшfi бдок J-fi ступенп прч,| <J 1 d подчиняется одtоlrJ и

l0лъко одноllу блоку ( В +,l )-П ступени.
Р.А.3вягива [+Э+i] *u.r"n", ono р*о"чние хатриtlы В 

"проиаведение дэух tдатриц блочно-треугоJiьного типа является
(1- 1 )-вртнцI повтореЕпеш прOце.цурш, описанноfi в предlдцiеш

??
/
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пункт0. дtя этOг0 дOстатOчно выOрать в качостве порвшх rrcl
стрOк все те, которше llпересокаDт|l ФIокш первого уровпя, п

построить шатрицд (2.4). В сплу l-ступg.нчатоf, черр_хдш Е

Д (а такте п s В ) шатршцн Во = Bi|' , /r" -- Д-i:
блочно-д{агоналънше, причеш в L"e=,B'" ишеется <d- / )-
ступенчатая порархия.,Ря,-оо1 ,r,В''|r|уолý2у В ) ts проиа-
ведение двух чатрлtц L' п /l - - Е' - + /l oлOчнO-треJгOль_
нOг0 lипа:

L

прьв0l! нпIнеш у
лучится rатрица

Итак
uатриц

L-

в:||

^

(el

0

А:

@ 0
le)
LeB:i

дLqi
L0 i

(а)

.l2

0

I

0шалънше

1е.с)

дlя всOх

3десъ Е"'- 
"*rочная 

шатрпца l В? " д: - 6лочнс-диаго-
нальншо шатрицд (cr. рпс. 2), а в /'! = f"l иIоется
( t - 2 )-ступенчатаЕ_.иерархия. 3атеш процесс llоlцо пI)одол-
шить с llатрпцеfi Б'' , т.д. Череа /-/ таfiих шбгов в

, исхOдная шатрица

L ч А =Е*fr
В раsлагаетоя в прохзведенше дэух

блочно-треугOлЕвOг0

глу._тqблиtlц. (тппq,.иэобрrевпоfi на р}lс. Z) по-
ijoo= D?0 L Bii' 

" 
одяосlупончатой иеррхией.

тппа:

л::

Вr,, Ф l--
I

l
IF.
I

l
l
I

Bi:'
l
I

D'J)
t)ц

0

0

llptt атош llатрицш ,д
lo
|2

з = ir1r...r{-/ .

Рещение лшбоfi систеrн с чатрrчей L свO_дится к решевош /
систеш с блочно-диаговаJIьшнllи птрпtцуп Bi| ( 4 =!rZ,.., t).
!,слп считатьr чt0 вIесlо штрицд L иавестнш лишь ее диаго-
нальные.б_qокиr то при решенuи каrдоfi из систец yL -Z пltуl

Llъ = AJ' ,рrдется дополнительно решать расlдирярщиес_!1 под-
с!iс,гl)]li; lIекотэрнх систем вида ir| = Z плч /1 { = 7i соот-
BeTcTBcriiro. {ис.liэ таких подсистеu не прсJOс:(Oдит t - |

- блочно-дrаг

?8
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llавовец столбlщ rlвtpпtlш В , опредоляDlцие неосооеннуш lraт-

риItJ В|:', главвшllп на .J-fiступени(.:l=j,l ,..
.., t ). 0чевшднOr ,втршцн (Z.6) опредoляDrся однознi,i,lll,; :jc"

oтaвoll гJIавпвх столбцов на всех ступенях. tlри зашене io-1,n

столбца, гпавног0 Еа J.-fi ступенI4r дOстатOчн0 иаIеншть coc,l," ,

главных ра8ве лпшь на ступенях с ношерашш б > 4" . .rT0 }t:tu, ,

нOнпе сOстоит иа пOследOвавельшOстu циклических llepeUT-i.iJ,0,.
некOторшх глgвпшх столбцов (по одношJ ив каIдоfi ст}пени7
стOлОца ,4l' , *onopofi э начаJtьннй чошент lРорнльво 0чит!i,,,т,:

главншll (u единственннrr) па 1l * / )-U ступепи. llри ос7щсс ll,,

ленши указанннх перостановок шоrно иабешать прOхOд чOрOз l:а,I-

рицш, близкие к особевнцш.
В общеш слJчае aJlгopuтri TeI болое зФдектшвен, чсч шеньшо

sпсло t . d свяви с этиш возникаот следlюllЕя 0птиIцзационная
эадцча. дiля неорпентированного графа ( Р, R ) с шноrествашиР п 4 ворчrпш п ребер соответственно построить оршентиро-
ванвМ граф ( Р , V ), удовлетворяющиfi следуючiиll условияtl:

1) в каrдjrп Bepllиtty граrDа ( Р , V ) входит не боltее одной

дуг}l;
2) шешцу дрбшrи двуllя воршинаrди, соединенншtди реброш на

графе ( Р, R ), ишеется путь на lрафе ( Р, V ),
5) шаксшалБная дJIива пути на графе ( Р , V ) шиншма:tьна.

4. шетод ортотопалиэации. tsЗа-
клрчение рассшотри}l rtетод, в KOTopoI тип uатриц Д и Л не-
пооредствеlIно не свяван со спецпфикоl.t шатрищ ,4 и при реа-
лиаацип кOторого вЕчисляется (и хранится) толъко шатрица u'l

3тот шетOд рзраоочан в.rt.Булавскиш [rSrrC] .
IlycTb lвтрищ 8 пред.r"rлеЕа э виде пропзводения ортого-

нальвой шатрпцш L ш верхней треугольной шатрицн z4 . i силу

соотношениfi L-', L' п (Л-l)'- (Л'r'(эдось 7 оэ"аооет
транспOнпрOзанио) реgение систош (2.2) сводится к решению сш-
стем ZA = ё " F4':: , после чего вектор / вычисдяот-
ся п0 ФOрlryде у = у О' .. дналOгично,/решение cиcтeti (2.3) сво-
диtся к рошенпп систеш l'h = B'AJ п /lx. = h.

Прелполршиш, что в lвrриuе 8 нуrпо зашенить 4л-й стол-
бац на Al' . Из условия неоообенностш ш.триtlы 8'"следуuт,
что последниfi отдlлчныfi_ от нуля элешент столбца б ,l,eeT ,,о-
шер. { > fo . ЕслИ { - L, Ю l.-fi с.толбеU U КаТР,ИЧаХ 8
п /l замеtиетсrl состветственн0 tta At' л /L . jjс;;и * , io ,

7's



то /"-ИстолОецв Ь п Д вшtеркшваетсяrстолбtдlсношераtlи
L ц i". L. l ) сдвпгаштся на одIу поаuцшD влово lt.да осво-

бсдившееся 1 *- l 1-е шесто вставляртся столбец А/: э В п

столбец Ё э А , iJ получившеffся прlt эточ чатрпце / каtдшй
пз столбцов с ношерош i ( i. < L. l, ) шшевт непосрелствепно
пOд дuагонqльныч элрцентоli элеIенl отлшчвшft от цуля. !тобв
ni,^o""r" Л к треуголъношу видl достаrоqно доtlпоtиrь F 

"ne-Ба l,tr последовательностъ na (l- io/ спецпально вшбпрешх
элементарных матршц вращения.

пllалOг}tчныfi метOд пересчета пOлJчон дlя случаяr кOгд цат-
рrца 8 изriеЕяется ва чатрчцу ранга одrЕ (что проuсходt!, ва-
пришер, с шатршцей L"2. в п. 2 вас!ояцвго параграФ). Трудо-
ешкOсть пересчета иIеет тот Ie пOрядOк, чt0 и трудOOrкOсrь 0д-
нOг0 lлага 0бшчЕOг0 сичплекс-IетOдд.

ý 3. ]JeTo.ttш последовательного улучшевш дlя вшпуtсJlнх вадач
с лпнеfiЕrши ограпшчевияIп

0бщая идея цетода последоватедьвого уJцlчшовия дIя s8ддч пl-
неЙного програчширования, сOстояцдя в Еаправлонвоr переборе
вершин мнOгOгрвнник8r oпрдOJIяOцOгo усдOвttяши ааддчиr дOпуска-
ет сОоОщение на аадачu о ll}tЕttlиэаttнш нелпвеfiвоil фувкцпr /
при линейных 0гравичениях, еслш пр}t этоll рассштрlваlь в0 l0Iь-
ко вершины шногогранншка допустхIшх решонпfi, во п грпш болве
высOкой разшерности. В.А.Булавскиfi п Г.Ш.Рубпнштоf,н [26] эаз-
рчбстали шетодr осЕовавнЕfi на шштегрuрованIп (точноr !tлх прп-
блиrеннош) некоторой диФеренциальнOf, спстеIЕ, в 8отороI про_
исхсдит направленныfi переход от точкп шинш\уlв Фувкцдш / в
одноfi грани допусти}rOго шнO,iества к аналOлиtlноfi точке другоf,
грани. ig приненонtли к задачо квадратичнOг0 прOг[вllllированхя
получается точны:i l;етод. IеошетршческR tlдоя состохt в сJtедlDцеI.

llycTb допустиlдая точка Ф леlшт в веrотороfi грачп Г с
аф{инныш носптелеш Н и доставJшет_шllвшrryIфупвlшш / s Н .
iiaiiдeм грань Г, причнкаDщуD к Г " 

o..n,ry! рааrcрвосlь ва
единиlry OoJlbmyb. При этош предlолоrиц, что в Г точка аВ но
,ll.ляtтсfl точкой }rлницуlв фуЕкtlхп { . Эпо Iоlво сдолать ца ос-
lloвe признака оптиtrальностш. 8шбереш Еаправлевпо J так, что-
obi гиперп.l0скости Н(е) = Н + еЗ заполшялI прп ееl- оr+ю)
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вiп афппвуэ оболочку L ( 0 грвп Г . Jlдя переvощония в

,очrу шниrryIа { на L (Г) шоtно двпгаться по кривой Г ,
KoTomlD ааполняпт ,очки .z(с) , явltяDщttоOя точкач}t rrинишJча

l Еа HG) . Прш аточ предполагается, что Функlця { вн-
пуклаr дваrлF вепроршзво дшферовlцруеIа t{ удовлетворяот сле-
дуDцоrу условшDi,,по в8адоIу ваправлонпD 3 функция У мао
линоlва, шао ffiQ) , 0 прtr всех ze Rfu.

В азrх ЕредlолоlоЕвях фуввцrrя qc (Ф вепрершвно дифференци-

руош, п дJ[я Еоо пOлучао!ся систоIа обнкновепшшх дифференци-
альнцI урввевшf,. При достивовшlt lраекторпвfi точки шиниliуша в
грвп Г ропь Iвогообраапя Н па слодупщед шаге игравт цно-
гообIвапо L r) . Прп вчходе то в гряь Г шеньщоfi разшер--
восtш требуеrоfi гппорппосЕостьп в этоf, грвш будет НG")/?L(Г),
где €о laвoвo, ч!о g(С.) явдяотся точкоfi пересеченпя кри-
эоil |' с грвицеfiлгрпп Г . Прп втош тробуется продолшrть
двпIоЕпо в гравп Г.

В.А.Булавсвиf, п l.Д.flшовлева [еВ] пспользовалш эту общуп
lдOD для совдднtlя вшчпOJtr!6JIьво устоf,чивOго процосса. В прел-
лоIоЕвоI пIх IоlOде Jrc но преддоJцгаа!ся, что lочка а (е)
п8вес!ва ,очно, а lвrогрrроваЕuо д{Форешцшальвой спстешш за-
IoEoBo прrолипеfiпшr сдвхгоI, волпчшна которого опредедяется
усIOвпеI дOпус!шll0с!и ,0чвI п дOс!атOчацlr убызаниеш эначения
Фупrщfi У . Процесс оргавх8овав tак, что точностьr с KoTopofl.
ш8вестна точка .а aс' , воврасlае! с пршблиrениеш к решению
9адачu. Прп HeKoTopotl допOлпительflош предполоsении (ycltoBne
дэоfiстве}rвой нgвшропденност}l рошения) шотод через кояечное
числ0 шагOв переходит в llотод Ньрtона дJIя решения некотороfi
сис!еIш JравненпИ.

Г.Ш.Рубttнштеfiн п В.И.[hшрев [?S] исследовалп другой псл-
хOд к рOшеЕID рассхатршваЕцOг0 ltJцcca аадач. 0ни исходили из
tогоr что поиск шt{Е}шуlв фушsцш}t f на афпнноч llногообраэии
является бOлое простоfi опорацшеf,, чоtt пошск llиЕпшуша на trвo-
гOгр8нч0I llнпtесшо обцего вшда. 9тот порtод воэuик как обоб-
щOни0 IеlOдд решOЕшя 8адачп Iакс}IIи8ацпп Еа IЕOгOграннике про-
пэЕO_дв_Fпя дзух линеfiшнх форr, проддоIонЕого Г.Ш.Рубшвштейнош
в [Z+]. 0пишеr обцуп схеry Iеlодд.

Пустъ ва rЕогограввоI rвotoctвe П трвбуется ltиницизхро-
в8lь tlB8?liofu,IyкIyD фJшсIцп l , удошетворяDщуп усдов}tях:

Д. Грдlонз функltшu У оорчоrrпся в цудь лишь в точках ее
цичхцlIа на Ro .
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ts. лля капдого непустоl,о аффинного ltногообраия L - Rn,
на кэтсро}: функция { не достигает lrини}дуllаl суцеqт,вувт па-
пршiение / , не tsнводящее из Z и такое, чtо ffrQ 

< 0

при рсе): Z€ Б
ýти прелполоtения обеспечиварт спрaведпиDOсть дJlя заJлачц

0llиниlrизации r при линейншх ограничениях пршзпак8 оптиl!аль-
ности в диl,iерснциалъной форllе, 0бычвого дuI вадач внпуклого
програшшировапия. l(роше того, если ограничения задgчи сOвшест-
шыr г0 вOамOшен лиlllъ 0дин иэ двJх случаев:

I ) в задаче существует оптишальнш!i вектор;
2 ) шногогрннl,tкl олределяецшfi условияши аадачи, содерш{т

лучt на Koтcpo}l фувкция / строго уOывает (ввилу условия iJ

это будет так и дJlя лDбого параллельного луча).
Рассшатриваемая схеша направленнOго перебор гранеli шног0-

гранншка У/ , определяешого Jсдовияrrи исходЕой ацдачtt, соото-
пт в следушцеш.

К началу очередЕOго шага ицеется нскотор8я точка € . П п

содерsащая её гранъ Г раашерносr" l . PaccuoTplltl аалачу
lд}tнишиэацllи Функщи l на афttчной оболочке Lr) грнш Г.
Irспольауя приэнак оптиlаальвости дJIя этоfi эадачиr определяеш,
явJщется ли точка .z оё pmoHtlotl. Есдш это так, но .z ше до-
ставляет I'.нI|IJша { на И , то t{ошЕо указать грнь Г' раз-
uерности l */ такуD, чтоL(Г) - L(П , Y_/rFj 

. {(-).
Ь этош случао происхOд}rт перехOд к следушщеuу шагу процесса с
зашевой Г на Г' .

Если € не является точкоИ tинпшуliа / на Lr) , то 0су-
ществляется пряuолинейное дви]ilение иэ точки € до грницы Г
либо по лучу А- L(П , на которOч / строго убшвает, либо
по 0треэкуl ссединяющешу точку € с точксД минимуша { на

L(Г). Lсли прtt этоll грнrаца Г не дOстигается, т0 в слу_
чае двиftеll}!я п0 стреаку llы прихсдиш к уше рассtloтренной си-
туации! а в случае двихения по лучу убоrсдаеrлся, что в исход-
ной задаче нет сптишальных векторов. Если ше гранttца грrrп Г
при указцннOч двих(ении дOстигается, т0 0существляется перехOд
ts грань riеньшеi,i разшерностиt и прOцесс продолшается.

При обычноlл предlолошении о незыроаденности огравичониfi за-
дачи TaKOii процесс переоора граней шногогрнника И кOнеч.н.
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PacclloTpeH такrе двоfiственныЙ вариант этOи схешы и некOт0-

рше кошбинировавнше Iвтодд пOследовцтеJIьнOго улучlll0ния, не

ишоD|цпе шепосредственпых аваJIогов в ливоfiноt прOгра!rширOва-

Еши. В э!их IотOдах на каадOtr шаге прOцесса шшертся дOпуOти-
шше векторш пряшой и д3oficTBeHHOfi задач, кOтOрше 0т щчга к
lдцгJ улучшаDтся. В.И.lllrшрев [ьЬ] рассшотрел класс аадач, в

которшх двоfiствешная вадвча допускаот явную форцудирOвкJ, а

фун,сцuя { ЕопхЕоfiпая лпшъ на подlространстве раэшерносrи
ве более 4. IIриведеtlншfi дя этOг0 случая алгOрптш пOследOва-

тельного уJIучшепия требует на кь]rлOii шаге шпн1,1чиваltии функциu
лшшь одноfi переченноii. Ош rc [bZ] рассшатриtsал вопросы алго-
ритшическоfi конкретшзацип общеfi схвцш шетода дlя заддч квад-
ратичног0 програмширован}rя. tlредtопенныfi алгорптм oсноtsан на
Toll, что в этоI случае аадача шинишиаацпп функции 1 на аф-

финных llногOобразиях эквивалентна решоаип пекотороfi систешы
линейпнх уравнениfi. 0тчечается такrе вовtоrность пострOения
более эковошншх алгор}lтчов (требующпх шеньшого оOъёша пашят}!

ЭВl[) на осново схstlш сопряIепных напрвлонпй. Частншй случаfi
задачи квадрslичного прогрsцuированпя, поввсляющиfi посlроить
эконоllныfi (с точкtt арепшя необходишоfi пашяти Эtsll) алгорllтIr
рассlдотрел В.а.riулавскшfi [I5, 20J.

специальннfi слrчаfi волuнеf,шшх эаддч с линейннtlи ограничо_
ниячl,t рассцоlрели А.Е.йхтив п А.Б.fорстко [BJ.

ý 4. llетодд проsктllрования дш tsнпуклшх задач

0бшцую схечу Iетодов, рассIаlриваоIцх в этоrд параграфе, шоl-
н0 0ппсать oпOдlDlциll oбраsolt. Иrеется аамкнутое вшпуклое цно_
tecтBo а и точка s вно а . Вшбереш другое зsчкнJlое вш_

пуклое tlноrество Н r содерIащее Q п не содерrащее .u , ш

наtдеув Н точку € . блпtаf,шупк.z . Попятно, чтоклD-
боfi точке IHotocTBa а новая точка будот блшпе, чеч исход-
ная. fuтеш ддя точкп .f вшбереч повое шнопество Н и так
далее. fiри удвчноlл внборе после.lовательности llношеств Н по-
лучается схOдяuшиса прOцесс, кOтOрыfi в п_Oеделе дает точку llнo-
]Еества а . Рааличпыо IоrодЕ этой группн этличаются в ос-
HoBHor способош внбора цноIоств Н

В.п.jулавскии [tirtZ] приr.енил riетод последовательного
прOектирOвания, раэработанныit дJIл систеш линеilttшх неравенств,
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к задаче линеfiного програшшровав}tя. 0своввая чдея tакого при-
шеЕения сOстOяла в чер8дOвапuч lдагов чеlOда прOекlшрOв8вшя с
воэчущдощ!!ш сдвшгоI в сторону грsдшевта цдссшцпацрJоцоfi фуtц-
цпп. 0н ше [tЭ] обобцпд llетод поспедоватвльного прое8тировцвия
па случаfi, ttогдд каIдая проекцrя осущрствJIяеlся ао па одро ito-
пупрOстранств0, а ва пOресечевпе нOскOлъкшх пOлупрOстравств,
определяешых частьD общеfi сшстецш веравенсlв. А.Ш.Jlобшрэ

[С+rСS] шзучаJI шетод посJIедоватольного проектшровавшя пршше-

нительн0 к аадаче 0 вахOtденrш тOчкll в пересOченпп вшпуlсшх
чнOшеств и fi вевOтOршI ваддчч вЕпукпOг0 прOгFлIширOвавпя.

Ш рассшотренношу направлеЕuD пришшкапl рботш В.А.Булав-
ского [22r25], посвященнЕе проекцrонвцI IотоддI! освоваЕцшI
на аппроксиlлациl1 lrнolecтBa решеЕиfi спстечg шеравевсш поресе-
чениош сIввнитоJIьно нобольшого чшсла попупростравств. 0своввое
содерfiание этих работ сOстOи! в слOдуDщеш.

IlycTb заданн выпукдоо ааIвву!оо цвоrество lV Е точка gо
sпе И . Пусть, далео, ддя /nl псееюя аппрокспшшруDllвя сх-
стеша отделяDlцих полупростравс!в ?_iz >Pi , i. I r пере-
сечение которшх обоаЕачиI чер€а 14, . ПреwtодоtшIr чт0 левше

часrи неравевств линеfiно-во8ависшrн, а блшrаftшая в qо точка
€r чнопесгва Иl леtп! в пересеqвЕшЕ грацпчвшх гшперпдос-

костеfi. Будош говорить в эlоI сJryчаеr что аIоется прпблrrвп-
ная проокция точки 3о н8 шпоIесtво У/ . освовная операцпя,
стандартншfi шаг, состоит в спедJrDщеш. Добавиrr к шIопщшllся шо-
вое отделяDцое полупростраЕсlво Q,уа >-Ру, не содорIащее
gI . Еслп сдвину!ь граншщl аlOго пqдупрOсlранства в 2, п

затеч постепенно перешепвть обртно, то блшrаfiшая к .uo точ-
ка будет непрерцвно изшеняtься, пачшвая с Zr . В этош про-
ц8ссе некOтOрш0 па старшх olдвдяDщдх пOдупрOсlравств цOгут
стать несущоствовннllш и вшбнль дв рассцотроншя. Пр возвраще-
нtlи нOвого пOдупрOстравсlва в св00 шсlиннOо пOпOIенше шш п0-
лучиt_нOвуD аппроsсиtlдруDцуD cnorolry оIделяDчlдх Q2Q >. Р7,
ё:. I , п ёовуп блиrаfiш;lп точву gI . IIрш эточ У. 7 п
I. I U{Y} .

Если речь шдвт 0 проекЕпровавпп tочкп Ф" uа цноаестЕо ре-
шOвиfi ковечвоfi сшстеrдr лшпойшrх EoIBBoEcTB, ,о эа 8овечЕое чш-
сп0 0писанннх станддртшых шагOв лшбо будет наfiдеЕа лроекц}tя,
либо вшясчится весоэшестность систоч!. 0двако при большпх си-
сlешах рOапиаащ{я стандартнOго двm в tаЕoI шоrоде EaTaJIKпBa-

8l}



е!сS ша аедOс!аIOчЕJD ll0цДOсlь ВШЧПOJrlllOлЬ8ЕI IалПЕ, та8 Еа8

аппроксвцпрушцЕо спсlеrlц шоIч! бUть 8есБщ больдпчи. Поатоtry

прпход!тся 00четать с!авдр!нш8 шагп с шoкoloplJl, усредцеишечt
прl, kotopol вовая аппроsспrпруDцвя спстеrrа аа&еняется спсте-
цой, воOбщв аоворяr Iовьшего рааrорst во ]врцеИ ту rc прпблI-
xeBEyD проокц[D а7 . Такая чодlФшкацt{я поэвоJlяоl ограяп-

llycTb !ребуоrcя рецч!ь заддчу

Дz, > 8, ll- -.z"Ш е - miл,,
где .z лешlт в BouiocTBBBBoI гrльберtовоц пр(ю!рансlво; 8 сl-
о!оша Eepaвoнclв аоЕочшдя шu очO!Едя. В послодшеш слуgао прtr-
холДтся рссшrрять совокУпвость прпВдеВаешшх ЕерцВенСтв П0 шО-

ре псllерпацltя дос!аtоч8о больщrх певязок. Есдп последоваI8ль
Bocrb {ао./ получопа прlIоЕевпоI сrаЕлдртЕшх шагов с уарод-
Boшllol|r ?о шбо чероs аоЕ9чшоо чшсло шагов будот Baf,pBo решо-
вше (плп вшясвеца EocoEleclвooTb оiстеш вервенств), тпбо
Qпъ||,zо||-*-, ч !огдв cllclola Еесовшес!пд, лtабо {q.J с*о-

дптся 8 рещв,впю.
Рассчозрпr лопорь сf,оýDд\уD аалачу. Требуетоя решпть спсlо\у

Дr@)4О ,, J-1,2r...rй, (,}.I)

где .,| прtiвадлеIш! бавахову простраЕсlвуr а ваIдое норав8в-
ётво - э!q, в cBoD очордьr спстеIа вшпуtспшх (ttли лшвеiншх)
пOpaBoвclвr левше,час!.п к0!0Dьгх цOпр8ршвш0 дrферонцrруочш.
Пусть уrв цfiлева tоч8а ?ь . Реппш (точно rrли приФlшrввшо)
час!вшо 8алвчп:

ГА'rkJЬ,q)*Аз(z)< о,

l1 Ь-*,'ll':mJtъ
Наflдешнше рецевпя обовпачltч чоро8 e/z,J . Точку ý* Halдвu
rЬк решоние эsддчп

(aar, аfu , z - а.о;о) 7 0, J -/r2,..., h,
llo --.ll q-ftdrъ
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ва, являющiлеся следствиеrд систешш (4.I). Еслtп a-o-tB,r2 -*J ,
рде d >О | и система (4.i) совшестна, то посдедователь-
ность ,/-zr./ слабо сход4тся к Heкoтopolly решению. При несов-
rrecTHotl систеше либо последователъность {qoJ окаэшвается не-
ограниченноfi, либо lzo,r-2ol не стрецится к ЕулD. lШ предIо-
лагае}д, чт0 тOчнOсть рOшеншя частншх лшнеаршаOванцшх задач

растет с шOшерOш шага.
Ilекоторя шодификация процесса пOаволяет получитъ рещение,

блиmfirлео к заданноfi tочке .2о .

Ес":и кашдое из неравепств в (4.I) является конечнOfr систе-
Hэll.r частные прOекiр!и -п,з нахOДтся точlto и выпOлнен0 обыч-
нсе услOвие телеснOсти относительн0 нелинейшttх неравенств в

(4.i), то схOд|liость 0писавного четода ишеот clcopocтb геоrrет-

рической прогресс}lи. Если к тоlду ffе m =| , а про}rаводнно ле-
вых частей Ееравенств в сшстоше Arra)< 0 удовлотворяют ус-
ловию Гельдера с покааателеш а r то скорость сходllости иLiеет

псрядок ,/*в.

ý 5. Методд решения нелшшеftншх аадач

l]лесь мы рассмоtриlд шетодIr специаIьно приспособленные дiя
|, ?:sчлi Hc.;;:HeiiHHx задач.

j.. j.;е:q,Lцтщiqц является универсальныш riетOдсlл для реше_
Hl,:,i экстренальнLlх задач с ограниченияши. Решение шсходнOй за-
дачи oпредслriется как предельная тOчка пOследовательнOсти ре-
:rit:,ti: :-rспоtrсгатс-:iыIl,!х задlч на безусловный акстрешуш, ts ка]к-

дс.i rlз кстсрых !{инл|!лизируечая функtlияХ) получается добаэ.,tеrtи-
з:.: d ,jелевой 

функции исходной задачи так нааываешоfi штрафноii

функции, игрпчеfi роль штрафа за нарушение огрничевий. ;ля
отыскания решения tsспомOrателъной задачи в качестве нача.ltьноit

испольвуется точка ltиниl!уlrа, определенная Еа предыдущем шаrе.
!фФективностъ шетOда штраФOв зависит прежде всого 0т тOго,

Hacкol,ibilo удачно построены штраФuне функции. Вопросу выоора

fi) ПI];| рассllотрении шетоrв цтрафOв удобно считать, чтс исход-
ная задача c9cтol,tт в rдинилrизадии .}ункцlи / при 0граниче-
нияI вида gJ(z)<O, / = ,rzr...1lTL. Такоfi постанс!ки
МЫ ОУДе} ПРИДеРilИВаТЬСЯ аа ПРOТЯШеНИИ iJСеГ0 ПаРаГРi.t,!а.
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штраФЕнх Фувкциfi посвящено аначитеJlьное чрсло рвбот. Приведев-
ные ниfе утверцдонпя относительно сходишостш Iо!ода штрфов
для эадач вшпуклого црограшширова8дяr доказаввше А.А.Шапдашоr

[SВrЭЭ], не уч}lтнваDт коЕкретного видд штрфншх фушцяl, 8
опираются лtlчlь ва )FрактерпстuчоокIе своfiства.

iу.r" | , 9i - вЕпукJIше фупвlцп ва Rn , Q={-r:9il,z)З0,
} = Lr2r..., ft;J - телесннfi коllпак!, Pl , t= Lrlrooo; -

квааившпуклше фушсцип на f'' , внпукпflе в 0бласш 5/s =

-{z: g/1q) < t, l =L,2,..., ftLJ при Bo3oTopoi f, rO.
УтВДРжД:ниЕI. Если

" k:*@)-О дпя а,iп,tR,

') k_Рt(z.)-+е д л я .zz S? ,

Tol начиная с векоторого К
r!,, ч к l. и п F4@)={7.z.) * Р*@) д о с l и га
с -..., г, ми II!iь:уша ; п.OследOваl
н о с т " [.aJ, А r-к (F1 @а)= ж П(.z)),
раниченаr и любая предельная
тOчка доставляет решение исХOД-
ной аадачtl.

пэлнOно
функцutl
цируешш
яu I) и

кс
кOтOрOг0
являются

причеч
цательнш и

усл
Pr
t{y

2).

y| bl

П*,?j*b, о

HeOTpl|_

l

DT
ель-
0г-

тOль_

с не-

УтijЕРд.цЕнilЕ2. Пусть фуо*цпп {,
} =Lr2roc.llT|r дифФе ре пци ру еIн,

?',
вн-

iовие Слеfiтера, а
, i =Ir2r..., дFФфероЕ-
д 0 в л 0 т в 0 рд D ! у с л 0 в и -

Е с л и vP1@)=f,Yi{dvrj@),
рерывпш,
rz9=o l

неп
fu*Yi как

т), начиная
к
д0
даr)J

,or*n*) <ar,nrl.Ro'*
устиriыши Е двоiiст-
е; псследOваlель-

(irК) ограничева

:t) Точка а* опрелелена в утвершдении I.

,
п

чBeHHoii за
HocTb{(ar,tl п
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лшOая ее прЕдеJtьltая lочка до-
ставлflеl рещOцшв двOПсlвоltвOf,
вадачш.

Сшвсл у!верЁдвяi{я 2 ааклпчае!ся Е Toll, что лухс!ороввпе
оцошG}r ддя цедовоfi Фушtцшrr псхолдоi sалдчL чоцrг бнть получе-
пн бов Еопосрдс!веаного решавiа лвоf,ствешшоi.8аIвчlr lФс каш

дOпусlпццо Dешсuttя дЕJfiственпоf, заддчr опDедодяпtся по ,очrаtдj'. пупо'внч'сдечшя Yi ra\ ,..., Y?(aCJ, ,д" Yi ,..
.,,'Yi' - иэввствше ц,ушrщи.

iIолучево 
"чслоЕцоl 

гOрввтпп9Dц9е, 'что прli досt8точно OФtb-
ltиx i точкц еtr поваврт ввутрь 9 . 8двсь latснe lссло-
дOвsнш дво фуцЕщп rцтраф; в8 'прIеЕяэtlшося ранее прц роDшll
эвс!роIалъвшх вадч.

2. идоя щц!щцlщqцд!!, для решовпя вадвч вшпуклого про-
граltllирQравия, прпнsдлеlачця Келлt, cocтot|T в слолJDIцаш. llвo-
*ecTuo f2 погрухается D lпOгограннltкr посJIе чего решав!ся,
аадача хl,tниIизаlцш целовоii фушкцl}t вд дачвоI l.ногогtlsЕвпке.
Затеш лобавляе!q,l одно ил}t несколько лпнеfiшrх огршпчевпf,,
ОТСеВаШЦИХ 0l ШНOГСГРСtННПКа ПOЛУЧеЕЦУD ТOЧКУ r.ИНШr{УШа Таt(}tЦ

обрqзоIr чтобш шпо,..,"тво S/ содерцлось в Honol If,огQгрцв-
никеr ш процссс поэlорется. Длв сходшýостl| процоGGаr Ocloc!-
BeBHor пе06ходиrrо, чтобш добавдяоцчб ограцпчепшл обоспочltвалlt
хорошJп аппроксишациu ,,rойarr" ? " Ь*рaпuо"rп ?очкш, яв-
ляющеfiся решение8 (одниш из решеший) исходной ааддчи.

А.tsоfiнстт и дъд.itаплан неаавис}tшо друг от дрJга продJIоаr-
ли слёдlпчiиfi спэсоб пострсения оlсеченйr гараптпрупщиLсходх-
llocтb описанного швтогд. 0пределяе!ся точка ,z*- is-ttS? , а
ша t -M ,,оге цослс решения 8спошогательной экстрешшьной за-
дачп (пустъ цl.- .,цэ решени'е) нац9д{I To.18y it nepe..re-
ния отрезка Ту*, a*l с грничвИ Я ._Следуюшiий ]сноготЁЕ-
Ilик пoJly{aeTc;i доба,.;;енивl, ограничени:i Y1@) . Y4 (zt) _,

г.rе Vtr - ть,сл,;iинеiiныji Qункциоllьлr u"o Ytrft) <Yз@ft)
ъJ-., z€\(

iiри указаннош способе отсечения дя достишения опредоленноfi
тOчпOсти решенлrl о0 ;но удается 0боtlтись руцестsенно ченъшиt[
,iислош ограниченийr неtели пРи способе iiелли. .iроше того, на
i;а:цOш ulаге пi:с,{есса ишевтсr! двухстOрOннпе 0ценки вила

/(-9,*/(.), /ryl),



три,{еr !*trrr9, /ry9/= О. з дальнейшеш д.л.dаплан
[16.| шолшФицировыI описаннЁf, процесс дtя Qлучая, когдв допус-
;имое шноfiест"о J? не явrlяется телесныu.

Э. При реалиэаци}t @ на каlкдOli
шаге процесса дIя определепия оtёредногс напрцвления спуска,
как пtввиJIо, приходится решатъ задачу линеfiного програмllироЪа-
ниrl илш аадачу вшпуклOго прOграхrlшрования, среди _ограничений
котороfi ишеется одно нелинейное. Разфсiотана [lT] шоли,Дикаitия

укаааннOг0 шетOда, в кOторой дIя ушеньшения трудсешi{ости пр0-
цесса вводштся систеtв ф}tксированншх направлениЁ G r и тOг-
да экстрOшальную эадsчу вцбOра напрцtsЛе,нпя приходиtся решцть
лишь на тох шагах, когдд невоэllопен эфектиЁный сдзиг ll допус-
тпшоfi области по направлепшяti, принадлешrЙri б . Iiроцесс по-
стрOен такиш 0браэоll, что его схOд,tt{Oсть DарантирOвана при

различЕых шп9rествах б . С точки зрения простоты методд ,iH-
тервсон сtучаfi, когда G - сиЬтвша кОординатннх наtlравлеttйi,i ,

а с тOчкl,t зрения бнстротн схOди!!ости целес0O0раэно зыrJирть в

качостве G систе!{у сопряшенных направ.,iений (с периодическлли

её перевычислениеш).

4. В заключени.е параiрафа остановимOя на раOотах ri.B.iy-
лавскOго [ZэrZч) по uетоду }ibpToHa дlн операторных HepaBcHcTj
и задачп вцпукл0I,0 прOгtЁ}iмирсвания.

Пусть Х n Y -вечiественные оанLlховыпрсс,ггд;tства, fiI;/i-
чеи в У выделен выпуклый ваtдкнутый конуо ( по.,lоlките'льных
элечеЕтов. Рассuотриш нелинейный непрершьно lифференцируешый
оператор Т: N *У и неравенство Т@) 1О . л.я изшерени,l
невязкш в этOli неравенстве tsведеu !ункционал Ь,

brP : {Lf {vryl,?,0, llp//, /J ,

и пусть 
"(а) 

= h(Т@)) Величина ?(.z) - эт0 норма п0-
,1о:тителънOfi части невязнr!. J частнOсти r есл;{ расGfr:цтрлiзоOмээ
неразенство - l|онечная сl:с;еш& qlr'z,)<0, i<К ! TD it lia-
,r..rru ц (z) мсж6д фигурироват {' + 

'р 
*(а))*, "т (f 1 i.T;i'

и т.д. Естественвшfi спосOб пOлучениr1 попразки ts метсде llьюто-
на сOстOит в решении л}tнеаризOваннOй эадачи

Th1 *Т'(z) F <С , llFll - m;rL.
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Если пространство Х гильбертово, то дш решения лиЕеарtr-
зованноll вадачп rroaнo использовать, напришер, проекционнне че-
тодш. 0днако полJчаешше приблишевшя лиlllь в праделе удовлетво-
ряют эсеш условияч лиЕваризованноfi задачш. i(polle того, есдu
левая часть неравOнства не выпукла, т0 линеариэOваЕная систе_
rла шоает окаваться несовuестноfi (лаrе вблизи решения). 0пре-
делшш направление F "з 

воэчущенной Jlинеариаованпоfi систешн

|ъ (Т(z) * T'/z.) ý) < 9, m,irъ {ч r.z), I c(.)J'ftoJ,

ll lll .Ю[q@IL,
r:е 0<z </, O-Qr./, Ю rО, d>- О . При нокоторнх
дOпслнитеjlьных предпOлOпениях удrется дOказать раврешишOсть
всвшущеннOй систешш.

шаг шетодд Ньютона cocтoltт в релаксаltии фупкtдиш ц шз

точки .u п0 направлениD ý . Если последоватольность {q-J
пOстрOена п0 LieTOл Ньютона и бесконечна, неравенспоТ(z)<0
разрещимоl а ollepaTop 7 непреръвно дифференцирJеllr то
N*a Чrzоl=С. Ecttп к то!rу ха а = / , то последоватольность

{roJ скомтся к решению неравенства Т(с)ё о .

Чтобы получить скOрOсть схOд,tчOстпr ]арактврную для четодд
ilbfi]Toнs, предIолоfiим, что пропзводная оператора 7 удовлет-
воряет условию Гельдер с покааателем 4 . При этош справед-
лиtsо следlюrцее. Ьсли полученвая последоваlеJIьность {zп} аес-
кОнечнаr то &по 'l|zo|O. Если z (f +а) -- ,l , то существует
litrua.o= - , являющийся решениеш неравенства Тё)<О. Схо-

димость иlrеет порядок z(/, а) .

IloriиMo 0сновного шетOда Ньютона дIя неравенства т(z)<о
аэJчался модифt:циFованныГл шетодr в котороч проrtзводная Т' ае
пер9вычисляетсяr начиная с некOтOрOг0 шага.

Вторя эадача, для решения котороfi pacclroTpoн шетод HbtoTo_
:,в; эт0 задача шатешатическOг0 прOтрашllирOваншя

пйъ{а@),а,.QJ,
где 4 - непустOе кошп€lктное вшпуклое шно[оство в воществон-
но}i гильбертовош пIJостранстве, а ( - внпукпая двайдд длффо-
, енцшруешая фувкция, вrорая проllвtsодная котороfi удOвлотворяет
Jсловt{D Гельдер с показателеш оС . Метод Ньютона для такоfi
задачи состоит в опроделении вектора F "в 

прпблшrевноfi
аадачи

90



m),rъ { ч'(z-)F * t r(k.) 
Ё t : Фп.* ý. Q}

и сдвпге в направлении ý (Ьоачоцноr Ее ца полную шину).
Получено обоснование метода в предполоsении, что вцполвены
некOтOрше условия невнроrденности, болео слабне, чеr обнчное
требование равношерно!t полош{тельной определенности второГt
проlлзводноfi. В частности, ати условия внполЕены, если прост-
ранств0 Х конечношервое, шношество а является выпуклыlд
}rноl,огранникоll, причоlл Х раалагается з пряlдуш сушrу подIро-
странств Xt п Х, так, что t( ливеfiна вдоль Х, п
ч"(ц)htъrdlЬtti при.т=Х п Ь<Х".Здесъ /rО.

iiля задачи выпJкдого програшtдировавия танае паря,цу с ос-
нOвltшш ивучеЕ и шодttфшцированннfi шетод.

ý 6. Другпо рботш по чпсленвнlд шетодаI

Для задач целочисленного проградrtпроваЕRя прозо.вlлась рабо-
та по систешати9аtщи рзулЁтатов и а$сперишoнтальноft проверке
шетодов (хJ..l.Волков п В.И.Хохлltшк [ЭО] , В.И.Хох.ltюк [Br] 1, по
uссдодованию конечвости некоЕоршх варцаятов алгсритша Гошори
(А.i.Колоколов я В.lI.Хо-пк [Ьа] ), а TaKfio по испоJrьзOвавип
случаfiного поиска при решониt{ цедOчиqIIеЕншх вадач с будевшrп
парешsнныllrt (Д.Г.Терзш ГZS] t.

Вопросаш калон,гЕрвоI,о ш се!евOго планирования пOсвяцено не-
скOльк0 раOOт. АлгOрит!дн пOиска критическOг0 пути i! зачкнJтнх
кOнтурOв на сетsвоц графикеr а lакае другIе вOпрOсы аfiалиаа
о_риентированчнх грфов вссIоtропц в работах Л.Т.IIетровой
Lcz] , I.Т.потровой и н.ii.Itарнiуховои [ь8] , JI.ti.Лейфшана и

Л.Т.ПетровоИ [63] . 3адачи сетевого планироваiillrl с Jчето!д ог-
раниченных ресурсов исследовали С.Ш.Апцца ш Л.Т.flетроr" [6]
и С.ll.Днцн. [5]. Oригинальныfi алгор}t!lд дJIя поиска ре:ден}!я
задачи календарного плавирOвавия предIOшlл Г.П.Дкшлов [i].

Некоторне работн касаDтся развиtпя обtцпх цетодов рещенпя
задачл лшнойного програшшрованхя. 8.I1r.IМрез [ВЭ] r,rсслело-
ваа четод паралеlра дJIя решовия эадаqп лппеfiного програширо-
вания, А.Е.Бахтин [Э] рссшотроп вопрос о реализациш двойст-
ýеннOго сиrrплекс-метDда прl ршgниl больших заддч дииеfiного
прOгра}rширования, В.А.БулавскиП [rZrer] паучал вопрос о на-
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чале счота в линоfiноtl прOграшширOвании и 0 прOдOлении ситуц-
цийr олизкrх к выроtденншi. приuонительно к эцдаче раскрdя ли-
Heitншx материалов ts;А.Булавский и !i.А.Яковлева [zz] прел;rоши-
ли алгоритrr, реализурщIfi идеr пO9трOеция lцкаJlш пнде8сOв дIя
задач}t о рацц8 (Л.В.fiанторович и В.А.ilалгаллер [эZ] ).

l;шеются работш и по друlиtl направленияш. СтоЙстtлческиll
програ}ilбl:рOваниеrr занийались j].Е.Соддrтов [ZZrZB] п a.ri.Гbp
стко [ЭZ] , ll9то4 решqrtlя одtой заддчи разшещеншi рассшотрол
,.ý.Горстttо [ЗЭ] , uетод решения дlя liоделп HeДrlaнa предJIо-
iкил iil....".lмшфв [8S] . i;авачи парашетрического дроОно-линеfrно-
г0 прOгlншlrирOtsцния иссладоваltа ti.i}.lilшыфва. Численншl!ц шото-

дами Iюшения эке?реrrальных эаддч в функциочшlьншх .грOстранёт-
Бь:.: занl:lбцл}tсъ Г.П.акилов r,t А.lri.Рубинов [Z] , Аit.Рубинов

[ЬЭ] , з.п.Деuьянов и ;i.Ii.Pyб.lHoB [Я,SS,ЭЬJ. воаrrошностъ ис-
пользQвания шетOДов lJHпyJ(Jloгo прOграшчирOвания дlя решения
IIекэторiх задаri uaTer,.aTиtlecKpil фиапки, в чЬстшостп, дJlя клqс-
сл;чесл:э.; эа;iачи уtlрJгз-пластl4чкости (в варпационной постанов-
{е ) исi,,лOдсваJl А.д.паплан.

jо,ч'ьtilаз работа была проделанtl п0 создапиD програш дIя ро-
шения рааличных эадач натешатическOго прOграilширования. Дя
решения oouieii задачи линейitOго прOграtlши рOtsаtlия продаазначены,
прol,раtilrнl написаннuе Р.jl.3вrrгиной Р?] и Ш.Ц.Авпреевой [3].
Две програшпlJ дIrl решения блочноfi задачи оозданш Р.А.3вяпи-
ной [40,4I] . d.д.fiкоы;ева [э1 ,9ЭРцf написала прогрs!дмы дlя
решенйя эОоOцешной TpaнcпopтHoii и общей дэухкоllпонеuтноЙ эа-
дач, а lёк]fiе ,тронспортноfi задачи,на сети. ts.И.lllшыфв написал
проI,рамш.ч, реалиэукlilryю алгорит!, [В+] лrя решеЕия обобщеrrной
трёнспортнOi{ за;trч;1 L специа,:ьноfi постановке (задлча оптишаль-
ной аагрузки про.liатных cTattcB). iiрогракllн дIя решения зад8ч
цеJlочисленног0 програшширсвания соадаllы m.t/i .dолковшч |irЭf ,
С.i,l.янцi:зсt; и В.i .лэхлr.кош [ ?]. ts.ч.,.е,lелов [bOl написirл
программу дiri цналиэа сетевых гра{иttoв, ij.а.ilкозлева [ЭZ] -
дJя разбивки,потOi{а в сети на марлрутш. ilрограшму дIя решения
специальных задач нелинеfiного (в частttости, невыпукJIого) про-
гр.llдltироtsания написала tt.ts.Iilмырёва [в8] . iIрограшшы дя ре-
чJения некотOрых специадьных задач созд"iд lil.i{.пн],реевоИ [3],
0.п.СенюковоИ [ZC] и В.i.лiулавским [rЭ]
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