
Т97л п оптпцизАпtiя Вшптсr I4(rI)
Цодеди ддЕаtrшви и вэвозоспя

Уш 5I.330 з II5

0 пOвЕ,щпlи 0ш}1l[Адьншх шшЕни! сOпиIЕпЕцх
ПШНЙНШХ ЗАJЦЧ

D.Ш.Чвршпrх

В вачеозвеЕшlх псолодоDавlяI оп!пIаJIъIцI lllаoвlopЁ дrЕаIх-
,lоскпх шародвоховяlс!воввшI Iолвпо! GуцаоlвоЕвo IопOIDвуD!оя

урsвнепия в конеqЕЕ рsвЕос!ях (оr., вшрrrер, [2]). Поэ!Oцу
прадсlавпяет ия!8рбс 0тшсЕаЕпе п r9учевrс aIд030D шваIlчбскпх
цододеfi, допус8апщдх эндоповпо !щсих 0пЕшшъЕшх тректорш!,
которs удовлоrворяDl огр8вх!rоЕшяI а!пх rоделоfi rал равоЕсrзаI.

В цастоящеi рsбо!о IвсOIаIршз8е!ся 0дв laBo! влвос дiЕаrtх_
ческпх чоделеfi, пос!рооЕЕшх ва ооЕо!о IолвIа дl. ФоЕ Еоf,шава с
ш!ршцаш А п 8, Boloрlo Iогу! аавпсо!ь о! EpoIoEr Ё . Уало-
вия, 8oropшll удоЕrOrвоDяDt Ialprlц АG) п b(t) , оrшqаDrоя
от авшогичвшх tребовавrfi рабош [+].

В работе шопOльвуоrся сдоýDцдя сlIвOдпва r !орIlвOtоЕпя.
Воктор а - (ъlt..., зао)вавшвао!Gя полозlrольЕцr (обоавачовrе:
*>О), ослu alzO (L=/n..rr"); Doвrdp а Еа8нЕао!оя по-
пуполо8lтодъЕшх (а, -- О ), есIп Фd -- О ( L=4r,,,, fu ) х ооIп
2# О ; Еошlор Еа8швао!оя ноо!рпцg!одъr'nlry (a,>n О ), ослп
аr>O(ьJ...rп) Еслr а r у - ,а-IоршовсвrоIш,,оrпо
опредодепID,z-{(z>.уr1>1), если --3-О (*-{ -О ,
t-ц >0) . Iатрrцд А Э(Qu) ва8шDао!ся полоlпtельвоfi
(Д 3 О1, есJIп воа её эдоrввiц Qе;'О , rаtрrцв Д Еашlаоrоя

полупоIоrхrельво! (А r0 ), ослл'вса Qiion? l, А+О r Et-
рпщ А вавцЕаоlс, воотрrцаtальвоfi А >-ОО , aOtl ьос Q.y>0.

I0. Пусть rатрrщ А(а l аО/ ,IoD! tnэшgr tъхirъ з
лусllъ rL>пъ. ОбовЕапI чера Ap(d) l B7qG) ,o9lýlo atat-
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рвrЕшс tоавrр!цц порfiдза rп пtрsц А(t)
olBcBBo. Тогда

п ве)

во G)

Вс,) (t)

с0O!вOт-

A(t)=
Дсr)

од" ДrrrG) п ВrоG) - подштрпщ с раsrsраш ((lъ-пъlха1
ц!рlц -A(L) l 'B(t).

Дя la-rоршх Barlopoв ur(ё) будош шспользоЕаtь аваJIо-
гшчЕоа прадсrавдOвло.ur(ё)-(tсо(d) | uаа r гд0 u4о(а-
/tz-fi вэвтор,- ааG)- (п-rtъ)-уервнil во*тор.

Рвоеrоtрпr пару оопряшвпшх,rвоf,вшх вадач:

ВДДДtЦ I з IавсшlsIроватъ фуввцпш

tt (Z(D) - Ч0 Z(o(T), + tla) Z,@с)

rpl усIOвtrях;

xa)(4)A')(l) * zcg 0)Arq0 = 
at,

r,,,(L"l)Ао, G+|tц(t+t)ф(l+0- fu) (ё) Ва)(ё)-
- х. (ё) Во,, G)< 0 (t 4,2,.,,т f),

z(L)=(zQ(t),z,nrc) >о (t=l,...,T).

ВАДАtЦ 2 з tlвшIlапроваtь фупвцlэ a'рС0 прп усповшяI:

До,ril р ft)- во G)pG,l)>a 0 (L=/r2,...,т-/))
ДсG)р0)- Врr(ё)р(t+l)>о О (l=f,..., Т,/),
АчF)Р(Т) -u.n, >- О,

А, ft) рlТ1- цц1 >э О2

р (L)э О dL=/,. . .,Т).

Чорв (Z'Q)r.,,rz'(Т) ) (а лшсrо cB9ag|2'(t)r...rt'(7) 1

обовввччr Iаасlшдьвоо ршовf,о эаддчl I, черв 1V'rОr,,.rр'ffh
(а lаBro черав(2'Q),,..,Q'(Т)) - швrчалъфв репсвшо эадачr 2.

Прлпошгаеrсл, ч!о EoBto5rB

Ао) ,:)
brc)=)
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Ц - ( Цq, 4rо) = (Цл r. . ., Llrtэ 4rъrl r. . ., 4п) r- О,

21.=(z/,,.,rz,|)>-О.
Будул rопоrъ8оваЕц оtсшlDqrо rоIоDri

в.т, А (1,1) = fl77ol1 рrо G), а ft* l > 0 (ё= /, 2, . . . ).

Са.Ц 40 G)=Q GG), G(il > О (t=f,2,...).

@.э, dэt Оо G) *0 (t=/r2, .. . ) .

@.Ч Адft) ё Всg (U GG) (ё=У,2,...).

@.ф Qt.rc)> бi G) СН (i=tп./,.,.,tljё-/,2,,..).
v

@.il ё э eftJ з б (L=f,2,...).
(а.6) Сучео!Еуо! ЕатtвIDЕоо lпolo t, ,rrо", ,rо ё"r0 ,ул
@.?) Ю,4 € Юа (t) а gо (t = /,2, . . . ).

(а.8) Сrцее!Еуэt вs!уFльвоо ,поIо Ё" ,"*оr, "r"lj;>O .

Для ФошшровЕI ц доваваtальG!ва loopol_ Bal повадофtоя
кваэшIеtршка tr.Illьборп [t, ý IS], воторая бшrа опрдолева
Дr. БrрвгоЦДоr [Э] дIя IBoIaclBa fz-rарвшх Dба!ороЕ, обравуь
цЕЕ Е rru-ropBor Ероо!равс!во Еr* вшпудлfr вопус К о вор
ппвоЁ э ЕачаIо sоордша! (or. taBro [Sl, L+] l.

Пусш *е К l УвК п пус!ь прfiIдяr проlдrцвя чорев
!очвr а J у, ппроl_нвао!п гqgвrцу воЕуса .3 в !о,пах
l У . i[вавЙеtрВа lъ(z,,у)-h(сrу;К) опродошо!оя по

фощrс
h(о,/ = h Rl,zry),

,а" R(*rуЬR(аr!rЪq) - Ео8вое о!ЕоtrоЕlо чоtllрI !очоt
4, ц , Ц, fr, йсполбrоввшх ва олвоi пряrо! [It ý I8J.

пrЬtъ iпоlослэо /t/cK , ,огдд дl8хвлр ГrльбJрта lцoloo!вa
М опIвдаIяоIGя tаr s

[к (/"il = 1ff"./r.rr,y).
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Eодr К - веоtрrцаtольЕrl opTEBt проа!раЕс!ва Е* , а
L - Iа!рIцд, Dсе 8лоl|оЕ!ш KoTopot пOпошtоIьвшr !о rшotoct-

зо СК (обрв Ееоrрхцв!опъЕого ор!аЕта) пrоол дrаrеtр Гплъ-
борtа, рвшfi

3(е) = f* бск) = h, m.а,z _!л,э c"z- i,j,Tz .й'
гпе ci7 - элешент штр!lЕ С 1ёr;=fr...llfl) [5]. 

"Подоrптольная шатрuца с' ctIlao! квааицOтрику tr- ва во,lш-
sвцу

7_ 
"-8Gl7"ос,(с1=|+ейгZ f э tэ]

Е.0. еспп вок!орш е а, ч подо8i!едьнц, zo h(С*rСr)<
1d.(с) h(*,ц).

IlyoTb Hl "" Н2-л!чщ вцtодяцl!о в8 цачала воорлIЕд, ш

пр!вадJIоIацIо Евотрlца!одьноllу ор!авfу проGtравсtва Еrо,
tо_гдддJIялшбшхвевторов а а Ч тавпхi чтOаеН1 lцеНg,
hr*rЦ)(еслп ова опреаелеваl rЪr" r.по,rопа доотоявЕаr.'По.по-

цу для Ьбшх вокlоров а' !о У' (zЬ Нr, ц'.l/а ; прrвпrаош ,
по опрорlвшпr{ъ(z',у')=h(\?, адq |z.|:/у|= / l zв Н1 ,

|. Н, . Ташпц обрsвоIr ква9шrотрика h .iрслславлясл ообоl
РаСС!OЯЕПО IolДil ЛJ'Iаш, DцхOдrlцlш пв ва,lала 8оорлIва!. СIG-
ДОВа!ОДЬВО, квааишвтрику ,/ъ' лолпо ва8шЕа!ъ Пугlовш раосlоя-
нRецп.

Zo. ПЕuШI. Пустъ вшподво.Еш усло-
впя (a.I) r (а.3). IIуотъ t}ъ-rорвшl
в ов, ор pl(S+.t1 удовдоrворяа! Ео.Js-
з е п с тв i r ВG)р'G,-t)з{(tt^,A(#l1r'17+l)z/rc).
п у с т, Brrla В||)G)/,r,fttе |rrЦ п п у о l ь

,=i;ir;.э p'(t*l) taBoEr ч!о фlё)р'(l*t)=
Тогда

Ь7t) р'(t"l)ё i,G), /(t*Ц а /(ltr)pe (|,t/).
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ДОlЦ3АТВllЪСТВ0 лещ I. ПocKollbKy p't(t-*l) = В;|, (U lrr, /tl,
Rа воравовс лп %pl(t) Во, ft)|,rr/t)B /rо ё) срssу поry,воI !ог
вое трбуечоо ЕоровеЕс во фft)р"ll,l1с |r, rU .

Наппшец условuе (a.I) в раsворЕуrоI впдо

ai(! *a)=d,;, (d*l $1121*. . ,* dr*(f,,|)6*(il(ё.l..,п), gy

по d.;ift'l),arЪ+,|) ,4i Ч 1i=,f,...,p; j=/r..,,rfz ) - сооl-
воlствовв0, 9доIов! rатрrjш fl(b*,t) , i - я оrроrа щrрrlщ
А ft+1), j - я сrро8а lalpllm В|il (t)

посrольву 0, а) р' Н, t1 < l; G), 0 ft) = Bj G) p'(l,/) (7 = /,_, пъ),
спр8ведлш0 вOравеЕсrв0

бi {t) e"{t*l) > 8i ft)р'(ё+/) (i =f,.. ., fu). (2 )

Пуоть сущосrвуе_! поI8р Lo (ie {/r.,, , пJ ) гакоt. что
qi.(t+l) p'(d+l) <{r({,|)_. Тотдаl прlвllая во впlIаппс равев-
стЙо G) r вервовбrв;ц Ю(t+l>- О I (2), IoI0I Еапlо8тъ
сIOдуDryD цOпOчву BOpaBeEctB п р8вввс!в
i i. (L* t ), о r.(е 

ё 0 рr ({ + l) 9 db /d* 0 q в) У(t) + . . . + fl .r- (| + t) а- (Ц р' (t lb
9 d r, 11, t1 !, G) р' (t, ! * . . . * d ь * (t * |) 8* (t) р, (l,.l) ll
'! аr.(у* 1 pr{*! -- |цrt * 1,

!.о. {r.(t+l)>{;,(t*l . Пршглr Е EpollDopatlшD, сJодоч!опьЕо;
дIя ваадого ЕоIsра L 1b-lr...rfo) пrеоr воравовство У;// е
4 ai (ёt!) р" (ё*t1.

trЕiШ,А2. lIyoTb вЕпоJIЕоЕш у сдовпя
(a.I)-(a.4). Пуотъ вадача 2 cIoe!
t п в l I а п ь Е о о р о ш е в а е p|f),,..rp'(T);pl(l)>O.

тогда 8адача 2 чIеоl чt|ншr.адь-
Е о о р о Е о l п о p'(f)=pl(t)rpo(2)r..,, р'(Т1 ! а -
ЕOа, ч!0

А rr,, 
(t) р'ft) - Вrr, (t) р, lL + ) -- о (l =./, ..,, т - /),

ttrп
рil(е,0 = G (ё) р'ft) (t =/,.

ДОfiД3АТЦ[ЬСТВ0 rвш 2. Прпвпrаеr Р"е)=
овоIьву р'а)>О с Qp)r-o , ,о р'(е)>-о

,.,т-|).
OQ) pl(t) Пь

Ушоrrв обв часtr воравовошц Вr"rO)GН)з Д,о rЦ
rоg р'(,0> 0 , будоr rrotb

2z
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D, Q бf,, а) Aol (! е,а) < А,q 0) р|G).
полошr |r4=ДO)р'0), ie)=6G)p'B) п, прllоЕfв лошу I
8 EOpaBBEOTEaI

A(t)p'(l)- B(lprd>0, А(2)р'(2)- В(е)р(3)а О,
пOлучпIr q!о

A(t)pTl)- B(l)P,/2)эQA@pro- вG)р'(3)> о, п т.д.

Првшlвеч р"(Т)= G(T-l)y'(T,/. поокодьву p'(T-l) > О,
ю РО(Т)>О !

Ушношв обе часлп Bopaвoвorla Вa., (Т- /) Сff,l)Э Arut- l)
ва вса!ор Р"(Т-/)> О, будэr rrati-'

4, 0 - /1 B,i., r т - l l,,, (т- 0 р, е 0э д n (т- l) р, {г- t).
Itолоrчц { (Т-|)=А(Т-|)р'(Т-/)r/О)=Ш шr прlIевпв леIцl

I к вервеЕсrзаI

А ff-ЦpTT-l)- B(T,"/)p'(Dz О, AO)p'(D,n ,о О,

пOпуqхI

Д (т- /) р "lT- t) - В (т- l) е " О).о 0, А tD р (Т) - оо z О .

Таппr образоlrрО(/)= р'(|)r..., р"(Т) - IxBxIaJIbBoe р€щоЕие
ваддчп 2.

JIоша 2 до8а8ава.

TEOPIШ,AI. IIуоть вшполвеЕш JсдовIs
(а.5), (а.6). пу с т ъ p|(/)=p(l)r..,p"(T)i /qа)=
=Q'(flr...>?'(Т)(рИ>4?'rц>4р'(фgr4- Ix в l шад ь _
Ево решOвшя 8адачI ?| для rо_
,0ршх справOдлIв0 8акJlDqови0
лсIIg 2.

Тогда оуцсG!вуDl ?авшо полоIд-
tOIЪВЦС ЧIоIаоr,1 (а1 z/) l лt, что
п рrl=фhrlr...rа1+.ilhlr4lэ|2,... о п ра в о дI п -
D0 ЕсрЕЕOЕс!l0

/ъlрТt1,2"ft)) = 
*f'''b, .

zэ
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3дllЕчдпltВ. Чпсла о<1 ч Д1 не аавшсяl от 7
ДOКАgДТШЬСТВ0 tоороrш I. Полошr

2(t) -еft;1-11. .... GGJ (d=a,1,..,T-a).
}ta усrоэri (а.5) в (а.6) вшзсваав, ч!о Iа!рпц У(L)>ё 9О
G=f".,,rТ-Цr. Еа освовапrr [Э], [Sl пrасч ЕораЕOЕс!ва :

hlp'{t4); g'|(t*|)) з t(J€(il) (t=l,..., Аr),
/оФ'а,П),2'(t*i)а"с(g(ili.(У(4 о'(ф (4)

гдо (t=Lr'/r ",,Т-Ъr) ,

t(g(ц=hm#,
,с(!(ё)) _ t- 

"-|(ttG)/e=Z;@-a
1 lii@ -.апвIоЕl Iаlрщл g(t) , i,/.l,..., пъ).

.Раоочотршr ва rаf-черuош парaппо:tоцrпшдо

Q = {а/а =(-r/), о. ifЫ" */=i;9a ?=/,...,-J

'i!f| irF' - ЕIсIоЕ!ш воIо[пlодьЕцI шlршц ё|'" ёt'
сооtваtотвовво) фувrщп

8 (g) = h. m.rъ N="" lYl,urvrа,7. Слz €lrX

tъе пеgрuоsо, |r, (i,j=tr,..,rtъ ). Очошлrо, Еа Iвоаос!-
во а Фувкlщя t (rС) оЬравrчева crcpry IоIоап!одъвоf, посто-
я_вво! А1 (А/*- ). 0зопдв oloдlotr чlо прп t-/r2,...,T-*l
d(!lЬ)Э а,, п пoElorry

а(gG)) . /-",3(9@)/еa 1_"аl/э .4.
Подоцв dl=| -"*/a, rB ({) поryпI !фбrоIос ЕсраlавG!-

во С5 ).
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Taopcra I
тЕOЕЕIд 2.

(a.I) - (а.3),
Тогда

доваааЕа.

Пуоль
(a.d),

усIOвпя
(а.5) - (а.8) .

0rlcO!rrD! ,aEIE п0I0_
tltota &а (*e.f ) | Ае,

,Iro дrя лэбцr IDуI IавGIIаIDвнI
р о r 0 а l l (z'(l),..., z'(т)) kirrff) z О2 l ftr'(l),...,e'(T))(t2it)>O) 8ада,rl I прr /-Т-(!а./)tr...,
Т-в2Ь2-1r.!4=.lr2,.,.{t> Ь) о п ра э о дt l t о в о-
paDcBO!Do

/о(z'оl (ё),t; {t)) зп!r'а, (5)

3дllЕrlДffшв I. llrола "са ч да оr Borap 7 во BaElor!.
аШВ'ЦIШЕ 2. Посволъву qrrсrо *"zl , лlя шбого оЕодь

угодво Iалого slсла с > а ваlлэtоя Bollcp Bi Taвoi, ч!о

прr J2 > Cj будсt вшоrвя!ъ0, вOравовсlDо n!.'a".C ; !.6.
прш воох ЕOшсtвх t t удовIс!воряDщIx ЕсlвЕввоlrаI lr<ёа
з7-ftj+l)$r-l , !iугловоо роотояшеП /t lclml coolEorolDJr-

DцlIr sлоIOпап Х|lG) l t:i"G) апФх рJI шаоlшльЕцх рG-
шевй длrпr / будаt Iсiыо с . [шr o,f,oEвIl, ooJlx Bolop
т дос!а!очшо боаьrоt, Еоо IаrспIальЕцс р!овпя ддf,ш т

прr EccI BoIcpqI t rB rBordcrBa tfr...rT} (аа rовлэчовrсr
рядд EoIopoB Е Еачаlt r q воЕцс аtого IЕоасопа 0r...,TJ )
уO!рOOвш поqlr 0лlЕааOD0.

ДOШДВАТЕIЬСТВ0 rсорш 2.. Прп lrrl=tзТ вов!ор р'(0>
> О , поа!оlry пуtr+f <ё<Т-/ rB уолозrя (а.4) вц-

,а8а0! вOраасвотв0

Apl(t) p'(il- B,rr(ilp'(t*l1, бt,

отвуда сдошаl, что пршd. i< t<Т-./ zirrG)=4tЬG)=Q
Таrпr обрааоI, прх fl*/еtёТ-/ Braбr раэовоrй з

x,'oft) 4q G) -*i,t (4-1 бrо G-il= Q er|,(l)-ct) (/,t) Вr,rlrr1- О,

IIl
аЬ({-/) = 4r,G)Ю(r) (ё,/ (t=4r,/,...,Т-4),

е;, (L-|) = t) ({) аQ (l,) (L= 21+f, ...,T-t).
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Полопrш

R(T-c) =юrr, (т-х).. . ..fu(O(T-t- lr,f) (с=/,... ,т-а- tJ.

,,.l4з условпИ (а.?), (а.8) вш!ек8о!, ч!о lв!ршцв R(T-z)>
fl;; '0 (c-/,.,T-Q,l)хaB Е clrme дов8:}8!епьOва tоорвшl I,
па основаЕшп [3l, [S] ишееш воFЕоЕоlDа

lo 1z;" (T-t -,q), qi, f- t - t ) з t ( R (т-z) бt-.1, . . ., t, ),
Ь(zi,,с-т -ts, t)(т-с-t))с*(R(ъtL Lhf,,(T-T), (6)

12; (т-t) (t= lr"l, .. .,Т- lr- 3,),
Dдо

Ъ,,,а(Т-t) zfl (Т-t)
t(R(T-c))- h,lзffi

Ъr" (T-Z) Ъ7х ff-t)

(t -- l""f, . . .,Т- hа- lJ)

ПОЛоrпв &а=l-е'ДСlе, r lз (6) получшr Tpdyeroe ЕеFвев-
сrЕо (5 ).

Toopera 2 довавава.
Аналогшчвая lоOреца пIео! Iccto для прои8вшIъЕшх IивдIаJIь-

вшх рвшевпi аалачп 2.

30. Получоншо утвврIдеЕпя перовоояlоя ва шксшlвльЕце и
IпшшIаJIънцo р0[l0Еttя сIешlDщlх сOпряtOвшшх 8аддчз

3ДДАЧА I : !rа8сшIпвхрэаъ |' прш условшях:

Z,rr(/) Аrr, 'rrо0) дr"l Н) 1 a|l

(lц(Т-С) - алоIен! штрпцш Rff-t) ; L,/-|r.,.,fu).
ItaK п в дока8а!8лъсtЕо тоорошr I, покавшваоrс.8r чtо суцес!-

вуоI посlояЕвsя А2 ( A rz+ ю ) tавая, чло )' ( К (Т-t))с Ае
(t=lr...,T- lr- 3, 1. Отспла сраsJ сIодувt, tlllo лрп €= Lr*fr.,. ;
Т-t2-Q пчеоI

а (Rо,-т)) з l - е,8 Rrт-d)/а 
= 1-"-ц/е . 1.
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?Ф ( ё+ l ) А а) (ё t l) + Qq (t о а) А. (t, l) - *l G) Вrц G)- Ы/) Во (ёk0

(ё=/,2,...rТ-/),

l--"'- zФ (т) Во (Т) - xu, f) ф(Т) з О,

Г>-о, z({)-(qrr(ё), аа,ft))ё 0 (t=/,2,..., т).

3АДАЦ 2з шшItslроDалъ alp(l) прп Jrоловlях;

Д prG1 рЦ1 - Вrr, (t)p (t+ /) > О (t = /, 2,. . .,Т) )
Ц (t) р G) - Lrq ft) р (tl11 z о (ё= 4 2, ..,,т),

aT'lp(T+/) v 0,

рё) zO (ё =f,Q, . .,rТ+/).
40. Gлучаf, , уgltrg, ttL>zЛ.rпосдедуется аЕаrlогIчво.
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