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с РАсдШmшiшtilсrl пюи3tsOдстВoll

Р.А.3вягипа

Рассrrатрпвается дппашttчесвая транспортная задача на р
периодов с rrL пункта}lи потреблевияr /?- пуЕктаци продззод-
ства !t со способашд расшшрения пчеDЕихся пуЕкlов прошэвод-
ства. Требуется ваfiти такоfi плаlt расшшревия про}tэводства в
пределах аадаltttогo дJIя к8Iдого пункта oCbelв и такоf, Iшан
перевовоtс пр0}lввод|шOго прO&укtа, чтобш в каIдоu периоде удо-
влетворяллlсь все потребвостu }1 сушшарЕне аатратш по всеч по-
риоддr Еа строuтольство ll поровоаки бшлп шшншlалъltншш. iJада-
ча !акого тr.rпа [l] , поставJtенвая Katc 8адача лпноfiного прграI-
цирован}lя, обдаддет рядоlt особевнOоlеft, вOтOще пOввOдяDт от-
вести её в класс задач, шцеDцхх ранг 0лошостш (сч. [2] ) Ее
больше lъ r неаависицо от чшсда перIодов. Докаэа!ельO!во эЕо_
го утвор8деЕшя основано ва раздOtевшш базисвоfi шатрицш в про-
шзведевие дэух блочно-треугольвшх шатршц споцпальнOго видд.
llpn этош рtя удобства пзлоtенtrя првдпоJвгаеtсяr что вновь соа-
даваошfi пунfiт п_Ooиsводства ylo шllоотся (с вулевшш объечоч),
дIя каIдOг0 IryHKTa прOпэвOдства в капдшfi периOд сущOсlвуот
ровао оддв способ рsсшпрония и эlп способш в рвличЕно першо-
дш для фиксltровапвого цJвкта отлuчаDтся рааве дшъ капптФIь-
ЕшIш аатратаrlи.

I. Прелполохпч, что рассшатршваеlвя 8алача пuшоfiного про-
граr|llшрOвания прпведеЕа 8 ванOпичес80llу вишI: liиниши8ацдя
линеfiного Фунr:ционала при огравшчвЕиях тшпа равенств и прtt

условиях неотрпцаtелъшости перешенншх. llнопество /"/ почеров
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строк в Iатрццо / систошш ураввеншfi этоа задачи естествен-

нýш образоч распадаsтся на пOд{нOа8ства

l41 ={1,2,.. ., t?| * fu } * (п*п)(l,-/)rl=12,...,р,

|v|b*l= {/,.,.,ruJ + fta. + п) р,
где Из {i Пё р ) - rrnotecтBo ношеров пуЕктов в {-t пе-

рподr а Иr*r - llпоIесlво Botiopoв ааданнцх объешов дJlя рас-
ширепия проltвводства. llHorecTBa R. п 7 ношоров столбцов в

о"rроцч Д распадаптся Еа пqдlнопества Rд ={/r2r..,rпJ+п(Ь/)
QZ А<р*/ 1 , Tt (/. А<Р) oooTBeicT"oH"b, гдо Rn
(l<*< Р) - uноrcство HorropoB столбцов, заддюtцих способш,рас-
ширвЕия пр0}lзводства, начlдЕ{lя с Е -го перподдr Rp*l - ноше-

р способов сокращения вадаЕЕцх объешов ддя расширения, а Тл
(,l< А<D'- riнofiecтBo ношеров столбцов, задающих способы пе-
ревовки Ъ Ё-п периодо.

Для кацдого А=/r2,,.., р выделшд в шноеестве l'|1 подшно-
шество Jg ношеров пуЕктов проивводства (шошно считатъ, что

ýj = { пz* /, m* 2, ..., rTzt пJ + (п+ п)(t-t) 1. В этttх обозвач ениях
rатриltа / иrreoт сделупчýlр структуру (сш., tвпр}tlдор, рlдс. l
пр}l р = 3).

m
rL

lL

Рпс. l.

л _{4я лцбо_го i. = L,2,..., Р в подlатриц" А [М,Т1,/ Олок
Д[Мlr! / трнспортного типа (т.е. капддfi его стоJlбец ptlBell

разности дв5lх столбцов raatpиIlнr cocтaвлeнHoli из единичной по-
рf,лха ftъ + rъ и нулевOг0 столбца разшерности m + lъ )l а ос-
TajtbнHe бrо;tи нулевые:

Д[Мr,ц1-
Е

Е
д[ц,т"] ,-

Е
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Е -Е
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Аftr|",Тв] * 0, t=lr2,..., 4-f, l*|...,p*/. (1)

_ДtЯ пшбого 4-112,...rp*| в подвтрrщах Д[М,R1] мохп
A[ýI,R*J t $=rnp) равЕш едшичноil rатрице Е порядса
/z, б.,]ок /[Мрн, R6] рвен -лЕ , а осlаJБвшо бловп нуле-

вше_. Такиtl обраiоц, для лпбоt,о i > f (,#< pt|) шеец
Д [r!r"r,lЧ,,RrJ=Д[r=Ч"r*l1,,Rп] , t=,1,2,",,l-| , (2)

Д[И*,Rз]=0, t=J,2,..., t-/. в)

. _?. Пспольв5lя своlсва (I)-(Э) r ПtрапспоршооtъП бловов
Д[|Ц,Т|],l<b.p r tliltв0 IDiаsа!ъ crrц/Dso yвogpxlo.

Если шатрпrр Д[M,I]1I.TUR ) квадратвая r пеособец-
flаяr !о пореставовкоfi строк tl стодбцов ее шошо прдвести t(

lа8ошу видr, что оЕа овлшчается о, нuтшеfi труюльвоfi ве бо-
:lе8 чеI rL дrагошапяшш, Fсподоаенншчп Еад глазсоf,. Эrо
равпосшпьЕо TOIJ, что лпбуп спстецуо rатrцрl А[l4,I]wпо
решптьi приншll8я oддовр€цоЕltо ше более /z пеиввестнцх в ва-
чесЕве паFllетров.

Доf,ствштельно, пусть Iз (<l"Pf ) - равбrевше чцоtе-
ства / r одtоэначЕо опредеJшDщее ра8лоIонпо

A[MJ] =В[П,IJ.Д[I,I] , (4)

в вOlороц В [Мrl/- цшrвяя блочвьтреугодьЕая шrрпца с 8ва-
драlчццп пеособевшrч! подlаtрдtвIп B[Me,IaJ (l=l= p+l )
аа дIагоttаJtп, а A[I,// - ворсвяя Ереугольвая rвтрпца с олл-
вшчЕшIд подlаtр}rlвшп Е [Ij,Iз] t'l. * з р1/_) ва_д!аговалп.
ltB условпя (I) r_веособенпЬстп rатрпlщ А IM,rJ следуев,
чrо ддя ваIдого t,=/rL,..., Р в IBoIecTBo I ПТа ве бодов
rтъ+ rL эдеIеЕtов п стодбlщ А [Mjrj|, j . I ПТt, лrвеiво
вевавtrспIш. Поэточу шошlо с,тптаtь, ч!о

(tnT).Il , l=12,...,p. (5)

!lз условrrя В) слвдует, 
""о 

(IзrТ*).. Qt", Rr) для

лпбого l=42,...,р . 06овначпr nepB Ri прш i ,-/ (А<р )
IHoIecTBo Hollopoв l. Q.t.а &) 0 I , пе водеддпх Еи в од-

L , t={2,..., l , T.e.i полатл" R!=ф ,Ео ив шнOIеств
хц00I
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R'r = [Ri.]U(Rt Л I)], Iб , le-1,2,..., р. (.)

Рассчотриш процесс последовцтельного пострOоtlия раалOшения
(4 ). Преtде всог0 аашетиllr чт0 B04,IrJ=A П"1,Ir] , и l|aт-
рицs В [l"lr.Ir/- твнспорrного типа. СледователъЕо, переста-
HoBKoli строк и столбцов её шохно привест}t к треугOльнOliу ви-
ду [Jl. JЪлее, число алеllентов в ltшошестве RrП I , обозна-
ччеЙоЬ 

"ераs 
lfuПIl, не бодее п (посколъву /Rrl< ь ).

tsообще, дlя лпбого t> / (t.A<p*l1 алок В[М, }1_J,,
отдичается от А [Иr IlJ лпuъ стодбцаЙи с цоtсIв,ди j . !rt|R!l.

Так как Еатрица B[Mr,L< R'L:rj
трнспOртнOг0 типа, т0 в Heii ш;о,tltч

выделить неособенную трЁугOJIьнJt; I]oJj,*

шаrрпщl В[Р|, Ir- RJ_rJ пOFпдка

lIr,P;_r/. Тогда решевше лшбой сис-
8ечв с шатршцей В[М", /а/ полууа-
отся вЕедевпеI Ее более /.I* rl Rr_, l
парашетрOв (ршс. 2), ко!орце tsшчисля-
Dтся из Ппослед8чхП /И, \ Mi / ур"-
ненпfi. fuлее, аmк Вft4,|rХf,Jнабп-
рается шз столбцов I8трицц- A-[lul, Rt]
и столбцов

rR, l _l

Plo. 2.

Ц[М,jJ =А [|l,&J. д [Rr,jJ , i. R!,_, , (?)

rде z[&,j] - нокоторшf, стопбец. В силу (7) ш ноособеншостц
хатрицв бrM,I ] в llшоreстве R;i URё /? I) ве бодее rъ
эдеlrентOв.

Для вавершеЕшrI докааа!ель_ства достатOчЕ0 пOкааать, ч!0 чшс-
ло элеIеп!ов в чЕоIsсlве R'*_, U(RrПI)Grё >/) ве пре-
восходr! tъ . Дм атого достаточЕо поI@зать, что раЕг Iатршlц,
составдонtlоft шв стодбцо, A[|'|"jJ, j. RB, п стодбцов

В4 [Иj] =l tЦ;I -ýi В[М, IrJ -Д[I",1I, 
1 . R'o_r,

из которшх Еабшрается амк. B[И,IlrTl], ,, цревосходт u.
В саllош аеле, 87[Mt,RL_r]=0 - мя t=|2,..,,{-f , пс-
скольку. столбец Л tI:j ] iвдяется решеЕисli сшстешьi В[,Ц,] j.Л/I,j]-
: А[Иi j, s no инJ{уктшвношу предполоrенип (?) сто::6цiл-

l3[Иr1l, i. ]n п Rо_, 0< t. #) r являк)тся .,lипейв;ши коь--



бинаtцяltш столбцов !датрицш А [l4rR*J . 0тсрда и из (.ll-(3)
получаош, чт0 сlолбц! Ва[Иrj] , se R'o_, , явJIяDтся лпнеfi-
ныlи.колбинацшяtlи столбцов шатрицш А [М, R*J , сJIедователь-
но, |R'1_, U(RgП I)l < П.

3. В силу докьзанног0 утDерадеЕия в Еатрицо /[I,IJ, не

считая одивиц на главпоfi диагоналшi отличнц от нуJIя рааве
лпшь блоки Д[ Iз, R|J 1/З А<р 1. Следсвательноr.дlя каш-

дого ,6=/,2,...]Ь в-блоках ll[]B, R2 ] , В[Ив,Ri., /? IlJ
в сOвокуппости не болеа (t7ъ* lъ). п аJIешентов - это слешlет из
определения (6) шношеств Ri (< А< р). ts равлошении (4)
достаточн0 х[днить ли,llьлмафЙ_,ау Л [I,I] и блокш В[Ив,I*]
Ц'l< l<p*/) шатрицн В[/14, ]J. ТоЙ решение любоfi сЙтешш
с чатричоfi А [Мr.// свод"rс" [+] к решенлlр сt{стеш с шатрица-
uп В[Иь IjJ 1,1Зi"р"/) n А[I,I^J_цп _исполъзованип не-
котороfi Йн66ршациrr о ёашоfi шатрице A[MrlJ. Такиrл образош,
число першодOв Р s оценку к(шичества хрвишой инфорllаtцlt о

р8здоIенип (4) вхолшт лпнеftно, и эта оцеttка равЕs (m*п)пр+п|
Хранение шатрхIд А [Мr.// в нашеш случао такое ае, 8ак оспи
бш оЕа вся бшла тIвlюпортЕого тшпа.

IIрu решовиш сис!ош с шатрицвfi В[l4ь,IзJ ayouu счtl!атъ,
ч!0 дtя каsд!,го l=/r2r...rpr/B её траiспортноil части

В tпЦ, IГRirl вшделешвая шеособешвая (треу гольная ) пOJ[IаЕ-

рrrр Ъt\,l'B,'li- Ri_, ] (сш. ршс.2) tr штрдца в IN j, Q}
продс!авпбна D впде произвOдения двух цаtр}rц:

vьЫлкл]

Вшесло Мока В[l1jr\ЛR|.r] в 9!oI сдуqsе удобпо храпить

шатрпцу Vu tIjП Ri_,, MI. М|] ч бдок WIlrrK'r_,,I*n4,,],
sOтOршfi является рошовиош спстоIш

BtM;,/a. Ri_,/. W06lRi_, , h0 RL,J= в[и/,h /? R|_J.

4. Проrае tlou переходrть в пробр8овавхD I8трхц В[И,IJ
п Д[Irr/в свявш с ааrопоfi Еочера i". I ва ilс(|цR)rI ,
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,



рассllотрпч вOпрOо о пересташовво ноtдероD jn. In а j.' r,rl
11<<.а { р.2) в шно*ествах rj (/< l<р*2), где
rp,a= {j'J.

Пустъ } = IU {/7 и шатрица_r4 !Ц 7_r#..7неосооенная.
Првдполоriлш, что в рцэлошонии /'lIIri-J столбца А[И,;rJпо
базшсу В[Иr{ элошевт /lfj-,l.J оtмчеЕ от Еупя. llo до-
казаЕноliу [+], сущесзвупт такшо послодовательностtt

}а. Ita, 4=.lr2r.., rln (lt-olnrln -l.), (9)

чт0 щ{lслпческая перестаЕOэва
jl-}.-l, ,-lt_l_tn (I0)

0прOделя-двет разбиенше
ющOе разлOаеЕше

Та (з A-r*n ) rпощстваrГ й

А P4,1..fr."]=B[И,I\Tц,2J. Л [ГТr.r,l,Тр,"1, (II )

которое офlадаот теrtи to своf,стваlи, чtо п раэлоrовrе (4) по

oтHoltloвиD к раабшвнип Iз (/<l<Prl). Пореход о! раsдоIо-
ния (4 ) к (II ) в свяаи о tlикдшчосtзоf, персташоввоfl (I0) про-
водится с поцоlцьо лшвеfiвшх преобравова""п [ц], цоособевность
которшх обеспочпваотся !ецr ч!о для дпбого 3п,lr2r...эР-/
Ееличинш

a|,ci1= l* ц[I!.{Д [Ia, j.]-Д [I1, j.I l .а 1

1|l=tr, Lо+l,...,Lз,1- !) (12)

отличвý от ц|ля. iJдось oTpoKn t4 [[J вцчисJrяDтся по рвкур-
ронтншti форшулаш

ч,[I J = Е t j., J ] - Е [i.,7 },

ttr,, [ [ l = # pr t I J- св t I J . Д Цt, J J J,
ta - &. t.!,t (l< р*/).

Ilоскольку Д2@)=ДQ*ri.l#О, то в каqестве t1 uожпо

выбрать номер сt r а, в качесIве 1 1 - поuер jn , МЯ Ос-
талъннх ношеров J>y' (1<r ) э качестве tq'выблtрется
паишепьшиfi t4э нOшероВ Arto_r--*, при KoToPiu л?п, (l)=0,

ti



а з каqествч j, ts этOц сл{ч_а_е вшбпрается ночер отдичного
от EJJш элеце8та в столбцо ll[I+r,j.].

Если отказаться от требовавшя-(5), то, по.;Iагая i*=}o- I1,
'r,< = &o<p*f) п внбttря в качестве /.о I. воrер оtлпчЕо-
го от tý,ля (ваприrер, нашбольшецо по абсолптвой величпше) эле-
шента строко A[;"rJI-E[l.rIJ, через кошечЕое чдсло цt{шIш-
чесrпх п€рестцtiовок (1i.;) iолуЪеш рэбlенrrе Iз <1=|z.p+2)
шнопества / r в коtороI /р.r={ЪJ.

Если ме требова:ь внполвеЕtя Jоповхя (5), то прш за!еве цо-
uер iе/ ношероr t'.ОUR)хI rlогJт предсlавпться дза
слJчая.

(а) llycTb 7l'e Rа(l< lnrl), j". ra. Тог.9 прr оп-
рделешпп доGпедова!вльllостеf, (8), (9) д(юrа!очво эшбrрзь в
качестве j, (/<l<r ) Borep оtлlчшого ot цуля алеIеЕrа а
стодбце %TIc, пR, j.J @ sе /' Iltr, j.,]) шрf,

а|r_, (t 
в ) - 0, Щru (3) * О, l - e+l, ёr-rс lr..., t, - f ,

Таrоfi эдечеЕlr очевtдд0 сJц9сrDJеrr tца ааа в пpotxвEoll сIr-
sае (пр A[IcrORri.I=O) rв фоtrýр_(Iz) о ваrово& з
на t-/ п ni-oTpyrbypц с!роЕ! O._[I.,J. в воrоро!
о;, [IorRI=Q слеловало он, чш-Ъ] ,_](l) =t , посаодьf,ýl

Д [ Ij, jцl=О м,, l , to_r.
COf 

-fiуЪiъ j' . Т# itэ 4з Р ), j.. I1; чтоФ ше вару-
шшть трбовавпе (5), шеобходшчо прцде всего ЕOIерч l' аа-
llенить некоторшй ношер7о..е \ /l (RU{i"h. j[ля этого ль
статоqно полоеить j.-j'- Ip.2 п внбртъ в качестве f..
ношер отл}lчIlоI,с от н.ч.rя (шаприкер, наttбольшего по абсслптной
величllпе) эJ;сшента в сто.пбце Д[]вП(RU{s"}), j'I . Та-
Koii элешентr 0чевидно, существуетt так как в прOтпвн0}l случае
t I I r1 '/ ячпuсrс, реgением cxcтe'ij" А[м,I].д[I,1,1=д[М,;",l
n А [j", j'] = 0 , пэсл,едflее lrе IIpoTllTclje,l:;T неособенности

"orpu,lo, 

-А! 
П, J ' {i.}i. ;iри построеняu (Ь), (9) iз начест-

u, ia ,7 < З <Р ) шоrrно выОиратъ ts этOlа сryчае нOмер от-
.rtи,rйого 0т нуJtя э;еменlа в столбце Д [IцП G U 

.{j "]) , 1.I.
ilосле;iлiltлическоЙ перестанOвки (IU) дJtл HoMepoJ' /r-t' l"
склар:ваетса ситуация слузая (ai).

a
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В зак,lliоченлlе заметишi что при циклическоit псрестанOвке
(l0) блоки транспортноIо типа rioгут иэшен_иться рцаво лищъ ts

""riшrа* 
В[И*,\], &-Lr,t"r..,., Lпц *З Р* / 1, причец

эЕи изшенения сOстOят ts расщиренпи шли суаении транспOртнOг0
блока на одпн столбец илtl в эашене одного столбца. Выделе-
ние нOвоfi треугольной пOд!атриlш в перtsых двух случаях св0-
дится к соответстsJю,цим процедlрш окайшления иJIи усечония
траЕспортного dлока [Э], " 

в последнеш - к частичноllу пере-
.упорядочению строк и-сi,олбцов_з этOш Олоке [э, ь]. Kpouв то-
го, вачоrшlr что чаlршrцr. A[MrrTUR] (l<З< Р у, uе

й, = Мrз_t U Мrr, ! =1,2,..,P (F=[р/е1* f, Мр,2= Ф), Ф )

lрaЕсtloр!ЕOгo тшпа: д0O!а!OчЕ0 п8шовu!ъ ввак ва обратвнfi у
бловов Д [Мез,ТUR], 3=.lr2,...r[p/2/. Поэтоrrу ралоrоппе (4)
шоrво сIродtьо fOхOля па раэбпевия (I5) Iноtесlва И . Это
8lачп!OльЕо поDвIво! эфекrшэнооlь адгоритча [+], поскольку
,llmo xвpapxшrracв&x стувевой э чатрпчо .4 уIоньцается.
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