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0Б АлюритllАх tlЕ[Oдд вOаlOшшх шАпрАtsлЕflип

с квдлрАтllqнOп нOшдлшздIшЕш

В.lt.llhшфв

В ааддче 0продоления пор(одяqвго цаправпоЕшя, решаоrоi ва
каsдош шаго Iотодд возшоIпнх паправленпf, [ll, ввltлу но!олос-
ности в общеч случае конуса во8IоIвых шапрвшенпfi, лпвеf,нше

и волпноЁсно огран!{чоsия учитЕваютоя разпшчво. 0тсутствпе
толесuости обуолопливаеt нообходлшость lоqного решення ва-
дач 0пред8л8н}lя направленпяr кOтOрц0 в завпспIO0rп 0l хс-
пользуечоfi норIшпsаIшш вапрвлоннй являDtся шд8чаlrп лп-
нейного ппи ввадраtичкOгo прOграшпрOв8ния.

Предtагаоrшfi в ваоtоящOR зataelкo пOдхOдr освовапнЕи Еа в8-
ршацпи правшlс часлеt лшне[вшк огрпичевшfii по8воляЕ! учх!ш-
Batb огранлtчения едхЕOобравно п 0гр8кичиrьс|l лпць прпблrrов-
ЕцI решенпоll sадач опроделения напIввJIония. l[спольвоЕавшо

двоlолвевшоl зsдачп прш t(вадратпчвоfr ворчали8ацпш яапршевпl
прllвOдt! в э!Oч случае Е лег80 реалпзуOмшI штераtпвшцI алг0-
pпtllall. В часткостпrна атоI путtt поJIучаеrся иrера!пвцШ шго-
рштI lt дJIя задач лпвеf,вого програц}l!tрOвания. Популво Jсlацав-
лпвается свяаь апгOршtlloв, предлOrcннцх дJI8 8алач вшувлOг0
програшч}rроваш1,1я в [а] . с чеrодоч вовIоlншх направлешшi.

Будеш расочатриваlь ааддчу вшуклого прогрsllчировавпя в
звачеgпе вшпуклоl фувв-
, 0прOделяOчоI услOвпяIп

(I)

обшчноt форrулировко : IиниIп8д)оваlаь
ции / на вшпувлош цноlесrве VСК

q,Q)<0, i-[rul,
Jl,

е;,



tFa , 9i, - вшпушлцо фувкц}rч лл" i.In и афипвше - д:tя

te Ь': Вапболее лрудоёшоl частьD пр!i решшвацшп схеIш ЕOЕ-

цошшх вшрвлаllпilr предlоlешвоl Г.3о!тевдеf,коr u [lJ, яЕJtfrOt-

оя опредрлоЕuо дJtя ицоюцвlоя !очвtt .z"e (2 подходцег0 направ-
лошця lе . В продполоIввшпr чrо Ешпоtrвяоtся условllо Слеfitе-
DаI), а ФЕrIцп l l q, Еопрорtво дцфоровц!рJоtlш, ддя
опроделеншя f " Ь tr] ОdорryдIрrется Еспоцогатольпая ахO!ре-
IальЕая ЕаIдча, 0оотояцдя в IшвшIп8аtшп велпчиш р прl Jс-
IоЕиях: - /

;;"ii,;d fi@\,hl-.p7r, i.lp^,e), (2)

ц (N f 
(аК),h" р, €)

э) nh,il -. ! , (4)

on, 0i раDЕц ByID пр, iel, х прш'DоIьвше полошl!ол!,!tlл.
чпсла."вшбпраеrше llв допоIвх!оIшпх сообрrешпl, прш i е{ i

е - уолрrrяеrоfl в шуID поIошлвльпнf, параIетр, вводлшыЯ

lля !ого, чrоф оQеопочшIь_схоJщIоOтъ tз овтшIуцJ (преодоловпо

]1rp:lr"l, { 
oi?,-[ i. 1,u t,|.-o< fiт^)< 0J ; ll,[ _ ша-

вая-либоворUав К . ,л
Пооло опролеrон}lя опlпI8лъвого рошенttя Р^ l h эло! аалачш

дальвоfiшиl ход иrерации сводi!ся r слелупfiвчу . tsслtп |^< 0 ,
!о шчOюDIуDоя !очку .Z|_ шошlо Jrхучоитьr осущестЕлiя сдDllг Е
вапроэлоЕt|l ЕоЕторs k^ до гввt{lд оdаасrlr О uл}r до !оч_
вlt IинишуIа Фупкции l по шаllдецвоцу ЕаправлоншD в 80D}IGшI00-
!п 0l тOг0, rаrоt ив 9!пх олучаOЕ реалиауетсл при ченъшеfi ве-
Iхчпв8 одDшга. ход всsго процооса регудирýеlс,I двуIя устрошя-
оllшшr к ЕJrлD параlrе!рацtl е а р, шllевво: при ФиксtOровав-
яоlt О > 0 велшчtлна Р* о холоi процосоа отршится к вJrD ш,
0ДедOваrолъноr для дбстаточво больщшх вваченпfi к стано,
большо -д. ttpи лDOоч Р > С . В 8тоц олучао гоЕорrт, что
!очfiа +К (О,Р)-gjgшдонарная. Таrlсш об5авоч, при :;r.,бшх
а.> 0 

" 
(rО @,()- с!ацпошарпsя ,очка п(мучs8тся 8а

шOпечн00 чисJt0 ш8I.0}.- Ilолучив (Сr#)-сrацлонарпJD точкJr па-
рачоtр8 о а (. ;,,tdошьццрl. Прu вirалвrаци>: прдполоrовиях, лD-

*) Уоловше Clit,Дro;ra cOclo}lт в оу!рство8авип tочки.ZО€
t(olopofi rcJ:}:ticiiilb:B шв веравовётв (l) вчполвяFfся fiав

оrрrя
стрOгш0.

вз



бая пOслOдоваlольвость GrР) -сшшiоварЕцLo,Ioв пвш €-+0
а |l*0 сходдtся Ппо фrвilцоваrуП в рецоЕпD псхоЕой 8алачl,
т.'в. осли а(ёr() - (ёrу) -оrаtцоваршо !очши| !о

f @ @,(/)) o*rt- f ,.') ,

где .2:*- ршевr, поrоr#й"".
В Еl поваашваJlосьr чtо ч случае вgядраllqвоfi ворlалиаацдr

вевтор lz 1 т.0. когдв |ft,l -1ft,,h)2 , запача (2-4) при

Р*. о аввпваJIеа!Еа 8аддче вяrдра!пчпого ррограlшшроЕаЕпя
бидв (для прос!о!ц счцrавtся Ui,-I , te tl )з
IиЕпIиапрOваlь

( S,s) (5)

пР уСЛOвиЯхз л

td,,i,ý>!,
<di,il>0,

i.Ir,
i.l",

где чеIв8 d^ обоввачов BoBtoD шаt^ l (а^) п п"w" di
ig*"о.Й,rтдd gr.ta*), i u I,LJ I" 

О, 
л I,-{OJ u {I tа',а) п I, ),

lr- l (d*,е) l1 tL. Свявь шеrлу рпвЕпяч}r ваддs (24) r (5-7)
ваддётся сооlЕOшеЕпаI

к t Kts - ru/R.
flесrольво шЕая 8адвча ýвадраrпчвOг0 прOграшпрOваsпя дя

0предsловпя пор(одящего вапIввлоЕпя бшла предлоаоЕа в t21. В

прlЕя!Ех обоэвачовrях а!а sада,в oocтo}t! в цпвпIп8ацIr фувrщп

(6)

(7)

(8)

(9)

прl ,сIOвиях t

чrлl-ШJ
,etra!

l, o,-n,

i. ^'
d,l

,,

UI, '

t

\l) 0, i .i, (I0)

По рецешrп_этоt задачп пOдIOд'цво Ешравлевп0 0прOдвш0l0я-Gi

эапоgоl.-fчr_ 
^ 

l di . Евслоrвчо внIладкtrrодlааоrповавцЕа-

Dtr чtо BBiB{a (8-I0) эt(вшзаrаЕ!Еа 8алачо, Ейсзвеввоil в аа-
дачо (5-?), поIучовноЛ по cxolei проддоIоЕшоt Г.Ш.Р16пвлтоl-
Bou в [3l.
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Теш оашч алгоритt|ш дя ааддчп вшу8пого прогршtlирования,
paсolotpoltBHo э [Z1, явlяDтся алгOр}t!шашr зовIоIltцх ЕаItDqвле-
Bttf, с кввдратuчвоt ворllалшsацшеfi. Этtt sJlгор}rtцЕ 0сшOЕанш на
l0ш, tlтo в прlцешевиш к вадче (8-I0) сушlsolЕонцо упрцдотоя
цроцодJра цOlодЕ tолоэвого градиеЕта [+], rоtоря Е спJчае
Хr- / 8а 80шочвOо чlсло щагов поввод}tт получитъ поддолящее
ваправлоЕпо. Ilолучаоrrая роаливац}rя схоIш во8шоаЕчх вшрвлениfi
пшеOt 0прOделOнвц0 прOхrryqесlЕа п0 oразвенID с дрOчпIп BEt|дl
шалOго оdьеша трбуечоfi пашя!t| ЭВl1.0лдако прч!,r{Р лишъ

I0чноо рецвншо ааддчи (8-I0) поаволяоl подучl|!ь требуечое под-
хOдящOв шапровпевио. Учш!швая чвденнуD cxoдtllooтb Iе!одд ус-
ловного !рад!онтаrв этоll сдучsе закоfi путь опроделошпя под,т0-

дящOг0 вапр8влевшя 0каашваOтся непрIгOдвш.
Указаввше sатрулlоЕия в слJчае Ir*/ обзrсловленш otcyт-

сrвиеI в общош сIучао tедооЕости чноrеотва (2 . Прд.пагаешuf,
прпёr преодOltGвпя эЕlrх sаrрJдlовпfi соотOпl s сдодlDцеll.

Валаддrся Eeвoropшll попоштелънЕI чисдоц б и варядl о

шсходtоi валдsеfi рaссIOtрttI проваръировадвуD_аадачу ( d -ва-
ддчt )l aar.oвиB огtвничения ?i @) 4 О , i € /, , ва

зi@)<6, ieIr, (II)
Топеръ sол}r дJ[я исходноfi валачи вtJполпяпосъ уолOвив СлеШтора,
то шпоtеOтво допуо!шIцх !0чоl э е -ваIаче являеlся тOлеснhlш.
Точ сацшч лля d -вадgчш шошtо провоJlхть процOссr}Iо tte лtл,цо-

аяя афиввшх ог;ввпчовиfi, too. р8ссl|8!ривsя прtl опродолонии
пOд'xOлящегo вшраQлOнttя sадач, rшвишиэациш / прl, ограuиче-
ВИЯт B-tt) и _о

с?d чо 
cc1l h, . f , i. l {с^, о) ,

где li*;e>|t.{ l"* Nl<c^1<o}u{i,.I,|o-o<7rr")-. о.} .

В оооtввтоrвуцщеfi.8алдче (8-9) это .щ)шqиот s tqrшд llэшoнo-
вияI: llноIестэо l, tl l, 88lовltтся ша l"- l-Ca}elu{Ol 4.а в
ypaEвoпиll (9) сумшировавио будот ооуцос!влятъся по ie l -

тепврь уrc рошешие этоf, эадачи нет веобходпIосlш получаlь точ-
п9 3л

h
всо BexTopl Ь ив дооtаточво ra.llof, окрестшосltt воктора
r реЕ8DцOг0 sадsчJ oпредвлбtlия напр8шония, бrдуt опроде-

лять подхолящие ваправJtеншя. Получапао Gr() -сtацiоЕарвоR
тр!rп 8а rOнечн00 числ0 шагOв шOr.}l0 гар8нтирOЕаль| 0сл}t эOкrOр
h r по яOтOрошу проиввOдиtь сшещеппо, обаспечшвао! опроде-

{,5



ЛеНПtD ЧаС!Ь 0ПТПЕЛЬНOГ0 ЭВаqOВПЯ /' r ВаПРПUOР, ПOЛСВПЕУS

rdr,Б*l 
" |лk , i. in ,

Эtп нервепсtва булут ааведоIо внподЕяrьояr есIt вшоIЕяDrся
болео lосткuо неFвопсtва, полJчаDцхеся пs прпводOшЕЕ ваrошой

Р^ ва его оцешу cпxв!r. Тавая оц9вrа легво олод/оt пв лвоfi-
сiвешшостrr зsддs (5-?) п (8-I0) ш овЕ8п 8аддчч опродшовш ва-
правлеЕия с вадачо0 (5-?)з

p^>-l P(r) . G2)

На осповавшп отоf, Ie оцоввш rolвo прЕбршть пrcDlчэоя точвзlт'
в8 (0rР) -сш,tшоцарв(юrь.

Так как для Betclops 
^ r рошаDцого sаддчу (8-I0), оцопrа

(I2) рализуе!ся, tо,прпIOвяя к задвчо (8-I0) tввуп-лпбо rэ
rtераrшшшх процедур (в частпости, Iеlод уGIоэвого градrевtа),
шш за ковеlпоо чllсло цагOв ва осшовавпu оцоЕltч (I2) пrбо убо-
д}tIся, что ишеDцдяся tочва а* (€,Р)-слашоварва, лrбо
убеддцся., чtо поJlучеввое s ддвЕоlry шагу вшtЕвдопшв l^ -
--А Оr^, ЯВЛЯо'ся подходяцtш о требуоrоfi lочн(ю!ьD,

Проведение процосса Boalotвшx ншвавлевй по опuсаввоl вш-
ше схошо гаравтпруеt прп лпбшх 0>0 , (>О п 6>О п0-
лучевшо аа коЕочное чпсл0 ltагOв G,().-сtвцпошарвоfi_точвш в
6' -эадаче. Рассrотрпч !еперь последовашльвосtь б -эалвч

с уIеЕьша,Dлlхrся аЕачепчоr парllетра б . Прлпоrагая BoI-
павlЕос!ь rBorecTBa о r до8аlоI слошDцро у!ворадовlо.

ТЕОРЕUА. Пусть €*+О , (l+O ,6^_0 "[r'l -
п о о I о д о в а , е л ь п 0 0 l ь (Lrrp)- о l а ц }r о.-
нарнцх !0чеfi в 6^ -sа-да-чах. Тог-
да еолш ёл<6л о !о

l,i,m !(а^)- пiп l.з),к+ф l :ссо '

ДОКА3АТЕПЬСТВ0. llз кошактвооlх IEoIoor"" 0 опошоt
tсошЕr!восrъ IBoIao!вa допусrIщ loceB в дDбоt 6. -вдддчо.
Звидl этого без_ огрнпчовия общtостп lrotвo счлтать последова-
ТеЛЬНОСТЬ {.e'J сходящеfiся: :t'*_z' . fIсяо, что .z а е Q ,
пбо Q+ 9 . Нщяо доказать, чю юtца -* будет д оЕrдхаль -
tloii. Т.е. pa.l- уу.6 /@ .

t]6



Продолошr проtrвЕоо - l0чв8 а* ае явrяеlсfl опlпrадьвоi.
тоглд лOлlsЕ Gуц9оtЕовs!ь lаrоfi вовулевоl вов?ор Z п taJ(oo

чпап ! 
< 0, чtо пtпоtвяDЕся EeIlaBeEclBa :- (,N, ?rсr\, z) </ , i,e|,rc'),

( ?tad | (a,l, r) < ll
(?шd futс'),z) <Ь, i.IrG*).

Срдr шоrооп" J" (с*rеr)каrоа-rо булвl воtречаrь€я прr бес-
Еово,lЕош чrсло впачопrl ,( . Пуаль ,аIовш явtяоloя llolocl-
sо_ I" . Iвоцолво сооrЕо!сlЕllэчшr эвачовшВ /( , для Еоrо
iц Ь;ъ.i!7Ё#fi;'ii;Гх?/Тl * n"*", к ",.?будэл rrбо -e.<?rT')<0 , шбо 4-6.< qrca")<Q . Пе-

р_о_хоц по_fi€ К(Г)- в прбдвцr пшу,lцI /i {а"i)-0 9 t.0.
I'c I (а*).

Даlбоr_ вsrD пqошsЕоIЕЕуD lочry .z"e О , буде" оrрт"

О,: *rf , cii!:i ;fl Ж,r"t\.Ч,,},]i {' . iý,"
обраsоr, ?l(rЭ< 3l@'); t.0.

tryrad ,|i, v')< 0, i.I!, 
^. 

l\{I'), (I3)

гIо V*-а^О,а'. Тепорьrучш!цЕая, .lrо Ik ICa*>, п добавляя
веrтор !- овебольппrцЕош!елоI8 Z , попучиI, чтопрr
ке KCI'I Еоrtор 7^-х }еVц удошоlворяо, сис!еIо пора-
BeEG!E

(tlad ?l@*),z^)<0, ieI",
с 
7Tad f @'), z') < о .

Эло оавачаоt, ч!о оучЕс!sJD, вrоЁ веrrор 7 п чuсаоJ.0 ,
ч!0

t7zadзi.B'l,V)<P, i.I: (Iq)

tчrаd уса*)rr).F, (I5)

Ввrry прлпоеагаеrоl вопррввое дrФорЕцlруаIосtl ФувsцхпrL
ш /, опсшIа Еорsвопсtв (I4-I5) булоr вшполняtься ве tольпб
Й Z - t , во п дlя всOх а пв векотороf, окреоrноотrr /
!очкl С' . Таtr ваr с'*С', !о дrя дооtа!очво большltх зша:_
чевпil ,( ф|ел аае, z/ rr, сriдооi.о""о, прr большпх ке KCI')

u?



будет внполняться сиотеша ЕоравоЕсlв

,trd,trо-!,|,.Р, 1.I"'{"',o^) - I",

,фi rr'l,El.P,
ч!о протt{воречп! (ё"lР*) -стацltоварносtп To,roк ,а* п ус-
ttовпэ Р^* 0. Toopoira дOкавsна.

0сtЬповишся !опорь ва переход0 0l бх в 6.+t . Еолп
а^< бrr,, !0 получавпая (€рр^) -отащrоварвая rочrа в {,
sадаqе yso во будот допуоtшчЬfi для 4,1 -9а!]ачп. Ддя поrуче-
нпя требуоrоfi доцустшrоl лоsвп Iolвor оtпрaв:IяяOъ оt поIучов-
Bof, (&*

дпчшнЕ
,F^
6

,l -стащоварвоЁ точкп, роIа!ь аалачу IшвпIпзшшп ве-
при 0граЕшчOнпях

?iG)< О, i€I_,,

7r{t)lб, i,eIr.
эта эадача о телесно[ областьцп ддя оё роцоЕия шOЕ0 вOопOдь-

аоваlься ylo оппсаЕЕоfi прOцадурой. Процесо слолуо, прOвOдпЕъ

до тох пор, пока ше будеt получоЕ0 8цачоЕшо б, во праlосх0-
дящее dл*, . После эtого llotпo перойтп в ршовпD баr1 -8а-
дачи.

в эаклочевче осlаЕовпчся Ера!ко ва вадачо дшвеfiного прOграu-
ltt{роваппя в вапопltчоовоft постановве: Iинцllпаttровать (СrС) прп

усдOвпях
(d,i,g)- 0i, i:!,,...rп1,, (16)

а 20 (I?)

lloпo, что в продпOпошвпш оуцвс!вOвавия дOпусlиrцдх вевтOрOв в
aTof, эадаче Iш uolall добитъся !олесвост}t доryстшiо& обдас8l,
проиsводя EapиatlxD Iидlь ограЕдsевшй обцвго вшддr |!.о. p8c0l8!-
ривая в качоо!во огршпчевпfi d -вадачп систоrry норавово!в

lr-Оa(d,i,а)< 0r*о, i, lr...lfl,,
а >о.

Сходttчость (е^, !*) -о!sцшоварвшх lo,1e8 в оп!иIуIу (по фввчrо-
валу) з aTolr случае шошо гава9!цроватьrлеолп пацsцоrp .б( I
ёц связанш уOловttоI ёк< q/(К+t)пр К- mааkаrrё)l ,
а :(!r...r!) . Докаваtольотво этого Фtcla проЕодд!оя по Toi ro
схешоr что п доказаtольство пршведвЕвоП ,оорочц. 0тшчпе будет
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trrE Е пocrllooEll Dо;!орв V* . Дя Фrrоrpовавtого '( воа-
lоD v^ IoIDE (h!ь ЕЕrrpошш дrя aoBJGa, оцttоIЁIяоIого
оrсrоrоi ЕораЕоЕо!Еs

(di,lil< 0, i.I: (а|, о.),

<a,h) >о, i el!'rg| o)l
, ht )0, ie/ rаiо),

гIо ht - вошdвовrп BeBlop ft I
oI|' 

rc;e,l -k\r+ бх-ок4 (di, о,) < 11+ a^l ,

l! cci е,l-{ilЦ- u,4 (dgt а')4 l - о" + о, J,

/eie)-{i|o. "| -,o^J,
Еооlошо прЕоlшlъ, чtо tрбуошч oBo0orBor фдаt оФавtь
вовlор v"-w*-a|, гIэ w^ оtроIloя оtоýrqш обравоrз
ЕsяD проlsвоIЕlуD J[оЕrо!цуD (!.о. уIовlоlDоDаDryD (IбrI?))
tочry .т" ! чЕо!о tе(€., G;q)f R), поrагаоI wj-ai+l" о

9алrэптолъЕая ,laolE лоЕаsа!оtьоlDа прt эtш лаlо упроG!r!оs
Евпдýl 0!оуrо!вrя Есrпвilш огрвпqоЕtrfi.
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