
Вцпусв 22 (39l. 0птп }tздцtIfl I9?8 г.,
Вшпршfi опоIп8

УДк 5I?.5I + 519.95 + 513.88

выпукJlыЕ экстршАлыlыв зАдчl4

С.С.Кутателадве

ts этоf, ст8тье форrулш субдиФерепцхального ttсчиспеsпя прп_
IoвяDтся для н8хоцдевшя крштерпев оп!пIальпосtп рецеЕrfi вшпуш-
лю( эlсстроIальltю( эад8ч.

I. Пусть { - Еекторноо простра8с!во, Y а Z - упоря-
дочонншо вокторЁше прострsнств а, F, Х- Yu {,*l п С, X*tl[,-J-
вЕпушшо операторц. Упорядоченная пsра оперторов (6,Г) в tоOЁ

рш экстрецальtlцх зад8ч в8эшвается векторuоf, эшпувло! програч-
rоfi плш BeBTopttofi аадачеf, оптrrl}tаацшш f, сиllвоIЕчесвп аsпхсш-
ваеrся в следуDцеI виде:

Са< 0, F,r*ёrl/.
0перагор б н8зшэ8е!ся огранuченпеI програltltн, а опорато9 F -
цельп програrшЕ. ilвoxecTBo U.'[aeX'Ga< 0J в8ашвается допус-
ТUIШll, 8 еГО ЭЛеШеНТШ ДОПУСТШЦШUИ РеШеНИЯШ{ ИЛП ПЛ8НаIt ПРО!-

р8шн. Если существует элеllевl у=Ц F[U] , то ?_ назцв8оrся
зн8чеЕиеш шtш }це8лоrr програlшш. Допустпrнfi плав Л цаацвао!ся
оптпIадьньш пл! редtеЕIеI векторвоf, вшпуклоП прогр8IIц, есдt

!= Fe. Шногда говоряr, что а осrъ орtimлutt. орёitтtОttzаплп
rtдеалъвцfi опт}шуI в pacФraгp}tBaorofi програшrе. Такш обрааоl,
учхтцвая введеflнуD терIuяологш, lrоtно скаа8тh что ,Я - оп-
тшальшшf, план в Tol. и только в ToI случ8оi есщ Fб - Е8Е-
rевьшпfi эдеIец! образа допустпIого Iпоlестз8 при целевоr ого6-
р8rецlх F . ДопустrчцП плов .а" в8ашв8ется опrхI8шннч по Па-

рв!о rлI роценlоI прогр8IIц ша оп!шуI Парето, есм F€- tц-
вшальшшЛ алоIонt 0брза допусlхIого Iц080ctB8 прп цOлOвоI
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оtобрstоЕпх F. В ч8стносrl, оптшалэвдl tш8ц явдяотся решо-
вшоI аадgql Е8 оtl.!пIJш Парето. 0бралвое уtверцденше неверно.

Ддя векторвцк ЕЕпукдцх прогрвrr особуп poJБ ltгрsо? пошя-
тпе обобценшого ре!овшя. }lIoEEo, подrпоrество 7 допустлtllого
IЕоаос!в8 U вваuмется обобцевнЕI роцеslrоIr ослх шчеет шесто

равовство ЦFtU]-И/ . тввш обрэоr, чдеsльноцу оптш_
IyIy о!вечаеt случаfi, вопо IEJ - обобцешвоо решенtrе. Jшест-
Е0 подчорвшутD, ч!о Е !0 враIя Е8в пдо8дьЕого оп?иf!пa8 в вок-
TopBol з8дsчо чsс!о lolet Ео суцос!Еов8rь, обобщеннше редения,
ра8уIооlся, суцосlвуls Есордtlо llrro повоrеIr что дюбое обобщея-
tоо р0!0цIеrв cBoD очорOдDrяЕш0!0я оп!II8дьншI пл8нOц шекOт0-
pol BeBropHol вшпзrвлоfi пргрsIцц, !ав чrо 8ласс рsзрецпr.шх
ЕовtорЕшI аад8ч оп!IIх88цпп вOсш8 tц)оЕо

Наsпеr о расшо!роЕrя 80да,rt боаусловвоil ч!цпIизацшf,
Fа*iл|, t.o. со сцв8яr !о!л0 огравltlошlеI спуtх, пекоторчfi
[Едша16р t, (Х).

I.I. 9лочовл а яltяо!ся решенц-
oI sадаqпFц-iп|Е toI п толъко в
,оI случао, о сil ОеО5(О...

В дадъвоlшеr dудеr предподагаlьr .no У явдяется К -
прос!равствоIо

I.2.адоIов! Е яаtrяо!ся решени-
oI зsд8чlFс-bфв toI f,
ToI с,IJrq8о, осIl Е8 аову сеFd5(ф|ъ(F))

f одьlсо в

о

опрододоЕа поIOIп!ольн8я произ-
вод8Oя по Е8пр8вIовЕяI.

Прrведеввше простцо у!lор8!lоЕlя пов8зцв8Dт ролъ форшул
дtrя вш,lпqпошшя субдшфароццшлоD Е looplx экстреlrальнцх эадач.
В саrоц делоi уIоslо учш!цва!ь до!альвуtt струвтуру опорsтора
F прш IсслодовsЕш Ilsоsрхвоваввоfi задачш kOа (F) 

"ущ""r-венпо облеrс8о,аЕаtrцt l ул]вt8о! к8чоство в(ввпЕаDщщ крх!о-
pioE опtхIsшвооrп. В rачосзво пршоро росшогрхI зsдачу Еs
If8trl88оо

I.5. п у с t ъ E,,,..,Fo,X*Yu7,-1 - в ш II у в л Е е
опOр8tорцr прlч0I вовусш дOпJrстд_Iцх ва пр, "пi вапFd5dаflF)l...,FdЕ(сlоп(Г*))
ваходя!ся в обцеI полоIецrtдоЭле-
IoaT а яЕлво!ся polBHшoI задачш
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Flv...vFoa*utlB тоI tr топько в тоI
сдучае, еслf, сOвIOстЕа c[tcTOIa
условшfi tъ' ф,...2Zо-АU), ý*-r=rr,

*g_
Дor"FBd=Edv...vFnE,
0 е О5 (Z, . Е)* . , .* Еа (Zп. F-).

Доказагельсtво вштаа8ет шз I.I п прsвl,IJIа дшферевцшроээ-
нхя IаксхIуIа.

I.4. ПустъU.Йп(F)а точка .Е- вЕу-
трепняя вdэrп(F). Эдешент а является
решениоI з 8дачпаз.tJF,zтф; т. 0 о з8-
дачtt с ограничепиеltr(rl)', в тоц ш

только в Toll случа0, осл_tr
0 е 05(D* Е" (lr(u),

Деfiствительноt рассIа!ршваешя аадsча эltвивалентна безу-
словноfi програше Fч а * Lпr.

Наr потребgется в дальнеllшеш сдедуDщлй частншfi случаf, I.4.
I.5. Эдешевт а является решевш-

eI а8даqц
А*=Дб , F7*tlt/,

,дед.L(YZ)аfum(F)=Х, в ToI f, только
Е ToI сдучs0, еслп наfiдOтся опо_
р а l о уO.L(Z,Y) t а r о fi , ч т о

0.Еа(F)*В"Д.
В сплу r.4 шчqеI крпторшl оптччвльЕосrlt

0 , аа ft: ,- 0*([у ({*.Х , Дq = Д*D).
Kporo тогоо пр,lЕоо вцqшсдошше дае!

0 а ( ф ({. в Х : Д.z - Д а} )) = {Се L (Х,Y), Ker (С), Ка (А )J.
2. Раабереr способ поrtJвоЕtя Ерхrорrов обобtовчьЕ решевв!.

Свачала для поясво!Iя Iдоr сооlЕеtсrвуэцоfi обцоfi Еовструtсцrш
lз!вш случаl tсоночццх обфлошцьц poloшf,f,.

2.I. П у с т ъUсdаl(F) п t о ч в tфr...,а]оя в -
26
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лшDт сf, EпyTpoBtl хцш вdИъ(F)М шоrо Ct-
в oU={E6...rdo} я Е л я е ! с я об о б ще нЕ ц I
р оtцо н шеI прогрs чIш.х€ЦFа*tz/ э тоI
Ш 8ОЛЬlС0 В TOll СЛУЧа0, еСЛП СOВ-
ll 0стн8 сtrст0I8 услJвшfi:

*,...,ZоеД(D, ЕОr=Iy,
ЕАв, FaB= Fdl л-" , л FEo ,

0вz,з . Оав (F) *Оgrёy Р) ( В -/,.. ., п).
Пршrевяя Фошулу ХаЕа - Баваха - tЬнторовшч8 в в8аовшlос-

Eoшy операtору, ша fiдеч lуль8ппJlпrs т оу Z 6... rЕо. /1 ( Y) !авtrо,
что

Zt*...+Zn-I,
о

E-r " FЕl= Fбrп... а Fao.,

.a

3аrетшш топорь, что 7 является обобцешцьш ро!оsf,gl расша!-
ршэаешоf, аsдsчш в ToI п тодьво в ToI сIучsо, ecJtп Е-(d6.'r4r)
являOтся оптиIалъЕцц пI8ЕоI в следупщеfi прогрsшоs

.I= (аr,..., Еп)€ [/n, Fа* 4,
Fa =;r. Fftt+.. . + Zao Fа*.

Тавш обраоI, в сtlлу I.4 крrтерпfi решеншв сос!оt, D ,oI, tlto
0. 05 G) + 0а (ly РЧ) .

Вшчlсляя наиеннне субдшферешцшаtrш, подучш трбуеrое.
Поре[деr !епорь в обобценшшr_роfошf,ях пршtвольЕоП IoF

Еос!п. Рассrотршш прострнство Х' ш па EeI оперs!ор

F, )(О * yo u{*--1 , Fаз E*Fa(a).
Полоrtш €,€,-f ш додlустиI, чЕо для всякого€е (СdОп(Г))а
вшполнflотся F,Ie (YU)_ц.-вроIо tого, что lочш8 .Е яшяоtся
ввутревшеfi в (doп(F))o .

2,2. ll 8otectboU яВIяоrся обоб-
цов llшI poroB поI э адs чзае[/rFа-ЦЕ
,oI t тоtrьво в !oI сIуч8о, бсIп
coBIOcrBa сlr_с!оI8 усIовrl:

ее L*(Uu)-, Y), е о ло - Iy,

Т. Fа - аzf Fa,Еса
2?



0.0а (а "F) *а" (Jy(u)a) 
.

НаПдоr опорsтор a.L(Y9-rY) ша усдовпв
.Z е 0_р6(Оо,у).

Тогда в сuлу правшл субдпферевцlроЕsвпя вцпошrе!ся
ос€

Z"
Допустиш, что

L"(Y9-, Y), е о ло,y - Iy ,
FЛ =-€о,у Gа- дё г.п.
, U -обобцоЕвое рошовlоо Tollp лм,BqU

l

ч
хш00I

а . Fa, # Fa6) ё У_Fа-gу$Fа-е 
nF-t,

,.е. Е - опт}tllальншfi пл8в в пргр8II€

,|. U0, а . Fa* Ц.
;{аоборот, ..n" Е - ро!овrо поФодвоП а8l0чl, ,о Iля Dсirого
.rеu вшполвяется

n " FE < Z. о F о А о,,,2 -&олg.y Fа- Fa.
Такич образоч, спрsведшвЕ оцоЕвп

d_ га -&"FЕ<Ц,rп- ilr-,
t.е. xнotecTBo 0 f,вляоrоя роlоЕпоI rсходвоl 88дачд.

Привлекая тепоръ I.4, ползrчаоIt чrо 0 - MMloBBoo ро-
шеЕIdе в Tou и только в !0I сцв8Or oc,ll

0.0g @. F+ly (чО),
что х треOовалось ycraшoвltlb.

3. ПероlЦеш к получепш вршlорlов опlпIалъЕослп для обцшс
воtзторнЕх зад8ч опlIIизацшш.В этоI пув8!о рассIо!рII програrrу

Ga< 0, Pgaa
ЕG,,Х - Yu{,-},

ГДе 0ГРаНПЧеНИе Ц ЦеШ - ВЦПУlСЛШе ОПОР8!ОРШ, ПРПЧ0I ДlЯ ПРОСТ0-
Ti{ счtлтается, что dОп(Q- Х . Рассrатр!в8оI8я прогрslшs Е8ац-
ваотся реrуляршоfi, есшд для каIдого а,еХ лбо еа<О, ллбо

Gq>0 ш, Kpore того, сущестDJrо, тоqа8 аоеdап(Dмоц
что элецент - Gao являеtся едпнlцоfi в У , т.0. дtrя лпбого

У> О вuполняется (- Gqr)a У . О.

3.I. TEOPE;IA. Д о п у с т ш ц fi !
28
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ляоtся оптшIальЕшI в регулярноil
зад8ч0 в T0I п топьк0 в Tor слу-
ч8Orесдп сOвшеств8 следупщая спс-
,оца Jrсловиfiз

Z.,_F.Д(Y), а *F= Iy, Неъ(а)={0J,
0 е 05 (а" г)*F"Oа(G),

j6,.Ga = 0 .

ДОКАЗАТЕПЬСТВ0. Пусть сначаJlа б - решовrо а8дачш. Рас-
clolprtц следуDцое отобраrеншо:

Ф, ,z ,_ (Fа - Fa)rv64.
Тогда фrХ*f u{r-}- вшпувлшfi опер8тор, прп!rец Фа20 дм
всох аеХ . ts сачоц дедо, еспп .r - допустпrшfi элечешт, то
Fа>F,Еш, стадо бшть, Ф.z>О. Еала ,2- fiедопустлtllая
,очв8, то в силу условшя регуляршостu G,z>0 r а потоllу и

фа>о. Кроше того, Фа=ОчGа=0, або еа<0 . Такtш обра-
зоI, точка € - решевие зsдачf, бозусловшоf, чIншцц8ациш Фа*rцl
п по I.I иIее! uесто

0. 06 (Ф),

Вцпошяя субдпфе ре_шцttроЕанше i на !Иеr Iудьтшпл}tка т ора а rР. /l (Y)
тавпо, что Й *F= Iy , xr кроIе того,

0.0а (а " г) *F " аа (G) ,
a(Fa-Fa)+p "ýЕ=фfi,

!аtG что _Е " Ga- 0.
Установuц тепоръ обратuчостъ llультпплшIGатора Й . Для это-

го вшберч TaKyD реалшзацttш К-пространства Y в качестве
фундачента просsранства Cn (Q), з котороfi элешевт-d.Zо пред-
ставляется функцпеfi У , ,оцде.твеЕно paBHof, единпце па Q .
Шспользуя свойства lультпппшкsторовt паfiдеч одлtнствешнуD неп-
рершвнуD Фувкцшл & , для KoTopofi прlr всвх уеС(аа |еQ.
вцполцяе!ся

0 < Z(9) < /, а yQ)= аQ)/Q).
всм KeZ(e)+{OJ , то найдется о!крштов rшоrество И э Q
Taкooi что Jlu=0 . отсюда непосродственЕо след]rо!, чtо для
всявоfi точва tleU и прошэвопьного у. У Ешполвяоrся ау@)--0.
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Поскошку в силу ylo установпешного

а " Fa < Z" Fzo +.Б " Gqо - а. Fа.-F 1
то, в чsстностtr, в точве ц.а вцполвяотся

0 -& о Fa (ц) <-} l(u/=-/.
Получепвое проrlворечIо оав8q8оl, gg K%z(a)={0J . Теш са-
rшr вообходшIость ycтaвoвJloва.

Для доказательств8 достsточностп aаIeTxI, ч!о в сппу Jro-
ловпf, на субдшфоревцд8дш ддя всякоfi ,очкп €€,Y , для кото-
роП еа<0 r справодлtво

а, " Ffr - & . FE +PGE зё" Fal} . G.z<€" F,п.

Так вав Каё(е)=/0J , то Z ос!ь поряцзоэшfi шзочофшзr Y
HI4IYJ, т.е. длп Iопусlшщ ,zеХ вшпЬлвяется Fa>Fl- 3аg-
чп!r а - опtlх8Iьвцf, пI8в. Теорша доr8аава.

4. В aтol пуЕвrо р8ссIо!рII сдедуDцJrD вашболее ,шпшrвуD в
прплшовшях а8д8trу опrlllа8цпrз

А,.=Аа, Ga<O, F,z*iп/,
лда XltX - вовrорЕцо прос!рsвс!Еа, Д. L(XrXrl- лrпоfiвшП
опораtор, Z - аЕшодоDа Еовtоршая рощетва с сшлъшоfi одпвп-
цоП, а У - воко!ороо К-прос:рнствоссrлъвоfi_одrпryоП fy.
(Шапоrвш, ч!о дJ[я всявого ц€ Y+ прп ЕоЕо!ороl 1,eR-w
полЕяоrся ц<.Х./rr.) ОпорrЪрц 6, F , кав обччпо, вшпJrвдrc,
G, X*tu[.-Jj'f: )(- Yu{+-1, прпчоч дIя прос!оrц счпr8О!-

ся, чп) dom (а) = da?c(F}X. Рассrатршв8оI8я з8дsч8 ЕаэЕвsо!оя

рогулярвоl D сIшсIо Слоfiзер, осдш для BeBoTopofi допусгrrоi
,o,1BI ао алоIоЕ! -Gao яшяо!ся си:lьвоfi едrшrце' в Z о

4.I.тЕOРЕШ. допус!rrшfi пд8Е f; яв-
дяоrоя опrпI8пьвшI в рогупярво[
Е сIшсде СлOПrера задачо Е !oI
П ТОIЬВО Е !OI СЛУq8еr 0СЛП СОD-
IocrB8 clcroI8 условr!Z. L'(Z,D,_F- L(xbY),

0. ?" (D * ?а (i " 6)+,ч- " А .,

i"Ga=0.
ДOКА3АТЕЛЬСТВ0. Досtато!цость пршводешцого успоsпя очо8пд-

ва. YcraBoBxI !олDво ого нообходшоотъ.
,0
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Роалпзуеч Z кав плотЕое подпростравстэо Е е@) для ве-
которого кочп8lз!а а так, чтобш алоIон! -Ga" проврsrшJlоя в

функцшл У, тоrдествеЕно раввуD одшпшцо в8 а, ш р8осIотрдш
слодушщдfi опертор:

Colr, Z-Y,
о n |v з | 

-. 
tпа/Ф {z (9),9- а} fy .

полопш Q={аеХ Да=АаJ. fоно, что lсходдая з8дача эitBttBа-
ловтв8 вшпуклоfi прогрsше

О, Ф "Оа,<О, Fua*ist/,
гдо, кав обшчво, Fu-F+f,rG/)- 

"ре"*8 
оперsrорs F . ддя пос-

ледвоfi 8ад8чtr вцподновш условпя рогулярвос!ц 3. В сацоlr деле,
опорslор orly о б деfiствуаt э YU{.-/, прr эгоr

е" ly о е4о = rпаа {-{(g),9e a}ty =-ly.
Такrш обрзоI, в спду 3.I coBlocTва oucllola условtfi

Z,F . /1 (9, z +f = Iy, На (а)- {OJ ,
0е 0а (а . F) *j"?a (€. ty . G),

-F"eoly"Ga=0.
Пршвлевая I.5, последов8rолшо полJвsоI

0а (е "Fu)= ?абе"р1,?п (e"tr6cl))=

= е,. 0а ( F), 0а (t, б u) - е " 0а (Fh [а. l уq" L 0r, У)} .

Шроrе того, по цlорIуло суOдtrФеровtlIроDsвIя Ешодшпо!ся

0абС.lrо G)= 
х"аУобсоtу)Oп 1l"e1.

IIрп эtоr справоддшво продоloвJtоЕшо

0(со f у)- {В. /.'(Z,Y)' Bl-f у} .

Токш образоIr дJIя поко!оршк 1а. 0а(е{у) lУrеL(Хr, |)
IIOoT Iес!о вкJIDчOЕ!о

0 е i . 0а (F) *F 
" 0n (f,r. 61 *F "/l,

пршlоI ЕцполЕяотся pаEoвclвo & о Са -€ о {у (G1), Сrcлова!одDр
по, пOIJц8O!ся

F "1, " Gа -)Б о ео ly " Са= 0.
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Воспользофвцf,сь TeI, что Кц(е)=IОJ Е, поIltIо этого, еtYJ-
=У , х полагая

j -Z-t о.Б . al , i -a-ro,B oJll,
поIJваеI требуешшfi кршзерхfi оптtllальностп э субдttфореЕццапъ_
поl форше.

4.2. 3АШЕЧАНliЕ. Теореrа 4.Irпо существуrобосноsшваот спрs-
ведлпвость прf,trцшпs Лагравrа для решевшft. lдцGвво, она угвор8-
д8ет, чт0 оптиц8львш0 плавш в 88даче с oграцшroншяшt _ эт0 Е
тOqшосttr ?е допустшцце элеIештш, lсOтOрше явJtяDlгся решеЕшяIш
зsдачr бевусловвоfi цшвхцхЕt8цпп лаграшшава

(F*l"G+.,F"Д)а*h/
прI соо!ветствуDцл( условf,ffх на парsхотрн 1 , Р - IцоIш!оIх
JIагранrа. Налшsпе сшдъшоf, едцЕшцц в простfuпстве авачевшfi це-
лr обеспечшвае! отсутс!вхе IноIштоля прп F . В спуrrsе 161 IGoT-

дs Е yKaзaEHoI пространстве ость обьrsвая едuЕпцоt твкоfi rшшп-
теltь пояшяется 18к Ie, кав tr в 3.I, где речъ цlот о лsгрЕ-
Iш8ве (е"f+Р"G)а*Ц.
llш ве ФорlулDtруоI адось соответствупцлfi крштерпfi ввшдltоRo гро-
Iоадкос!п.

4.3. 3A;lEtIAllllE. llетод сведеншя регулярвоfi в сшшсде Слеti-
тера зsдsчtr в регудярвоfi аадаче п.5 шаашваотся сttалярпзаццеf,
ограниченпf,. Нетруддо Btцeтb, что свалsршзsцпя воашоtша ве тФlъ_
ко в случsе роло!оЕ с сшльноf, едшвшцей.

4.4. 3АllЕЧАНIДЕ. Вцппсанвцо дагранIш8вц цJIш фувкция Ф ,
ко!орsя lсподьзов8лась в доI€8sтельgгве 5.I, доставляDт прtч0-
рц тав Еаашв8еIш( опора!ороЕ птрtDе. В частчостш, оператор ф
ш8зшвоотся штрафоr Пофо.

В ааклпчецшо аtого пувЕrа пов8lоI, tз8к псподьзовslъ полу-
човЕше роsуль!атш для вахоIдецпя врIторlов обобцочшьпс ршеншfi.
Простотш родI огравlчхIся спJцаоI воцочвоrо обобщOпвого рош0-
Ешя s регушрвоf, в сIшсIо СлеllтOрs програIIо.

4.5. ТЕОРЕША. I в о I о с т э о{Еlr..., En} Е Е Jl я -
о!сf, обобцавпцI рошонш0I рOгуляр-
воfi в сIшсло Сдеf,тора аадаqп Е

toI f lодьао з ,оI случ8е, осIп
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совшестна систеI8 условшfi

t

!в' А (Y),^iз- L'(Z,D,_p-a- L(Xr,y),

Е", = L, ё ZB " FEB=FбI а...л Fйо,
Aar =Л6, Gйв<0, iB " GEtr= 0,

0в-1" 0"r G)* )orri*" G) *,FА"Д (t=/,..,,п).

t

дOКА3АТЕЛЬСТВ0. Нашетшш ToJБICo cxoшy рассуцденшfi. Препде
всOго ясн0, что }tсхOдtая прOгрslltls экзt{8алентЕа следующоfi за-
лачез zеUrFz,*ц| , лдв J/ - допустиIое шноаество. Пршшевяя
теперь 2.I и I.4r_'наЛдеш TаtGtle lrультшlиикаторш 6rr...rа-о. /l (Y),
что для кацдого А=lr,.,,п элешент йg есть решонпе регуляр-
шоfi в сrrшсле Слеfiтер програшuц

Да.=ДЕ , Ga< О , Zд. Fa *Ц.
Пришеняя к последнеit систеше програiдli 4.Ir прш(одпr п требуеrо-
lly ltритершш, т8к как ц8 Iс8Iдоrr шsге рsссуцденшfi чш испоJlъзоэа-
ди пеобходиrrше п достsточнше приан8к}l.

5. 3десь пршводштся вриторпfi оптиllаJlьвостп по Парето. Для
простотш Еновь огрsншlпrrся рOгуJlярЕоfi в сllшсло Слойтера прог-
рвшlrой. Прп aToll простраttство авачешиfi оперsтора целш будец
счит8ть архшrедовой эевторноfi решетвоfi с сидъttоfi едшпицеfi (а
но обязательно К -пространствош).

5.I.TEOPEI|A. Еслш алешент а" f, злf,от-
ся роцонllоч Еа опtIIуI Па_

рето регулярноИ в сшшсле Слоfiте-
рs вшпуклоft прогр8tluш, 8о наfiдут-
с я фун.кц}tон о лча-'rР" п 7"на пр о стра ш-

cTBaxYrZ п Х соответственноtудов-
летворяDщш0 услOвttяш

ё > О, .Ja"2 О, э" о Qao= 0,
0. 0.. ("l,'" F) *?о, (.tв'"G)+srъ/ .

tiсл[ прп а! оуКgЪ(<)ПY'={O}
ведлшвость вцпшс8швшх
ддя допустшrоfi точкп
вsет оптпц8льltость .zо

33

у
,2'

rTO СПРа-
сдовшfi
обеспочп-

Парето.по



.ДOItА3АТýПЬСlВO. Пусть lz-Ga. - сшIъЕ8я едпвща в Z
" Iy - схJlьв8я.едшвшlв в _l . IIопоIщI'or.,Z +цttеЛ, Z * L!"J, оц, Z*R,

оrr, | *Ц{t -R у = 
tly}, €ly, У* lR.

Тогда псходвая вад8ча эввrrэ8левтЕа прогрsшо

€r" ' t, " Gа= о ,, Fu,z * ist/,
по U=[аеХ Да-Аа} Рассrотршш штраф Шофе

Ф,п = ( Fun- Fuq) n €l". ly " С*.
0чевшддо, что ,zo ввляотся оп!щуIоI Ларто в безусловноf,
програцIо фа-4. прш атош Ф,п"= о . исчщ слоз8Iш, ао
ес!ъ рошоЕше сввлярвоfi а8д8qп е6"Ф*iф, ш, 9Е8чш!,

0. 0r. (чri ES .

IIршчевяя првхл8 субдшфоровцпроваЕtrя, вslЦеI ,Z'. Y r ддя
воЕоDого' ir0, X({y)=f, 1оф.2,"=0, 0е0..(t"фI.
НаИец топерь подоIuтошвше фувrцшовам aos А т8кпе, что
аО+_F=1 п, кроцо того,

,|"фа. =ос" (Fuai- Fua,")V "€Jzo {y "Gao,
0- Е2, (а" " Ful*Эr. (Р,сцо |r"а).

0чезшддо, что прв этош ЕшпопшхItтся сооЕво!овшя

_F o€fzo lr"С=Л(ty)Чz" е,

.B(lileb о 0,z",0,
Вшчцоляя оубдtrФеров*.о ?j, Gt".6) , ЕаЦоI po.Z' ,"*,
что

-Р.> Оr.Р. (l) -,/, _F. о ý,2О,lВоо€l.о Gao,

0е 0n. (а." 
" 
Fu)+p (Ц) аа" (Р, , е).

Пологая ,Р'=f(!ч)Р, l пол!ч8оI соотtошоЕпя

0 в 0r. (*" . Fц)* 0*. G'. 0),

13% Ga" =j 0r),В, , G,z'=р(ly)€Q" СаО- 0.

t

t
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Вшчцсляя субдrфоревцrш 0*.(а."оРо1 (ср. I.5), пол!вsоI
вое требхrоччо сооtЕоаоЕпя. Прп оtоl оСО# О вЕЕду рогулярвостп
шсходвоfi вsдstlц в сIцсJIе Слейтера. 0ставшаяся q8сть теореIш
очоDплв8.

5.2. 3дхВlдниЕ. l[ar эчдЕо , прш доrаsа!одьотво 5.I шаrп
пополцtоЕапtrсDлIЕьаЕхшбдовосsь У а Z IвапшчIо эпуrроЕ-
Ецх !очоЕ в коЕусах Y' , Z* .

6. В вавдэчевЕо !овJrцого параграФ пов8IоI, Е8в прпIевя-
DЕся прsЕцд8 а8IеЕц пороIоЕЕltк в прообраовавчц Dвга для обос_
ЕоЕавпя прlцtlша JIаграпrа для вцачовшfi вепторшш програII.

6.I.тВOРРлА. Ковечвое Ро-

t

гуляршоfi в сшшсло слоfiтора прог-
рsIIц язляO!сfl аЕ8човшеч беаусло-
BBofi 8ада,rп дпя подходяцеDо даг-
раЕtп8в8.

ДОША3ДТЕIIЬСТВ0. Пусть ц€Y - эЕа,lовшо прогрsIIц. Подоrшr

ц-{ав Х : дс-dл/ш составшrf шtраф }tофе

фа=(Fче-у)ч€ oly " G,п.

flово, ч!о Ф - попоa"телъццfi вшпушлшfi опоратор, пршtlоI

0. !Й ф.< 4 [оп,Да=ДЕ, Ga.<2l<o.
lIвшш словsIд, для преобраовавпя ýнга шIооI

ф*0 =0.
3аrетrr топоръ, что шгрф Ф попу.*rо, продстаЕпеsшо

ф,r,*Р(Fоа-|,Gа,),
где РrYrZ* У- суошпе!Вшfi операЕор, опродоловвшf, соошо-
лоцшоI

Р , (?,z) ,* у "€ о lye.
Пршевяя !очшуп Форrуду 88Iовц поречовпшх ш прsвtла для Bшrrпo-

ловпя 0(Р/, вшдпr, что coBIocTBs cлодуDцря сrстеI8 зrсловшй:
_fuе 0(е " ly), &,р ел(Y), е *F 

= 
Iy,

0 = (е . Fo," { *.F "1, " Q)*0.

orсDдр вопосродствовво пrшrао!, ,lтo НП@) = tО}lа[YJ=Y.
Тавш обрвоI, длЕ воsоtороDо Ie L'(Z, У) ,ппо-"ело"

{-,-(Fu*Z"G)*0,
э5



0ковчатеьво, зшчшсJlяя прообрааозашпо 0вга в cpoвlcor вайеш
опоратор _F.L(ХлrD , для rоторого

y--(F+tr.G +i.Д_ла)* 0. _
}lвцчш слова fll, полJцs етоя ps вевст зо у = i4 { Еz rZ, Саф 0 ъ А а)),

?. Сделвец цесвФIъко заклDч}tтвпьню( заIоtr8Ешй. Веrторвше

ПРОГРаШrШ С Ре8ЛШаУDЩШrШСЯ ШДO8Д8ЦШ В ГJl8ДВОI СЛУt8е P8CCIIOT-

реЕш в [l]. В [еrЗ] пршllпп Лагрвrа обосновав Е ФрIо Toopol
о сед[овшк точаах для разроlпихц, прогр8II. 0твосштешво прsв-
тЕчоскцх пршчеров аад8q Шс влDвоцП сш.[+rS]. Шде}Шшо сторошц
rrногокр}tтериальЕого прпЕятltя решевrй освещевш в [CrZ]. Подроб-
вая бшблшографшя рвбот в этоfi обдастш пршведовs в [+]. ОOшее

продстsвJIоние об этош н8пр8вдонutr, вlсJtDчая 619 ПРrtШ8.щlше 8спов-
тш, llotнo полуrrпть шв [OrBJ. i[рптершfi оптиlI8львостп Парето
швшч способош впервце пол]rчоЕ в [9]. 0б оптшчуttо Парето длв
гдадвцк з8д8ч сш. цttшл статеfi Сше!lла ПГлобашвшf, аналшз и эво-
Еошпкаlt, в ,rаclвooll [rOrrr]. Ряд прrrэвslcов сущес8вовsвия прос-
!ш( векторвшс лагрввiшапов рв в [I2} 0тшосптельво разлuqпцк
возtaошlостеfi чодпФпквцшш хrслоэшfl регулярЕостп ctl., в часrвосrп,

[rЗ]. Пршнцип Лагрввrа дlя значевшfi векторньос прогрsшll влервше

обосвовац в [rri.
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