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тертtпн "репапсяцrg' в даЕпоt статье употрефиется в cвool,
псхо.цlоsi зваченrп - клс сшгtlеЕхе наtrряtевносlт какю(.ltпбо
требовilшй и.лr оцпЕftrешf,. Ес.rп шr рассматрпваеl. .lmter.;tlo-
Ерограл.,пд{уD шqдаrlь

пiп{с2:М>6,z>,о},
рде с€Rа, lеR', Д€R"О I вепэвестное хёRП , то цIв-
цпа часть / мошо tрлlтовать rав Едп цвбоваrшя на процзвqд-
ство ]rчлтцваешЕп фкторов. Вопдlос о коЕкI}ЕгвоI BHdop трбова_
нпtt / оОцтrо р€|цаотся за ршпаrп модслI. Часто ето дел8ется
без достатощого учета ральво! надряпеlцос1l сшстеliн ограш-
чеЕffr. Чтобц сораsrеrть вцбор зqддЕя Е с цризвоJiствеЕнв-
lr! воз}rоtцостямI, нlПЕо ввестt обрап{rD свяэь 1,1еIдr этrпtl вrбо-
[)ol' Е эконо}gчоскоfi оцэшой прошзк)дствеЕrой сшцrаlш. 0пособу
введешя такоЙ обрашоfi связп , ею Еспо,Iьзованпо л задача(
llвоюкрштерйалъвоfi оптшлшзаtпrп п посвяцепа прqдлагаемая статья.

I. Зqдача квазшлlнеhlого Ергрlо{прванш

0боэшаш чоlва 
'о 

ваш "аdсоlDтшlе" (возшошо, педостишпшо)
rрабовпя, r цусть вектор ,, _ это вектор оцеЕов JпIхтшваеl,iъс(
фsЕтороЕ. В оrват ца оценш qL шц смяпвеI нш цвбоваltltя,
вшбцвя Е вачостве ЕравоЁ чаЁтп вектол 6,-рrф l r,де р
фуввцпя релавсацltt зедаЕf я Фактт-
чеФq вошповепч 7э(у) Ее оOязаЕl ,все бцтъ Е€оцtпцвтепьнцIr,lп:
ЕF дацно}, вsкЕоре оПешщ требовдце в8 некогоЁ9 ttracTop lo-
IeT I возIвсtп, коrпеЕсIIхrя умеш,шЕш€ зqдапя ша дпrгпе, oo,ree
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де;!п.рlтнше.
С!п,пrtецlшЕlо мопсо подоЙтп к вшбору вектора 4 . Трактуя

ко}.понентц пскомопо BeKToI}a J кл( пнтенс!вцостц црп}iененпя не-
которю( способов деягеJIшrостп (техноlоrтfi, цроt{звqдств пJIп це-
лю( прIтаlшllt - в зашсп1/lостп от л,tасштабов поставошш зqда.ш),
компонентш вектора , qlleJveт рассlrатIпвать кл( вордтпшне
затратн в расчете на qддцщm пнтевспвность. ,rл(мческЕ ае
затIвтн, которце мн гоговц ностп на ед]ЁшIry шнтеЕсЕlOIосlц, мо_
гут завпсеть оI саr{оfi пнтенспЕвостц { . Tat что еqпд через 4
обознаtпть JЕепъцgе норшашЕнЕе затIЕтЕ гдп нулевой пнтенспв-
ностш, то в качестве вектора , EJrlBo взять вектор с.+ r(z),
где г -фувкцшя релаксацЕш норматпв_
н ц х з а т р а т . Звлt Iцrю снова падо понш.,tать лцшlь ус-
лоыtо: пекоторше норматпвнне затратн roITT утпенцдаться, tттобн

ко[,!пенсировать уэепцченпе 9ацвт по другlп.,t способаfi деятель
ности.

Есш срлшрватъ скаэапЕое, то lлl поrrгrаем с,Iедщm сдс-
Tetg смзей меJtщr оценкы,п r ц lцанол J :

Д* > l,-p(P, з > о; Д'у ,a + г(х), z 2z о. (I)

Спстемr (I) отралают лшlь трбоваrше дошrстЕllостш IIJlaпa п не-
пропдворечиюсть оценок согласоваЕЕцIl,t нор.:ат!ЕIшм зац)атаrr.
Пlп этоlл подсЕ[таrшШ по оцеЕ(лi # результат нашей деятель-
ности и.( tэ -рlуD не превоЙqддт пор!.втшшъD( затрат

(с" + уlл))'.: . lrfitшtизяtlпя су}OларвьD( нор,lатцвIю( затрат в
раш(л Iвссматрцва€лrоil люделп оэпаqала бц Qактпческп rлппrпза-
цrю нашеfi деявелыlостх, tlтo едва лп п,!шет бъпь ттрпзнашо достой-
ной цеllъm. ToTro тал ае шл(сщ.lизлпя ва.rIовою результата

у:(6,-рlр) спrlryлrроЕ.,lа бш в опфлеленпоИ степеЕп стрекJ[енпе
йовчсчтi оценк!, а слqдоватепьно, ш норматшшще затраяr. Та-

цЕ одtостоволm цеJlь тдýе сJIqд]rет Ерпзнать длlеко не безут-
рецоfi. KoHeTto, в cпJly усJIошй связп (I) ll lднll!лзаlщJi дея-
теJtыlостl, u завншенпе норtатlвнъD( эащат бпут отршrченн оп-

редепеннцшl рлд€It4ц. oдtдltо р9л;ность поставlrеrпrоЙ цапи додf-
на бштъ запоБена в неfi calioЁ, а не ,вrlrlться поботддr прд/ктоt.:
обстояте.лютв. Поэтоlу вfiесm эксцвtчзаошr какой-rцdо целевоИ

сlрrкцщ l,ff{ прпIdем концешIш раЕовесвя: фаЕторш, ц!rеще по,lо-
пхтелы{rD оценку, не доrmlц прпзвqщться в пзбштве, а норв-
п{внне эатратш фактпчесIш лспоJlI,:rуо}Еа способов деятшъвосIl
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ве доDiнц бшть зашопенннмп. Это привоiцт нас к условttяIчl допоlt-
кцтелъшоств ,вцда

|'(4-Р(Р)=у'Дz =(со+rВ)r,х. (2)

задаw (I) с уqlrомямх дополпштепш{остш (2) r,ш назовеl,: з а -
дачеll квазилшнейно го програi,:l, и-
ровапвя.

3адача (I)-(2) яыЕIется частннм cJцrrвetl неlпнеiпо! зqдl'п
с ус.повtrямп доп(цнхтепыlостп [ I,2]. Есдil поJIош{ть

, = [ у1 
"trl 

=|l'tYl 
+ А: ] n, =| 

6, ] ,r,'- [rl,"'''-L-Д'у+у&lJ,7 - [-.J, \v'

то задаw квазилfнеlfiого црграJ\l0t{шроваЕпя мопяо злшсать в ш-
де

Z)o, И(z) >?, zcЦ(z)=z,,?.
0дlлсо спеIцашннfi вцд этоfi задаtп позвоJIяет доказать теорш{
сшествовавЕя х разрабатшвать спеlдаIцIЕе методв решегпя.

Поставтевщр задаw квазплrнеlfoiою црграrшпроваппя мопцо
тлilе трдстовать кщ( способ р€шенIя мqде,ш рав}rовеспя с одlцlll
JвастЕпком, уравшовешшЕащм своЕ предIочтенпя, когорче завп-
сm ка( от поrýFIаемого набора dлаг 

' 
, так п от.ЕIюtrзвqдпrъDс

цF этом затрат r . }tuенно, црqдпо,tошм, что л о к а л ь -
н Ш е п р е д п о ч т е в I я ytвctнEna опрqдешцtтся .щф-
ФерешщаIшrоfi фщоfi

(6. -р(у)-Дх)'dу - (е+rtх) -Д'у)',dz (4)

в тФi сlшспе, что дЕппенlе по Het(oтopofi кIПвоfi в Еростравстве
R'xRo мр (t,-z) соответстЕшrет локашвцш пDеrЕочтенплr, ес-
л! лдФереЕпаiъвая rРорв (а) вдоль этоfi KpBBofi поJlопте.[шlв.
Torтa решеlrпе задаtш (I)-(2) соответствует стятlонарцоfi тоrше
Еяiппt локаJtЕвьш преддочтеIцfi Еа шноIестве Ri XRi

Еq,rш дфереЕлалцrая Форrа

16,-ptp)|dy -(aty\))' dz (5)

является тоЕоfi, т.е. cJцeclвy'nт цмлlпVtф sW(x), мя
которш(

\-ptyl= #, с.+ r(4 = #,
то поJцпаеш обцgуэ задеw о раЕовесш пJrя fiуlшщ

?



U(z,y) =V(P +W(x) - { Дr.
Рl-,ссматрваемая задача квазплпейного проIтаммЕровшlпя в это,
g;ilпa€ свqд!тся к отшскаIm сед.ltовой тоrлш ФrЕщш U{x,y) на
Ri х Ri . В общем хе с,i]пае тлсое сведёше окавцвается не-
воэмошц{.

0tхетш, что дферепцдыI}rD форщ (5) мФlцо такпе Tparcтo_
вать t(aк кцlп локшъпче предпоqтенпя в цредпоrIоIоппп, что мц
пIъорlруем црпэвqдствечЕце возмоlвостц. НепотоЕщаJIьпость
э,lп}: локалъЕlц предпоттепй флtтшчеФш означает юс глобапьщrш
нетIвп9птЕвllость.

2. 3ущестюванIе решеЕпя прш .lщпеfiвоfi релавсашш

Рассltотщпл cнattaJla .lшеhпrй с,rysаfr , когла р /у) = В у, у ( х ) =
= Cz , а шаrтш,цr 8 п С rrраrт рош коэ(Цпщевтов ЬлЁствч-
ностп. Ес.ш по,пошть

Р=
вд
-д' с

(6)

то задаlв (3) прпршвется в лшоlФD задаw с yqrIoШJDП дО-
попнительЕосп:

Z2,ol Dz>.!z, z'Dz--z'?. (7)

IIаряrу с эадачей (?) рассютршl одцорqшýrD задвw

l2-o, Dl 2rо, l'D7:o. (8)

Jlля разрпшмостЕ зqдаЕ (7) прш JшбоЁ правой частп ? ф-
щепршнятн}1 вrшется тробовшпе по.Iопrlgl3ц9сlт всех глашшr мп-
норов IriaTFIщ .D .в rtаcтBocтi, это будет тал, есJIш пвrршlа -D ,

не яшяясь обяаатеJtъяо сlппrецЕЕоfi , поJIоштеJIш{о-оЕредоJIеЕа.
JLпя надюс цепеf, этот rцптеS тробуег ук)tцеЕЕя.

.]Ell}Д i.Пусть метрпча -D является
п о .п о ц и т е л ь Е о- Е о л у о Е р е д е л е в в о t
(беэ требовавпя .схмметрпп).Тог-
да для разрешIIостп задачЕ (7)
необходlr.о х достаточво, чтобц
для всех решевпf, одЕородпой за-
дачп (8) вЕпоIЕя.[ось веравевст-
в о 1'9,о,
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ДОМЗАltsШСШ. Допаrвш снаqала Ееоdхошrосtъ. Еслп a
JЕовпетворя€т соотвошеЙш (8), то ?'(D+D'|}=o 1 п т8п
I€K сшtетрпrпrая ша?Irца D +D' по.ryоцрqделова по yc;toвtrD

лешш, то (D +Л'li=о . Gтедователшо, d? < о . Поаmlry

скопБку z > о
Дя докаэетеItюtва дост&тоtшостп оDaешI ЕрФrдо всего,

tпo в сцщr yc.lloBd доЕазщаgrюf, леrпдr conieclвa сlстеша

2 2 о, Dz >g, (9)

Деtствптапцо, пз IrGпошП i > о, iD < о п попштепщой
по,чоцреJFлеЕвосп шатrшш Э cJIqдreT, чго 7 рошает qшорqц-

цrD эqдвw (8), п ?'q < о . Tаror обраэоl, спсlФ.е (9) соь
Ioctпa. Поатоry эqдаtв l@шЕзаt0цl ЕщЕtоt ввqцвтпцо! {ушt-
,vr z'Dz-z'? Еа lшolecтBe рэшешfi спстеш (9), где эта inrB-
щJI ЕеотщвтелъЕа, хх9ет ропоше з , ,в!rшlоося [I] р€шslп-
еч gqдаtп (7). Лаов доказща.

Еспп спстеш

z>о,'Дz >6.1 !2о, Д'уrr. (I0)

совшеспш, rо дц вслсого l , удовtrегюIщого перв[D, дЕуrл
соотЕошешяil (8),6удот ?'9 < о . Поэтоg лля разреш-
lостп .щеfrlоf, аадат (7) достатотtо, чlобg влрпц 8 п С
бцл поlоrптеJlшrо-поJчоЕределеввцlrЕ. В оФеr с.ryчае в спсте-
чшс (I0) шоrЕо вьЕеtrхть соЕшестшце пqцспст€щ, рзбпв lшщесlь
ва lгплексов по схоIе

И={!rl,.,,,пl=Иоl!Мr, N=l!,2,...,|l|=N.llNt (II)
Е ЕРСЛДОПOflrГd соЕlостццш сIст€ш

х>о, Д[и.,л,л.z > l,[п.1; у>о, Д'tN.,пl.у a c.tN.7. (12)

Соотreтствешо шатщ 8 r б разобштся Еа чотц)е Едепtп
каlдая.

oIIРшIЕIIшив I. Б}аеш ююIlть, tпo квqцвЕая вщшвJl4а;
rте 4 - lащество щдоксов ее строЕ п стопбцов, Едяется
строю раIл(саlцФttо! опвосцтепьво rшolocTrя Qr< Q , еслtr
Едошевц слqдЕIЕе услоlвЯ (в которш Q.-@r@r ):

I) вrтппв J полштапЕвфоцуоЕрqдепена (6ев rреdоваппя
спrrеттцп); 
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2) пошвrрша ,S[Qr,Qr] попоцтвлъво-опрqдаllева дш Ео-
отIЕlaаапьЕц вкторов;

3) rатрша 3(Q,,аrl+ý'[8., о,] gоощате,Iцая;
4) rштща SIOr, O.J вепопош?а!шая;
5) пз услошп z[о.] >о, z'(Q.l.SIa.,a.l.zt,Q.7 = о

слелrет, что J[4.,4.J.z[O.J q а.
1ЕOРцАI.Еслп сЕстехц (I2) сов-

местЕц Е матрпцчВ[М,lуl] п С[N,N] яв-
ляDтся строго релаксацЕовнцllЕ
отво сптельв о uвоаес тв М;М\М. " Nt=
=/\fi.,To задача (7) lшеет реще-Епе.

ДOМаАТЕ[IСТЮ. Прqдпоmшl, чю паlв l=(2,1) ршавт
одrорqддуD 9адачу (8). Тоцв р=l'Р?=|'В2+ё'С l п, спь
довате[ьЕо, 2'B7=|'cg =9 . flо (

7' В 2 = 2' [М.1. В [ п., м, ]. 2 [ trl.| + 2' tи,]. В [ й,, tt,], 2 [ и,1 +

+ ?,[и.]. (вtио, и,1+ в' [п.,м,l) 2 [п,1.

,a ""rv 
строюrl реrавсащ@осп rrarщ 8 ЕацIоо Ез теI

сп8гавш веогщrтелъЕо l, шqдоЕшаllЕо, все Фr Dащ Еу-
л. Поэтоry v[lt|r]-g l_В[И,lt.l.2tИ"1 < о . Аяалоrrво
устаяав,шэ8тся, tllto ё IЦJ =о й с[м,н.1,? tM.J < о .
Иэ срдlего сооlвшвrЕя (8) тоrпа поfJваеri, чтlо

д[lrl,N.]. ё [ t1.1 > -В[ м,ИJ- 2[И.1 > о,
Д' [N, ИJ, 2[ lI.1 < с [ N,N.l, F I N"J < о.

Поскопъку сIстеlл (I2) со*стЕц, то отсща Еlзепаег, что

,:Ц =2'[ИJ,е.[И,1 <о, ё',со= l'UY.I.co[1,1,7 > о,
т.е. 1',9 = ?'6. - l'с. < о . Пспользуя леlцу I, 9а&пБ!авI,
то эqдЬча (7) розршв. Теорса допа:tаЕа.

Опрtпr, то дtя шеillюю сryчая поtвость фороl (l;) ап_
швалевпв сlпоrец)Еп rвrщ В п С .

3. Сзrцествоваrпс ропеЕJI прr не.lппеlhоf,
релапсаIш

Сдоlавш два осноЕю( ЕIЕддоrо8епя опlосlтелlао WшщП
ра,rаксятт.п ply) п у(х) . Перюе состшт в к)п, что оюфа-
пвtмя_р:R'-r'" а г:RО -Ro шоlоt(Енце, т.в. щп *ех ltl
lr€R' ч xrrZr€Ro

I0



(!,- уr)| (pty)-Pty,п > о, (z,-zr1',1 гF,) - r(z'ц > о,

Ilydo ююря, для ФЕкOш р это озваgавт, tпo "в lвлоli" с воз-
растапrеrr ощевок сц)ос Еа dшга це возIвстsет. Апалоrтшая
lpaкtoвKa воФiоЕа ш лля Фщ р . Хотя этl преддоltФешlя
вшполвrDтся дшеко ве юоlтв, 0вl ц)qдстав,IrDтся достаfоlпо
естестввнЕrпrtr. В дшфферщrруеюii ФIваs, воюIlй rr п. dуIеш

PaCCTtlaTPaTb, МОПОllGНОСТЬ О3ПаtВеТ ПОrШТеПЪS}Т ЕОryОЕРе-

делепостъ Iатрtпщ Якобп. IiaB Есцry в ато! статье, сшшвтrя
ВtЩ ftОбш пр этош Ее цредпоrЕлаетGя.

В квчестве второю ЕрёrщолоrеЕ!я rпr потребуеш, тобц aМк-
w р(у) п;"/:)бнлп BoIryTEe. Содерпатепшо это озЕаtвег, что
с ростйr оц€ЕоЕ (п соответстryшщi pocтol усrупок) аластпч-
Еость пащ tребоваlшil не допша возIвстать.

0ПРЦ!IВIIШШЕ 2. Пустъ фушgпя J: RP- R' непрершо .шф-
фреЕцруеЕ f Ещоrrповевтно воIщrта. 06озsаЕш черз l. ее
паlщу ftобп в точке {, tr цусть Qc{t,e,..,, pl . Поtе
пI

"((J,t)=iлl {2|l.t Q,Q|,2 : !?|=l, |_т| < t}
(пспопьэуется евклцдова Hopra). Фщя / вазшавтся строю
IЕлапсirlrоЕоf, оrвосrrтелшо подвоrвства Q , есIп

I) шаттгrtа Якобп d явпяется цц паlцоl ; етрю решrс-
саlпФпоfi отвоспте;lшо { (см. шрgделепе I);

2) !i, t.a( !,l ) = + оо .r- +ф
В ллlrвеfuеr вil по{ребуеlся TaKIo
УСДOЕ|Е JПlНВrtrlФШ. В втршlе Явобп фlвщfi релапся,rтяпqщrр рI[Щ,И.] , E[l,h,ЦJ ryлевше, а Еодrвцп-

ц jрr[П.,И]- l rz[No,N ] пос!оЕпц.
Таш обрзоl, соdствешо вепаеЩm запсшость шr доцу-

cxaal .щъ лля факторов l прfiэвqцсtЕшfi спосоdов с вфIв-
з lэ Ц, l N, , пrчd релакGцгя э{ц ФавтороЕ заЕпспт
лъ от y[tl,] l х[N,] . В этоr опопеш рассшlтпэаоrсd
воше!Шоt сJччаfi ве Епопе вJDчве! в сеdя сrтrчаП .ппеtяrп
фrшпf, р€лЕпсяtчrт, Е Фрqдолещ I п. 4) !9перь з&нJIется
yclor€I Е [аr, Q.] = о.

шРц[шtrt{Е 3. CrcTeB

ц >.Q Д.ч >!.; tr>o, Дiч < сс (Iз)
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вазцвается усто!Ево сошсtвоr, еспх сJrцестцrот € 2 о , црп
котоIюl, сошос.Iпа сIстеша

ц2% [д.-.€.е.t'l.ц -e.te.e'7.?r >l., (14)
t 2 о, е [J.l'].ц +tД,+е.е. !'J' о 1 Ccl

тEе е l l - ввкгорц вqддеrацеfi разше3цосш, все воlпФеЕпt
IФтоFD( рашш ецrяrце.

ШOРаД2. Цустъ спстема (I3), где
Д.= Д(lr|о,N,7, l, = 6.IM.l, с. = с.I N,l1

устоfiчпво совшестЕа, Фувкл,па Р(у)п |(х)строго релаксацЕовЕце отЕо--
сптел ьно liHoIecTB Mt п Nt, р(о)=ц|(о)=оl вцполнепо условIе лпнеtЕосrп.
Тогда задача (I)-(2) пмеет ре-
шеЕIе.

ДШаЗетепъству теоремц 2 шlqдпочдем дэе ло}lмН. Вшбереlr вешо-
тоЧР Рry. Z=(0,а) eRix R"* п, обозватrв чер€з 8 =В({.)
s С=С(2) lrатгпщ.;Iltобв фунlсдfi р п r в вшбршпllв тойех,
чсслloтрцr/, лхнеарпзовшryт задеýr

Ву+Дх > 6"-ptp+B|, *r,о, (I5)

-Д'у+Сz >-с.-rF)+СЕ, z 27 о, (16)

у.(Ву*Дz.) = у'(d-р({.1+Ву), (I?)

z',(-д'! {Cz) = z'(-с,-r(Z)+С i 1. (Is)

!,hопество ршешf, отоfi задаtп обозваш1,1 черз d(l) .

в соответстшш g пrазýхбшпд (II) каJIщrD йý| z=(y,a) Mor-
но представЕть в шце Z=Zt*Zo. , ГДе Zr= (lrrZr), Zo=
=(уi,_z.) , тФпчеш уr[П.i=о, z,IN,l =о", у.[Иr]=оч z"lN1l=о . В далшеfuеr нхЕIпе пЕдексн 0 п I фryт обь

значатъ опIс$rяое рее,Iо[евlе.
Ввцдr ушовпя.lшеfuостп эадача (I5)-(I8) (FактЕqесм эяпп-

сtrт лuпь от состевJlпцеtr Е, , так кш( ФrfiIщtr реллссадш непп-
неfttц толысо по этпм пеIЕмешшм. В часяостц, это озвачает,
то цравне часtЕ Ееравенств (I5) п (16) с компоневтап пэ И.
п #о постошrн Е IlaBHE соогветсвеЕно 6.[И,1 п - c.[l,/.] .
Поэтоry в rDедпФIоIеЕlfr теорtэ 2 задача (I5)-(I8) утовllетво-
ряет уоlовшяrr теорешц I , п rпоrесtю С(2) неryстое. Еспп
черэ ? обошtаgrтъ правуD часть схс!оIц (15)-(16), а чеIвз
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D - матршýr ее левоfr частп, то мнохество G(Е) описшвается
сшстеriой

z>o, Dz>?, z'Dz<z'9
с полоm{тельно-по,rJrопределенной i{атрпцеii 2 . Поэтолry G(Е) -
вцrý4спое ш заl,fiс}rутое rrножество. ijBtцy непрернвной зав[сиI\юсти
огIв}иченлil от zry,, " у отобрлеше 2 -C(EI иrrеет з€lмк-
tryтнй гра{йlt. Дпя пршменеЕпя TeolBttrllt Каrсутани остается обес-
пеtпть,'оi/пактность некоторго инвари€lнтного вытrукпого :r'нопесr
ва.

ДШЛ,l^,]. Пслш вшполненц услоtsия
теоремш 2, то прЕ всяком Lr>oсуществует такое числоr( L.),что
прпlЕS<Lt ьG(Е)найдется iочкаz ,

для которой lz!<q(L,).
ЛОIiДЗАТП[ЮТШ. Вщду неfстотн и з€lмкtryт(ютш кадцого rfio-

пестЕа Gh)w мшем вшбрть элемент z" ССИ), lдпmлаIшlfr
по норме. Прелполоmл, чт0 для некоторого L. w.сла 9(L.)
не наiiдется. Звцдr коlлпа(тностп rormecTBa{{e RixRi inill <L,y
тогда наrцетсл поGпедоватеJrьность {а| с Ri х Ri , схqдщдя-
ся к Heкoтopot,v i и тл(ая, сто аm ilZ"[=+ю . lloшo сш-
тать пЕtr этом, чтО с}щоствуеТ &n(z"z'IZ"|)=l-(Irl) >о.

Рассиотршr зqдачу (I5)-(IB) lM Е = q и обознаЕм через

8о п )" праqуD lиcтb и ,{аlрlry левой частш этоf, зqдаtп.
Тоrца

zo2o, Do,E'2?о, (z")',D..z'=( zo)'?о. (I9)

Разде.шв эtт соотЕ(пеЕlя Hall Z'0 r ll"l', в прqдше пощFпlr,
что ндrравлеЕпе a удовIетворяет соогношеЕхri!,l i8). В сплу
р.паrссаtлошяостш г.rатртц8 п С , кдt ш IФп докаэаашъство
теоремц I, тогда устлlовпм, tпo

2 [Иl] = о, ? [Щl = о. (20)

Прп это,t ?[k] > о r .}пшь есм z'IKJ >о , лD[s,ИUМJl >q
лпшь есJIц Dr[srltlUtll z' > о . Олпаво в c[Jýr ];с,lовпя lшrвfi-
ностш п раЕнств (::l)Д}=D" ?, D'?=Di| r 7'9=?'9n.
llосколшсу задаtlа (I:.:)-(I$) tulп, tlтo то Ie, зqдача (7) rbrceT
рeшенltе, то в_фJry лепrr I ,'? 4-о. Кроп:е тою, Ерп доста-
Tololo лrшlц $ 2 4 .лепrе лва не!авенства в (I9) остаryтся
вццол{енннлш, ecJtx дО зл;енпть Еа z" -3 } . ;l!п этоri
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о > ( z, - Ъ Tl'. 9" - i z" -Е > f.O,.(.T"- 6 < ) =

= - l Т'9" + 3 Tl(D" +D!).z" - }ч7 12, 4 =

= -3 ?'? +аr,'.(D +D').zc - 3' a'D 7 > о.

такmr образош, qдtщтая това t"-д l уповпетэоряет цш досlа-
Totцo !{апц J соотповешп (I9), т.е. тFтяqддопт С(а). Sш-
ду моно!оншосtl еЕчпtлlовоfi норlч это протпвоIвшт шбору z4 .
Поlгупrввное цротlвореЕе доЕа8цвавт лепry.

jIаШЛ3. В условпях теореrЕ 2 су-
цествует taKoo чпсло Lr, чtо Ерх
ПЕrl>Lrдля tDб ого zeC(E) ока gцвее тся
fiz,ll < fi z-.ll.

дOшадlв[юЕ). Прдоrщ, tпo счцестryФ шЕtя Еос.пqдо_
ваlе!lаосtD

IEr, z|, (2I)

ч!rо zeC(EJ, lim|Е,|з|Ф r l"rl>l'rrl .llц
сЕова, тобп во 9агрIOцЕь фIrчш, оryсцдвI щlеЕсаrгD цос-
лqдоваllв.lъ.trосп (2I). Ввяв, есл цrЕо, цqшюсIqловате[ЕЕость,
мойо сrцтать, ч!о wцlосilryе! Цп(ztlzl)=1-(?rE) >о.
3аrлепоr, что ll.el 7|r.| >Ш.?.Ш , I IюэтоOOr alnlzl=+a.

Исполъryя (I5)-(I8), редавсаIцФЕость шаlщ В, l С , а
тавrе воIwкють(arщl р п r, trоцlFпlf

а(р,Пi,D,l!.y,|' +oL(r, дЛ,ll),lл,I'< у:,Ву, +8:сz, <

< у'Ву +z'Сх= у'( 6,-р(Р)+В !) +z,' (-с.-у R) +Сi) <

< у'( 6.-р(о1) +х,'(<,+у (о)) = у'е. - z Ь. < !?|.lztr ,

тде вевтор ? оЕрqдоJI€tr в (3). Тшп образоii, есл Еа Esвotý-
рfi пqдпоспqцоватапшосп оваrется llt.:/!zl>3>o, 1ý Еа arol
пqдfiоспqдоватепшосl.E

.<( р,х|,l) <tq1.lzl,/ l у,!' <nql / )'.lzl
п, слqдовате!ьtrо, d.(P,lf;rl)-.o , таЕ tпо lly1ll-"o
Но тоlта EoIlвEEclBo

а ( р, l 
-*nI nii < а ( p,ll !,l). izl < !g,l,/ Е'

проЕЕоItоtц, релавсаIцоЕпостп фушсш р . По{о0 Й!уl/lzЬ
э о . Асалоlтqо устаяав!пЕается, что аm |х.| / lzl- о.
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Таш обраяы, 7[И,]-g я E[N|l=o.
В crry уедоЕя .щсШосrl l усrовпЁ лOшошrоtlвосtl I9

(I5) подучвш

{Ву * {, Дх = у!.Ц .

Рааподэ оtо BoIBBIcrDo ва ttl' , D цшце rrПaш

?' [ И.1, В[ П,, И.I, 
7 t 

м J + v' [ м,], А [ м., н.1, l W.! = о,

дваrопЕо rB (16) цrвQЕтся рввоЕство

ё, I NJ, с [N., N.l - ё t N.l - €, I N J - д' [N., м,1. 
7 U4.1 - о.

Слоtэ эtt равэЕсIвв l rспольЕtовав раIлrсацошость шагщ, 8

' 
С , пощlчш, tlвo

в[м.,п,1.2[м.J <о, с(ц,N.J.ё[N"l < о,

Посrолrпу к ,оry re 2[ftlr1=o g €[1,111 =о , то дJIя всfitого
€ > о Еа дос!атоlпdдаловп члевах поёледователъвостп (2I)

В[и.,lil.у+Д[ц.,N,].ц -е"[ПJ < €, е-( J:zo + е'. у"),
где е п -/ - ввторв с qщtшtш ЕошIоЕ€втаЕ. Увtшая (I5),
отсца поцу,ЕI

(Д.+е е,J'),х.+€,е,е', tp > о,

l аЕаlогrrпо

е.J,tiц - ( дi -J.e,).h >о.
R'цпr еошее!вос!п сrсrФl (Ia) прr доо"а?о!по шlФl € оклlв-
ЕЕВТСЕ, tцо ь6"-4r" rо . поатоry

,l-( р, ly,l)- tу,|| +а( у, l i l). llл,il' <

.уrr.-х'.с. < y|.r,-zi.co= zi.,tr.

Пorroml 4.=йiп { a(p,l, Р0), oс(Б li,ll)} . Тогяе
4,nz,il'<aTl.xz,| , т.е. о( n\l<||| . Но вщдr peJцBca--
tgонпосm фуЕФ ,6 п r l того, tпo |iпПzril - +оо , IIопi-.
Taori aп.a(p,ly-,i).tla-,t[: tИ а( r, ffE.I).l.f.1 = а.,э , Тек
бодее, ап d..l'a|=+oo. Пощпешое црспвqр6!пs лопа8шва€т
лщ.

ДOКАЗАltsIЮlВ tэорвлпl 2. Вшберсш Д, согласво лошо 3 r
поJ[щ Lrпаz{Ll,q(Lrll, Lо-l?tаz, t Lr, g(Lr)L Н-
-{zeR|xR| : lZl| < ъ,,\z7 < ь.' . w.g- iZ'H 1-lal <L,,
то суцоспqrет tаrо! zee Е), то llZrl <lzl<g(L.) з L, l
-|al<lzl зL, 1Lo . Есп ч Е<Н lIEri 7L1 , Ф сryтg-
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стцrет Е€G(z ) Tatoiil что ||i.ll <llzl <x(Lr) <L., п ди
этого з в спJry вшбора коЕстлlтн Д, оказшаэтся !z1|l t шall <
4 L, . Тшtшп образом, пр tбfi MHoiecTBo СЕ)ПН нецrстое.
Вщду Bbгxpc.rlocTx Е комплтtlоt п ,? ут,rенъшенное mоб;хrr,епе
z-СQ)ПН JЕовлетворяет н:.| Н уqllовлtяlб теоремш Каtутаrп,
п слдествует Е сС(Е) 0 Н . t)слч в ( -5)-( ]6) по.llопть != Рr t=E , то дш парв 1у-ri).,ти состношенпл rтреврашапсся в
(I)-(2). Теореша доI€злl, .

0плетrш два с.щrчая, ксгда эlстем. ,I3, в фрулрше
теормц 2 оltазнваетс.я устоfiтю CoB}ru,C ,ной. 3o+tepBboc, это ф-
дет так, еслп у с!стемш (Т3) суцестЕ}гrут реlпешя Е >.о в t 2о,
УДОВrlеТЮРЯШlПе СlРОГИШ HepaвeEcтBar,t

д.а >а, д'. Tr <с.,
BTopoil с,.rцлаfi _ это тот, коItrа л[бо И.-Ф п c.[N.J.)o, .lш-
бо Ц=ф и 6"[И"] <о . ] этоr сrryчаJ спстеllЕ (I3) п (Ia)
обе въпопtлтся трЕвишыltв.: образо,t (rвтlшщ:, {" rцустая).

. l.. ),ttо:скрптерплIьнце зqдаtш

Чтобш не услоrнmь язлозеЕ[е детшямп, lпl в э?ом ryтпте
оц)лшчпмся гщrенеrrпеш .lшць .lшяеhrоil роtаксвlrп. Использова-
;1,1(, результаiсд прдддrщего Iцlнкта, касаючЕDсся не.шl;;еfiпоil ре_
ллсяrIиц, нпем пIпlпд{.Iпа,!ьно не отлпч8€тс;i. оrраrпчеше шtеil-
нцм сJцпаем сцрацдлrо еще п по?оьч, что Флtтчческое посцюенпе
достаточно обо.:новаптъп фрtкпtit репаксацtl, боllее илл rreHee

црlлпчно отралашlю( реаJIьнЕе ;?едпочтеltЕrl, - зqдача caria по
себе uе пз j:егклх. Таше rllуtпоrии раJIшrо строптъ лпшI в окр€ст-
востп rсqlеryемо To!tt(п, it црп JолlлIгт едЕпI1ах ID( следrет
уточfi.mь.

Рассмотр;:,,]начаIа традlщпоюryт псставошw задащ BeKToIF
воfi опшпrшзацшt. Пустъ задаIа лшеftrо-прIтаlлdая мqдепь с ог-
IЕ{хченf,rпd

дtи",м,].хtN,] >а.[п.], zIN.] >о, ,\22,

t EeкTopol,t но:;, ,тпввцх затат 'с.[N,] . htшшзаlшя споiа!шц
ВОРrаmШrЮ( ЗаТРаТ В :i€ЦПИ JUIЯПН Ве ЕO(qДДТ: НОIШаТ!ВНЦе ЗаТТа-
тц поRазцварт лпttlь, какJп0 :рпry гJlш сtп:аеш целесоо6lвWш 9а-
цвтпть, если ,;)цет npп:ItаIlo необход:,tпlr IспоIьэовать дшtпfr
?атtлоtrогlческ.ш;: способ. Богрс 8е о цеп+соо6lвэностп ппапа
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z t N.] оцредемется совоку]пrостъD KIиTeIпeB, 9аддваемцх лпвей-
пц!i операторм ДIП'N.J . Тшсшt образоr, прп огрш$чевплц
(22) rrш хотепи бш маrtспшзцlовать каtrдЕ шз коiЕопент сmл6-
ца Д[И,,1,1.].z[N.] = l [Иr] . Поско.ltълv эlп пщеJIаllЕя, t(л
прЕtJIо, цротпЕорещвЕ, то да,Iо lncтo теш плl пнlш спосоdоr
своддт к }lаtсппзвlttт векоторой лдвеlfiоfi (уЕсщ. Надdоlее
pacпpocтpaпeнItbo,t спосоdопil яв,иется чспоJIьзоваяпе весоцЕ коэФ
Ф-Еевтов Л[|rli для перФ(qда к rдксцllпзащ.шеf,воfi Сшпqцl

( ).[м,],д[м,,N.1),х[N.] (в)
пJIх Iе назначенде "ццеалшtоfi юЕt!' 6,[М11 х мЕrпrпзаtця ог-
ruIоненпяi оценпваеirого некоторо! (цrшшеf, 9Ц 6.[иi - е Ш)r1.

Под(од, предлагаФдfr в дашоfi статье, в пэвестпоf, степе-
нп сfuпrrе к послqднеW. Фдапо Bl@cтo l,шнхмпзащш некотороfi
щтраqтуDщеfi {шшшх lл Еспо,lцrуем рлаrссашш р (у) . Поlпшо
того, trt,o даншrfi подЕqд отдчается бошшеf, оdщостш (ве прqд-
по;1агается потеrrrшьность нашеfi релаrtсяrтпп), Е веш явцо JПП-
тцваsтся эконо[fiгtlеская стороца деJIа: рапФсслЕя зав}tсцт от оце-
нок, а G,Iедоватепъво, от степенtr Еапряенностш цвбоваяпfi,
пIpaIeBнtD( тотtоfi l.[Mr| . Квоше тою, саllп оц€нIg F аIраrа-
DT не тоJIш(о проЕзвqдствФвце обстоятепютва, во ш степевъ Еа_
шеil Ееудов,lетвоlвlвостш плавош (ведобороr ло 6. 1Д, 1 ). Таrая
взапшосвязь позвоrlяет падеяться, что Ерqдлагаеrлfi способ рше-
нIdя зqдачп векторtой оптпrпздш оваrется бопее реа.lшстшqвцш.

Внбереш riaftroýr В[Пr,Пr] тап, чтобц ее спrirетрэаlЕ.я
В+В') /э бша по,поштеllыrо-определенноfi, п назначп, Iелдтеllь-
нше уроцrх /"fиrJ показателеil качества. тогда решенпем напеf,
ltноIюкрптерtаJIьной зqдаЕ Moшto с!штать реNпевlе зqдаЕt квц!п-
лшеfuою прцрдппрвFtлтя с оцраЕгченпJttл

Д[ц.,м,]-х[м.] > 6. [м.] , z[N.l 2 о,

Д [ п,, N,]-x [N,l > 6.[ п,1 - В [ иr, п,1. у[ F1,1,

д'[il.,и.l.у[м.]+ д'[Nо,и,1. ytrli < с [Ц], y[п.U и,] > о,

к когорtоi пqдо еце дошсать уеповпе допопнптелыtостп
с' I ll.]. х [ N.] = у' [ |t|. tJ и J, Д [ м : U и r, N.1, х [ N.l =

= у'tи,U п,1,6.[и.UпJ,
Dсш спстша (22) соцдеспlа в ва rfiшествs ее решенчil фощ

с[ N.].z I ll.] (cyroBlrдre порвтIЕце затlапr) огрsrцчеша сЕ-
п



эу, ,о шдоданц услоЕя rcФGril I, в ршсшс пooralшtвel аs-
лrв.qпрgltчст. 06озваш сво tDрз Хtй|, ' 

[lt.l l I'to |r|=

= И.U Иt.
лото щотъ, !t!o Z(MJ шЕЕцпtrэ, Фш (в) цr oF

Dщtrtlя (22),ооп поlоЕrъ }[лrr] - F'[пr] . Ifu оdlп-
эil, .eЕ 

'tЦt 

> о , !t0 IB почqец ?щ пв цще IIар-

"о 
odlac*l дооtщlв в цtос,*1nscrве цслсL Есп ro !UJ|l-o,

,о эlо oзEatlaeт, tпo ЕапачоЕая lш telaaшя lotпla 6.[п11
loctIEB, t дало оюrrся !о!lЕо в rшtшlэащ споaашц Еор-
Iaflвqtcr эв4)аs. Чтобч rсплrтtь этоlг сJцrчвl, IoEIo вqдв!ъ Еа
оцошЕ уfи,I апдпошце oI?aшEcEIrl

c[fr,, M,l.ytM,l >vtfi.t. (24)

Форчльдо 9то св9дотся к ?ФOr, Ео расшrтся.шоrвство Д. Е
ш бутвш Еметъ JrIe Еs N=Nо , А |,I=NoUNo . Пр этш ryшо
ЕGIоlпгъ

Д[м,,ft.]=-G[Иr,ft.], A[M.,ft.l-g, rlft.1=-2 tfr.)

r Iобавпть "ou"."-r. ztft.] . К пдшlу, *о 
"""J" 

rto=lrl,

п Е качеоtъе G [пьп!] шфвть qщtryт вцшч. Тоtтэ 2t I4J
dllryt вцавапь rfiяrrrа.rЕяЕе щщ (!аЕrорв, rэбDашЕ Е Iачос!-
вэ rчлшпlе.Е, е вл!пЕа х[Иl ласт qдllг в оюрry боrшоf,
lcgtвootl пшIЕ rqЕощ тsбовffi e.[MrJ . КGеЕо, огроЕ-
чшя (24) ве доrrтч цропэороЕтъ cIcToE Д'[N.rlll.уUчll зсtNJ.

В релъвоfi посlгавовве зqдаtп.tlоIЕоа рсшешо обвцо Grqmrc?

р9сс{агlпэать,хд цrстрело!цое, поеле mrг{€шя Еоюрою
утоtпIDгся ЕоЕоЕоре огItвmчешя, Iа[авЕя tова 6.[ MrJ r коаф-
фЕшввтц аrастЕlпосш В[М,., М!] . Воsцопr способов ?авого
у,ючЕеЕIя в9сша шЕого. 3десь rдц Е( расФ.g!rэатъ пе будеrr, а
.ЕmЬ O-r'UOmM, qТО PBl[GEae ЗаДа{И С )ПОСDЛ KIlETePBrIlrП ОIПС8а-
ýоfi :r6т()дЕ(оf, фдзко ic способу рвшежзJI I!ооопвсIвю( спqтен,
оцубдfiоэшвоry ввrорш рвее [Зl.

В зав.lшчсшrе рссмо!рпм варпапт поставошtв зqдаЕ ilЕою-
ц1п?эIеадsЕоfi оптЕпэfiIzr., Ер!вqцrщоf, к спflец)rqоfi постввов-
пе задаti ваапшошого црогFIпровшя. Прсцполоml, !г!о по_
ш щоюпя цпrщ Фаторв Ь щзксаш Н, ), KoToIEe ш
rвdр.п Е.вачесtэе ц!rcрr€в ошilЕэащ, тGхЕGпотпtвсЕе спо-
собц шrrro ЕвялaIЕц ЕаЕ Еа лDе цпrшl. Тешолсшlrвсrцо сЕф
оэdп р щlшош IB reс!в fi" .- эtо ц)qпцвGше tпоооdц
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ДГП,М,i с устаяоtпшп@ся ЕоFвтшвЕцлш затIвтslIЕ c.[/,t,1 (къ
!орне в далrцеfuоrr мЕ, KoEetBo, вцраве Е8меЕцтъ, Ео ошосItсдl.
Ео EoToIE у Еас Es?. особц вопеdапй}. Тесrgоf,оlтсескхе Ее спо_
собц с Еошр9rп rз шопеетва, rV. - 8овцо (сваlош, ЕопоJ[ьаrт_
щ[о ЕоцrD т€ццшýr, Еа котор}т оIо Еот усFаповЕшеf,ся цешr). По_
втоg для сmдdцов д[tц,мr] ш Klrвt эадвть лхЕь liIхIЕлlЕIs
цgо'фотпп€ Eotf,gfrtEE валразп c.flvr] . &Фсте с твч, роап-
ВаЩЯ llЛаВе, ЦХ)ЩrСВЦ'IЕЩpFО ЕСПОДЬ9ОВаЕlе ВОВаТОРСВШ СПО-
собов, цебуот сщров@я (чошошо цевш Еа коцlD Еf,тr.т-
f,Jr, повшоlтпlrе э8цl8tl Еа шqEtФIб повоi тоЕодоrпtr ! t.п.).
Хотя саЁ это стDчЕрцце цtФеЕоJrl щ9 paroв вшеt шодаrl
(ш rшелrдуол Ео рса.цsацD, а .шь шбор шава), шо дощо
ваfrrr оцшше в ЕаsЕаtвflr ЕоIЕt!Ец sац}атц. Тщ od-
paSC, Е поryчаi сlt ащ; qЕq!дtrD с !ot, tпo Ед ЕII !Е-
боро вооФЩб!ов аIаalпtпоса, Btltlr,1,1r1. ТопсIь, шI дошI I!
шфдблъщ, сообрffi вt3ЕЕrп!D свisD rоцпr в!щсйrtrоо!,lD
lспоlъвовщя вовщ споообоэ ! ЕоЕЕllщ sацвтщ. Otpatп-
tцваясъ св(ва.щgш сýчаш kоtа веще!весть qдосD, ю8-
шщо, r бопэо вооdхqщ, !ш дIя frщ рцачсащ Р(у)r,
шц до.IЕш вбFtъ полmЁедцо-ощtqlвлощD (по ве оdдэатЪшо
сщЕцщrD) влщ C[M,Nrl Е в вдчооlDg ЕоIllrmпЕ в8}
1вт вsять с[М.] -a[lt"J в сtN,]=q[Ц]+С[м,N,].х [щ1.
lih ташr обравош ЕЕqIцDl Е зqдаче rоаяпrше!возо цротрщDо-
вашя в спввцшпоl ц)е!щощо, рвссшотршоfi в п.2:.

Д[м,,N].х\NJ >l.[м.l , х[м1 2о,
д[иs, lt].x I N ] > 6. ( и,1 - в [ п,, р1,!. у [ м,],

ДТм.,мl.уtпl < с.[N"], у[м] >о,

д'[N!, lYl|. у til J < c,[N,J +С [|!r, MJ.x[ Nr] .

К атпr ворав€trстщ ЕуЕо ецо добашtъ усдовЕs допоrщтодЕЕос-
тц. Здесь, каs Е llsElпo, N=NоUN1 , 14=MolJ|YL.

В пдашr даЕпоfi стааьЕ Е€ цqЕJIо рвссюtроЕе способоэ Ео-
лусбшlI реапэво! пс;ЕqдЕой шDопвщ п, в часЙосlт, rвц)Е]
ы!асlшtцостц 8.[п!,мrl r, C[/,lr, 1,1r] . lмхогец,шъ оIцсать
сшr щ)одJlагааrлfr BTeBtrBecEli arrпalв? Е ЕоЕотоlше пЕпЕцш{
ою пспоrtцtоDщхя. Слqщrет цlшзнать, tпo по.rylЕше обосвовав-
Еlц lвцщ аласlЕtшосlп ЕесколЕво цIrIЕоо, ц!ччо, чвш поrylD-
ще техво[отпчесrтт воа(Щептоэ д[Н,ll1 , п во BcEorl сry-
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чае шеЕее Iцпцппо дш постаяоцж лше!ЕIх зqдач. 0лпаво всаое
услФпrеЕпе rюделп трбуот l допошf,ааJIьноf, пфорrшш. И ec;Bt шr
хогх}l раJIъво р€lt[ать эаддtц в уеповшях пе шIопне четво (шшешо)
поставпешдц целеf,, шч долЕIц вау!цтюя чqцеrЕрватъ вапе отво-
шешпе к достппутоry рвзуБтаIу, а но аоIшо подсtцтцвать, во tEo
нл| э!от реsульвт обшe.llся. ýтается, то особенно ясно это доlt-
tпо цроЕJIятьсЕ ЕIп ЕшlЕIюЕIщ ,ЕроЕршямfir восяrrтrtся ýпFпцв
ЕIЕршц оdьештов. Но п в rreвee lвсшrвбвц шqдвлЕ TaKof, пqдtrод
ilоаот Еаfitl пЕпl€неше. 3flетшr, то шбrq в шец!пtах аIасlтч-
Boctт Е рце сrrгпвв, вццшо, tОРШ6, чil ОТС,УТСfШе эtD( вr-
рщ в lqцаrЕ.
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