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JIвrхсЕсIOрпм юдЕJlь

А.li.Рубшов

В этоfi статъе рассшаlтпвавтся .щскрешнfi варпаtт дryтсек-
торноfi моделп эконошFIоского trрогнозпрва{дя, опрqделенной
Н.Н.Моrсеешш в [Il. Статья прдставшет по с}"lI дела прдол-
rеше работ" [2 } где рассматIЕвалась одrосекторltая шqдепь по-
доОною rппа.-ТЙ te, кл п в [Z], перхол к.щскрепоlry време-
нI позвоJиет lспоJrьэовать тешцlч мqделей ЕеiшадtовскоIю тЕпа,
ва основе KoTopf, удается вцдЕвlчть гЕпогезу о вrбор ставок
эаработной платн. Пощггно покцtцваетсяi что в cTalпoHapHofi
двуJ(секторtrой шодеш оЕределлщrD роть rграеп вторе подIвзде-
ленпе (щюпзводство цродlетов потрФtеlпя) в том сlrнсле, что
ПО PaBBOBeCHHli ЕаРаrcЦ)аi ЭТОIЮ ПqДРаqДеПеЕIЯ ОПРеДеШI}ТСЯ РаВ_
новесЕне парФrетрш первого подраздеJIоЕхя (пропзводство средств
ЕроIзводства). в то вIвliя кд( обратное утввчtденIе Ее сщ)авqд-
.пrво. Показшвается, что соотцоNllенпя liецдr первьщ п вторшt под-
Iвзделешлiп lrolyт бЕть шrраIенц с помоцlьD qдЕого tпсJIовопо па-
pallвTpa, хаIвктеIпзуеiliсю зяцхсхrrостьD мецщr ЕрецеJIъвой прпз-
вqдЕте,IъвостьD труда Е cтaв&ar8 заработноfi mIaTH в обопх под-
Iвздепецпл(.

I. 0ттпсдпе шодепI. Рассrrатрвается aкoнolпl€, состолцдя
Iз двут подIвздеJIеtпfi. Первое lэ lщ цюпзводдт сIвдства trропз-
вqдства, второе - прqдlетн потреблечпя. Веэшщн, опосящеся
к . i-ry подвзделенlD, по[iеtЕDтся верхнптtr Ецексо:ll l, . Спволц
pi , li , ц 

i, ,t l, 4 ' tФ""о""е.;цер€rеI@{е шоле.п) обозцачапт соот-
Е8rcrЕвЕво Еryс,к ЕФоtпого цIц!ýrкта, осЕоввце Фцш, Еввесlтrщ,
потрФtеше I колrrrество рабосей спJIц в lчr подвэделеlпп
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(t=,l ,l,,) . Врмеrпrая пер€riовпая l проегавт эЕачоIвя 0,I,2...
.Г,.пя кацдой тоЕс € =(K?L) и мошешtа врlец d опрвдеlrева

прпзводственшая ФшtIЕя FL., , дlrощая вlд

.tr'",r(R,il=s-'i(K,L,c)Fi(i,i), (I)

где F'(K,D - некоторя зsдаЕнqя тцюпзводствеtпая (Руmrця,
опрелеленная пш всех K,L>Or7l(K,L,t)- футпщя, ytазшвш-
щая эФDекпшость trспоJIъзовакхя фlцов в i +а подраздепвндп
I) состоянхх (K,L) Е момент временЕ Ё . Кроме того, вэвестев
коэфш.цеЕт вцбцтЕя Фоплов7r' . Полагаем )!=|yi , i=/,Z,
Ес.lш в кацдШ момеЕт временп Езвестнц норвмввне фнловооlц1_
EetIHocTш и cтaвrtr заработной маж U ! , то модqIь злiцкает-
ся. 0щt t{э основнцх воцросов, Iвссl/втрпваешцх в этоfi рабоsq
заItпсrвется в вцдвцIенш гtrЕотезц о вчборе стазок заработвой
;LIиTE в кацдошt подразделеЕf,I.

Зшщцец сшстеlФ, ypaýreкrli Е неравеЕств, оцредеJLщ t одель.
,lycTb Дd, R', t', &',{' - колFlества црдrкта, основЕо( фн-
дов, [вбочей спlц, предrетов поц)еблеlця в пввесттшIfr в a_i,t

Еодтвзде.ltевrв в момент.Ё +

d1 и рабочей сшлr LL в

т,

У , воэмоlttце trрi налцш фцдов
r/юмонт f . ts"'п,птr Р', К: t: й:

\товлетвоDmт cJIelfYTщ}t соогЕошенхям ;'F'< гiri rK! ь j; F'= 41 (кt ь');
F' = /r'* {' ; Fr = D''* tV.;

К ,* l! K' * /|; R'< ): к'* {" ;
й'> ,rlr'., t'; й"> rrf,, L';
Е', R', {',f&' ro; з4i=lкi,Li), [=/,2
UоотношенЕе (I) вместе с мпотезоlt о шrборе стаюк заработ-

:ю!, МеТВ COll1 п задашI рассматЕЕва€lryD моде,lьЕ), которая в

;альцейшем обозначается через trПа .

iiojioбHo To}ýr, к€к это бЕ,Iо сде;rлrо в [Z ] лля одrопрдrк-
Toвor,t Diоделi f,7/, , олgелелшм суперпнейЕ{е Ifiотозначнне отобра-

iii тсOяее говоря, цредпоJlлается, что Hopl.|amвBнe фо'Ц9р99Р_У-
пёрлосrп, стадq- зЕработной йатн и кбэdх!пlЕ{ентв_!чqв_чя..-
Бйоi-Б'мойею t i,| определяются состоянше}I модеJIд_в t,j|o_

iЁirt*t -. "':<aK"JTe- отkечй'осБ, ocHolяoe вн!швнпе _ в этой ра-
ilотё уделено йпотёiе-о ввбор ставок заработной платн,
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fiенпя, пороцдашще траекторш модеJIи Иr.. с этоii целыо вве..

дем в рассшотреяЕе мводества

Y={fu,DcR|: щ+t2l /J,
F|={lu,,>1. R: , а!u.u"'lt< /}.

Дпя вектора z=(K!K|Ll,L') I MolneнTa врмеЕlr l оr.р-
депхм суперлхвейцое отобраrопе Qa t , пqrlшв

a",t(R,', R r, L', L) = {(R! R: r: Е,), (R i R')e (к!, Ki )+

+ Fi,,s Bi L)r, 0< (к:,кЭ"(уr'R',r: R2 tt=lKlLt:

(t}itrle F:# (R:[)Fr,.; а2-(кt La)J. (з)

_.Легко trроверfiтьлj псмшчая из сдстеriш
1,1)L, чтовектор (К/, R', Т', i") *"-.lЗпI:rЖН":"f;Я 

1

тогда I топшсо топца, когда

Bl, R1 i', L") € Qa' (к! к: L', L').
Таклш образом, траекторшх ,одеrr" 77Zg моляо ЕзllЕвть с по-

шощъD с}терлшнеifirюt отобрапеtпfi Qzi.
Сфр,цг.rлrруем требоваяпя, предъяв,Iяемне EEIe к проlзводст-

ваЕнц}l (рпсrпrш ý'(КrЬ). Пlвдполагается, что этl ФЕпцш за-
длц на коЕусе к+ l неотрЕIIатапы{ц тлr, дваJцц Еецрерцвно
ддферЕчrруемЕ, сгрго суперrпtнеiНн (т.е. по.пошrтепьно одно-
роднц первоfi степеЕл, вогlý,тн п F i (К+К', д, L)>fь(цL)]FYк,:L:).
9"ry ($D+l(K|L), Х rО , ! хотя бн qдна Iз точек (КrЪ)r'
(K:L') но пмеет цrлевщ коорлtrнат). Кlюме тою,

F'(o,b) = FL (к,0) = 0.

Вспry нше IспоJIьзуЕгся обознасенхе l'h) =Ft(2,t).
Сделаем некогорше предIоJIопевIя о параtетlвtс моде.lш. Вспщr

rпе (кроuе пlп.поrешя) прсдполагается, что вцпоJIнеЕо по крм_
Hefi uер qдво Iз сJIqýтшшх дэJrх уrшовпй:

л lin F'(K,|) = hrrz Fi7t,д1=.ю, iз1,21
К++е L++oo

2') }| =Ju: , t -- qf,. .,

Розультатш, пIпведеннце шпе, остаDтся справадлхвшlп Е llp:l
сJrцsствеЕно боtrее слабш( црqдЕолопеlпл(. Под)обшо атот BotФoc
обсуIдеотся в пF;поIенп.

2. Стаrшопащm сJцrqеП. Тшс tе, ка( д пIв Ессtrедовашп
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однопр.цпrтовоii },юдели ??Z1 \cM.[Z]), рассмотрЕм сначала с!а-
lионар{н!{ с.lryчаii : ,IryHKlЦш |'L в .(D равнн е.щнпце, Cll1it= a)i ,

/!=,tt'прJt всех t=O,/,..,, !=/,е . В этом с.rучае-модеrrь
77lrобрt;ается в }iодель ilei,b,rшa - ГеГrла Z, определяеiým

призводственншl., отосрахешrеь: 4. :

а(к: Kr,L,,Lr) ={(R| Rr, Г,,Гr,(i!R9сR!,к!)+
* F/(Kl, L)F, о-< (к!,к!)-. (ylK|, veKe) ;

(Г,, f,) е Fе(к\L)F J ,
где по,IоJкено Yl = /-.р', F = {@,U)е Q| : сl2И +ul2tt< |.

Iiрлпо.пагается таюке, что лшбо

Ь F'614,/)= hлъ Fi(/,L)=*oo, L=/,€, (4)
К-r* ьф

либо

"tl' 
=.р'. (5)

ТЛ же, Ка( и 'rl сJIучае l,.лодеJIи ?/Zr, Hgrn| пояqдоОIтся Bbttцc_
J!ить нейrмаgовски;i темп рста и Ееhrлtовскпй paBЕbBecHd вектор
:,:оде.[д Z . С этоi ilелыс, pacciloтp,,t; ; для каддого JB >О {Dцпt_
ции, определеннне при 2 > О ра;енствамх

$rd=
,lle2 +F/еQ)

2 +,Fчэеrire l
iЙк сле,ryет i{з.:е:.],,3 и,i rc:,:. пр!!.rlФi.,енпФ,,лчuкwя !f,

достигает r":аксиl,у],а нэ ( 0, + -) , есм iB 1 а7у /со l ," iле
а|= аirпт, l'h) l iчжriл 9| достигает пвксп!Фryа на(Q+ю,

"-" |f,"!a/r4 , гL€ z"=fu*У'(?). Пр" этом м€lкспIWrп

какдоЁr ttз этих ,тшiшii достигается в елпнств€нной точtе.

(6)

и внполнено

Ilолошш

./':(F)= ft:а-а. ti Ol' 2>о
Спраэеллво слеiIу}lдее утвеIщцение.
ЛПl0чlА I. П у с т ь ц2а . Z7y'

Q.rз. %,rr)

хотя бы одно пз uрgдполопенпй
(4) и (5) Тотда существует и

ели н с т в е н н о чt[ сл о vе(О,27у|ut) >

п р и к о т о р о r,: И'(/) -- ?2(il П р I э т о !,/t

I06

{



ч/(F) >)l, vе(F) >!а.
Доказате.ltьство этоfi лешлr (в более общеjt ситуаип) содер-

дптся в пр{лоlепrr (см. леmry б rr з_длечаsпе 2 к ней).
ТЮРD{А i. Пуст ь О2a"'/у, п внполil е н о

хотя бн одво !з предполопенпii
(4) ш (5) Пусть число.В _9преле-лено так, как в лемме I Тогда
ч t{ с л о aL=Y|(i)= t2(.р) я вл я е т с я н е l,i !,[ а н о в-
скхм темпом роста
ц и о н а л Р =(f,/rpa)/r.Bo')

молели Z ;Функ-
является неr,!_

МаНОВСК}tМlЛ PaBHOBeCHH::}l ЦеНаIlИ ;

HeiiпlaHo_BcKп й равноьесннй вектор
i.(R|,t?', Е',Е2,) о п р е_дед я е тý я с о от ц о -
,, 

" " 
oi " "' Rf;, = V?, R'/;a -2е, f,'7;е=(а-Уа)й116

где 2'- точка, в I(oTopo)i, дости__
гает lnaKcшшyl,,ta Функцп я q:,1:/r2.

ДОМ3АТВ;iЮltsO. IIроверпr, что TplEca (a,ftrfJ яыrяется
состояц}tем равновесшя, т.е.

Р(D < а,Р(z), у€ а(а,)э (6)

a+d е a(il. (?)

Tart Kаrt r!уншrшонш Р и вектор € строго по,Iоппте,Iыlн,
то пз сграведлхвостш (6) и (?) ЁrIедует, что это состоян!е рав_
новесЕя явrIяется неlhлаrrовсклпл.

0бртпмся к доl€затеJIьству нераэенства (6). Пусть I=
=(К], Й:.Lt,L!, ?aв:,RLt|Е' а !.есс(z). тЬгла при не-
которшх [ц,t>)еF п (u,l2)€Е вЕпо,Iня]тся llepaвeнcтBa

fr i< у l цt а рt(ц', i')а, Е|< Fe(K',L9й;
R'< у'К'* Fl(к/,ь')t; L', F'(K', L')a.

no"'Trr, 
= Rt * R'*.Bo,f, *.р о" Z€ <

< vlKt*y' K' rFl(Kl,b)t,FF'(K', L). (s)

Из опредепеlляа1 сJrедгет, что rтри юех (КrL)
а = vl(1|, у|к,: г !_(к, !.)ё- к Бт-l rvl

а= !е(F) 
" 

уек *,bFe(K,L). (I0)

К + Pcrle L
I0?



ilолgтавrв в (9) вместо(К,L) вектор (К!Ь') , а в (I0) вектор
К: L' , легко щ)овеIптъ, что.

а(К|+ Ка) *rр (r,oll/ +uеL€) >
,- у 

| к / * у2 к2 + F' (К 
1 д У +р F а(Кё, 

L.) .

IIоэтол,ту, прпвrIекая (8), поtгутш,l

*Р (а) = 
а ( К l + ка1 *pal I L/ *rзr,,l2L) > Р q).

Тем салш,t Ееравенство (6) докавано.
!1ерейдеш к соогЕоIпенш (7). Попоlmл

S = @-)2) а-е.4iсп'
Ilусть (а-у|) Е|{|=

1а -itjlt+iprlll '
,, _ (а-у9ба. *- - @,у2 Е/ +ocэal/ ,

(II)

( 12)

+ a.Bt;=fu,а=6ф56т, tlol

Тоrда t/rё > О, !)+С = /, Е,а rО, цl/й . сrsеF - /,
}tз (I2) r (I3) сJIеryЕг, ч!о

4е'= у'Е'* fta-y)E' +а-rвчl) ц; (14)

*Еr = ,'О"* (("c-v)|a+apu)ft; (I5)

a.l = € D. , no.) а; (16)

n = (f Е2 + ач2) t. (I?)

всспользовашпсь раэенств * *=Ц4l.|L, поJrучЕl,[ Ез

(I4) п (I5)
' ^ 

Ъ' z) = ;' о, * /'(z, ) ч ; nE2E =.'"й 1{ 
/Q )с. ct.l

tsоспотьзовашtсь paBoBcTBo'' o:ffi, поrryчх}l шз

(16) п (I?)

аЕ=/'0Чt , *=./.'(Е')F._. (I9)

}нffi """,i:},",ly)i{.:;1Lil,!L;;rai{zia.r,.,.o*-ljtа доказана.
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Всцдr lше, ве оговаршвая атою осоOо, ctщTaeмr что по
крiШеЙ_цере одно шз црqдпоJIо8ешй (4) плп (5) внпоJIненОr И

а| < а7уа .

СвЫеЙ с pacclвTpпBae}rofi пrодеrrъп J две моделш }Iеймшrа -
ТеПм Х| n Ze, оцрqдшяемце црЕзводственпъпJш отобра;ешля-
мr Al п А4 соотватственно, ITe

al (K,L) =tЦ,f), о< R< v/K* К9 ;

Ко 2 0, 0< Г< L. ; K.rp,o'L,, F tц DJ,
ае (к,D = t (R, i ), 0< R < у' к + к о ;

Ко2 0, 0< Г< L. ; Кочаr'/.<АГе(цDJ.
Здесъ J3 - lпcJtol фшхrрr{рушцее в теореме. I. li,tодglь а, ,

i,=/r2 , опшснвает с--е полразле[еЕпе; J'мошtо pacctt,taтpп-

вать как стацонарryъ модеJtъ, отвеч4рпým односекторlой модел
?/L, , orшcarпrotl " [2]. Прш этошr Z' rcoor,*TcTBeнHo /4 )

опредепяе_тся rrрошзвоiстЪlшоR фylr,сшей F /(К, L) (соответст-
зенно;8 Fe (К, Д) ), коаiФплентом внбнтп,)I Ф}цов,//(соответст-

".,oro}rt) 
п ставlсой заработноit матч 1ВСО'(.ооr".i"rъенно.РrrlУ .

l,iac слел,ет n. p"ryn"r"ToB [2.| , TetJпIH роста 4'tлоделеИ "Z'-Ha*o-
дятся

ос/ --
* /'rZ) у"2 *F|'Q)

ас, = ttъаФ- 2>о Z ,.ро,+Р 1,1)

OтIiула qrrедует,
.. dlтп моделеи J' п

'что d 4 

=oТe=91,."i
равновесшrе

l t /'соответственно.
фttцовооrгпеrнос_а2& совЕqдл)т сто

пока:}цвает, что Езученrе моделд сводtтся к рассмотренхю

)

сJществеяно более прстш( моделей Z' о Z'. 0ттяетrш Ьразу
Ее, что на язнке атЕх пiюдепеfi разJшЕtе меш}, пеIвцм и BToIx{M

подразделеЕием шtраrается в To}t, что в [4одеш 
' 

прпзводст-
венная фуншrхя Еtодпт с мноштеJIем ,.F , а в лrоделrr |f этото
rrlноJв{теля нет. Это раапшше оюазцвается Becblta суцествепнцм.
Тап (см. нихе) по р€вновесннм пара!/!етраt,l м9депх /'мшно вос-
ст€lноЕцть радtовеснче параlrЕгрtl чqд*r, 1,е Ь сталю бшть, и J ),
а обратное невеЁо.

Нас будут интеIЕсовать связtr l,tецдr раЕrовеснцмп параrетра-
}rx ш!одели & , dr./S,Z!|: f, , а таtпе связt{ ука:!а{пtD( велшчшн

с а)а п сО2.
llз pryn"r"ro" [Z], приененнЕк к lrtолрлfil: Z'n Zесоответ_

ственноrсJIедует, что
eL=la+(/)'r2r1. (з(,))
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"'= Ё
6(l

4Iч i:G'/(2,)
. у' *Gt'(ET

= у'+р (/Ч'(2Ч ;

(2I )

(22l

(в)Ф"= - о'(/,), а")
,2 +.р

|',

Прлпоlоm,,l, что_чаli !звествц,теiiп рста аС и равновесная
.Фнловоорlденность 2_-* л,юдеrщ /'. Тогда из (22) оцредеJIяется

лз , цз (32) - aei Зная d ч _F , вз (20) п (2I) t{orвo опре-
деJIить Z'o ' 

/и тем саl,доrt /. Тшсши 8е образом. все парамет-
рн tлолей MoJ[lIo въrразпть через ot п tP2, |2п ае.

Переfiлем теперъ к пepвolyv подразде,IеЕпо. Кцдая цз трех
веJIштiн *, |!РО| позвоllя€т отнскать две ост€вшrеся веJIхчпнц.
0днасо налтп по tлtt ,!, / п парrrетIн lrодеш /е нелъэя.

tlетрrлно провершть, что зцаяпе одного пз пара!rетров модепI

/,/ i iдноtо иэ парФЕтров модеJIд Z4(отrш.тнот.о оt 4 ) поз_
воrIяет наfiти все остаJIш{че парJшетрн моде,ш Z . В частностп,
ecJtп известнн рашrовеснне фIцовоорупенностп 2-lш DZ, то
по Hиlil определяются а| ч at2 п, стапо бвть, Йодель 7 . Име-
тим, тго, кл( легко сJIеryег Ез лешiн 3 (см. пршлоцеше), прш

ЛЮбОL4 вНборе fe о*rrrglц151gтся неравенство со2< 2/rе . все
равновеснЕе параrетрн модеJIх J огределлrгся, есJIЕ пзвестно
,лпсло,В и 9дно пз чдсеJI d, ё', Q2ral! о1 а такде по парлl lш-
сел 1,4" f ,а' . гtгJ

адцщслдлi цреде.лыrне прпэводтепьЕостl rпrо^ # (R: Е')
од"-.Z '.1"n-"rр

(2I) п (23). ш,rеем\4Д' n'T'iЁ";i=oc4a)lj 
#?r:zэ = оссо2.

из этlд< IвBeHсTB сJIQдrет экоtлтflfспО 
#ц 

тшuв 1В z

онО ПОКаЗШВаеТ ОТНОШеНЕе ВеJПrqПН il/сr'"Е/о' Е СОСТОЯЕIП

равновеспя.
Таt хе, как п в односекторой сптуяrр1, модеJtь / орд"r"r-

ляет саIrlостоятельннЙ пнтерес лпшь в сJтучае застоя (HatrTlo+ex-

ническлfi пргресс отсутстЕцrет, rтроliзводственнне tt,уlпсп}t п коф-
фшшентн внбнтпя (юrцов постояшпr). Прп атол,i с1-=/ . В этом

с.,гучае

II0



ь

(/')(Е') =а/; /'(а,) = 
/7.р ,

так Kart /.= / , 'О|,(а)=lrчr*ёr(/)Q);
|"Qr=Q)с+D.еGr)'(zr). Q4)

вешпна /'(а')= Fi(K:Zr/[' представlrяет собоfi средfiюD

прtrзводптеJIьность труда в 4 -м подразда,Iенпп за ед{шtЕtнй
вршешrоfi пятервsЛ. Вторе пз равенств (24) покаэъвает, что
сташtа эаработноЁ lцатв во RIорм подразде,IеЕЕп виrе средней

проЕзводЕтеJIьностп ттчда в этом подрздепеЕпц (в состоядrп

равновеспя). Прп этом

7'{Е') - а)& = ЕУ7," .

В первом подвздеJIенцп моfrно лпшь утверпIать, что средIп
прЕзвоItrтельностъ ц)уда Еrше веJIчtцнц f 0r' . Прш этом

|'(0) ,1вr'= Е'"р'.
0тпетrш, что щ)едепыtая прIIзвоIЕтеJIьность т1lула во. вторм

подраqделенпI совпадеет со ставкой заработноit ццglц 42<, а в
первом - с вепrчхноfr 73О|

Тшс клс е( ФксrЬвапо (а=/), то кшIШ шз парашетров
Еторю пqдIвздеrIеЕIя ( D' л @') оддозначно определяет
шодепь п, cтalto бцть, парцitетрц первого подIвзделенrя; первое
подразде[енпе эlIм свойством не оФIацает.

В сп.,ry теором о маlтстраJIп, для калдой бесконечной траек-
,9ry ((!r.Kt, L'l,L|) *л"-, псходшlей шз некоторй точtсл

(Ki,Kt,Li,L:), Бtlполяяется одно пз дцу:с: лдбо

К!-О, Ki-O, L|-O, Lt*o ,JПбО 4_2r; ff-ar;#_[.З. *iоl"о о вшборе ставок заработной rшатн. llepeiiдeм к
расФiотреЕID общей модеlи Й", омсаlлtой в п.I.

Пре.щоllоrшi, что в lJюмент .l пзвестно cqcтoпIдe эконо[rшкп
аr7G!,(i,Р;,L:),пFчем Li = О?'К:) i=/,2 , це
L_t)'(K")= "Zeilt 7цi ) - нор{атпвная чхс,Iенность. раOо-
чеf, сЕлц в _ilй'dолфзлеленпп, отвечапщ€ц Фlца,т {'в 1,1o-

шент f, , (i;1'- ноIlulапlвная Фоrrповоорlrхенность в l+,r подраз-
деrIеЕIl в момент Ё . ТрОует9я опредеIпть параltетры эконоl,и_
кtr в мошlент t 'f . Основное шшлlill}rе , ка( tt в односекторном

III



слJгtие' УдеJцli вIlOopJ/ ставок заIвботноfi плапt. Предпотагая ва
время, что этl сташ(r al!., п O!,l хзвестнц, пострпм э по-
мОЩЪD (Фр,vлr !3) отобрrеЕле аал,tп пороlцееi0пo тl,r моделъ

i]ейт.шrа _ Геliла 1-_r. Все одвФ""Ь'Й тFекк)Dпх, дсr(одядllе Ез
точки .za , в мdд[еппс Z*,rп tila соЕ[IqдаDт. Это позволяет
предIо,Iоlптьl что д норвтЕшце фtцовооЕry)пеЕпостЕ (в момент
t ) ъ этпх моделtк совпада!)т. Рассу:цдая так ,е, к€ц( для од_

носектороfi модепп [ZJ, нетlуrшо пolttтb, что под норrетпвllцми
.i)оlцовооруIенностямп в lюдч Хq,s естествеgно сtптать рашо-
веснне Фшовооlутешосп. Этп раёсуrдеЕшI опраqцнвают q,IeдrD-
чýп0 гипотезу: сташсп заработпоfi платч Q)!r1 п Ц)2Сrl ,олrglЕ бцть
внбраrш тас, чтобн вектор ft2 вмлtся неihrrаповскrшш в модеJI}l

lл1. Italt Сле.д7ет шз результатов предцдуцего IýпO(та, тл(ой
внбоf Ътавок Фlrа всегда к)змоrев х щпк)м едпнствеrпrrrт об-
резом. Этп стаэrq оцредепmтся в{рФтенплrп щда (2I) п (23),
гле чrrсло l нФ(qддтся так, клt утезацо в леrд,tе I.

После того, как стазIш вrrбравш,.встает вqчрос о вцбоIЕ
нор]ч!ап[вtlшх фоцдовооруrrенвостей (ei,r)* (К') в момент f,.1/
(т.е. вопрс..о вцОоре стрyltтfрш фоfrдов). EcJп велrrчшпч Ф!r,
и .ir}пшш (2i)* llзвестнд, то отнскаЕIе состояншя Zara -мо-

леrrивмомевт Ё+/ sозадалuноtryвмомент Ё состоЙп а4a
своJится к рашеЕID спстемц двр( урацrеrпft отвоспт*оо К!,1"
К|., . (5десь цредпоJIатаегсяr что все gеравенства в (2)'за-

менённ на тоtцне равевства. ) Прш естестЕеtшцх прелпоJIопеЕЕrц
на .фуlпilпх (2'r., )*"rл сшстелв пrieeт еднственвое решенхе.

0преде.ляя стаЕtп заработноfi платш согласшо цр}шlятой вшtе
гипотезе"шr (лЕ(сr!уем по сутl дапа,соотношенпrI мелдr первц}.r

и втор}пl подразделенхелl. Эта {шссаIЕя опреJIедяется с по!ющы)
парашетра ,Е4 , IIаýlого отношеЕхD ,В! к F| , uе F! - от"-о-
lieниe мгновешrоii IцюIзводIтеJIьвостт труда в ilюt,,:ент 7i к став-

ке заработной платш в молент l'l в l-+l подразлелендЕ.

Прrлохеше

?,десь вцяснmтся некотоlне своfiства фwолй !;
введешrос в п.2, tr докаэцвается леriша I.

Пусть f - стрго вопчтая юзIвстащgая. Фrнrqlля, определен-
ная не [0,1 а1 , прпем /(О)=0, 0r+ ф'П'/a=0. Счlтаем, что

f n"",*o" непрерцвно 
^"вл"*,r*#r"JЗ*оо" 

*= foj{Q.
II2
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Наш понqдобптся следrццее утверцдеЕпе.
ЛШ},lд2. Пслл, | удовлетворяет cl!op-

мулЕрованншм_ внш.е условпяNr, то
о у " 

n il я ц(а)=lrаr4?Св о з р а с т а е т Е

*!g!tr*l-a/'(a)! = fuз,_/(а)= а.
IоIцЗАтЕ[rclТJо. Тлt каз ц'(п1=-,r/'(а), то ЕеЕпliJI zz

возIвстает. Попоlrgш,l !furg*l'f_ преддоlш}д, что Е. * - .

Тоlгда ц(о)=ft,-аfr,1, tде n(a)^ - убшqппая непрFвная
Efu"' n(*).J! . п-о"" /7*)=,zС(z)а рщая дпrlDе_

реЕIдда,!ьное,*"",,J" /&)-a/(a)= fr -а,(а), поJ'JпIIлд цIп
некогорм а>О ц ,Z>O

с(а)= i a, - i (Д - Дl-i+лt .

;d,
тас ктt lP=C1o1-0, tо

'/L ,;ё jPat, а>о.
Поатоrry ,ф

/(r)=aC6d=il-*r #or.
тас кас *1-44r_0 ,,оЭ= Ь k r=z,. Fюм

а 9 а+D+ф а++ф
il--**, то л *=+оо. Лешrа доказан€r.

ЗДJlFЛlАНИIi. Пустъ F - прпэводствецная фрпсшя, обладае-
щая cBoйcTBatiп, Jп(азанннtх в п.I, п ./k)= tr(Zr(). Таrла,
IcaK crleryeт из теоремц ЭfдIора об однордЕl8 ф]rшqцtк,

8f rn,D=lQ)-2|'{2), 2= 
К/ь 

.

Таr:а,: обраво}l, как р€дует лз лешпщ 2,

,'',^*fu if К,Ц,=fu*- F(2,t),

., .цQl= '#, ?>0,
где УrО' - некоторше константil.Тог-
даr€ слпа)<},rо функцпf, 9 дост::га-
ет шакс}iI;irма на днтервЬrr е(Q+Ъ1 ,
пр}l че},,l уравненш е gl(21=0 пме е т л_ед::tt -
с тве нн ое ре:Jенпе'.'iiслп rке а)2а/у,t о

Функц}iя 3 строго возрастает на
э т о !.{ п Е т е n " " 

nrir.



дOIilзАтЕIIЮltsO. НещудДо УбеItrтюя B.Tolt, что равевство

!'(2=о аквпватентно соотЕоlUеып Сt2=ф(2.) , 
"дЪv qk) __ lrzl- ч{'rеl;z =3QQfi-, (25)

.Туrкrля Ф воэрестает (пбо фrDrо ). пэ леюлr 2 с;1еryет,ЧТО ai" ^ ф(2 )= */у ,
2*+ю

Это ш завершает дока:}ате,Iъство.
зАlлБ,tцниЕ. Пустъ С0 Z Z/y п | - точка, в которой ФщItrя

t(|) юсrтает }дкспцrма на (0,+ю). Тогде

mа4 rD= r(Е)=у + /,'(Р-(.). (26)2>о .
JИя доказатшЪтва сл_еryет в вьrlЕrsше w |Q) подстаэЕть
шrесто ar веlшшrу Р(ёl.* ''r|ir:;' уе */Ql

.ffffi,.Fе(о,16r).тогда Р - непрершввая убцвапщая
функцЕя Е

fu- "_? 
(lc)= >l * /'ro ; fulr*7,nY 

(А) = l.
ДOМЗАТЕlIЮТШ. Прrде всеrю oTrrefu, чтЦ кл q,Iqдreт пз

предддrцеfi леlаtrн, оtrредеJIенIе фувкщ Р KopIBKTBo. Иэ (26)
вцтекает, тп0

yФ) =у*/'(Р'/(.р.)), Q?)

где фJ,ЕgЕя бО опрде;lенir фрryлоП (25). 0тспда cЕqдrбт, что
СуЕqпя Р вепррrrна п убъвает.

Йо..,*, fu_|W. С этод целш вацце" fu.d/rzУrrl?d].
Полоrmr 0(rl= FIZ). Нетрудно цровеIлть, Йо 0'6)< О ,

т.е. ФшqЕя } воifo,та. Крше юю,!g23lrЦ=й+rtоlQts0.
оr"чl,т"у"r, ч,g,ýТil=0 ', а поатоlцr r Н.оО*'
#{"#:#*n0 

0) = О, Ив поryченвопо I'"BeBcTBa йтеlсает

Q* р(2)=о,
хз которю 

" ""опаоГ.Jf," 
сJIедrет, "r:fu.оФ'|(а')=О,

Испотьзlrя непррнвность пропзюлвоf, l в lryле l прцвrIекая

равенство (Z/), поrуrшл 
II4



Те rе фрryла (

что

удовrIетворщая JrравненlD
^!? +i /(а)
2 *"Fu

tir* V(/s)= л+/'(о).д++о л;zfi п сЪотношенпб /'(2)еZrО показнваrш,

,r?*/r, Y("з) = у'

Леm!а доказаIа.
ДПlllА5. Пуст ъ tcl'Z/Y_ Е

/(,B)=lttQo #, l>o.
Тогда функцпя / Еепрернвна, воз-
р а с т а е т, ХQ)=r, fu*/(Р-- */. .

ДОIЦЭАТЕIIЮ1Ъ0. В спJгу-леммн 3 оrцвделеше ФЕццд ХФ)
коррктЕо. Иэ (26) шедrет, что

/(ч) =,t *p/'(P,'rvd2,
lд" Ф оЕредш€па фро,лоfi (25). Отсцца вштекает неtrррЕв-
ность ,х . Поttлем, что 7t возрстает яа (Q+ ooJ . Полопилl

1={2 , /Q)>yd, Из опреде.пеlмя 2l Е неравевстм Yll < Z
сде.ryет, qо 4 HeIýrcTo. НетЕlудно Epoвeplтbr что точка 2 ,

l,

входТ в / прrr.шбом F>O. Непосрдственнцм подсчето!;
провеlяется, что ноIввенстъо ,В1 ,А > О влечет

y?,!i,=/(a) . )?*Fз/е) э Qel .
2 +1q о 2 *.Fа с,)

Отсцда п ФIеryет, qто фrвшs{я / позрастает. Раэенстsо /Р)=)
очевцдtо. Brrtшc.lпM &>fl _^х(р). Ишеем-*,fu::;;I#йff=

= *|lp *,,о У2 +,Р/(е), .
2,И ý,'о 2+_Fu

Фýшщпя ,r*W*зрастает пiп 2€/1 (ее пршз-

по;tоштелъва)
!!lЭ/(al

=0,

)2 tA/(a) _ /(z) .
водЕая , поэтолOr

= /сh.
р+ +оо

J,llA
J9t о 2 t.Fco

II5
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т_._. _ ..__ Р-- х(F)= tr +=#.
леiшg докаэшrа.

(ýlцIg0m, JпвствJrшЕе р оцрелеIечп, модепл llеfi_

{' rz) = F'(2,1),t'- fu_{'(?), t = /2€.

TaKm,l образом,

trрЕзводствевнде
пвна - tейп Z
Пусть

llh
1в++ О

ПереУлем т€перь к сптуяtчrп, рессмогренной в п.2. Пусть Fi _

vi{D=
!]2 * /'ra)

? *ja, / lirel=#.
Рассмотlщ.л свача,в с,цlrчай, когда € f 

= ' ф. Из лел.аш 3 с.ледgrет,

чй пр ffiм f > о {.чв+llля 8| доgгЕгает }fiаксш,ryilв ва
(о,+е) . Iipr этош ФЕщя ?ara=yg6, ?jrеtнецрершвна,

уOцвает,

k*o 9|(F1= yr* (/)'(o);fu**r /6p2= v,,

Поgtелrrее вцтекает шз деrа.пд 4.

(0,+юl 'пр лобом .в . лvt этом rfi*шя VP)-ttula !;@^
чеryет ч ле!аш 52непррвltа, возр^та.r,,{gl; iE7p-s= У2,
brL ytPl = *7-2. }lз сltазашtого Dнтекает спедшщее: еслпlg-+ф l- yi*-€ r)' (о) , у| *7rr, у'Я/.е> vjtzB)

то с]ществ}rвт Е еrDшстЕеяво Э > О , цЕl[ когqроi, У|(Р)= gРYd.
1!с.п le по KpaйHeii шере одlо [з EeIlаBeHcTB (28) че ЕIпоrшяется,
то такою _F не суцестryст ,:псо !} не достЕгеет своево шlаIt-

спщв).
, Переfiдеш к Grýпаю, уо:лда ?С2*аО . В этом. сJцrчае фрчсщя

?Ъ д(ютlпаег Maкcrrivrв лIшь прl| F€(О,*7уrаr!). Поэтоtпr
(лтJлд!ш У' п У'rшеет смцсJI lвссмаlтrrsат.ь ToJrьKo пр{ указлr-
llв, 1З . Этп ,,Iшпсrип непрервнн, прп.Iем 7/ убшвает, !2 юэ-
IЕстаег; кроrбе тою,

til* y'(F)= yl+ (/l)'(o) ; tcro_y'(p) = У' )
Jэф 

- p+a$l.i

!2(p)=f ,
IIб



[tr" чеф)= 12(аJ,r,)=уL* %rrr(/)'ёJ,1,+ */уц1l .'
trc 2-=Ф4(%ь, u'9, (щя 4? оор"д*"п фрryлоfi (25)

ц" l={2. 06оава,ш' fе(t/'.r) череэ Z. ЕФц

{+(/)'(о), у* , Z, у: *2о' ' У', (29)

то суцбэтвуеt,В>О , пw которм ?'(Р)=Уе(.Р) . это tпсло
оцрдешется qдЕIствонвlоi образоr. В rцотпввош стучае (есэп
(29) не вшолшево) .шбо oJma пз фдrпслfi q: не достIIает
своепо маsспýп.а, лrбо lшtсrпryтtл до"r"л.е"Ъi', но flCillYarF)
лу ъсех rВ .

ФлtттsсФс доЕазаяо спедrщое утверццеше.
JIаША6. Для того чтобн суцество-

вало,чrспоJз2О, прЕ которош фунв-
цЕr 9:Q)" 93ial оо стЕ ""n, мав с Емума
на (О)iф) пУ'(rl=9е(F), Е.€ обх оддшо Е

доста?очЕо, чтобц
а) в случае, Еогде а/=+со, вЕ-

полЕялIсь верав€Еств9 (28);
6 ) в случа е, котда 2с1<*-, вн-

Еолнялrсь веравепства (29)
Еслп чsсло JB с Еуrншмп свойст-

вамl сущест,вует, то оно опреде-
ляется едццQтве,нншм образом. Прв
э т о м !/(/э) >у', У'(t)>уt

_3Atr{bltIAIlИB I. ТIпсло 4 швет весше простой Фдrсл. IlcJп
3'- модаllь Еейвва - Геfi.па, соответсЕвушl€ц стащонаршоfi

олпоЕродrRтовой модеlп 7Z1, оцеделяемоii проIзюдствёшоfi
Фrпqцей ,э| F'(ЦL) (pt= a'/yta)r) , коэф(Fпевтош вrбц_
тпя ФrцовУП СТашсой заработноfi 1** .F'r1 aq Z - пefti{a-
gовск!й тешп Iюста этол мqдепп.

ЭД{ЕЧАffИЕ 2. Иэ лешлr б вепосрдсткlЕЕо вЕтекает, что KaI_
дое lз услошt

ц 2.п. tr'(К,t)=,Фч_FС(4/)=r-, i =/,2,1tr+_ао ч+,*
D 1l!/ =7а

вдечет сщоствовilпе тlвбуешою wсла,
II7
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ведлпвость лешrц I сIедrет Еэ леммн 6.
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