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В рботе рассматрпваmтся оптпrilалъвце в Еекоторш( смцслах
траекторцl следrщей одlоtrродrктовоfi rвхроlrодеJl! эковоlдчес-
кой JmaarшIq. ,Dазовое щюстранство модепп явrIяется коryсо|
Rt=[О,ь)х[Qю). В кацднй.лrомепт врмеlш / состоянпе спс-

темц опхсцвается BeкTopo}i ,2'с К] . Пропзволствеrшое отоб-
раrенЕе шеет цд

а(а) =(0,1.z> + F@),F, (I)

'де "{ - .щагонаtrъвая шатрщд:

A=/'-u, о \

\ ; 
' ,|-!е 

),0="1,1f 
, i= f,2;

f =[0.R! , Q+Or'</};
"чн""f,"fl],;:fi :Б;ж*ж;н#"r:;iу*i
обладает сJIедr t Е своЁстваlп:

F. С' ( R7 ) ; F (0, а2)= F(a,,O); О, z,,zrе [0,ч ) ;

Е @r,t")**, 4 (,.l,ze)-- ;QQt -.I.+ао 0Z, -хt*ф
F монотонно воэрастает, строго юIwfа по Karпoi переиеrпсой,

-aff., > 0, ав R|. (2)

il{,оделп шваlrrЕ п равновесдя

у.ffi 5I.330. tI5

tifiисl?дIЕIнЕ своГствд 0птиt Альню( трАшflofldi
в omtol! tчlАкрOэкOнOлrшttшкO}тr lй0llЕlм

В,Н.Воробьева
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hlесто ус.повшя (2) п строгой воIтrутосм F по калдоfi пе-
рмешой достаточно потребовать вцполнеппя бопее слабого ус-
лошя:

*",(#, #,)> o,L,7=12, жсR!,,r,,

0днако экономпческшй спшш этого условпя менее ясен. Злпетпм,
tпо вз (2') следует воптутость Еушочrп F.

0чевпдно, 
"rо 

**."rsо aia) 
"*у*.rrо 

для.всех ,zеRt .

Привелем эконоt!шIIескут пнтерцретдш Ir[одеJш. В начаllе. пе-
риода f, экономп.Iеская спстеIчrа нФ(одптся в состояЕЕп ,2t =
=(2rХrz:) ,.z|- *о-"ество ресуасов l-зq оцца. F(a)- ко-
лпчество фоlцов, пропзведеЕню( за пеIпод t ; этп Фrцц мотут
бшть пввесмрванц в вцде ресутсов кл( I-го, таt п 2_го ш-
дов. Ресурс L-го вцда частпчно переходпт в с.лед}пщй Еерпод
с коэфФ!Iлентом внбнтпя Л . ТаrФпt| образоrr, к коЕýr периода С

ресурсн 4-го Е{да сохраяяотся в кq,шчестве У;Z! , где Уд=

=.l-/t, L=lr2.
I,,ioшo пнтерпреlтровать ресур 11 lc,ax цризводствеlпше фпдц,
в Tolll lшсле п фtцш, прдIазначеннне для оIшатЕ рабочей сплr,
а ресурс f,4 - кал Фцдн, вtспадшвае!{це в на]rво-те)Еп{сесlшй
пргресс. Предполатается, tпго шцад в на]пIно4ехяпческпй прог-

ресс в перподе t дает эфФект в том Iе перподе.
При фксrrрованном коJIЕчестве trризводственнъп фцдов I д

rФоизводствеrшая Фш{кrл" F явrrя"тся моЕотонпо возрстапщей и

вогнутой по 2r.
Прп qrпссгрованном Z,2= Х! мц rмеем дело с обцтtоfi продз-

водственной Фпнпеii V*z(xr)= F(qrr.zj), т.е. фушцей,
вrра,таолей завпспмость вьшуси прдrкпш от разппчнцх шдов
производственнъD( pecJpcoB. СледоватеJIыlо, Motсro сlцтать, что
ш(лад в нау-ЕIо-тешflлчесlспй црогресс тФпвqдпт к вшбору прпз-
водствешtой ФЕцщп иэ семейства tY.;Jrr!.[0,*) , в 38-
впсп}lюстп от звачешя Лj.

Та:ом обраэом Еостренная модель оIпсцвает эконO,i{пческlrn

СПСТеIчry С Э}ЦОГеНННМ НаГЦО-ТеХЯПЧеСКПМ ЦРОГРеССОМ.
ОIIРЕ.ДЕ,lЕниЕ I. Последователы{ость t rlЭ=o назцвается

траекторией, ecJtи

.. аё'а е а(аL) , t = а/, .., (3)
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Ен.
ШРЦЩШНI,1Е 2. фаекторпя

во_оптп!/lалъпоfi, еош

Ьедем вектор б =(Cr,cr)cR| паа е, = l . Компонента Q
шнтерцрет!шrется ка( цормшрваяная цена 4-го вr{л,а ресутса.
0тмепrм, что коопдпнатц вектора С не обязатеJIшlо полоfrцтель-

{а'Ёо назшвается локаJIь-

(с, .l й,t) + F (а't1= ,rо л[(с,lq)+ F(z),асфаl)]t'/,2,",!4)
Локапьпая опlпriальность 1таекторип озЕачает сJIедпOщее: в

наtвле кацдопо периола Ё вшбrрется такое состояlие .i* ,

что к кошýr этого перпода с)ппrарная cтoElrocтb всех ресурсов
сtrстеliц lrаксЕмаJIъва. Введешцй пFЕчrп локапшtоfi оптпмлIшlостш
позво,Iяет оцеЕцвать развштие эконо[шческоfi спстешr в гредапaц
двf,:с соседншс пеIиодов времени без учета того, K€lK булет раз-
.виваться сшстем€l в далыtеfiшем, а TaIORe без учета Естории ее

развдтия.
ОПРЦЦДПЕIИВ 3. I!аекторп " {а'}}о назцвается N-оп-

mtв.пьноfi, еош

с, fr! + crе!= ftIд,а, (с, а|* еrzЦlаl'осfr@)).,,
пp Е 1а)- мноаество траекторий с наqлIьнцt{ значением fi о.

Поско.ltшtу IФR этФit крЕтер{и оптпrвJIьпостtr нас ивтересут.т
тоlrыtо первце /V то"ек траекторпп, в даlыlеttпем, товоря об
lV -спшlд.лъвrос траекторпrD(, будем отошеств,rять траектор}lш,

у которщ первце /V ч.ленов совпадапт.
Прп фксшрванном HarlаJIbHoM состояншп /V-опrпr*rr""а"

Траекторпя пшволдт к JI}rчлешv .(.при вчбршtъос цено< С ) сос_
тоЕ{пD ва шаге Д.

l
в нашеfi йlтерrrретаrцп ресурсов I1 п Iq в качестве векто-

ра цен ecтecтBetlпo ээятъ c=(,lrO) . Тогда оптиr€цы{ость в.
обоц qпrоlа"к будет вьrрадать то, что спстеrв наIепена на Bbcj
rФопзвqдство прпзводегвеЕнъD( Фl0lов, а вмqдд в нqгшо-тех-
шлческй прIресс ,IвrIФгся лхlць средствоrlt ди достЕIеппя этой
целп.

В статье А.М.РубIшова [r]рассматшвается варпант сфорW-
JшроваIfiой_цьдпе модер : :,.зовщl trростряствоrп ,Q; для сJýвая,
котдд f: Rf*R] - .;эпрршвсrшt сутерлгнеfiянй футпчпонал. В
этом сщrqае mобрахенпе (I) зsдает шqдеш Неfпrаяа - Геfша. В

[ll до*"r""о, tпо эфектпввше 1раокторпп рассtатрпвalемоfi мо-
дед вцходят за ковечное tпсло пtагов Еа HelhrдIoвctqf, щв. С
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тоtцп зренщI цоЕ{веденной внIле BцTepEp€ToTtпa.l суперJlшrеfiя.остъ Д
неестествеЕна, поэтоw это предполоаенле относIтеJIыIо г здесь
не деJIается.

В статье М.И.ЗеrЕпtпна и С.А.liорцева [Z] рассматр}tвается
6.1пзкая моделъ (с mзовъпл пDостранством Rf ), в котороiц мт-
рм .h яв,цется е.шяswой и, кроме того, 3= (lr.,., l.t. tlри не-
KoTopьD( допоJI}птеJIы{Ек усJIовия( (в епуrцg r| = Z из HID( сJIе-

.ryеТ уСJIовпе ',2')) в [2] построен синтез 4 _оптипцальной

тDаекторЕи, доказаны ее швгпстр&,tьtrне свойства ш €овпадевде '
ее с локаrlыlо{птпllаJlыrой тректорпей, В статье Л.Ф.Зе;шtшой

[З ] paccMoTperr непрершшlш1 варилlт подели [2;, ло*азанн ана-
логпlцше результатц ш в I€честве прпмера \см. trрш}лер 6) рас-
смотрена неЕреDЕвная модеJIь цри наJIичпи аrrортпэаlшиl д}tскDe!,-
ннм ан€цотом котороfi в cJщae paBHbD( цен ресурсов является
н€lша модепь-

Таким оорзом, Еостроенная здесь модеJIь явдяется обооце-
нием уl€занню( вцше lюделей в Daa,шtIHшx награвпениЕ(. }тп оdос,-

ценпя оказаJIись сJrцественвш{и,, тff( ка( привели к качественцо
друг}пI ,результатах:

I ) магпстраlтьпЕе свойства ттаекторd I|од еJIи сrц)аведJIцвн

лшllь .Iгрл веRоторьD( допоrIнптельнцх ушовшя( относитеJIьно флд. -
lIпп .r,

2) несовпадеЕие локаr!ьно-оптrплаllьвой п Д'<птцл,lалыrой

TpaeKTopшil:
3) сход y'i юптlпоаrrъвоfi траекторш с маmстраlи за пеко-

торое lцсJIо lllalюB до коlпЕ цроцесса"
Ьедем qпедrще об9значения| а_

|v|o={ae R? , Ёч @)nr,=#{r, + c2l2 },

lЧi= {*. Ri, {*,{rln c,|i)H orr 9| h L,/ = 1 2

поlо-l M=l'|c, Мr:i! прп cl =е":7!
JiшЛ|ДА I. мн oi" Ь, в o'l4c являе тс я гр а -

фпком определенной на [Р,еО] , Р2О,
строго возрастаюцей фуякцЕп Ze=
= Ч(С1), Е р п ч е м V(7аl*в,

доIшздlЕ.Ilюltso. Ъфшкс*r"#€Ё R| u рассмотрпм ураl_
ЕеЕхе отпосптещпо 3a:
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? Есм а|о";**# ";;:,::";"ff 
o'::::оо

дr#, r':0)1с,* , 
Fr'@|,о)+е"|"

T",t клс л$,1а1 ,0)=О (.rо спЪдЙт из того, что F(cr,O)=

=0) п#;F,,оlбi,ч r,*"" , ,off(ai,a")*a,
прп *i;oo, а 

*аrJq;r€а,/. 
убшвает. С-тедоватеJ,Iьно, для

каддото достаточно большого €ri наlпется ршо одно эначеiше

t

аа , длJI которого Егпеет место (6). Поскольцу

ц'(аr)=
0,F

йТg,
02г
,2
F >о,

фпfiGЕIя У
на; тотЕа

лв9зрас,

fr,(',,

0а,Oа, 0ri
тает. Прqдполоm,tм, что Фуt{кlЕIя И ограниче-
У(аr)) *СlУа оцранцчена, а

Н, @r,Ll(rcl))+ С2У2+ оо )чФе х1+ *
это rфотивореtит тоIцr, что Фрtшrшя V опредаltена при достаточ-
но болы,цд( а| .

ТiОРШ.tЛ Т. II у с т, 1а' }rТо _ g,I о к а л ь н о _

оптишальная траекторяя. Pacc}/loT-
pEпt вектор-i,ункц}lю- 

аё(Q) = (i, a'tll * аrЬlаt,),уr,irL 
|t(.l-а)Г(а''),

l л, е 0t а [0,1] . т о г д а
а ) . 

" 
n " аt(о),а'ПIе Пf , т о ё!=(1,o);

о) еслII g!(о)^аё(|сПS , ,обt=(0,/),
в) если zrrОl'е,ч| ,_rtrZl-r$, ,оёёсtqц

тако€,_что.-ЕёеИС
(Эдесъ ЙiС озlвчает заl,{щ(ание множества Пr'l.
ýДМВЦНИЕ. Случаи а)-в) псчерrшмют все возllоfi}Iше поло,хо-

нпя точек аt(о) 
" 

at(,t), так кл осташпГлся сrгучаii
г) дё (o)aH!,,ztro1. Mf

невозмокен . Де йствпте.ltыtо,

zt(ц = (ytt бF-: v, б!'П + F(Ct'')),
25



.t (!) = (у, rt,','* F (ftt-|) ,llni!-'),
значит, а! ro)< ai al , ?! (Ф > а,! {t).

llоскоltыtу ,жё{оlеМ!, и}!ееti л

ff,{*' { r) !с }z, ff1*' (ф* с, )t -

llз вогtгутост;,I .:хплсiпл4 Ё по каддо::i переменноf; lr (2) GrI€ду€т,ЧТО Е ,rr(rrl, E*r(.r(oD,
3,хr|"

#, !*'(rl).,ff,{.'oD.
CTciэia .z.trt)€ Пr'.

.iO;viinT}rыT;j0 Тi,ЮРт.пJ. Расст,лотриг,i случаi.i а). Постр>lпл

:,llEi:лii:.

€ (О, ) =,l (,l е*'' * (r,, / - 0) F (at, / 
)) * F(ll al - 

+ (o/,f - о) F (а t - lr' .

To;:i л F
!,(&)= {r,*ff, hё)-уr- #"@) 

, F(at''),
гл,е ,rЁ= (lftt'" (0r,,,t- аr) F(a''/)).

kлr ,2 t (о)с Йi , zZа) € п' , то I|з ,телл,зl I следует,
,ео atl&)c йf , Oi С [ql] энаIЕrт, t'(Or), о дп"
gсех а.с t0,/] , оr",ц" ftl-а4.!@)=€Ц) , т.е. бr=l.

, С.тч".1з., rj) рсс;.:атпrr"u{{ýt3{!оогиtшо. 3 огуqд9 в) nleetl
t'P)r2, el(,l)< О . _..ylиifi.c! / строго вопlута, так кас

f,(0)= [#" @t)-z Ъ1z)+ 
^ЧоrJ;F(f||/.%

;:;оэто;,:J, t :::.ееt то,:ько одIгу тову t:аtсиt,уtа а-€1ur'1.1 :

yg6r,l{0,1= !6rЬ ) ч бtс l"| !
"'-Т, :l:;_l_]tr:] ;. _rпtitiля F назшвается продrктивноj,i в Toвte
а , ес"Е: F(Ф> rrъа.z (-/-у )а, .

i- ],2
iаs,:eп:i-, что условие проджтивпости c.тtабее ус,IовRя расulи-

ре:;,.:о],о зоэl:роItэзо;стее: F (Х) >_Иt 2l +.Де4 е,
]j -a.Tb:te:'::el.: бу;:еl,: iре_:lilоJlэгать, что внпоJIнено следпоцее

_rc.-.oB:e (?):
" -' -:rrо'=r, F npo:J*rx'Ha в .о*е .fo fi на rfio*ec r"" Ц', "о"

l"|'= /,|'/? {z , z, > ii, rе. а; } для Я'с И) ,
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М'= l,|c 0 ta, 2t< il,Чrа! } д,zя iое Иее .

ТВOРЕД 2. П у с т, ttёJZо - 1-I о к а л ь н о -
оптпл.{ал ьн а я тра ек т орu я .,]lyH i:цп л
F удовлетворяет условию (Р)
тотда существует такое t*, что

rt.ёСl|С для всех t>t*.
ЛП;tiА2. В условиях теоре}Jц ,.))rH:i-

ция F пр.одуктивна в точках E|t,o,1,..
ДOМЬАТЦ'iЮТiЮ. Гtусть 9 - л,нокестБо точек, в itoTopo< Д

rФодуtстиыlа. Нетрудtо цроверпть, что Ф выIцrIuIо.
Пусть C=ca(froU L|) - вцIrf,ItJпая оболоцtа аО|./М' . JioKa-

fi(eь{, чтО ft,ёе С , ё=Q|,.. . Деiiств,tтельно, ,ft2 С по опре-.

деJIеЕию С . Прелпоrlохс{м, rTTo ai...,Et е С^ . доItаtiеп.:, что
Еt"е.4 . Пусть для оцредеJIеtlности ft_'е/ulr'. ic.lgt ftt"€С,
то,i|">i|ц,l,хсQ , так как йхсС ),отсюда сJIеryет,
чtо i|" > а| . Энаwtт, iСё" е /7 ' 

", с,,Iедов€lтепьн о, Сt"€ С.

_Ес"ш Лt"ё Пе ,то бt'LМпОп б|"= /_ , прlrчеlr а|".,

;:"м{;:,ti,":ът}}Ё*,:,;т;х!:#!;'ь>i|,а,<а!}<с
.rОIftЗАТаЛrcТВ0 TEOPE;IJ. I. Пусть аt'/6'У7С . .lа.окачем,

что тогда бLcHe. Рассмотрrш векторri}Fлg8,rю

аL (о,) = (с, -l ёt,' ) * (8,/, оr)F(сё,,),
оtrроделеннуtо прп 2l€[Q/] . Покаtеlл, чtо zё(О)еИl . ;u,;.-
ствштельgо, спрачщивш следпOlщ]е соотноlчешlя:

е, v, * 
fi}.(v,i,l;' llra!'| + F(at' l11 -

?г_- fr- (vra|'', )l,irtf* Frcё,')) - се9",

,;:;,-+ @*, ) + rc'')- с2уr= о.
OQl u42

Аналотттtо пqцЕппl, чrоаt(,t)ir/; . по Teope[le t itе/Ч
2. ISстъ аt"ёl41ПрдпоlошЙ для опредg,Iенrост}t, что

ftL"eMf . Еслп бёеИС, то теорема лlя этого сrгFая локаэа-
на, так как в сшJrу первоГ{ части доказательства все посJIедпо-
шие тоЕсп лока,Iьно-.оптrпrапшой траекторпп бу.ryт rгрtнадле;ать
[i4e . Уллп аtёИС, то,_ очевидно,,itс l"l| " б| = 7.

Пос,Iедоватgпцость {a!O}i, возрастает, так как
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a!1.11= |1Iаё'| + F(аё'') r'йt|-r+ r,l-y)q,|'', t= /,2,, ,

Фrевцдно, что aj /4)* Р пу1 t*- Из cBoiicT9.?(c)*n,
щрп.{+ое слеIryет, что сущестЕyет такое l', что aC7DeИj
п аё-(,/)€ И! . Отсюла аt'(аt'_)с М?

С.lцпrаi,l , iотда бЪ ИrС, рЬсrмтрпвается Еlн€цотшqно.
i,lзрение rV -оптлп,,альньD( траекторий основнвается на прпн-

Iппе }па(сиl,туt,!а дJи дискретItю( IФоцессов [а], котопьМ в нацеLr
с.гучае дает необхошtше условия /V-оптщ*lа.ltьности. траекторш!.

}'lсследоваrше lV _оптшла[ыrю( траекторий начнеп{ со слгtая,
коlда С1 = С2

Тl]0РП,lАЗ. iIустъ С1 =Q", функцtIя F.
удов,1 етвор.чет условЕю (Р) п{i,ёJi"-
N-оптл[iальная траектория, ис:ко-
д.чцая из точкпСО.Тогдд, если N
достаточно велЕко, найдется та-
Iioi,i MoiieHT t', чтоfrtеИ для всех
!,е l': N .

дOlfi3АТЕllЮТВO. Будем поюIшть, что цвектошя удошетворяет
Е!шIпЩIry lвкспхЦ/ма, есJIи е}lт.У }ЦошIетворяют Еервце lV ее чтенов,

iioKaхel,:, что дiя траектории, удовлетворJIхэlцей пршпд,rry Mat-
сп:,1п.iа, справедливо утвер-деЕие теоретr/ш. Действительно . rrycтb

{а' }Э" - ттаектория, удовtiетворлощая гр}оlIипу максЕ}Oп.Е,
' 

t6ri;" - соответствуlоluая посJIедоватеJIшIостъ уrФавlешji, .Я.О=

= зf 
О. Тотда

Ht Gt)= mл/z Нё /0ё), t= Q4, . , il, (?)
гле ' аtс F

нt(Oё)= (zt, 
"| 
а'-'* F(it-t1 . а!),

x,t = Щ /аd), ZrL сr, L= /,2., .it 0.r.|мя t= N имеей

н 
u riU'= ( r',,| Е n-/ * г ra',') 0l ),

тде Z.l= с . Тогда пз (?) следует, что F'- *о" доIryстилrоэ
уцравлеш{е.

,"alee будеш обозначать
пl!.lееt:

а
й;= ').l* t=il,/

l-.| lHn, = Гrо-, = gr|), + С,

*,,
аF
м/-,х

?8

)



1!'' = Щ., = Са9а *", 
{*"., 

,

l p,t-, 1p,n.,1= (zr-r, l, i|'t* ,*:") 0'l'').
tsозмошд тDп с;Ечая положеЕия Tottм '' 

,, ., ,L y,,#ii",;;;,;r,:;"{*,;i :ж*: 
ёii:[i;,ij:

;;е:'Е%, ilН: X:rL:*,, отсцца 0,,7'-;;;.
Jщравпение, qдtознаlцо опрqдеllяе-iлое из соотнQшевцй

i1-1=.!ilt-a*p 1ftl,a1 . ý/,'>

6,N'' е М.
Таrtпл образом, Jц[ввrIенпе в рассм€lтршваемоfi траекторшп

на щаге rV цроt{_звоJIыrо, а на шате il- / ощlеделяется поrIопе-
Епем rооо .6''' относштшшlо rGoIecTB ra) ,._|, s М ,_

В сггIае I) пш пшеем a^|'brti, т.е. 
'r*#r'rll.t РЕr.,

Из усповшя прдlкмшlосм Фt{кDtl F в тоsЁе "ёh-'*.ryбfr
i|'' =у., l|'' + F (i/,a s - ft|,",
i!,' = У" ft!' . а!''.

Из вопцrтосrп 7 
" 

(Z) Йекае, Ь*"о. аl2П". По оrrре-
о*"*i 

u." (6 r-, ) = бr|-", лiп-з* 6 
/'2 p(in' 3)),

IEe 
х|-'=#*r* = 7|'' уr- E{'fu,

из того, !, ;Й :;i::;;f| :fu:"o.".".,"o
z!''rxn-' , " 

."чшr, 0''t =(,/roj . Прлолкая рассущ,еш{я,
ПОJI}гttпм

а бil't=(f,О); iN-L Цr; t =/,..r,t
_ .Тамм хе образол, ес.пл .2*ЪМ, , ,о 6'_'= 1QD и

iil''с!lr,t=/r..,,il , а".rrгr".,'*оr*" in''e И , управ-з леtме 0**ýЯ,::; 
Ж;:?ц"triт:у;..}"Ё:,,.*,",

iil,t. lu| , t -- 4, |.,, [,
где lCr. / , ,{1Л/ :: д;.s t= {,1., ,l(есля Taдrre ciпitec1_
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вуют) итJlеем iv-t Mrrýf't=l.t,О1 "- iil-ZMr,6n't=(1,1).
Ъlлеlтпt, что пря построенлц ц)аекторпи, удовлетворяощеi;,

п_о:rншrту t€lкэимуli|€l, па кацдом шаге мн внбирла уцравленпе од-
нозначно.

Построеlшая траекторЕя Емеет слеryпщfi вцд. Есм ioc М1 ,

то пр{ помочlп упршешй (I,0) за конечное чuс,lо шагов траек-
торпя вьD(одит аа М Е остается Tal, до кошlа щ)оцесса. ИJg{.iЪ
е l4o, то rilравrtение (0,I) эа конечное Iисло шаIов вшводит
,p"eirop* iB М , где она остается до коIща тгрцесса. Есп,t
*e,io € l4 , то п iёСМ ,t=Q|.../y'. Такир; обрэолл, для траек-
торпи /i'Jf. 

"пр""е.цпиво 
утверщ,дение теоремц, причем 7L,l-Ё,/.

ilолучалt, что траекторшя, удоыIетворясцая trршц{тгу nвKctflv{rмa,

совпадает с локаJrъно-оптш,,tальноil траекторией для с.rгучая paвHro(

цен. Sнаwтi траектория, удовлетворfi]щая прЕ,дIпrry пвксиму}ла,

единственна. Сушествовапие zt/ -оптпп,аr,ьноГ;,тректориЕ в lяc _
спlатрпваемой задаче бqgпилно. ilоско.ltыtу rV-оптлтlпла.пьная траек.
тория удоЕ.,Iетворяет пришцпу шlлtсиl,ýп,;а, l{Мeel,

, ftt=it,6'=ýr, t=0,1,...,^,,
ryl

,д" 0"rt=Ц/,.,,l', - шравiенпе, соответотврэщее ДЪпти-
ма.llыtоii ттаекторши . Следовате.льно, утверffдеш!е теоремн сIюа-
ведд{во а пм {dtjffо.

Откалемся теперf от цредпоJIоаеlмя С1 = Са , trусть длJI оп-

РеДеЛеННОСТ,l С1 ) С2
ТВOРЕ,iД4. Лустъ функцitя Г_ удовлет-

воряет условию (P),{a'J;"- N-oll-
тиtлальная траектория, псходяца,ч
из точклiо. Тогд8l если /\'доста
точно велико, найдутся такпе tdo-
ш:ентн f,' п t"(t'_.{'_LД/),что

Т l fr,tCM п р п' et'+,/,t" ;Z)at принадле8ит некоторой ло,
кал ъно -опт цмал ъноfi TpaeKTopиtJt
(с ценаldи С ) пра t€l"+/:il,

;ФмЗАтЕjiъсТф. Так же, как в доказательстве тФедцдпцеi::

теореrлн, tJH покаffеL1, что для траектоЕип ti']Eo , JцoBrIeT-
вор.чшеti пр{шцrry }.акспмуша, сцраведлпво утверrцение теорепfi.
Совпадение траекторий {П'JЕ" " {a'J;o с,Iедует из eдlн-
ственностп траекторип t а' Jtro.
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[IocKo,1tыcv Ct >С
.r"o"?}]?i ,bi-- 

"'
HaiцeM 

'z||'' , z!-
, из цринципа t{лсп}тума вштекает равен_

I
\\

л

Я!''= ClYl + Ct

t

а

1!''= СеУе n с, {ы? ,

tsозl,ложнн трц сJryчая положения ,оЙ*h!''--" 
Ы а'й ;й i,",';;;;^;T',; ;1z r, о,"оо. Ql. |=p, о) ;

;1$::|ý;: ;::i: trу:!L77', : :,:lfi #i^{',i|,-
особое управJIение.

В случае I) имеем

са)1 +.,Ъ ,) са уе * ч%, .

тогда ,i/'Ъ l"|| <"". Teopeltry 2). Еc.пи, к тоlФr ""!iа:'Lпr,
то,_как. и в докаqательстве теоремц 3, поJцrипl, что O"'e=(f,O)
, i'-ёе /Чr,6il't= 1f,0), L=Э,.,.rN , а знаtит, утверцдеЕ.rе
теоремч сдраведIиво дrм . fftd lr^ , причем L'=t", LО= t|-З.
Псли €r-ае /4 , то 0,u'? - оЪЪЪБ", t"=N-3r,i{ e/'|,t=
={'*lr...rL", где /'нФ(qдитс_я тл( хе, ка( в теорше 3. Ед-

- ft,l'Lel"le, то Jцр€Iв,I"*"^6','е,завпспт от знака веJIичхнц

dt {*= #, #i = х!'' 0, t***, Ы,{i,
а именно:

4.1".* п'|-"- х!'.', о , ,о а:.: = р, о);

?,:ц 1ii:;;!|: 
,,iZ g;;: f;,:],,on"-"*..

В Фглзg 6) 6't,Зо7i. i ц-огшlпо докlзатеJIьсгцt Teopelor 3
по,ýпцеш io"ejiri б 

u-'= (q D, t = з, .. ., il ; t';l-Цt/Ц:
С;глtаfi С/ распаддеiся на _следrщле подс,ryчаI:

^,,c'l iП'З.еН1 , тоtда 0**=(/rО), i"1€l4/rt=3r...,ili
t" = N-Ч, ё'=d' ;

С") а"'1;i"', ,о"о" бПО= (0,1), iil'ёе М4,t'!,--, il;
rr;{fuI"^="'.'', 

**" аU',-осgбое уцрав,IеЕце, i/'с t"|
рlя Ё=l.... ,kl,h мя ё= Irf,.. ., / (..- тФое с]ществ:пот) .

i..il-ё е i'|1' , 0 fuё= (!, О)" , мбо 
'in 

"e l"l" , ?l'f @, /) ;
L"=N-l, ё'=N-I-/. 
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З шrlпае 4J повеленпе траеfiторил.в lttoirle!{Tц ftl-trt=3,...,N,
зависит от знаков велпчин gr*- z:-'. }Iетрlцно llpoBejlиTb,
что наГдется tJolleнT временш, когда состоЕtие ci{cтcltl окаается
в сиlуапш, аrlaпoTTrшlott оплсаннцм s 8) п С,) . Это GTeiyeT из
того,что траекторпя мохет на(оrшться в И;пмrл]{!::ь riонечное
тмсло шагов. Последнее внтекает из свойств tlрrкми У ,! ycrlo-
впя (Р) дlя (лт,уtпfiщл F.

С;глаи 2) и 3) рассlJlатриваются анаJтоrично.
Таtилл бразоIr, в сJпrчае С1 l С2 при достаточно боJiьпlо},i N
rV -оптппвльная траектория вьцодит на псtожество ff и за не-

которое tцсJIо_ шагов до конца процесса сходлtт с zY .
ity.r" t'(M _ л,юr,,tент схода траекrор"" . n*,o*.cr* /Y .

Докалелл, что l"(il)-* прл /У*"". Ilредпоlrоitlвi,i' что это не-
Belato, т.е. найдется тлое К , что

L"(N) <.К дп" 
"."* 

/V . (S)

Следовательво, N;tО(Ц)*ф rгрл l'/**. Тогда д.lц с.lгучая I)
}Пleeт lvleCTO ftrLО{П)'ё -, О rФи Ё*оо. Энаtдат, наiЦется.та_
кое {, , что iЁё'tц*ё е И.i лп, всз;.rf, ?_t, . Отсцда аlёМ;
но }.iн рассг.,ЕlтрлваеI!,l с,гJпа}i, когда а € l'|:, энаtмт, (8) не-
верно. С.lryчал 2) и 3) расс}rатрпваются анаIогично.

i,iз теорел: 2-4 следует, что в paccшaтpиKleмoii модепи ло-
капьно-оптимаIыlая п N -опм[lальная траекторпи имеrqг магп-
страш МС 

" М соответстЕнно, I(oTopHe совпад€lют в с;гучае

равнIц цен на разJиIIнше в}rдн ресутсов. 3 этом Grгг{ае Д -оп-
тпtчlаJIьная траектория совпадает с локаrIьно_опмлдльной. В сry-
чае разJIичrъо< цен /V -оптлпоаlьная п локально-оптиlJtальная
траекторши не совпадают.

7слоыле (Р) шrя ,1туrшшrи Д явrIrIется сшцественннll для вн-
хода оптимаJIьню( траекториГt на }йгистрапъ. Это демонстрирует

U

,

шедпоций
blilmp. пусть _F (z 1,I, ) = Qаf z!-\ а_с (О, /)

у={а,е R1,o* tYl c,|l = ол(:4 (*)n* ,,
l,tз опtоролности F слеryет, no И - по,гупрfirая в

. Тогда

Y"l,
ýi ,0о).

е ff. Поло:плпl [=а|, еслл u = !Zr13=)c7y' . гассr.9]рп_л_ло-

Жl" ёfl']Жfr il:'":,f.,j*-;'Ж] i"'#";"
Iýстъ У" >)7. Предпчуr, что c.l)r-c,yr-a(Y"-\)>O.



Это верво, есJIп, нащ)п!{ер, q, > С| п ас достаточно мапо. Возъ_
мем достаточно мапое А > о , дuI которго вшпоJш{яется

о (Уе- \) (|-а)

Ilоло;gлru CaYe-e|Yr -аl-(|е-h)

^ _ (ce|e-elYl) Lф
UL- 

d.L, + (/:()
Тогда, как нетрудно оро".Йi ;<#. При таlолхJgаче_

irляж Q. усJIо_ви.е (Р) пе Емеет места, Е пэ соотношенпя а > l.
следует # > t . Это означает, что atcИt,tJ,2,,,. ,
т.е. теорёirа о вшходе локально_оптmлапыrой траектоlпи на мно-
.аество rV в этш qrгучае несцраведлпва.

l
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