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пOJIя въ[Fтllц шOюгрАхпикOв и oгпдml
II0 IцэЕю - сtlм.ш

А.ll.Вещ, А.Г.Червов

Тоорпя аксц)€шадцц 9qдач BceITa бц.ча тесЕо свяэа!а с
анлпэош l lloo|шeTlle!. В 30-4Ьх юдЕх э!а свЕь прояЕплась в
(МдахсЕталъвш paбoTix Д.В.ItаптороЕtц, ITe цдоп двоf,ствеч-
востп, разрабmаrпrе в (ШrщоЕаJIшоr аЕад!зо Tfi лет, бц;п с
успехош rспо,Iь8оваЕц в тоощ веЕлассltlссЕх акстроЕJIьtrц за-
дач.

Вапая обласtъ авалi9а, Ео?орая в Еастоrщое Ер€t я доrtЕа
актпвЕо вsашqцо!ствова!ь с соврgшоЕЕоfi теоlшеl эксц)оIалЕц
эqдач, теорей цр, lлтоIаrпчесrоfi эвоЕошоt, - глобалъпd
ацаJпз п,в часfrосtl, тоорпя особешостоl. (0лrетш, tпo ра!ь
вцо чqделl, Iзччаошо в э!tк облас!Е, сrалl lcюtlElЕoш цовщ
проdпоr глоdалъвоrо апа,ш8а, теорЕ шоюsваЕlЕ опоdраrбшf,
п др.) I(aB п сцlаппо, до сЕ пор в обшrрвоi лтораrуао, otвo-
сrшlоiся к у8аэдппц оdластя lBToEllп, шэв!ся JЕпь сраЕl-
телlЕо вэболrпое Есло Iвбот Еа aty tоry. Срц ш ocodo еrе-
дrот о!шоtпть посtаЕовоWт рабоtт С.Сretла IIJ п рп дадь
вglщ работ тою tc авюIп l ою послqдователеfi (сr. сщсов
.птсратурш), в воtоIЕ ЕцgрЕЕrс qдoлава цоЕцlва сlстшtтrосrс
lспо!ьзовать цд€п совIЕшоЕЕого гtобаIЕЕого авап8а ддя IсG!с-
доваЕtя Toollcllвo.rlpoвщ .lrЕщвосtц проблеr Еtаlвпчасвоi
эвоЕоЕЕ. Опош latcfo рабопr шош В.П.Дрпо!ца,ва бдэ-
Ео тщ (осо<tсшооп вщтщ обоlочсЕ, лоЕаlъвая с!пrrЕtrра
ФуЕФ ЕЕспrryш l д)., сш. [е,:ЗJ).
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llalдtrr теш, глобалlцая п IцваIf,аЕlвая постацовва аадач оп-
ttlалlцого утравltеЕrя п aкoпolпtвcпof, лЕаш п прпвrtgчовlэ

сооdрrешil общеrю полоаонIя щlуется хараrýероr п слоЕ(ю?lD
зqдач, а тшсв веобхоллrостьв сdлпэrть эlу теOрпD с плессIqе-
ctoll| ваIrацпошlоl псtпслоЕIаi Е лдвашоt. Естествешость !в-
кого полсqца обуслош€на €пце ц ввш, qто Еlп оЕрqдепешц
Ерелдо!оIоЕпЕ( глqдвостх рассшатrваеlцв в теорш Iц l rв!e-
rrатшсоскоt акоRоiпкg оптпrryrrц (в Torr tцс[е l тдqо поЕя:tпя,

кав оtIтпдлъЕость по Парто п Нэшrу) ествсlввЕво пвт€рпреtтро-
Еть Еав ЕрцtшIесlq€ (в тош nц пвоllt шсле) тоЕсв "шою-
значпц сечешfi" векторвrп расGпоошf,, зв8човЕш когорц cJry-
laт rЕоюц}аsцЕсп, коцrсц пrп 6.1пзме объевшr. Возrошо, qц-
цIх I8 ушоЕ8 глобалъшц пФflпi в этоfi свrtзп явпяо!ся цGя-
тпо оdщого гладRою поIJI rшогограннпсов Е.,п коryсов. На ro-
ла!е.пъшость раарвботпп епо для ЕJцд теорпl акстрliалъЕц за-
дач обраца.ltось шпiацlе в [Д].

В васющоЁ статьо riц даеш оЕредапоше п наtцпа€ш l8г{о-
ЕIе такц поlвfi. В качество освовпою щплопеЕпя в рабош ло-
казцвается Itпог€за Сшеi.lrа [ I ] о тош, что для тlшво! глqд-
Kol вOвтор{уtпспr rGoIecTEo rрптlчеспЕх по Парто юttBB ость
шоrюобршо с утлаrл (Фl. талlе [S,OJ).

К Tofi п.ш пвоfi фре поЕrllrя пош lшок)цвЕппвоЕ Ерqця!
поtltl всо п8вестццо цлl цоставоцп эадач в упФlrпт!ц IEBoo
раsделах ЕтоЕtтЕ: Паlвто-опзmryш (поlе субллбДврспгаrов),
оптшадъвоо пIрав,Iоше на rоrоюобрзпп (в Еостацовве sqлеЕ
Ь кштrштвшцп), парашецпчесвоо ЕщJrплое црогt}апltроЕаЕIо,
хсслGдовашо фуrцхщ lвlccxlФ/lta, цеIчпоЕошая чбх8Епlа с ваЕ-
веfrпршr оцпяпlщпЕI. Наповец, лля глалпоfi экопопчесвоl лt-
пяL.rтr п собсrвешо тсош цщItлц lGоюгравпвсов э!r0 пGя-
тпе яв!яотся псхолЕщ.

ПереЦпш в,бодоо пqлробпоry ошсапц соJIеFавIя сrатц;
lft ююш, trто в вввк)роfr,рсоrоеrщ Е ва Еопообравп Х
9qцаЕо по[о шоюцЕпIцков, осш пlццоfi тово С€ Х поотавrов
в cootвBтc?цl ЕоIюгFцЕlв Ч' t* , l заrrrосtъ Ц * a
в то lm EoI сшc.!е глqдЕая (cr. опDqдолевIя Е ýI r gгrь
rевй). В пачестве ЕаtцJ[ъцlц ЕDш,ерв по!оt шоюц)аЕйоЕ
ЕIпвqдil адось .цшь дЕ.

I. Пусть ва шогообрэrп Х зqдавопz глqдlп фщl;
Dасflоtrl в копасате[Dвfl расспош 7'Х по!е, у по!оропо
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в слоо Еад юtшоа zех sqдаЕ I!оюграшпв Фсd.72р...rd*f^)
Это поде - поле субдфереFryшов.iпrшщ rflaa (?rr...rlr)-
ЕеОФ(Отпо для IзучоЕIя опЕцIаtrБцостп по IIарто. _

2. Щусть G{a,t,z1- шоrюобравпе llacclяBa l t rlzrtтъ1 _
вавФпrIесвое (п.ш тавmдогЕtlосвое) расслоеЕпе Еqд щ (т.е.
EeEToIHoe расqлоепе, слоfi которопо Еqд_тоtцоl! а е G r n,tTz)
ость 3 кл( BeaToIEoe !Dос{тавстю в R"). В качестве Vg воэь
Iil ЕрешtrD па пJtocкocтb .tr стацдар,шого спшцекса в Р".
Этот пщrер рассl|аттшваJ[ся рацоо.першш авторФ, для Еуrцд тоо-
plB вцп}пrrддх шогогIппЕхков вав BaIпaBT trространства }пого-
цраяЕхков.

Пр пзJвенll такдк цопеf, встаот рл1 црбтш ая8лllпческФ
го п тоЕоrIотпчесвого хаFактора. К всrу порщ t oшo otвoctв
зqдаw lзучовпя особъв точев полеfi шогоIтапцmов. Цшятпе
"особоfi тот@' в разлхчнцх 9адаrlах рашrtцо. Более тошо, воз-
Еrкащая sдесь ЕробпеЕ состопт в вцясвенхп стд[вýр lшole-
ства тех точек мнопOобразшя, в коюIш звачевIе ЕолrI - lвotlo-
граянпк - обпqдает теш Iлх lщш,t зqдавнцlil своfiствоlл lJ!п ц)е-
терпевает пересrроftq коrбшваторого !пlц. Прпведш тпштсй
для пqдобшп 9адач цщrcр, огвосщfiся к довазатепьсгtу пшо-
тезц Сhеfiла. Исходпш ЕуIпсто!л домзатеlrюЕва в,цется перФ(qд
от задаtц в фрry.шрошсе Фrеfiла (поле лпоюIтщЕD( поryсов) к
двоf,ствешоlry (в опрлелеввоri сшцGпе) oboKry - EoID субддф-

фр€ЕtrаIов Фдлg!ш llш(спryша. Тоtвп Парто<птшryrrа ес!Е точ-
кЕ, в которш( BoJtb пршqдJIеrпт субrtп{ФеDеIпцаrry. }Ix ш п Ф-
деш ЕаэцЕать особш ЕJIп црlтrtlесшrш для поля субддффреша-
лов. Чцача сводштся к дв]гri m'пKтatr: I) пsучеш пqDaЕоrе(}гва
шЕопоIравятlсов, cqцeplaltp( воJIь в кацоЕгчоскош IпсспоеЕпп
(т.о. шqде.ш); 2) прtввеlпп общеfi 1ъорвrrш о "сryске" сtрап-
фп(лщ п.ш сцrуIсfтрш шогообразпя с утлаш rз IЕсслоеЕпrI
сrруfi в базу.

}lзлеше шqде.ш ("лшапъвая" теqlпя) свQlЕтся к псслsдо-
BaElD каЕоЕгtI€свого попя на шогооdрэп IlaocTBBa (сч. вще)
п опо особц lючек, т.е. тех, для кагqрп.сmлветстЦ/@
IЕоюIрапЕпк содоIппт вопь. Это пsучопе Еровqщтqя в ý2. Вть
poi lз упflrylп щЕкгоэ - jлобаrвэаrпя обосвоцвается в ý3
с ЕоIоцlD Teolle}Ot, влщеf,ся обобцешеr тоорбlц Тов о

трясварапъвосtl. Oсвошоfi теmчесппf, шшрвт свяааЕ с поЕя-
тпвш сlтап(Fшшшl п его tDстЕш с.ryqаil - lюЕя!!Фa lвоюо6-
разпя с утлап. (lrЪогообрзве с lrглш, по llезеlцr. лоЕалtво
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уст!о€по *r* Rr* ,Qn ) Дшазателютво юIю (шта, tпo rяo-
IecTBo ocoбtв точек пош суOдп{ФореЕЕалоЕ ость шrоrюобраше
с угллш, цроходт по cxelв Tmla - [Ьзер: осоdце то!щ состаЕ-
л.Dт Ерообрsз ЕевотороFо стапдаргвоrrо для ддвоfi эадаtп Еqд-
шЕоIестЕа в рассrIооЕIх сццй. [Ш че оЕредепяеш qд€сь поняпfi,
связдпц со с{рвтЩшдшеf,, qцвако веqдо вьцоJIrIеш вагл.ФпЁ
п освоввоfi дJIя нас оrучаfi rоtогообраэпя с углаrlЕ.

По тоfi te схеш€, что I доЕазательегво гппогеэц Сrrеfiла,

моЕо цроволtrть п ЕссJIедовшце дцЕшс, обсуцяп,ttгtся рвео
во ввqдевш вопрсов; в ýД ш Еспо,tьзуеш ее дJt I пsучешя зqда-
!п пароt еттш,ческопо лшеlhюю црцрлппрвавIя.

Вервешся к общеlry понfiпD пФlя lяогогIвцЕlвоЕ. Вспry э ра-
боте рассtlатрЕваптся два ЕарsJшелццх оtrрqдепешя (cr. ýI):
Irро€вlпtпого п Енлirктпвного поlеfi. 0ш бопее плl rеЕое соо!-
вотGlЕч,lут р€аJпзаtцп вцryтлоI!о lпогограlцпка в щде с€ч€шIя
(щryктпвlпlе цо;tя) шп Ероекцп (прооlстшпlце поlя) спшлввса.
Дя такш полоfi лrхворашпшо объектаrш Фryт сryп!ь поIJr
Еа шrогообразш I!вссlлаяа.

Теорrя полеf, rшогогЕцЕIвов шоrcт сlроптrcя цо оdраэry то-
оIЕ!п BeKTopHrп расспоешf, (п qдесь во9ЕIпаот ряп юполоrтrос-
кпr зqдач). В пlв:полешп Еаrечаегся tавоf, цуть. лля эюю вво-
дяЕся IrнхввреrIъсч€ объекя{, а затеш оцрелsJIяотся поЕrll!€ lв-
дщдроваввого поlrя rfiоготрФцrвов. Эrот цqцqп ошрцЕаоl цу!ъ
для ввqденпя в тeoIдD попяпfr, апапогшчвц цщятrоl Е Klacct-
ческоf, теорпц веЕтощD( расспоеrвfi, вIцогь до IаравtlоIпgп-
чесmх шассов п К Фlпюрв. Суцоствовашо в пасате,IъЕоI
рассJIоецпl ва lшогообрзшп Х поля lвоюц)щхов зqдаЕоr.'о
копrбпваторвого 1lЕа валагает вокоюрrc увпоrпя па calo Ео-
гообрвэrе Х , поскоlшry оЕо раЕосЕлDво сществоваm глЬ
балцого сечвЕIя цекотороIю спещаIшого "ассщроЕЕФо'
IвсGпооtпя, слоf, которого вqд ToBoil .a € Х ость ЕросlтаЕст-
во шопоц)аццш,ов даЕвою iiша в Т- Х. Хотя в вryшо! гео-
шецпr пзучsпсь IвзIпIЕце вобtваторшr€ пIц шоюIращов
Е KoýrcoE (сш., вапIшр, [7h, вег свqдФшt о тополоrш (rъ
rioloппtlectcx ц,уп!аr ! т.д. ) просrэавств шовотраtщвоl даЕ-
Еого !ппа. В пр.псввlп прOЕтся Еосвошпо гростэfiптl цr-
шеров, qдесъ IB давц l юtцце посtаЕоцl ющIпащв в эtоП
свяЕп зqIач.

*aт явIrIеrGя 
firr-r 
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работ о поJIrп вщт.щ IноюграЕЕIков, Ех особовпостЕ( I lцше-
ЕешJц.

ýI. ПроеппЕЕцо I lцдв{тЕцне поля шоrlоцrвЕIпов

I.0. Все всц)еtцпщеся в работе шогообрэпя, рсслооЕIя,
mобрrвпя шогооjpаэrf,, lolmвrш п сечецtя расслоешf, шепт
шасс, гладдослп U .

ГUоть f - в€пlос!вбвшоо вошорЕоо рассJIоеЕlо с базоt Х ,

V.f , !ддялDбою а€Х шоrествЬ Vr=Vrlf_ rшогоц)ав-
ное. УпорцочеЕаая пар (f, У,) вазшвается ц(цlаш)вJLьвцх celref,-
стк)ч Еад Х tп.ш с базоf, Х ). ryд"r, Iloвopтb TaпIo, 

"во 
У -

по.шqдралъпоо сошоf,ство в рqссlrо€trtп f . mre шц lвссшоlрrri
дэа ваЕц влесса поJцац)алъвtD( celreficTB. }тп шассц Еахqдягся
в дЕоtствошостп, ! кашm lз Ец вьцешегся Еевоtорш доЕоtr-
ЕIтблЕцщ уqrlоЕпfl, швпщri сшrоl глqдrсоf, эаЕцспшосtп !вого_
tрашого шоIоства [m точмЛ.

I.I. 0РцllВ'lЕниЕ. IlycTb lxl- шоrэrраЕвое цодпоIэство в
R', ГiС"- ц}осто F^) - ц)lвпаJrьпое ввктоЁо€_Еrсс''о€ше
Х , Rft. ПодlвФвстъо \: X'V Epoctpaпclвa ff вазшвавтся

ц)пЕlалъщl IIоJцqдDа.пъЕцI celвficTBol со споош \У . иноIЕ,а,.ес-
л ато Ев прхвоJщт п вqдораэуri€Еtrfl, шц Iцшеш W пrосто Uy'"

I.2. оIЕЕlIшШПЕ. Подадралъвое се}€tство ([,V)c OaBdi Х
цаэцваOтся ЕроокlпЕl0. попlэд)алЕщ по,lФlrjc,ц .сщестЕЕrет та-
воо ц)ЕвпЕIъЕоб по,tlацIэлъпоо corвficтBo ( Г х t Yxl п таrоfi юр-
цч r!:F^+f "е"юрв 1всслоапЁ, no.Y= /rЦl. В этql
сщчао IЕ юBollll, tпio ЕIюоктlЕоо попо У пороцдвно шоюцш-
Ещ llощоааствоr }/, а TaICe ,по V явrIя€1,,ся юдашD попя У .
&rц шqлеrш попя сrry:Ет Еоюцравщк, копЕrс, аaltlшпоо поддр-
сц)аЕсtво, то tlof,o Еазцвается соотвотствоЕцо полеш tGоюIрав-
швов, воцусов, аф{@fi пqЕрс{равств... Союlq7шость Ес€х
цроокtтшц цаrQf, п8д Х , пgроцде,qrл( шЕоIвствr, V, обозша-
чвеtся чорз У! (V) h,M 9)., cVl , оqпп оdъеrшое рс-
GпоgЕlе Д фшё!роЕЕо). Dсп-lqделъ - стащlар{вlй . (rп,|)-
шрfr.Й.*" -Т^-'ъ 

R-,r..o о^ 9|Т^'')п^Еспоrlъ-
зуФl тацо обошачепrе Q c-l . Полщ ^.Xrr^l-Q cRTl.

ЗДl[ПДЩВ. Посволъry'лпбоfi шоrэтравшк Ерqдсташrl в пглоt

Ероекпп сшJIовса, .шdоо прорвтrввд поJIе rпоюц)анЕвов Е-
ляотся а'lшЕтfl lGoloctвa g)ot u!)cDu... АдалоIттrо, Ео,tя
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I.3. ОItРЕIlВIIЕlИЕ. Пусть Srr..., S^e ГПlNrf} глобаllшrше

сgчеЕпя расслоенпя f . По.,пэдраJыIое семеfiство У, дш коть
рою V- = Cof_(St (q)r",r 3л(z)), наsg'o.ется вцtrутJIоfi оdо_

лотсоt Бе"е*i' Sr, . .., Jr" в обозначается чеwэ фF (Slr ",, Sп.),

Ма.поrттlо оЕредепяотся конпческая оболотtа СО|Цf ( \ , ",, S^ )
сечеlшй.

I.4. IIРШШ0:1Е{ИП. П ол и эд рал ьн о е с е ме fi -
ство является пDоектЕвннм поле!4
многограЕников i" Qrrnl (конусов пз
trсrпD в Tolvl и только в том случае,
когда оно представи},,lо в виде вн-
пуклой (коническоi,i ) оболочкя /?L

глобалънцх сечениii.
дOI{АзАТгJIюТЮ. Псл,r (E,V) - обраэ TpEBI.laJIbBoTo папдэдраль-

нотю семейсru < Ffr_!, / относцтельно моFрI.lзnlв / , л lr, ,l_ -
сеченЕя расслоения Д-, сqотв"тств}поOше верJIинам мЕогоIр€lннпка
V , то V= ео_, (/tr,",,/t-.'.

0братно, ri'.:"_ |'_=-?i 'Sr,,, ,, S,^). iассl.лотрр;тришtаjlь-
ное семейство ( f , l .,, . Iiостроим nlор,iйзм .'_Гп - f t

которцй r ч,у элементу стацдартного базиса слоя /* ставит в
соответствие вектор Sr,(*) е, f. . ясно, что L/= / (Т-''),

Проективнне пG,Iя многогранЕиков вцдертцвают а,фФннше преоб-
IВЗОВаНПЯ П ОПеРа{ЛЮ ПРЯl4ОГО ПРОИЗВеДеНПЯ.

I.5. ОIIРЕIIЕЛЕНИВ. ПошэдраJIьное семейство t[,V)c базой .\
назцвается пцшrкмвннм поппэдралЕrнм пoll_eМ r есJш суцеств}пOт
TplвпaJlbвoe поJlпэдрально. ..*Ъй.r"о ( rТ, Щ )tпрпчем 0 ё W'' )

п мор1взм / : t ;'Г': для которю( У : 7-',^V" i.
I.6. Двоltственность rФоективню( и иt{щвтивнюt полей. .,]ля

лоОого пошэдрлIьного сецtейст_ва ([ ,V)опреде,Iено поJtярное се- л

мейство (и.m поtяра) < ['-, Vo ) . ПЪ оор.д*ению, ( V'); : ( V):
IРЕIШOýП{ИЕ. Поляра к пр о е к тп в н o},ly

(соответстввнно индуктпвному ) по-
лпэдральЕому полю с модельЬ V яв-
ляется ивдуктпвным (соответствен-
Il9, проектпвнчм) полем с модельк)
W. Лпбое пндуктпвное поле есть
поляра некоторого проектl{вного
поля.
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ДOIЦЗДТВIIЮТЮ. ПрешопеЕпе шемедlенпо шпекает п9 следrь
щеIэ утЕерOцеппя. týсть Д:[*Г -лпнеfttое отоdралеше ко-
нешошернц,( вецествsннцх BeкTopllцx ЕIюстIЕпств, VV ; tдIo-

ЮГраНнше подлоrества " f п Г 
"оответств8нво, 

tr!шчеш О€V .

Тогда сщввед,швц qrlедrD[ие равепства:
с ДсVlf = Д"''(VО),

(д-'tW21'= д*(V)..
Проверм этцх ItаBoEoTB прводлтся щ)Е помоцЕ стацдаршtп Ilac-
с}цценпfi теорпп двоfiственностlл.

ОбознаЕ[м ""р" QfСW мноЕество всех хцдвтшlшъв попоfi с

модепьп) V ("*оr,оrл,l tпо о€ V ). мм V- шогоцlаrш, *о-

цIс, то мц говорпм соответствеrшо об пIц]llктпшIID( поJUц ltlнопо-

IранЕпков п,ц Korr}rcoв. Предпоженпе I.6 показшвает, wo/#W)=
= ( q (Й)" . М лобого многоцанного мЕоIества \d , не

обязатшшtо содеркацего HoJtb, Ео Есяком Grцчае пшеет место

шсmчевпе < 9)r|/l)'. Q'с|х/).
I.7. Введем c.,lедmщде оrц)вделенхя. týс_ть ( E,V), < riV5 -

полдэдральвне семеfiства надХ и /'f *f'- такой аЕш{оIФзм

рсслоепиfi, "rо 
V- /tVt. В этом cJцnlae мц говорпм, ,rо / -

эпшорфзм пошэдра,Iцtюс сешеfiств плп lTTo (Е: V' явJIяется

этполоfiвшчt о6.ц9зо1_9е.14ейства (f,V) . ЕсJ,п / - мовоморбпзш

расслоенlftп V: /-'(V7 , "о/ 
-назшвается 

ilово,lорЕпзшоir,ЕJ[п
влопенпем полпадралшtо"о 

""лп.fi"rg 
( f, |/1 ъ сеw[суъо t [,' Y).

I$стъ rTzrlz - нацrралъвце ttr[Gtta, rп4 п п Т^-'О - (ttz-|)-
шерtьй спм!цокс, натпrутнfi на /z першп базпсню( ЕеЕворЕ_ в
РЪ (Т ^'' =7*,t^, K^'n- ковпческая обопотtа Tn-':

Слеще црqдлоrенпя яыlfiтся анаJIоюм пзвестного утверв-
денпя о том, что Jmodoe векторное расспоонпе шоЕо допоJtнптъ
пря}Епl слагаемцм до ттпвпалшlого.

ПРГtlШОНtrlИЕ. I) лпб о е пр а€ ктп вп О е П ОЛ О

ш н о г о г р а н в Dt к о э (frVte7itrol я вл я о т с я
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эппморфнцм образом ffекоторого
трпвпального полЕэдрального се_
шеfiства (

2)Лпбо
т/п-lrП l'х /'
проектпвное поле ко_

Еусо в п з,Itrсrпl явл я_еJ9 я_ э пп мо рф-Енм оdразбм поля tFi,Кi'").
ДOКАЗАТВ'IЮТЮ. По оцрqделенпп пректпвЕого поJIя наftцется

тако!_мопфпзм ,|: F{*t , то И = / (Т^'r. Пострml_эrшмофпзм

р: FК*f ЦкотЬрнИ'всегда с]щеgгlует, сll.,lвцрчшер, f8J, гл.4,
Ъеорема 3.3). Очевщдно, что И явтяется обIвзом тршы|аJIыlого
аом Т^-1"z 

** 
от"ос"r.rrшо эrпморф зtм /i р : F ^Ъ f '* 6 .

пРЦЦOшшlиЕ. Дюбое хндуктх вн ое пол е

мвогограЕнпков ( соответственно
конусов) вкладнвается в трIвЕаль-ное поле <FОr{Т^'"Оr", ( соответс твенно
цFi {к^,О)') ) .

I.S. зд}lЕIЦния. а) Г*шссч проектпвнц п шндrктивlшв полей
нахолдтся в общем ЕоJIоаенпи, т.е. нх олдl пз нЕх не цшючает
дрJrгоfi.

б) Все утверrщеппя, относяlиеся к полям шlогоцраl+tпков,
пмеюа ана,Iоги для полей конусов. Ltц не остававrIиваемся на по-
добвшх перфорr,члровках, хотя в оrФqда,IеЕпо!, смнсле "коtпlче-
ская" теорпя бопее спмметршша, чем "lдlоюц}анная".

Перtцем к оIпсанпD ([уlцалеЕталБпЕх lтpцMepoв.

I.9. Пщlер. Проектпввое црассманово Eo,Ie шlогограfiнпков.
}la грассмаltовоllt llногообразlп G t п,rz)юех /z -+{ерню( rцоскостеfi
в Р'рассrотршм I€нонIческое расслоеlме f 1п,п2. (Слоri над
тотсоfi z€G@,пz)естъ подпростр€lнствоu с Roi по поводr оп-
ределешfi см., нацрlмер,[9J.) Пусть Г'- трпшаrыlое рассJIое-
lше с базоf, Х п слоем Ri1Io,-: FО* Е!r!,^)- канонпческая

цIюещш, ТО"- стilцqрчцFД ciilд;rBKc в РО. Пректпшtое поле
МЦОГОЦ)аЕrхкоъ ?То.л1 / " )Hal, G(пrtп)мsовем канонt{ческп}, и

обознаrшм_чер"" 
'-Tio,tz). 

Рл,м .Х е G(П,Пz), 19 Т(п,tfu| - это
пIюешшя Т"'\а 2& 4rер}r}т IIJIоскость g . Мапоттtlно опреде-
ляется кщlошпческое trроектпвное поле коryсов г,ад Gсп,h)z
Кtп,t1,2Цuo,ro ( Рi-l.

I.I0. ШИМЕ. lМrктпвшое ц)ассlлцово по[о lзошусов. Пусть
,),-: Е (пrm)*F-- кшоmческое вJIоrJ,нlе. Щаlrонrrчесшпц шr-
двтпввl8l поIеш коцrсов назовеr, лоле К"(а,^)Чi-'^ ( Р:).

II9
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}lньпп с.ltовалш, для .з е GtП,,tzS yдпreепп, Kn@)- RjПс. пусть
t7 : F О*FО'- 

t(лоlцчесlorй цзо!дофпзм. КолшозШШЯ F''"Д' шзф
мофно отобрлает двоfiствепвое к f (п,./f,)расслоевпе f ]п,m)
на Д. n,ftz) . Прry атол пзошорфзше К'lпrrttSаgрехqдпт в
Kn( п, t*).

I.II. ПРИМР. Бо.пgе обпим образом с кащнм l[вогоц)аЕнн}л
ПОДilНОЖеством VC R" мопlо связать проекпвное Eorle 4_^Cll/l
ш пIцJrктЕвЕое поле t,;!^CVl (есш ОСV ) вад G (цпъ)'. Этп
попя естественно назцвать соответсьеЕпо полеш пооекrшfi ц по-
лем сечеrшй шlоlества V вад Iтасс!ввовцм *о*оЬр""""м Gh,rп).
В частностш, полезнцц! оdьектош для геошетрйп }fuiковскою яв_
.,шется лолrc i),',n(/"/ сечеlrшfi куба.

_ I_.I2. IРlДrlb. PaccMoTlnr тепорь трЕвшаJIыше n".cno"*, Гj
, Ftr (см. п.II) над цростран_стюм r,L * о +lатрil Х=Но,,zсаitz)
ш.пбстроп,r морФзм у:Г"*[П, которцfi в слое над опер8т9рм
;1 совпадает 9 ! ._'_Отредеплм се:дейстьа мвогоцЕнвЕtов Р -
- Рlп,iSп Р" = РТаirп) s FОп Г-соответс*.""о. По оrгрепе-

ленлю, { , тlде 4 € Ho^(п,hz), есть вшry&,Iая обо,потtа строк
l,втрш,щ 7 . а Pi - вшмIшая оболоЕса ее стqrlбцов. Яспо. что

Р :q-,Ti-n) 
", 

Р'= g{Т^-)", *"довательпо, Р е 9i,tl, .

Р' { 9col . РассмотреЬ конпческут оболотсу mлесто_въЕryтс._той,

мн поrгу-tlпlчl IIроектtrшце пqrlя коЕусов Сtп,trz) = 9*(Шп C'{o,*s=:9 ( Pil. Пo,1le Рtп,rrъ)(соотвЕгственно Сспiо"1) назьвается
каHoHшlIecKEM rrроектцвнцм полем }IногограЕнtrков ( KorycoBj_
gбд l-/oo, <п,l7z). ЗллетЕм, что C'r п,ml=2'|{ Р'{1 ( ГОmоп-
дестыIяется с Ерпмерамп тп.I.8 п I.9 ).

Переwслевнче поIIJI пцраDт осцоЕrую роJtъ в оdщей теорш вн-
цrIшю( многоIраннпков п связаннцх с ЕеD вопросФ( теоршп особен-
Hocтeii. В частностп, шн вернемся к нпм в связп с доказата,Iют-
Bolr гппотеэц Сшеfulа.

i.I3. 0ПРЦДЕIIЕIIIЕ. Пусть ?:Х* У- гладкое отобраlкеtце,
f - векторное расспоенхе над'Y, V - ЕоrlЕэдрлltsое семеfiство
в Д . ООозпа.пм черз РД ЕIдшлрованЕое расслоецпе вqд Х
(см., наrцшер, [BJ) , qr'Г[ */ - клlоtшчесlцfi шоВппзм Еqд

7 . Полоппr Р V = Фi ivs . Поtшэлраlыtое семеf,стю ц?f, Pl/)
будем назнвать пIц}поФованннм.

гtРЕдЛOiшtlиЕ. П ол п эд рал ьЕ о е с е ш е fi с т -
во, пндуцированпое проектхвцЕl'l
(индуктЕвнЕм) полем, само явля€т-
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ся прооктlвЕцч (rвдувтпввцш)
полоц.

I.I4. Зцось ш доЕ8еш, tпo пош lвоюцаЕЕIкоЕ п Еоryсов
шог!rт бнть ппдrrшроваш ваЕоЕпIGсшш полш проешf, шц со-
чеlпfi ва lтвссшаЕов!Е lвогообразпяr. Обозвашr чвраэ Т'^-'4о, *1

поде проещf, lпmecтBa T/tz-|'ll (опрqдепшою в п.I.7) щд
ц}ассOlаЕо-вшl шогообразвш Gtп,к) (сr. шрlер п.I.II), а чо-
wa Т-''(аrк)О - поло сочешlЁ попярц (Т--"О)О . tGк п в
пршер п. I.I0, IцщlкЕЕоо лculе Т^-'(Еrк)О ваЕопlчвскп
пзоrорфо поляре пrФя Т^''1п,к1.

ШЦUЮrЕПИЕ, Дпбое пр oJB тЕвЕ о о Еол е
IЦОГОГРаПВlКОВ la Ипs lЕЛУЦПРОВаНО
поле ч (Е(п,к), Г^''1п,к1) для Еовоторогок .

ДOМЦТЦЩСlВ0._В сЕ.ry !Еqлцоrвпrя п.I.7 суцестryет ашlrор
Фаl / : (FО Тlа''а)+сF,Vl . пустъ [=lcr! l7:Е * F :
расщоплщое ото6lпrешэ Е тоЕой посп,qдоэателъйосtп рассtrое-пt о*f'*ГО|, f *О

Y
( у. tэаоffiо_mобрrает ,fr"а (fu /r)' )._По шоrешшу
пЙrрош Елассrщрщсе (в плас9гчесвош сIцсtrе) отобрвrэшd

ро , Х* G спrкl, rтo к=dJп[.. ttаB лоlто щоть,

,:*^^ о |t*-'/,=.,fr {:X*rZ'f ;:,**часкш lзо-(tовве,2 t (л
чофпilв ОРоfсоr^lЪf ).

пРЦцДOfшш. Дэбое гвдувтIвЕо е пол е
IЕогограЕвIвов пвлуцхроваво н€-
Ko_T_opBI стапдартвЕI поле l 1f4п,кs,
Т^-tп,*2)

,ý2. }hоюобрпя с утлаш r особше тотп
капщrпесщ попеf,

2.0. Пусть Х - глqддое /z+ервое шогообразпе, Д - пqд-
Iвщос!во Х . вспщr Е лалЕсfuеri под .ctpaпiEalEof,.Eolocт-
ва / rш цщаfl гшдrуDJрбоtратпЩпаlшо Уппп в сЙоrе раdо-
ш frOJ. 0собуэ Dqrъ в даrЕсlшfl бущrт rцвть сIраlпфцrровФr-
пц0 lющопеоrЕа спцгаrшою цдд - ?аЕ цазцв8ошg подвоюоб-
раэпя с утлоа.

I2I



о

2.I. ШРЦllЕltЕlИЕ. Пусть p.,Q, п€ Z_. р+Q<п. ПоJIо*аil
С ср, 

2, 
ы = {ta, l...2 с.) € R^ |; -... - +Ъ: Ц: ) q..., еrо > О }.

!frorecTBo Сtр,grп) паЕовtl (р,9) -утлФ " ,?'.,С Kar-
щ"rl р,? ) -утлош в lt' свrп}аЕц два.lппеhц пqддросtрапства
вК:

L t р, ?, п. 2 = {а . R 
О 

| ., 
n=... 

-ар = о J - Еапtепtдое Jщemoe
цqдпросщапстЕо, сqдеIEащев L (р,q,п)l

/ t р, q,,z 2 = {.х с R о 
l а, = !..'*;oJ- в8rбопlшое ;щеfiпоо

ПОДРСТРаНСТВО, СqПеРlДЦееСЯ В (/ tp,4,L).
Персечеlпе (р,9) -утла с воопдЙатпlпп пqддросlраЕства-

лл в ,?Оназцвается jго граяш. IФддая грвь (с TotцocтbD до
первryшер9l8ш коопддват) явпяется (р| 9') -утлш ъ Р", цр[чеш

р'>р, ,'</ . [lл(Фец, paBIepBocTbD (р,9) -Jrгла Еазцвается
разrrервость просtтаЕства L (р,?rz) пJп, т!о то ,о слiое, роз-
шервость С {p,q, D"r* топоlоттлческою rпогообIвзйя с цЕеш.
Тшом обрз Ы,' d/}п С rр, ?, п-) = z-р.

2.2. Пqдшогообразпя с Jrглап.
ОIIРЦЦЕlПГИЕ. Пусть .Z € А . Бутоl Iювотпть, что TotIEa .r tв-

лJIется ( р,q)-углап шrохества z'| в Х , ес.ш ваfiдется такая
кауrау,/1{У шоrэобрзпя Х , задаяЕая в векоsороfi оцрссяо-
стч U ToEq .1. , yor-!= О l ?са пl)=VпСср,9,zу Полtъ
мш n?(a)=dlhz l(р,2,п)=п-Р-? i чпсло аrr(z) Ъе зашспт
от вЕбора ючrч r (шrе rпr пlцtоli z (а) sreстоп.f (а) ). Вс-
лх кацдая точI{iа .z€ А явпяотся ( р,9) -утлош лй вевоторв

Рп?, тоА назовеш пqDшогообразпбrr с уfлаrш B,.Y. ДэОое

подлlогообIвзпо в Х яшяется подаtоюобрзЕеD, с углал. 0браз
полlшогообразпя с }rгламп пIп дФфоюФзше есть сЕова пqDЕо-
гообразпе с углаtп. Наконец, поддшогообрзпя с углап явrulDтqя
rfiогообразIяп с углап в сuцсJIе Шезер [rr7.

2.3. Стратпфшсашя под.rоIюобраэхя с Jrглаш. 3шпryтOо
пqппоюобразпе с }тлаrш шопо сваýплть стацдарmой стрsттФ-
паrЕеfi . Пувъ Д 1 = {а е Д l п С.zl, о' J, i : Q..., п-, 5а - ваоор
свкlцц коtдоЕеЕт lпoaecтBa Дr,J= Л5, . Разбrешэ 3 *
ляется сlраlп(Fпашеfi шопества / .'fс;rбвпе Уптш ( Ь ) вrпоп-
Еошо очеплЕш. образоr; акспоЕ tDащ вlпекаот пl Ерq!L[о[6Епя
В.z роотн fТО].

2.4. IРЦЛj[СШЕНПВ. Пуст ь U
нуля эРП, s/:Ц*R*

I2,

овростцсс.ть
гладЕое о!о-



брапенпе,/(D-Q ПрелЕолоttм, что
отобраtевlе / в точке 0 тр"ашс-
во рса л ьн о Еодпро ст равс тв у [(р,/.,rТU.
Тогда паfiдется такая окрестЕость
н ул я Vc Ц, ч т о r!-'{Сср,9,/7ъ)) п V _- п о д -
шногообра8Iо с угJIашI " 

RП
. доIцзАТвlIюlш. l,loпro сптать, что /i/ro.o,-)" t t

rl l rp,9,rz) ааЦ . Тоrла /-?/l_,-_iолrоiЙбр"sпв's Ц ,
r Еаl достатоtпо устав.овIть, tlтo /''r С rp,|rtTz)) - пqдiвою-
обрзпе с утлаrG в /-|(L). Ипшш cJIoBalп, Е ходе доl€затель
ства uФо грдпопФатъ, твo р=О . Ес.ш /to,Q/lz) = tOJ ,

что
0l = l7L , to услопя IравсвOраJIьвос!п оапачаr}т trросто,

- субшервя, Е !вшlяенtrе Teollerлr пешqдJIепЕо вЕтекает
х9 пзввсlпого ловаJlьвоIэ оlцсапrя субшерспfi.

Пустъ ?/ * . Рассшотщl канопlчосIýtт прбкщlD

о: р^* R-/_ = R^-9l ' //rq9",,z2 o 
,

Рлл / о/ /rq,?,-l, то коlЕозллiя р"/ яв'Iяотся субшерпеfi
в тове 0, l'

/''{Ссо,9, пz)) = cp,/l-|1Pial.
}tз атою црqлпоtrOпt s I оппсацпя стщлартчоt страттЩдшlt

шlтепает
ФlЦДСТЕ{Е. Пусть r! - гладкое ото6-

раt€ЕIе шЕогообразf,я Х в шпого-
образrе У , В -заrrкнIrтое подllно -
гообра9Iе с углашЕ bY ,5, - его
стапдартнsя стратпфхвацпъ. Пред-
полоItш, что/оlЕ; для лпdот^оВrе.5о. Тогд а /,''iбl : полшногообразпе
с углашI в Л п .стапдартпая cTpq-
тlфr,па,цIя ва/-'(6) совп"д". т c/iQl,
tл,вr{(аs) - ваOор св.lз_нцJ Бошпо-
Е оп т IE о го о d ра эr f, /''{Brlr1r. 5в.

2.5. особце юtш прооrпЕц поrо!. В связr с Dассmтхt-
. ва€rой эqдачоl Сшfiла улоdво_рвэстr ФqдIшlео весцЕ сцещ]аJtь
Еоа оIIIЕдвлепв особоl то#'.

Несшешо, в поЕЕtо особоl !о!ш поrя IoEo вйlqдrrЕаtь
Е эаIспIоотr оа rвлашd sqдаЕ п пd оцqr (cr. ý4).
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ОПРЦllЕJ[ЕlИЕ. Пусtь У - проевтгшое ЕоJIе tлоюцаЕп!коЕ
вад }аrогообраэпеш Х . llазовш а еХ особоf, точкоfi пош V ,

:fl#: Vъiff".*ство всех особц точек поJLI V оdозвачаот-

2.6.ЛDlilД. Пусть У - ЕовsчЕошервое
в ек т орЕ ое п рос ! раЕ ст эо,Д еНоmrV.R^l
tri- ортогоЕальвая проеЕцlя R^ а;"
i-п коордЕватЕуD ось. С ваtдцш
оператор оч 4 сЕяа еч rтzФуЕкцпопа-
лоьАrr...rА^'V*. По опр"д"ле вlп, Дi:
='q"А. НакоЕёц l чврез t) обозвачЕч
ортогопальЕуD проеЕцпD IlpoclpaB-
ства R^ паJrпА,Т''l- стаЕдартвЕf,
сl1.1 плекс э Р'. СдвдуDцlе утверlдо-
нпя равносlльвц:

(I) 
'€ 

со ( А|,..., Ал ),
(DtJ,п A)"rl R: #{oJ,
(з) О€ Т, {Т--/2,
Ql Jпz А пJпl R?-/-
ЛОМЗДlЕ,lШСТЮ. Пусть Д': R^* И'- соппввшця к / опе-

ратор. Учовrе (I) озrrачает, тго lr A'rtR? # /oJ , ао ltгП*=

=(J^Д): Ты с8шш, эЕlшвадеЕtъость (I) **(2) доЕазаЕа.
Эltrцвалецтвость (2)*(3) очояотlв8l tcaв l ЕшDпващя

(I) * (а).
(4) *(2). Воспоlь8овашсь теорэlюfi оцо.,mrосIl, Еойа.

такой нецулевой СуЕtlцоЕчr)€ ( R!l*, goJ^ 74 с- &г )
(ПППМ СЛОваt.u, Л е Р2rП ). СуцествоЕше тавою {уЕgЕоЕа_
ла означает, tmо

ЬrА'п (RТ)'#{0J,
Это услоше переходт в (2) прп ЕавФпческfl п9ФорФзпrе
t R'?'--- Р^ . Дж доказ8а.

2.?. 0собВе тоqЕ вавошчепFпlr поlеfi.
jlпr.tl. .,BolecTBo особцх точоп Еа-

н он Ече сп ого поля |Рпrrп-/) аа грас с-
!;: ан о Bo!i мпо гообра з;l Gc^,/72-|) яв_
ляется Еодш8огообразIоI с угда-
ш;l .
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ДОМЗДlЕ'IЮТЮ. Гяцошч€сltдй дпфеФорФ аа ф : G cn, rП-f)+

* G(rп,D= р р--| перевоItrт мнопество ýlТ7rп,rzz,ц)в под-
rвoaecтBo щ)остравства RР--/ , оdразовашrое пIпltцмп, пер€-
секахщпrп Pi во.lгучу (леrо,rа 2,6). Пустъ Ц; - }.,lнo[ecтBo то-
чGк RР'-' с ноцrлевоf, i-t одЕорqцшоfi коорIшватой, g |/i:
Ц- R-'' - стапддргная tсаpтa. Ясно, что {, , ф, Поr, ,n , t-))) =
; Р:'', п тем саrrцм лешrа докаэава.

Э,itlВlДtШ,tВ. }lцоrвство О (T(4,2l) 6д,мв, точек K€lHoEпtIecKo-
го попя Т ( 4 D у8е Ее явJIяется подтtпогообразЕем с углаrш в
G r4,2 ,) . В этом lroшo убешться, рассlлотрев оц)естпость
ryлевой иаттп,щ в карте, оtrределяешой кооадщатамп гlлоlссерах).

Фtедlтщgе рассутцоЕIе устанацхвает связь мецду I€поIп-
чосвпмп lюляriЕ ве Ipacct aвoBol rшоюобразпх п на rшотюоdразrш
Horrz <пtп),

. ГVсrъ Пrm - ватп)алъвgе чпслЕl, tL )-,tTL. Oбознаtmл через

l о 
= /' ( n, ,n ) подlво'iоство s Ho.n ( nl пI состолдее пз опера-

торв корпга i . Как lзвоство (см., .напршер, r9l) , l" - под-
lвогообразпе э Но- (а,/?2). Пусть Рz=.Р"(п,пL) - суIеше по-
* Рrаrz) (см. цrвrrqр п.I.I2) на L'. Расслюцшл по,Iе lпo-
гоц)шrвпков lJ*9i,Р') 

"ад 
/' (здесь 9! =.?'lt i ). фе-

вцЕо, тrЕо 9i' -"ашшорбпзli поля ( FЗ T-'n )- наlr/rп.g; , рr.).
СоmвотствуЙщее ЕлассIi!trшIrушlео отобраrевп а ft , l' --+-ý 1rп, tп - t) .

(сш. прелJlоrеше п.I.I4) стаЕqт в сосгветстЕпе опоратоууА€l,'
Totfiy lрассriаяова"lяогообразпя G (m, п -f ) | соаЕgетсТl]уШUТ
поIFрстравсtту<Ьr4^+sJ=( ЬгД')! =./rп А . Нецlуппо цроЕ-
рЕтD, tпо дlя лбоrff !=?r:.r- отобрлеяпе /; вляется су6-
шpclefi. Поскапrшry Р'=!рr1 Тlrп,tп-ц , ltloeт мsсто равепство

Ос Д l = Fi/( О {Tr rTz - i ))).
В частвостп, сtrравqд.,пво.

GilцДсlЕtЕ. [|в о r е с т в о 6't P'l я вл я е т с я
подIпогообразЕеl, с угламп в

L'( п, о, ).

*) К"са"оооfr коrус к OtTC4,2)) , tах поDпогообразш в
0t4,2l, но является вщrкдDr.
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ý3. Теорша о сryске стр9тпфшващ ,з
расqIоеЕIя в базу

3.0. Qцесь шr докаlФ, осЕощт техЕпllесlот теорфцr, Еоао-
рая поавошт в дашвоfuеrr по.ryчатъ l)а&rlltццe утвер4lеtrrя гло-
балъвоID характера ва (ювовашп.lзучеЕпя своfiств Еекогорцх
стаядаргнц объектов - шодеrlеИЁ)

3.I. 0грелелевпе. I|устъ Z - страттtфrщФовашое (в сшrqпе
Уптвп) пqд!воsество шlогообразпя Y, /. C-cX,Y). фдеr,r го-
воЕпть, тлo ./ 1рансверсшыrо сrратпфшrрвоттяоrФ шопестry Z
r! lZ,l , Ьс.ш / травсверса,БЕо Есем его cтpaтarr.
'ЛаДiА. ПуЬт; Z - эаtrкпутое стра-

тlфпцЕрованЕое подмноrество в
lrвогообразЕЕ струПr*сХ,Y) r тог-
l,a.t7cC-lx,Dl/-/пlZJ открнто э С* -
топологпп Уптнl.

ДОI(AЗДItsIIСТВО. Поскошсrу отобралеше /^,С- (X,Y) -->
* С-( XrJ*( Х, Y ) ) ЕепрерЕвво, достатоФо уст8вощгъ, что
для .побшс С-qшогообразпй Х, Y п д.llя JшбоIю заlдсцrтого стра-
тпФщроваЕого поJDrЕоtестп Z в У сеlrеf,стю tr!c[-(X,Yll
/rtZ Jотщ)цто (в С'-топо,оrш). Пусть 1 l,F'- црек-

чiп шбrооОразпя {-струfi r'(X,Y)"a Х п Y сЙветствешо.
Мя yeZ череэ PZ обозпашl l€сатапъвое простравсlво
к стFry, цросqдщеfo через тоtдсу / . В прставстэе J'(X.Y)
paccrroтpxм подЕоtrестЕо М , состdщее пз всqх тавпк сцуt d,
!по

$\ /6)€ Z ,
Q) dосLrо, Х )* Ъа.,Z # f,rаrY.

Для доI€затеJIютва леmfi'iЬтатойб уставоЕть, gо М эаrо(-
нуто. PBccrroщпti поGrIедоватшБЕость точок Q r. -. Я"-rл,оlбст-
Еа М , сходщrnся к векотоIюfi 1t<цryе бе J'(XrY), п Еро-
пclnrrr qто ,f Млацает своfiствам (I) п (2). ftс,lшепе (I)
r) }"о, парrрф отшосЕтся к общеfi теорtrп сц)аlп(Fатпп Е мо-
ает поIйзатъся спещаllrсry Ео теорш особеmоствfi веry:пш,
qддако, во-первю(, теорешц, па которю( чц осЕоЕ[rваечся в ý4,
в GJЩеСТвOНВIЕ ШOllЕВТж ОГЛtrЧаЕГСя ОТ, ШФЩrСЯ В ПTelвlype,
Е, во-вгорш(, lл{ хOтепп qцелать IалоЕЕЕе по возшоЕосm
замсsупо,l в себе.
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сцравед,Jшво в зашкryтост\ Z . Поско.llыry стратпфlЕ(аIшя на Z
локалъпо-коне.ша (это уG,Iовпе вхqДЕт в огрqдеJIенпе стратдФ-
кшцл) лроверIGа Ееравевства (2) сводится к доказатаrIьству спе-

дrщего утверцденЕя.
УТВЕРЦJIЕНИЕ. Пу сt ъ Ц,|/ - п одмн о r,ооб -

разЕя BPn, удовлетворяющпе ус-
ловЕп ( а) Уптнп (см.ДоJ),Q,...,4,... -
последователъность точек прост-
равстъа JП(Р-,R^), сходящаяся к б,
Р(q)€аrF(6)€V .Пред полоtц lr, ч то для
hпбог-оа'

dqсРЭ+Траz#R".
Тогда

@ da( Р^) + Т7о V* ,е".

Действдте.пыlо, каноЕпческое отоlцестшенпе J'r Pi R") g
= R'rРОrно- (pЗ R 2,) позволяет *ач}fi стIуе 6;.6 постацть
в соответствпе оператор Дr,Д-НоrпrРТ Р1 , прпчеш посJIе-
доватепьностьJА; J схоц"igg к /4 . Будем сtцтать, чо под-
пространства Б, й с_ходятся к некоторо}Ф, элешонту Г грсс-
манова rпоrюйфзпя е (п,d;rrz 21$ пропвцом слJпIае MorпIo

взять сходщmся пqдпоqrlqдоватепыIость). В сп;rу условпя (а)
Уппlш, Т)а. | _. JLrIя докqзатепютва (3) остается проверЕть пе-
p".""TýJ Дt R^l+T*Rn, котоIюе встекает lз того aьакта,
tпo в простраястве НоrrrСР| R"lx 61п,/z}тzЦ) lцoпecTgo всех
пар (Д,Т1, дш когорц, J^ А + Т# РЬ, з€lмIGrJrго.

ЗАlЛЕЧАНИЕ. В доказатепьство лешмц то обстоятшъство, что Z
обЙдает стратr(Рш,яцпей Уптш, полвостьD ве ЕсЕо.rтьзоваJIось:

достаточно вцполцеЕlя усJIошя (а) Уптнr ( а не боле€ сшыlого
усllовпя (6) ).

3.2. ЛDrlД.лЦу. т ь U,V - п одliiно гооб -
разпя ъК , удовлотворяDцЕе ус-
ловIп tЪ) УптнвiрсV пV=Гl-Zl в не-
котороfi окрествостl точкп рПредполо8пlil, что|il - Еодмнti,гооб
ра9lе B,Qo, транстверсальнё' пере-
секапцеё__И в точкеР (т.е.РеWПV
п|V+ТrW=RО ), т9.гда росток в точ-
*" р мвоIестъеl/rlU не пуст.
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дOI(AзАТВIюТВ0. Teopola I рабопr [IzJ позволяет cвoctп
докаэательство рассмат!пваешой леrшц к проворЕе сJIбдrrщего
утверцдеЕяя.

лLУТВПРfiДЕlИЕ.Пусть V - плоскость в
К, З8да нная УравЕ евх яUi ск+|=ftк.е-..
...а{,п=о,о<к<2, Ц - п од laEo го о б ра з п евР"': iараU,V удовлетворяет усло-впю Уштвп (6) пV=Z-Ц, тогда рос-ток в точке 0 швоrестваVlпZ ве
пуст.

Лустъ ?Z - ортогопЕlльпая rФоешц" R""" И . Проверlш,
что сущестsует такая оIФестностъ нуля N в Ро , qo v| ,пч
субмерсдя. Предпопоm,а, что это не так, тогда ваrtцется такая
последователъвость /аrrlточек ш{огообразп я И , чло Zi + О

" 
dr,Еlч=Тlт.,ч , Г.,Z*V u у:1ся эш,оg[Езмо,t. liошtо

cttlтaтb, что псiследой*оо"r" ь. а схоIцтся ъ Grп,dr>rU;
к некотороfi _Iшоскости / . Тогда OlT не яв,иется аIЕlrоIЦшзмом,
т.е. dЙ t Trl V 5 > dizп Г-/rz V. Holb сп.lгу услоЕшя (а) уптlп,
Vc Т . Фтспда dtrп Г> d_izТп V +dt;rz ГrlVJ =drzTz V +

+,у,ъ тп V/ >d/rп/. Пшгучешое trромвореlпе показввает, тго
tri; 

" 
;: суdЙерсля. 0тобралеше tl 

н n а' У п_Ц -- Nо|/удоь
летворяет всем условпям теоремн 8.I работu|I0/(обобщенная
первая лешла Тома о0 дзотошIЕ), за псltlшчеЕпеш олпого: это
отобрлеше моtет не бцть собствеЕнчм. Это Ерпводт к то!ry,
что постреннне в доказательстве теоремц воктоIяше п(мя riolyт
не бнть глобшъно Ентегрцруещ. Тем ве менее локлIшlая пЕтег_
рпруемость сохIЕняется. Поэтоrу Mqflro утвещдать, tпо дJIя Ее-
которой_окрестностп Ц "у* 

в Р^ отобраrегпе T|uno :

N, п il * у, 71 [,/ задает локаJ[дrо-ц)пвпаIьное цlсс;lоеfriс. Слой
этого расслоенЕя над тотсоfi ноль равен N, п Й rl |tl . Ес.ш
росток мЕопества !lпV' в ноJIе совпадает с pocтBoi{ пустого
мноf,gства, то ввццу локалъвой цшвпалыIостп росс[о€tпя су-
щестЕует окрестпость вопя, не пересекащаяся с ?l. Пощвеlrпое
пIютIвореtпе з8веIшв ет доказатоJIютво леrоrц.

3.3. Пусть f - векторвое расслоенtrе с.6азоfi Х . Прос1-
р9нство Г-(Х,f ) его глобалъвю( сечеЕIfi, свабпоrпое 

- 
С--

тополошеil Уптш (плдппровшдrой ,э с* ( х, Е ) ), является
цросrранс*юм Ьра. Напоlпхlr, tITo EpocтpaвcтBol, Бэр вазш_
вается такое топоrIогEtIеское просц)ацство, в Koтolxllt пересе-
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чеЕпе счетпою ссшеtства опц)цтцх всцшr шоЕц r(Eo8ecTB (т.е.
uEtcclвBoo подrЕоцеегво) всццу Iцоtпо.

JIDП|А (шqдд@шця тоорошц rрgясверсаJlБвосtв Тоша).
Пустьрэ[+У - векторноо расслое-
Еtrе, JГtEl - расслоевЕо r-струt
его сечеЕпfi, Z - подшЕогообразЕе
s J'cEl . li н о f в с т в о fs еГ-d,Е)ls,lZJ u а с -
схвно э|--1Х,Е).

Домзатшьство aTof, леимц аrлIоппно докааатшютву тео-
ремн тIхlЕсDараJIцlосll Tora (см., вацрпrор,[9J, гпа"а 2, тео-
рша 4.9) Е поато(у но пЕЕводLся.

3.4.ТЕОРПiА.Пусть L - вевторное
расслоsвtrе с баэой.Х ,Z -зашкну-
тое подllво8ество sJ't[), сЕабrен-
ноо стратIфхкацl eйr{={z'J.n, ( N
ватуральвое чlсло плп. Д' )..Для
s€Г-(ХrЕ) червэ Zs обо значЕм ра збд е-
ЕЕе мвоаеств а-у'sГ'tZlс Х, о'бразо-
ВаНЦОе jГS -проо"бравашl стратовпзЯ tогда:

I) t|л н о п ес т в о Z/={sеГ-lХ,f)lsАZJgт к р ц -
то п всDду плотно вГ-(Х,f).

2)Для любого s€Z/ разбlевlе /,
является
HHolecTBa

3)Имеет неравенство

стратIфlкацlеfi Угтвп
/

Гsi'( Z )
иесто

ф&2?z(/"sГ'сZl>ай,,z/. (*)

Еслп Z содерIЕт всDду плотЕнfi
стра т l t7Гil-'rZ)=/!, то (r) провраща ет-
ся в paBeHcTBot).

4)Устоfiчхвость. Есдr шЕогоо6-
разпе Х вошпвЕтЕо, то лпбое се-
чоЕЕеSеЦ обладает TaKofi oKpecTJ
вост ъо а' ь а , ч?о ЕаЕово бц Еl
r) lrц с.птасll, tlro м" Y С Х BspaBgEcTBo cdilrz Y> dlDn Х

оаЕачаот, qто Y= ё
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очао l е U' суtосrЕJrс, сохравяпцrl
t в а цl D г oI € о шо рбr з х /'rГ'(Zl)

cTparI
-l( ф

Z
I) Irhолостю Z в сiry леш 3.r,

Kpore тою, Z -- {s е Г-{Х,Е)|rs
оlltрIrо

rrZdJ }то обсюmедь
стю l tш lз .3 позво[ш|! Jr"воIлпатъ, tTBo U момо 

"г-( Х, Е ).
2) Вюрос rtвотqдоЕо !оФOшl вOtlqокаel rэ слqдстшя 8.8

статш [IoJ.
3) Норввсвстю (г) - 1шЕпа[l8оо слqдсrЕе стацдар!вц

фrтов lOoTtI rрsсврса.trtвц оtобршешt. УтвоFдошо о ра-
ЕаЕсtво в (r) пцrтоваеt lз леш п.3.2: всл jrs CXJ задевает
шопос?во Z , то Фо sадоваот l ою Bcnry Йпоrвt ctpaT.

а} / -сrрflhm BaplaBT посJtqдЕепо утвоIцдопя пrорФлr яв_
лябтGя ц)остЕI G[qдсtвпоI 0+тру!hого I !ою фавга, чго ото6-
рrапа

ir : г -1х,Е ) + Г-( Х,Jrt Е l)
d

Еоц)оIнвво.
В сво очорсль, О+rтуrцнП ваFавт четворlогФ }тЕщд€пя

,сор€шl доЕаэшваеtс,я поtпI дOсf,оЕшr цовilлOроЕlil раGсплоЕlя
Вапа (cr.E3J, дшазатеJtlство прqдлопвшя 2, с.260).

3.5. 0пшеr вевото1nd спеща,пъвrй rласс сIрпС]цроваIпц
подGоIоств э j'(E) , которй будст пrтать _осЕощ7D ItoJlb в
далlвоfuош. .Щля пршзвоrъвого tGопообразш Y чврз J"(п, Y)
обоgвsчаеrся слоi над ryлош кавоlпчесвоf, ЕDоепIЕl 4. :JIP:YY
* РО. Поскоrъку-с - субшрспя, J"(п, И/ - глашоо шrоюо6-
рацо, ою Totпq - Г_струlt в воJIо ростпоЕ глащЕ mобраrешfi
<Pi о)+ У . Шrогоо6lвзпе Y стацдарrпrч оdразоr всцадцЕотся
s J"(п, У,2 : Мрзоr lotпc у € Y cJryrпT /4tтуя Еоск)Е-
поm отобраrеrпя со звачепrе1 У . !м lцlшзвоltшоf, ттушl Лr

G шогообразле j'(a, Gl fuo €с?естваЕцш образоr снаОд!тъ
clpyкIypof, гпrшr Д; есш цпrша 4 двf,стЕуот па rшогообрsrп
Y , то это деtстше кавGпIесЕ продщЕается до доf,ствпя

J"( о, G ) яа J"ro,Y) .- 'РаЬсrотргоl гtод П -iiерЕщl rвогоофаэпеш { расслоопе f
(ве оdяэатвлъпо вевгорЕоо) с твшmш слоо, Д, п сrlцвтурпоfi
цlушоfi 4 . Черэ JГ(Е) обошrашr rвоюоdlЕilе Г-стIгЁ
сочеrпf, Iвссло€пlя Д (сr., ЕацIлшер, [ТЦJi LГtп.l - ITyшa
jh / +tTy! росlв,ов лt{фошорФзпов ( Piol * 1R\оЛ.
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Сцукгура Fсслошя ва f провращG, J" t I l Е tвсспооЕпб

" 
*й; -on J'(n,1l , 

"rту*rтр"оП 
rрушоlt Glп,,Ц

-J1o,Gl х/,'(п).- 
3.6. Пусtъ Zo - Еокоlорое пqDцоIвс"к) ь Ео . Будеш rю-

воIдть, чtо Zcf -локальЕо4pЕпаtrЕвоо пqцIвсс!о€Еlо со
anoeг Zo , осл! ддя,шбой мутч |l; :ffu.*Z;xE pacqlroe-

шя Е uilвет хесто равевство и(Zlor)"= Z/! *Z.:Ч Z,

лоI€JIьшо-тFшшъЕоо пqдрсqrlооЕпо в д со ФIо€ш zo , то Zo
шнвархацпlо отЕосптельво G :Обрtво, Ео JDбоry d -rвваршrт-
Holry подlrЕоIестsу Z. слоя r_ riошо посц)(лть лопаJtlсо-трl-
вЕапшIое пqдFассдощпе " Е Ь uюы Zo .

Предпопgrшrr, чт9.}оrо8естъо Zo защrtо п сваdrево сцвтп-
Фмщей {,={Z:J;, ( N- ватурапъвое tпcrlo yдпд *а ). Вс-
лп стратпфш(аця G -пнвараЕтна (т.е. кацдfr oTIlaT поIвходт
в себя гш rтреобрзованпюс пз G ), то ова оцр€деляет сlратп-
бшitашп 3 соввслryщего Zo лоIoашнфрпвпшьвого пqш)ас-
GIIоенпя Zc f . Деfiстяцптельво, G .амry2"ЧТ9", {n oo"-
воляет корректЕо опредашть страrтфкащD *z.- 1z- Jj..t
калдого ul9я.Zrсzе Х). Потолдr Z'=J/.Z.' . Очевцдво,

no ý={Z'Jr!, - раэбпевпе цпr*""r* Z , удоэlrcтворяDщею
устошю ( 6 ) Уптш; локлIыtо / пзоюрцн о 1Х Z( Zl отl<рwто ъ
Х ). спрвед,Iшвость aкcпoliн грапЕt дJтеЕаот rз прqдJIоЕвЕlя
8.z раоотн [I0/.

3.?. Возвlвщаясь к TQopeMe п.3.4 ( [ - п. -ilерное векторЕое
расслоенхе, GСGL _(to, R) ), 8ашетшl, что .шбое за!GЕJm_ое под_
мвоfество Zo ъ J'1 п,Р')=J|о,-)х Р^, сваdrешое G'-(o)-
пЕвsIпантвоfi сlтатФшшщеfi , ощвделяет сlратп(Щтцlюващое
лок€lлшlо--трхшаrllfiое подрасq'lоеше Z в J"(fl, цIпчеш
drъ Z = dl:rz Zo , п есм Zo содерIПт вспry плотшлfi oTIET,
то п Z сqдершт вспшr плоЕЕrfi страт. Такш образош, в фрry-
лршtе теоцод 13 Z мопlо зашенхть sл 1

Всвое U ( lL) {нварЕаЕтЕоо поrýrаппвбрапческое ЕqцltЕоrаст-
ю Zo ъ Jг1.,z,rr.2х Р-офlqдает lЕваIЕавтпоf, страtтфвщеfi
(сш. [l3J, цредлшенхе 3), позволщеf, Евос!п страпфпкаIgD Еа
соответствутщеш подрасслоеш Z .
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ý4. Пршененпя. Структур Парето-крптшческого
MEolocTBa. ПарашеrрвчесIое задаlп .,Еяеfiяого

црграrд@рованхя

4.0. В этоli шрацраФе мц цродеlrоЕсц)llrJrем, клt доказацЕше
раЕее пeopвra* раdотаm цF ропеЕпп рf,а коЕкретвш< эадач. 0с-
нощоf, ца,IъD tцралрвФ JIвIяется yтotцeнxo форryJпрш(I п доI€-
затеJIьство mпотезц Фlеfiла о clpyltType мпоrества крпlцческЕх
по Парето точек (сш.fi/, п.5).

4.1. аЦРЦП,IДIFЦВ. IlycTb Х - г.,rадсое ll -riедвое rшоюобра-
зrrе| F : Х*Р2 гладпое отобр:rепе, п ЕR . Тоrв" а е-Х
назцваотся крrтпчсскоt по Парето для отобраrешя р , есм

rd.с7lсЪХsпJ.tR:-ё.
Совоryпrостъ всех ц)птrlrеФФ( точеЕ д,lя огобраrвыя F обоsЕа-
чu черв 0ц, .

Статъя Смеfi.па [r J послуlвпа псточЕmош цеJtого рдда ,работ,
посвщ€ЕЕа хэучgвп] Парето-прrтrчвсЕоFо MHolocTBa (сш. обзор
лхтерацгрц в fТЗJ). Ilапбодое поппцо результатЕ в этоli паправ-
леЕII поrцrчевц lr{е.по п Вапош. В статье Мшо [6 ] лоtазаяо ва.lп-
Еrо страпфЕ€IЕr (в сшrсле Тош) яа lлofBcTB 0r м оюфа-
rешfi обцеrю ЕоJtоIвЕЕя, 9адаЕЕц на rпогообрзпп без края. Вав
в ГrзJдопазлl тоореw о стратпфЕtцIrуешостх п устоtпвосп
шEoIocTBa 9, в спвша.llьвой сf,:fуяttrr, возltпащрf, щ)п пзJвовlI
эковопк tпстою оФlева. }lu по поlгдопч ашаrIогЕrIЕцо рбзультапr
о с{Еtrкlуро шоIества лоIсаJIъцЕх оппtryIов IIарото ltлс в оdц9rr

сJryчае IS,ISJ , так Е для спеtцадьвою Фзового цросlравства
акоЕошш tцстого обшеша tI3J. Iъпотеза Сrrеfiла о наJIr'Ill
сrруltтл)ц шогоо6lвзпя с углашl gа мпоrество 0r ry уGповпl,
tпо z достатоtво ввлпо по сlвыr€пш с П , по-m.цпrОriv, ТаК
п во бцла доЕа9ава до tистощоf, работч.

Парто+српrччвФtпо точкп отобраrешя { laoвo рассЕ{рЕвать
кав особцо тотс (в сrлсло ý2) пекоторого спаlЕшыIою гIюек-
тЕшого поля rЕоItоц)авшкоs s Т'Х - ц)qдпевтЕоI!О ПОШ 7ts
отобрrвrшя ? . По определешD,

v9 -Фr.r (dп,...r/p^).
ПРЦЩOШШИВ. Т о чк а .t я вля е тс я крп Tl -

ческоf, по Парето в Tori п только
Iза
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в тош сдучае,
обо9вач€ЕпдI

€сдпOе(vуоlо,т.е.
ý2

в

a

0( v?) = ОF.

ДOКДЗДlВДЮТК). Прqдловэппе яшfiе!ся очOщш следствпвri

леlпЕ Е.2.3.
4.2. JIЕllД. П у с т ъ Z(a,nz)= РlРlп,пz,r2 - ш Е о -

t€ство особчх точов ваЕоЕпчесЕо-
го п одя Р{пrrо2 " 

rл, Но^ (пlп). Тогд а
I) Z(nr-) - алЕцгтое поlryалгебралчвсвоо IDдrцоtество в

Ноrz rп,, ra 21

2) ею кавоЕхчесвая сlтвтп{шаIЕя (or. ДТТJ, с.gg) сqдер
ш? всцщr плоmrй gгрвт коразхорпос!Е a-tz+/ , явп.щf,ся
оsЕрцтш{qDвоIествош в f.'ra, 'n) ;-' ЪЪ;;*-27iir*2rо,-п/'7,i,-l= ос Р?п, пl)
есть цqDiног,ообрзпе с Jrглаш э t'(п,п) i его стацдаравая
сrрвrшЩfftrя (в опrше ý2) шсевае!ся вацоЕпrcсвоf, стFlпФ-
каrцеfi шоrос?ва Z {п, tn l

ДОКДЗДТВl[ЮlВ. Поцуа,llrэбраптtостъ lololecтEa Z с П, /п) сrrc-
.ryет Е9 теоtЕtц 3а!девберга - Тарвою [ТВ], а ево заЕJrгость
оqовцдЕа.

ПЙвещl, qо Z'(or-r IцoIBo в, Z tпrп) r гtустъ Д е
€ Zrz,пz1 g /=Jrп Д . Всцш дешц_ц.2.5, I' п Ri #{0J.
Рrдr/€ l'п Р?, /#о , , ю'f,={.rсР'l..gr/r=оJ - ппер
Iцосв(ють, сqцерпащая l . Посво4;ьху!€t''аR !#О , trФl€l
п.2.5 цозволяет утвеrдать, ч!о L П"Jdl?l/ .Плtсх;посъ L
Еатщrта ва стоп@ arr..., а4 штрщ z4 . Вшбереш а по-
епqдоватешвосмg, la'i'J, .,,1. , {а!| J тап, чtобш пF вацош
(пвсЕроваlпош z вовторв a'ii ...;.о'У Ъорццалп tтпоIЕлосЕость
t , !, Kpollo тово, лля tбо_ю j=lr...la шееа leclo сцqщ-

rroctb 4 'j'* а, . Щусть А"_!,-- о xlz ф7дща со сmлбцяш
a':l . .1 , а'}". flсаоrво А"'* А ,ь Ноо. (п,п)g Jo1 Д('):
=!' пм эсех i , слqдоваtелыо, A"'e2'foro.2.

УтвеIцпошо 3) о тш, qco Z'(п,-)асаъ-ЕогообразЕе с ylt-
лаlп, штtltает пэ сltqдсtшя п.2.7.

Тот (!апг, tпo ЕапоЕrtlосвая сlршlFrащя lвolocrEa Z?o,-2
цдrщроваlа пs Z(п,,r7z) , вflqдлоЕо qtrqлует lз оцсапIJl
шапошчосво! сцЕtФащ.

здtlпдIшЕ. Ila шсесtве Z7пrrтz2IIее?ся с!qдп!lая сцЕ!Е-
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Фмщя геоБiецЕчесЕого щюпс8оцдеЕхя. Пусть /. { t, Zr...,- },
.Г#/, .zeHorrz(п,rTz). Обознаtшд черз a(r) rilатщr
состамев}rут пз строк Z , с ЕошерашЕ, ;;"*, , Г|Ji.'сJl-
вцryIцая oбo.llotвa строк llаlpд1lц a(r) ь R". пусть Д - на_
1ураIшое чпсJIо, k < lI|,. Обозшашl череэ Z1,1 совоЕуп-
Еость все|х матщ, C€t/ooz (лz,п), оФtqдащ еIешшmm
своfiства.ш:' _

i 0€ubcozcrl;
2l о ё Йп/ о- rп для .lпбого J э f ;
3) za-rza.z crl - к./
Ееттгцiо првsIIть, no Zr,r - подlаоIqообразпя в _

|lоrп (п,пъ) коразIеlвосtа (п -А)( /r/ - l) п 1взбпеяпе Z =

= t Zztl яшяется стра_tтФЕащеf, Уптш. По-впцшtlоry, эта сц)а-
тпiшйrtiя шЕоцества Z {о,zz.1ggвпадает с ЕапоЕЕqесЕоf,, r!пrудш-
рщеf, в леш.е ь4.2. Ее ваrпость оdусловлева задачеfi пзJвевIя
ЕоlбшатоFого тппа tGогоцвццrвов п ковiЩrурщf, щЕ пошощ
Te]Elцl Геf,ла ( [7J, 5.4 ).

4.3. Теперь в Еаgоство слодствпя теор€rrш п.3.4 rпr веtqд-
деЕво пощFц9ш усЕлеЕпе тоор€tlц llедо о clpyтlype tшolecтBa
Ьрю*рtтчесtш точеЕ.

тэорDiА (ltело - Йl. в п р о с т р а Е с т в е ClX,Ki,
п-d)zХ>,о. , Е8Йдется таЕое
о!врцlое всDду Елотвоg подшво-
IecT эо U, что ддя лD бого r - а
ё о во Еупв о с т ъOСУl Па р ет о-к рI тп ч ес -
Епх точsв оtобраr еапя f являе?ся
ваIЕпутЕI страrпфlцпровавввш в
схцсло Уптвl подшво'IocTBoI в Х
П р r а т о r, о с л l ОС F).# О, т о dl}zOc1ol-tzz-./
Пр9дполоtпш, что 

^ 
ЕоIпавrЕо,

тогда для дDбого отобраtевпя/<Z
ваlдется тавая его оврестЕость
Z/? rчто паЕово бч вtr бцлореZr.

cyf ест вуеt сохравяпццfi стра!!фI-
ЕацrD гоIооIорФlзI Oc(l ваО{|2)

ДОМЗАТВlIЮШ. Pacorctpl Ba,Y цЕшаrъвоо_.рsсс!9ffпo
Г1 рассловп,в J'(Fп) каяЬпчесш шilорФо J'( Х, R'^) :
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относЕтельно сФytglурш гIrуппц GL t п, Р' ,rооо фсGrIоенlя.
Это обстоятельство позвоlIяег построЕтъ ъ ri F^1 локаJIъЁо-
трпвчалт]вое подрасслоеппе. Z _ со слоем Zo (см. п.3.6). Поло-
мм Z={sе Р-|Х,F^llS Пl Z J . Остаеg:я lrршiенпть осповЕrуI)
теореW ш ле!O0r F'.4.2, .о"Й", ,q,lg Г-1)(,Ё*) а С-( Х, Rn),
а Осql - cot'?l-'c Zl .

4.4. TEOPaiA (rтпотеза о стрyl(туре шЕоrества Паретьlсрптш-
ческш точеп). П у с т ъ П >2rr.-4 . Т о г да в п р о-
страв ст в е С*(Х,Р) наfiд е тся тако е
ОТКРЦТОе tr ВСХ}ДУ ПЛОТНОе ПОД1,1ПО-
Iест во U, что для любого f€а О(./)-
замкпутое под}lЕогообразие _с уг_
лашп в Х ,. пdroOrpl:tTz-/, €с naOrpl*/.
ИнцмЕ словамп, в прострапстве на-
бороЕ фу,Екцпп полеэRостп тлппч_
ЕOе подмЕоfiество состоЕт из та-
кшх отобра8енпй, для которшх мно-
яество Парето-критtrческш точек
есть мЕогообралз_.пе с углашш.

ДOКАЗДIЕJIЮ{ВО. Пусть J" - подллопество cTffi коршга r
в J'rГ^l =J'r х) R^l (см., напрплер, IsJ). предполопеmе от-
НОСпТепшtо размервостп шrогообразия Х означает, что й,п Х <

< co/r?L j?. поэто,ту 
" 

оро".рЬ.r"е Г *( Х,Г^) суцествует
такое огцDштое Е всщдr Iцопtое подr,шоIестЕо а , чtо для .шбого
s€Ц scX) п,,U Sl = ё . По.поrшш ?./=Z r7Z/, в
ходе доказателф,iЪа теоремц п.4.3 rпд вцделх, lпo дш .шбого

se t/ е{() = ii'S)'' t Zl - заrшЕ}rтое стратш(FщрЕаll-
вое поддrоrество в х . Но д.пя юех s е U

''"-/ Z)= ci/sГ'(ZrlS') ,(/S) ( а ^]
Иэ лел,плr п.4.2 внтедает, что Z П J - подшогообразпе с,угла-
w вJ'(Г^),'"/'3 траЕсверсально всеш cTI,"Tal,, его каЕонпчес-
коfi страшФкшшх. 0стается пршrеЕlть следствше п.2.4.

ШlrЬТЦНИЕ. Утощевпе ФоIrryJшршп теор€riц п.4.4 состоптr;
сJIедrшlеш. Еслп д.llя ;шбою а € Х za,.Yrd.yl>пz,/a,i? а1 / ^ ,

ffi :trifr ft sffiF"fi "Зfi ? i t t ЬЁtrр#"'rrff ЧЁ*#-
*)
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то О(?) - подвоюобра9пе с углаш в Х . Прqдпоlопетше о

ршIге явrIяо!ся своf,ствш общепо поJtоIеЕя trF усJIошI, что
п >2^-4Gш. [TJ).

4.5: каЕ }tB вцдеJп вЕпв, в ?еоЕшl Счеf,ш особоf, тотtоil
rцюеЕтЕвво'nо поtrя lшоюц}аяв!коь Р естесIвеЕЕо сlптатъ тахцm

точсу .ze t l чгto 0€ Р- . Оцако ат0 лп[ь qдЕо Ез цепопо ря-
да полуалтеdIЕгIесЕц cBof,cTB lЕогоцЕЕЕхков, цродставпщ
пвтерес в связп с зqдачаш шатешаtшIесвоf, акопоlшпrлвеfuого
програlшров€lппя, тоорпI пrр. Теорвв п.4.4 по суцестЕrу Ев свя-
зава с вшборФi KoEKpoTBotto поryалгеdргческоrо сюfiства rвопо-
цраrlrща. Това Се Х Ео явпяется крпrпчесвоf, по Парето лля
i!дшrвп f ь ты Е топБко в тФ{ сtrучае, есJIп в простраястве
Г. Х авlпется тавоf, вектор ý , яо аф, (э) > О мя л-
бою i = y',...rrz(cu. оцрqдапеЕпе п.4.I)- С-тотсп з!€цЕя рsссlвт-
тшваейБп Сшеfi.попl экопоtiшческоfr шqдеlп это озяачаетr rtrfo в Е8-
грвлеlшп ý 61ц5в пропсход!тъ "шt!шптезшолъвце qде.шq". Ес-
теств€нЕое обобценде мqдаш Сrrеfiла, шlещее црозра!црjкоЕоlщ-
ческJrD пптерцретащD, сосгФ_т чв GJIещЕщем. ПустьrS е С-d, Р^).
фДеrr Сtпатать, ltrго точпа .Z е 

^ не яшяотся крпттческоf, дш
акоЕомЕqескоfi ддвашш, оцределяешоf, перо],fi ( ?, Р) , ecJц в
Т. Х gлцестryет TaKoil вектор9 , ,по qr.Ь (.z) >Pi (.z)2
j=y'r.,.rftt , т.е. в TotBe а спцостцrет ва'прбвлеЕпе,'в KoToц)ll

рост фуЕtщп по,IозЕосм , -го птрока боlше Рr.cgl . Черз
Oiq.pl обозвашr совопч,IIЕосtь всех кIп.IтчесRпх точек lцрц
с il"pl _2Otrреле.lшl пцдвIпввое поJIо'ЕоЕусоъ К <р) ч рас-

стоеЕIп lх, поп@Е, 
^з r)=|?/e K*-l< цР(z)>' >0J.

IIРцIIJIOшшиЕ. Следrше утввIццеЕхя раввоспJIъЕн:
I) з € Oc1o,pl;
2) (/gуr|сJпl R|+vcxD =Ф;
il (,/rz /,1ol' п К, cv ) l {OJ .

(}rо преш,пссшо явпяотся обобцеша лш ц.2.5 l довsзц-
вае!ся совероЕо авапог!]чво.) }lтап, в paccшt1шBaшof, 8qдаче
осоdoЁ слqryФ сtптать To9ry.z , пад BoTopofr проовt!Ецое попо
поЕрос?ваясв (Jпz ф)' шет воtрtпалЕаое перссч€вrо с
щý:впщ полоr поdооэ KcBl . (В пссrqцво! lrодеш Сшf,л
ато пос[qдпов попо rlшшальвdI InEo (Rr)х .)

Просцlаястюч чi1nlоtтов в оdобпепво1!. задаtD СчоЁла cлqryer
сtптать Еоа9сrво С-сХ,Р^2х g-lX' R')*р ( 

'р, 

F) l QEa6-
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_iф
feнHo€ (, +опоtоттеfi Упrш. ПoKalell, каа теорена п.3.4 шоrет
бцть пспоlьзовапа прI оппсаяш сlтукlурц lfiolecrвa 0 cy,Vl
дlя Grцпаев общею полш€пlя.

06озваш черз Zо.- }lнotocтBo всох таЕх аар (А,Ъ)е
еНо,z7а,rzъlхiП, n;"J;,| rlKcb #{oJ 1КсЫ='{а. R?l
<zrb > >oJ. Шв твореш 3аПдевберга - Тарвого ФIqдrет,

что Zo.- поlrуа.mебрапlцо, ето зsшGryтость очевцдпа. Сваd-
лдl lвoiecTвo Z_, капФЕtIоскоf, стратп(Щашеf, п посцюшr

"hkd;;:ij"iж#!,?f :уrF,ж"]г.,
пDостDапство. gгоmее спmва от звава врIDчеЕпя. - rпшtпd
Йоя рсоrоеа" J?Fr) r ГF ). Подгшlrеш Ц_э J?FflrJ?Ffl
пIЕ Еомоilш отобраrешя jdxi , T\e.E:F|a Ffl- Ff - тапом-
qеская Еро€кlпя; попшI Z -(а/,Z)-'( al. Как леrто вцдеть,

.* € о (F,FlФgi'ycrllf tа2е// +> с7 
]1l{zl,i'ptaDcZ,

::,; ::;Ы'##:S'г *, W, ; F r ЭЁжт*;:-
xf (ХrК ).) Теореша п.3.4, ЕtrоreЕрЕнац к страtтфшЕровая-

но[ry подFсслоепхD Z рсслоеrшя J' с Гf ,^ Г?l, показшвает,
qтq для отц)цтою всщr шIоЕвопо IHoIecTrв а поделtеft ( /lP)
совоIсутпостъ 0 rРf) оdпqдает страпФхаIЕеf, Уптtш п ycTof,-
чпва в сJцrчае коrбIавtЕого ,[ . ttап ш в пстqдFоf, задачо Сшеf,.па"

di"z !r9,р)=а-/, t.м cq,f le Z п Оср,/) // (шr сq-
таеш, tпо п>m ). Следrщее преддоlепrе яв[яв!ся }тверцдеmем
о шодеш, анаJlотЕtпцllt л9lше п.4.2.

JmЙ. Zo,-rl(/'rп,ozlrP') -цодlrв ог о о б -
разпе с углаlrЕ ъ l'(п,rz)aВЭ ,,

домздlЕ'IIсТЮ. Рассшоrщt субшерс п) / ; i d : /' 1 п, ra 1 х р+

", 

f/r/м ý ; {ti!, ;:!;!,l*:py :; ! i У : ;!pi,i,
поэтоg досtатош6_доказать, что V - шоюобDазше с утлаriп._
Расшоrlrпл в РР^' проектпЕцуD Iт[цеш.поскоqм Hi tt| :. --Щll

' l, = о ) . . Пусть Y; : dt : . .. : /л l - t f'/7r, 
. .., r:,Уд :':.'Уф,...

i;Ъ*/ч у,,,, d ; ;:Жff #"##"ýPffl:,|' ; Р-
sадаlо сIстоriоЁ ЕеIпвне!в
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zз } оr.. .,2а >о,

4* /"."+ -.. +/л:с- )О

( 4z,.,.,Z,,- - ЕооIдщатЕ " 
B^-:=j/* /), т.е. яшяется пIю-

обрвзоr полошввльно]ю 8оЕуса в ff оЕцоспJе[ьво суФrерсш
(2эt. . .l Z,ctt /rr...r/л ) ё(Zа r",rZ-,6*6э2е f ",t /лал). дъ
пазаЕаЕ то[шсо lпо леlш цозвопяет полу1п?ь аяшог lтпотезш
Спеf,ла.

ШОРаШ. Пуст ъ п'2П^-1 , тогда в
п р о с тр а Е с т в е С-(ХrРl'С-(Х,R^)в а й -
доrся тавоо отврЕтое п всDду
плотвое подIЕоIестэо?/, ч?о для
лDбоl па рч {lfuf)€Vq,р- sаIквут_ое
подпЕогообразпе с углiшп ъ Х, !
d)пеqР= Dz-/, о с а п Ос9,р) 1r/.

4.6. llqдолъ Сltеlла оtlосЕтся (в вашх теоршах) в цо!rц
rЕогоцЕЕttвов в комсатепЕоr. Ед касатеJIЕаш Iвсслоешп. 0д-
ваЕо воцросц, Iвссюц)оЕiпrе раýое в сввl с rrqдеIьD Clrefim,
првдставшI}т !в?ерес'l в сщпrае полеi в щ)ffзЕо[lЕfl рвсспо€-
EtE, в tracпooll цгшадl8ош. Соотвотствщая вадаt а лля 

"1п-шадБвого IвсспоеЕlя ес?ь ц)Oсто паршrетIпsсЕшI gqIatц лЕ-
веftого Ерцрапfiровашя, lлe паtш.етр пробегает lвогооdрзве.
ВощqЕа]ще qдось ц)оdлеш поЕоп Еа те, чrlо появlrшгся црl
рошеmп алтвбршчвспв уlаввевrй с воэi!Щоп?Фп 1з тоDо пJЕ
Iпопо коIща Фвщf, ва rпогообраш.

Просюrрш, Еацрпrер, воцрос о веryстоте rrпolвcтBa доryс-
1пшп ЕлаЕов в tвр!цоц)rtlескоfi зqдачв .швеfrопо Epolтari!Фo-
вашя. IlycTb z{ ' 

FI- F? - **зr, цtrшалъвого z-шоIЕою
рассдОешя вqд Х в rz.-Jue!tsoe, т.о. гJIадЕаlt (дrщя Еа Х
со зЕаtlвЕпrш в Еросц}авствэ fахафтлвв, (п<17а) i р€
е С-( Х,8Э. Рассюцшr шЕоIество ecA,7l тапп йроlет-
РОВ 2€ Х , для коlорlц,спс3еrцлrrтеlпi перавевс!в

Az?/ >f в) (в)
ве шот решеuгl. O_cTpyfum варmпт tооIвш{ п.3.4 позвопяет
допазаtь слодlпlе€ у?воIцд€шо.

ШOРаА.В простравстве зад9ч ца-
раIетрlчесвого лпвейво го прог-
раIхЕроваЕr,я, т . е . э C-(XrHoicn,*J)x
"С-(Х,R9, св абtевЕоI С--"ополо -
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цо Ello-
вляется
аЕЕЕш
аDцпш ве-
слп d{A,Vll'
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в
)

;
р
о

о, то хво-
внбрать так, что

отЕосптелъно lia-
парц <А,7lъU.

здlIЕчдниЕ. Двоfiствешая задаtв в (l*) вцгляшт qrtsд}пIЕш

образолл:- 
sup{</{zl,p>lpc РТ r2o, Д'f =oJ= М rаl,

В сп.lry теореrл{ двоtствецност!, rшоtrество допустпrOс( Iцавов
задачп (пr} в Totшe а пусто тоItrа Е тоJIыtо т<)IEаr коlла Мр1=
=оо. Поэтоrry теореlл фактпческп оIIпсЕвает с!пrвтп,у lдопест-
ва тех.2 , Iдя которц зпачопlо Mr.zr decrcoBetвo, Авшtоrцтое
УТВеЩДеlШе ОСТаеТСЯ ВеРПЦ!l, еСЛХ Заli€НПТЬ РаССЛООППО l д Ва
касательное. 0тлпtпе от ноделtr Сlrейла здесь в Toll, tTTo д sе
обязателъпо явпяется шатрпей Явобп спстеlаr (уЕIцfi.

Слqдует подчерlоrуть, что Е зqдачах парашетрiческого црог-
раrамровашlя п оптпlrшьЕого утравJ[еЕхя характер шЕоЕества па-
рашетров (его локальвцв своtства гладЕостп п др.), цш кото-
ръц решецпе отсутствует пш оd.тадает теш шв шш, Фсtровая-
Brnr свойством, ншболее Ецтересев п нашеЕее !9учен.

IIРИJIСШЩИЕ

3десь rш затФеш гооriец)Еtl€сIqе воцросн, црQдсЕшще
Ептерс ваIt лля теорш поlеfr шоюграЕЕmов, тав l ддп топо-

'лоIш calm ЕростраЕств rшогогIвцЕmов.
I. Простравство llЕогограЕЕхков. В ocBoBBoD, теЕсте rш{ рас-

сriатFваJIп веко!орше ЕавGlчесце поJIJI шЕоIоIрапlЕЕов, коlорце
Е Toli пдп FнOш сшвсJIе шоЕо счlтать авшогашп просц)шства
всех вБryтлrо( шогоцlацпхков .в Еростапстве дшшоi рsэшеIЕос-

I39



тп с не боlее чеu дапЕшl tпqпош веFпЕ. 0собешо пФ[езно пФtе

Тlпrпz2 в liавопrqескош расслоеrцп Еад ц)ассгiiавовrдi rшоюо6-
разпФt (сш. ýI).

Рассшотрш щюстравство irЕогоц)аmхков в ею бутва.пъвол
поЕlшЕil. 0бозваrшr чехвз Роl(п,/7Z) шrоаество всех Е!ryR-
лIв lвогоц)апнхков в РОс пе dолее sвчrп вершЕаlп l черз
р о/ с a, rzl - ею пqDrвоlество, обрзовашое rЕогоцрqяпЕtлiЕ,
у которш poшIo /а- Еещ. Свабтrпr РО/сп,П) шетршоfi Iяус-
допЪа:ДvДДДЕ' 

ptA,B)= srrр ;n/ta -/t*szrp tlt/ta -/l,
"/- 

- ас2 /eig /сЬ atl - --'
tтie 1,1 - евшщдова Hopla в ,?n. Нa"IЕшо по&азатъ, ltrTo

тrрсц)анство Йkz,r.zl попво Е riетрдке р , а РО/с4п) ol.-
крrпо ! всцц]r плотво ъ Ро/(п,rп)') С/

- 
УдоОво ввостl подпо8есгва Ро|соrп) п poN rz,r2), со-

стодЕе вз rЕогоц)ашtов с барпщенц)оDi в ноле. Отобраrвше

J: Polaaroz)* РО, Koтqpoe сташт в соогветствпе шогоц)ан-
ншкv его баDшентD. непDеDцвЕо п повволявт посп)Фть гоlео-
оЙ." Р J r Р: lcPi, ? rPD Ево,сlтsвства Pjl :rc, ml п8

PoN corn l х ,8О .'Кроле поIо, В Po/co,,nl п ро/. (a,rTz)
естъ стпrпlуF вGуса оlвосптелъпо гошоlеlтl (с цевтроr в
нуле) rпогоrlаяшов. Ведшrой sorycq сJцrпт шЕоI!оцраЕЕпк, со-
стощfi пз едЕlствеЕяоfi тоцп ое Р'. Оба Kolryca хмеDт Boi-
пактЕое сечеЕпе, в качестве коDороFо шmо взя!ь, Еацрпriер,
lпolrecтBo Роtпсо,пzl, ро|, ci, to2 шогоцIвЕЕхЕов да-
меца I.

Рассrrоцlпrr топототцчесЕrе Еростран g,Евl- Р/а п, П) g,

ро/сп,r,zl . Щусть ото6lrалеrше

anu, Horrz t,Q', Р9 * Po/cn,'l
задапо борryлоi

Ьп уrДl -со fie,, ",, Де,пJ ,

:где €tl ...r?^ - ltапошческЩ бqзпс в f,-. П-о-, .rИ(П,')=
= а i n { pdco, rz, )), Фп у - * "k, о, лr, J/oc п, rа 1. оа u-|p{ ro пz)
Лglа9 леть, tпо топоrtоIтчеФ(оо прострапglgб fрёlп, пz)

Е) Собствеш,о, сшественпа лхшь топоJlогпя, оцрqделявrвя rrецж-
Kofi.
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явrIяЕгся флстор-Еросц)аЕством просцвпстЕ ч r/rz _lвtрхц
t/orrz cra,tz) по сJIедtщеrry огнопеЕпD аквпваJlенмостп: дв€ lraт-
Ршщ эквпвапевtъЕ, ес.пп шшrIшне обопочкп пх стоtбцов coвtц-
дагiti соп / - кавоlшческая проекця в фктонтрстIвнство. в
откDlпом под!шоtrестве Jl (а, rr. l с Ноrа- (zz,п) шассн аквпваJIент_
постп совпqдаDт с офЕташ спrоrеlрг'lеской rlryrшr 6^ , пере-
ставдщеfi стодбщ шатIпI1, т.е. pot (n,hz ) *n|,/, 177, iй

ПРЦШ[ФЕlИЕ. 0 т о б р а r ё н п е cotzy: ur/ с/,Одl _
+ро/rпr:тz-) ЯDЛЯеТСЯ ЕаКРШТЕеll С кО-
цечЕцri слоеш, состоящпш gэrп! то-
чев.

СJIЦДСТВ'IЕ. 0т о б par е нg е ФrzУ s ад а е т н а
Pdco,r.z) ст ру кт уру п-пL -м е рн о г о с--
llпогообразпя (без края).

Товолоrтя Е, в часяlостт, юrrотоtшчесtое грутпц lпогообр-
зй ро/са, tTzl (w ро/о, (4/"z) ) прелсташ.mт боlъшой шt-
тер€с. Простеfuе ЕршерЕ прЕвqденЕ даJIее.

lhОГООбРЗПя po/ro,rn2 ttошо рэбпть ва подlпшества
po/ca,rzrt),, сбответствутще мЕогоIт8ннпкаш с данннм коlбп-
Ёаторшl тплrtoп G (в часпtостп, даgноfi размерtосп). Топо.llотпя
9тЕ подпросц)аЕств особешrо вапIа дJlя пзученпя особlп точек
поlеi даrшц кшdшrатоЁъЕ тtпов.

В фце* сrry,чае прЬрз ш€!iента МеРоfсо,lп)гр отобра-
цеryl Ьоl есть оdьецrпgцg lea l'| l!lлогоцраЕЕпков, не СвОЛя-
цпся к Totцo, еuм М/Ро/t/z,m) . Нетрулно показать, что
ftt tп, 2z) ял;Iяатся топологп'lесrчr шоюобlвзlеш, гоiеошоIШ_
м РО-, црЕ этоli, олцако, отобраJiешо Ьпу уrе Ее ппдr-
щпг9т на ЕоI глqдкоfi сттrкттр п даIе стпrкlурц шоrюоdразпя
с rгшrш (в ваlсоlьlвбо щrешtеrrош сlпrсле). Tan ве шен€е цр-
ctTaBcTBo Po/ro, ro1 естественшцl, обрэом страпt!птшроваllо:
сц)атаlп с.ryтат lяоIюобразпя fо/сп, К2, к = /r2r..., /та-. дрr-
гая стрrпфшащя - по paelieрocтпi, по кошdхнаторпш тппаli п
l.д. (щ. длле). Бопее детапъшй аца.lшз картппц этоf, сI?атIФш-
паlцп ш оgгавIяеri до дпrгого рвза.

Шошо ввесТп двоRствеВвц€ Epocтpatlc тм В/ ?о, -27va7?a,-2
вrryЕ.щ IЕогоцFшов с Ео боше чешlrч(r.lп ровпоЙ) грщпл
cTaIшoil раslэIEосll.}!х стдухtура iзJпцвтся аRалотпtцо. Попешо
tсr. ýr)-рассtiатIlвать оЙ"рчr"""" Фп ( а,п)п aa|(n,^) ко-
ryсоЕ в Р' , пlещ пе dollee /rа австр€uапъшц .rryчеfi плш
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соответствеЕно Iтанеfi стаFеЙ раФrервостя.
Приведем два ковкретЕю( пЕ[шера.
I) Пусть ttz'2 . 0тобрпеше, которое ставшт в соотвегст-

ше lвтрЕце ( а,,а) e-l,/o tnr| lтпоэмоч.rощ чw (frr, - la // ) 2
яв,Iяется гошеоilоППЕзмаа -/Ld. tаr2) на rý" ', /{* . Поltятцо так-
Хе ' ТIО 

poN сп,2l о R РО'', R* ,

п отобпаяеlше COlz r/ совпадает с пюпзвеIIеЕпеr, канонцческоIю

""*р*"" 
S'_'7RР"''ggЙр^ . нrцо""о, ро!сп,2)* RО,РР"П,

, i, , а йtco,2l. Р^rЬо РР"''.'
2) Расс[,отрим ь рО| (п,/72+l), m-< tL, подIрстраЕство

До (п, 2 +У), обрэоваrдтое /z_!rернцмш сЕмIцакса!tп. ПocKoltb-
ку верцинн каryIоIю спшшекса свяэанц соопIошевпем а1+",+4л.Г
= О, достатоttно прцзволшшм образом задать /z лIвеfilо-незавш_
спмшх векторов в Р'ft.е. zz -репер). 0тсцда спедrет, что

ло(п,r"-z,+t)*v'rО,-Ьr.r, (пяt)

lде V'(п,rr.) _ некомпактное шtогообрiiЁ'ШтшОеrrя (clil., на-
прп}rер, [I?1), а действве ё-., опредедяется оlедуmщш обра-
зо[l: постаВпм в соответствие 8рперу (Otl..., О^)С V'7 rz, tn-2

набор векторв (atr...,0^-A а, l _ , цршrенпм к 9топ{r на-
боlу произволы{ую перестаношф 6€ Gлr, и Еозьшем первце /rа

векторов; по;rучешьпi репер п есть образ исходдого под дейст-
впем б .

0тсщда легко заq,почптъ, что стрJп(тл)пая Iруппа рассJIоеЕпя,
содертащая поле lL _MepHbD( симIцексов, редпрfруется к cдlileтpl-
ческой.

Форrула (*яе) позвоllяет вцlшсJIять юriотопхчеФспе гIуЕIш
гространств сишшексов (в тол ,шоlе п rгрстранстъ Ро/а,511
на основаяпи пнФордшд о Iомотоппческ,пх гЕ,уппах lлtотюобрзпй
ШlтпфеJя. Напршер,

7. {до{пlrz'U)=Еr С V|a, n'l цм rr2 ,

i, [АоСп,rТz+/))= G,arl, есм. п >r72+y'.

2. Негрерывtше Eortl, обцее оlФедепецпе. В это}i п5l,шсте ваш
понадобптся небольшое ЕшдопзмеЕетше IтрЕвqденвоIю раяее поЕятпя
простравства шrяоrюrршrшков. Пусть F - пропзвоrъЕое коцечво-
мерное вещественное Dекторяое Еросlравство, Ро/lf,rz2rУсЕ ral) -
топоJIоIIческое проегранство вшЕутJIп мпоюIташпков в l с ве
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боtео чеш (ровво) rz- веЕшIп{п. (Топоlоrпя qадава ФкЕорш-
.защеf,, как ато ошсано вше.) Ясво, то Po/[Ernl о
о Polco,rn) , !\е z=dz2rz F . Каццое лпеfrlое отобрахегпе

П 6;i'ппfogiwет естествбЕЕцrr образоt оsобраrеце B/t [,l - Pt f ,t
0пРЦlЕпшlиЕ. Wстъ f - пропзволшIое векторное расслоен}rе

с базоfi Х . "ДссоrЕпруем" с Еш докалшrо-трЕвпаJIьное paccJloe-
нgэ Ро/сf, пl над Х . Слоеш;этою рассJtоеЕlя над тотtоfi
.t€ Х с.ryшт щ)остраяство Ро/r{-, а)^, а отобралепшя
церехода поJIJпаптся прпшененпем qшдtтор Bt ( , rп) к фrrц-
Iил, рассJIо€mя f . АналоIцЕrц, обIвзоl, Moшlo paccl/lатprвaтb

рассJIоенЕя/о?rЕп), ро| (F, m2, ро?сF, m, t) п т.д. (тамм
обрзоrr, Ро?опl превращается в фушстор пз мтеюрrц вектор-
ню( расспоенпfi в категорш) локаltцо-ц)ЕвшаJIьнъв расоlоенпfi . )

Всясое семеfiство У шrогограltнrцсов (см. опредепенlе п.I.0)
с ве бo;leq чем ra верlпнаrш в рссrlоенЙ f задает сеченхе рас-
сJIоенпя Po/cEr/"z) . Еслл это сеченпе непрршэllо, то семейст-
эо (frV) назцв€lется ЕеIlрерЕцlцll проектдшtшt,l поJIем riногогран-
шков над l того шш пцого тпIв (с не боtее чёп rfz ввFIlппамп,

РОШО /zt верш{наliп Е т.д.).
ЕШШ в цредцryппх оtrр€деленхЕ( замеЕить Ро/ ва Д!' , то

шц trоJцrIпilм поllятив шцдктпЕсIого поJlя.
Рассмотрлпt }ппверсаJIЕпЕе расс;IоеЕrя. Пусть G t Ц а)- rшого-

обрзп9 фассшана, f СN,О2 - тавто,tогпческое рассJIоенпе на
нем; Ро/<ЕсЦпL п) - соответстЕJrDщее расс[оенхе шого-
rраfirков. Еслд Е - проЕзвопьное расслооmе вqд Х , то с по-
lющдD_IшасФiЩщцтЕцего отобрвrем/r: Х * GqР_ расслое-
ме Ро2аSlЦп), r7L,l пrмцрует ЙЪоlоеp,е Ро/ ( f , П)
над х

IYlorcro IФедлоlrть цроglут KoBcTпyTolID (ве яш.щrпся, впIю-
чем, спеIцФческоfi лля давяопо вопроса), позво,lщrD пщущ-
ровать (в.ц,се ýI) саш пgи tfioюIpaвlmoB щ)l пошющ цекого-
рого стацдартвого объекта.'Пусть Z - rлопtlэская Ероешця
Bf сfrЦz),ц) па G ( N,'n) . пgшrшеш пщ пошощ 7

1всс;tовшпе FlЦоl до расG'lоевIя_ F С Ц ol вqд
Ро/сfrЦолm) . В pccлoecп ЕСЦоl пшется вцел€нное
(тавmлоrтческоо) поtе шпоюцрвшшвоъ V(ilrп.rtп2 . Що оп-
рqделоЕIе (вак полrrадlалъsоцg с€шеf,ства) тавово: для Р е
€ Д/(f(Цп),п)п Е Фtое FСЦ"!r.7 fаrр, (Ц Ц
саil-шiо-ЙЙЙiп'Р. Лмое гiмe(E,Vl аgд шогообраэгеч Х
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з4дает отобра.теrше /"n 'Х- 
Po/CE(Nr,rz)_, ПЪ) ; по опрqде-

леЕхD, /s," (-l j-6iо rпогогрltшlш Vrc F- , рассшацяваешfr
мк Tottкa trpocтpаltcTBa Ро/сitЦпi62-r rп) . пЬе (E,V)
пндпцровано (кап поJIпэдIЕJIьЕое сешеfiбтво в сDlвс.ле ýI) поrеш

(Nrп,п) пш поsлощ отмрхеwя /rn о

Iifu впдш, tпo теорf,я попеfi шrоготfriшвов в расслоеlпшr f
стацовштся теорпеfi сеченцfi в некогороll "ассоцш;ювашош" с f

дц теоFп расоlоенпй (прrrrпствшя i постренш сечешfi, харак-
терпстпчесlФе t(лассц, стабплпзащя п др.). СпещСшва расФillт-
рпrваешоfi спттацrЕ состOшт в том, tпо тотапшцб проеграяства

рсслоенпfi ве яв,иI}тся, вообще юворя, гJIащпЕ шогообразпаа.
тем не uенее гх лршо свабrЕть тоfi плr пноfi естествешоf, стр-
тпФкшпеfi.
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