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двO!ФвЕнпOсгь вьшшкпчх вАшдlдOпншх -qА7цч

А.Д. ШфФо

В рботе об€уrпаоlоя обчЁ порrод в lеорш дэоЁс!ЕоЕпоо!l,
дIя вядаtl варпацпоцвого псчrсдеЕfя, ocвoвaнBrfi ra пдоrхr раа-
ЕIrщ ллrt rаЕо!орш часllц сIучаев в работах азтора l В.I.
Тrхошрова [I , 2] п Р.Т.Ровфеллар lб - ?]. Едасо Bapla-
цповЕц 8адач, paccla?plвaolш в рботеrохваtцваоfоi сло&уD
со[ ебцеi схеrоfi.

Пусть Х r У-лпвеflше просlраасlва, двоf,сtвевЕцо 0!-
вооптоlьво бrшвеf,воfi Роршr (эс,7) , Ч(х) п у'(у) - парs
вааIIшо сопряIоIш вщувrц Фувrцd ва Х r У Gоо!во!-
с!воIво. Пустъ.далее, | осlъ 6(XrY) - sаIпцутоо полдроо!-
paнclBo 

^, 
S=ДfL -фавтор_простраIсlво 

^ 
до L п

У,л -* S - ваrовпчоокое отобраrавrо.
Пусtь f. с S . Iш pacoualpвaol следуDцуD вадачу.

аЦАtЦ I. Irrrшэrроваlъ
у (&)

!l lloloclвe loI .т€ Л , Koloplo удошоtворя]Е уедоDrD

t/т) =l" .

Другrш cIoвa|tlr валвчо I cocTort в цIIш8ацll у(ж)
la lrlоOrоl rrогообраэllо пар8дле.пьIоц L .

Часtвчл сIуqаrrr валзчl I являптся пралllчес8l всв 18-
вOотЕце врiаовцо варrацroшце 8аIа,rI 0 вцдувлýш фушшцдопала-
rr. ПрrведеI сооlDоlстЕуDщtе прtaшрll. В эtпх прlчерsх шr бу-
доI поIагаlъ X=L:(T), Y=L!(Т) , пв Г -просtраJlство

в?
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0 rероil, воЕsрешslруоIое в каIдоI слуqаоi а шrrшвrруешfr
Фуrвщова:l пIвоt Dпl I"(a(.))= /v(t,x(t))dr r DДо у -
порrальпrfi вшцувrьfi rшограIт.

ПРl,ШЕР I. Пусtь L={T()e Li(T) : /а,(t) dF = О }.
Тогда L лrcе!8ораашерность п, S rаошофно Rn п
y сопостdвIяез ваIдоfi х(.)с L? еа шнrеграI.
lШ пшходr, ,aBlI обравоI, к следупщеf, валдче.

3ДДАtЦ Ia. Irвrшчапровrть I" (с (,)) цl сововупвостt

T()eL? r удовIоlsоряDщlх условlD

/.(t) df =I,
т

IIрпuЕр 2. Пустi Т= [o,t,], п=2к ; l=Y(t,е,у); с,ус R'.

l= {Ь( ),ч( ), х(), у() е Lj, л(t)=,fуft)dt , c.(t,)= О},

-пространстrо L!" / L oтolп,oclвtlo с прош8ведошчеI
R* . Шtовво, алоцевтш 1а,(),ч,(.)) п (те( ),ч"(.))

Iз ц" тоглЕ r toabвo lоЕдд прlвялтоtвl одвоlry клвсоу сlбs-
вос!!пlкогдаGуlоствупt фувrшrа |( )с Li r Beвlop а п8
л " ташIе, что

t
сt()-IG)*о/а;F)dt , (-, (l) - I rcD lr=r.= Q

3адачr I r лвввоr случае пробраауазся в олеlупцеf,.

3rмIЦ Iб. llпппшзпроватъ
с,

7"(с( D=;I l(ё,.х(t) *, (t), а (t)) dl
ва сOвоtсупвостп афодпtно вепрершЕшп фушцrfi с (t) r удов-
!е!вOряDцrх JсIOвп'I

х(О)=О, 'т,({,)=о.
( |()с Li, , ае R^ задашr). .

9tо сбшsвая ЕаршillиOЕцs, валвча с заrрепJtепцьil! кOвцацп.

IlРllЦЕРЭ. Пусть 7 -огршп,lевЕая обI8сlьв R" r OT -
ее гравцца. 0бовваччш черв Ч' сободеэское простIвпство
(олвопрtво) обобчевЕо д,iФфервЕщЕруешв фунлld с суцшруешI

l
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граддевtоI (t.o. ш8 u()e \il" сдолуе!| чtо vu,(,)B Li ) l
порlоfi

Пц()l_ = |u()|ь, |vu()lg
ПУСТЬrДДЛве, \n,; - аяrпканхе в ч' IBoIeclBe дфорЕ_

цпруеIцхr фшвитшх (т.о. развьЕ вулп вбшвr ryапrцд) Фушкцrfi.
Подоrпr

L={x()rL?, Jц()rЧ:, л(,) -v,l()},
Февтор_пространство bi l Ъ yclpoeвo в дапЕоI сIучао досtа-

lочно Gлоrво. Предtолопц, одв8ло, tlro ЕOх шавостпа хоlя бъ,

одва фуЕsцпr Е(.)е l-'(l). Тогяа вадача ааклDчаеlся D IlBl-
Ilвацtп I"(т()*Jс-С)) пб Bcer c()eL . В частвосlш, еспl
Е(.) естъ обобцеввrй гралlоЕl вевотороil фунsцпш а(.)сЦ'
п Е()а, -Т(.), то аадача I сводltсl в следшцеfi.

ВАДАЦ IB. IШВШШВШРОВаТЬ

I, (v u(.) ) =r,/ y(l, v u ({ )) d{
ва lgo1ecl3o тех ц(,)е Ц ,r котоЁо удовлетвоtlбDт граЕrчвш
уGлOвияI

ц(,) laT = Т(,)

Это простеЁшая IвогоIерная вsрlацIонвая заддч1. Слеryот
8аIотц!ь, чло д более обцlе цвогоIорнце 8адlчп lrоIЕо раосIа!-
prвarb в8а частвцо сдучаr sадачr I.

0боавачиr черев L" анцулятор L в Y, т.е.

L"= [чеУ ., (т, ti) =о V* e.L },
КаШ ПавеСТпо, S п L" дзоfiствеввш отЕоспlеIъво бrдrвеf,-

поfi Форшl 1l,у) r чнýlцпровrввоf, Hr S xLo бшrrпоiвоfi
форшоf, не _Х 

rf ,;.(т.0. <r,ч) =(е,у) , где т - лбоfi
элеIев! Х тплой, что //t)- } ).

зАдАlЦ II. Irшrrвrровать

у'(ч)- (l,ч >

Ерц услоЕшr у, L" . (3лесь L tо ta, чт0 ш Е ФорIулlроЕвб
аадачп I).

9адача II навшвtоlся лэоfiстввнвоil в задаче I. Свваь rer-
лу 0бопш ааддчsII собстэевно х яЕшотся предшl0I Teoplв
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tlсfiG!вевЕоOlr. СФорryIrруеI просlоfilllt хоr! I ЕесъIl вашf,
ре8удьrаr, довазltоrьGtЕо воlорого IoEo r8BIo,|D rs [6J.

3rrоsrr в форlryлпровво вадачr I д. lpouEBoIDEnI эtоIевlоI
Е G S . Еrrвпп гр8ЕD в поцучевноi TaBrr обравоI аtlаqе обOв-

цrшI ,tороз р (r) .

ТВOРЕIАI. LпfI+ tn,s! >О . Раве Есlво
iпfI+Lп{! =О ЕIполнrо!Gl D lor l

,ольво ,oI oIytltбr когдс P()6(Srb')
пOлуЕOпрерЕЕЕl сЕrэу в tочве [..(Blвcr Lпf I l iпf Ц- - Elпxo грsш в валlчц I r II соЬt.
ввтствевво).

Пооrотрrrrвrшrr обцвоr Фор\улrрJеrея lвоtrсtвеЕЕ.я аалlча в
прхвOIеЕЕIх вс!о пршOрх.

IршIЕр I. Есдr (Е(.), ч( )>=/T(c),y(c))d/=o л,l D.ох
з(.)е L (l.e. /x(t)d.l = О ), tc ч(|)= сог,st 1 !.а. Lo

eOlD прооtрrвс?Ео lсrlеоfЕоЕпo посlоrЕЕtх qушвшrt; 0Ео l80-
rофпо R' п Форшr {; у()) ll S , L' eOlD просlо oкl-
lrDвaе прчзэодевrс D Rn , RП.

TrBrr обрвоI)дDоlоrвоЕнsя валча заалDчаоtс! в IIпIш8аIIхI

/t'(ё,у)d7 - (Е, у) по EceI у"RП. 9tot ровуIьtа,
бшл hоrучев в [2].

IIРШIЕР а. lЦаtъ (y()rv(.))e L" 1 t.0.
с,

"j' 
[ -{+), v(L)J + (,т (+), ч(lDJ dl = о

ддя BcrBol абооrэtпо вепрерrввоl Фуцrцrп т(t), рввой цулэ
Еа вощл olpo8вa. OrcпIа следуеr, ,tlo ч(t)=ф(t) 1 !.оо

Ц"={у(l),ч(,)е|, й()" bi }.

Есш tоперь t =Gt),a)es (} r.) е Li, а е Rn ),
з(.)=(т,(.), хr())е r'(Е) 1 !.0. 8,(t_)= ч(t)* | (ё), u(o)--?
u(t,)= а , а"(l)=й(t),, п !()ct". !о .

t1

1х(), ч(.)> -"I IF,(t), i{q)+(t,(l),y"GD] dt =

t.
="I [{u(l) *t(t), y(t)) + (й(ё), у(ё)J dt =

= (а, у(а)) - "l'' s ft), у (t)) d,t
t
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l ЕоШс!воЕЕая sаIдча прrобрешо! сtоIуDцd Еlлs IrElIrsIpOtarD

оi'[r'tt,tft), y(l)) -(2ft), iG)Jdt - (а,у(о)).

9tоt розулыаt бш поцучбЕ " [C,l.
пРшЦЕР 3. Дrоf,сrэеввая ааIдча вавIDчае!сl в шЕIIхвацII

l "'G, yGD dt - / ti(6)" vF)) dб
тт

Еа ооlоцr!Еос!r !( )G W; , уIоD!оtЕорйDlцI yctoDID

d;v у(ё) = О

(равуrооrcrrдвоDгвщr, поЕlIао!с! в сшсlв обобцопшr Фrвr-
цIл ).

Еаr ш ylo оilоqашrtоорt, tlofrctBoBBoou осЕовввае!с, ва
coвIecrвol IsylоЕшr обеrх ваIдч. Ее цеrr IдrD о!в0, ва сrOIу-
Dчlo вO!росп.

I. Прп павrI JcloBE x
tпf I +mf !!=о.

Еав yro бсIо оflечоЕо, эlо! Еопрос сDодlсl l DurсЕавID

зlсловd, гараЕllруDlшl поrrвопроЁ!ЕосlD Р/д) в точrе t" .
2. Прп ва8II JсIоDшIiпsr- mtпi-g

(t.o. вогIа ЕlЕrt гравD в DоilсtвеФоtr валаlе досtrгаешя).
trotтo вrдоlDr ч!о эtо равбвсlво ЕвпоIвiоrс, lогIв l tольво

toгIar вогл Р(Е) оубrrФороЕцIруош Е ,очЕо l. 1 t.oo
ЕогIв оуlsсtвубl Еоrrо9 ч.е L" лалоf,, чlо ч.ъ DР(Е.) ,
l. о.

Р(ь)- Р(Е") >(E-t., ч.)
IlrEcox }"S.

Дrя доrа-аалеIьсtва ollolll oпatlаra, сlо ФущцI, Еs L ,
сопDrIоЕЕа'l а Р, равва огравЕ,lовlD у* ва _ 

L" .
9аrrевrц леперj в форryлпровве ааlаsr II };\,провввоrrшr

Е I вЕшDD грань Dо вноЕь получеввой ааддче обоввачrl
'аС). Пусrь топеръ у.е L" а Р(л) + Q,(y.)=o,
a(s) =у*(ч.) - < Е.,Ч.}.
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Тогда, с одной стOронцr

Р(ь)* у'(ч") -( д.,ч.)= Р(у.)*а(l")=о,
а с дрJгоfi-для ltвСого

Р(Е)* y'(ч.) - (д, ч.)> Р()*а(L)r,О,
от8ула следlетr чtо ч.с Е Р ( ь )

0братно, еслш у. ё Е Р(Е.) r т0

t'(y")=stJp {( t, Ч") - Р(l),}.S j =([.,t'. \ .r'(Е.),

t,oo 0. Р(ь) * ч'(!") -(Е.,!.) > P(l") * а (}") >. О
п, следоват,Jльшоr Д(}.)- у'(у")- (,2о, !.), P(f.)* аQ).о.

3. При кчtсих условлlях ш!шяя гранD в 9алаче I достигается.
4. Еслч ц}rlшяя гравь в аадаче I не досtпгае!ся, то Iошо

Jtп уl:а8аtъ более шпрокшfi к.qасс оdьектов, на KoTopoI чошо бц-
по бш доопредсJIитэ Функцtлонш у талиll обраsоIO чтOбш 9ада-
,]а 0 шпншlryIе Y на этOш класс0 ичеrа решение л ее пшшtяя
грань -l сJtrце с ниьней граньlо задачп II давала бш нуль.

5. Каковш условия акстрешJца в рsсшпрешноfi задаче. В связш
с aтllll вопрссоц необходtлllо оlшеlптъi что улачнrfi вшбор расши-
PeHBoii Задачп поаволяет эа,lастуD получхть вовуо и полеЕцуr
пафорчачип п об псходtой.

К настоящеlry вреIецп полная теория двойственвостll пOстрOе-
на лидlь дtя простеfiшего п9 псречшслепнчх варпаБтов эадачп I -
аадаttц Ia ([2]). В рботах [6J-t7] перЕше тп[ пз пOрeчнGлен-
пшх проблеш решаDтсi прпllенштельво к эадачо Iб.

3десъ lц 0удец pacclвTpnвaтb sалдчу I в слзчаеr коглд х
есть пространство L| , пороцдаоllоо Д -Флункциеf, f , а

!= Iy (сш. [3J). llш ограншчшваеllся, TaKnr обрзоl|r только
спццетршчншlll4 задачаши. 0дваtсо, во-пор8нх, t8лие задцчи весь-
ша час!0 встречаDtся Е пршлоIениях, особевш0 в lногоцерЕоl|
случао (таковш, напр]tlерl аадаqп о шиttlllвJlbнoй поверхности и

эадача Дrrриьто). Во-вторсх, что наиболее вацlоо, сишlетгичные
аадач}tr сохраняяr по-видllоlry1.0сЕOвпче чер?ш аадач бо.пее об-
щего тапа, обладапт все lo достаточноfi простотоi, чтобы на пх
llpшtrepэ шошtо бшло бц просIоlреть все суцественiI!:е аспектш
теOршп.

llTaK, пусть {,'ГlR"_ Ru{*co} есть д_ф.т""цпr.
L - B (Lt , L+. ) - зЕчннiтOо подIрост[внств0 L, S=La /b
п у - капонпqесаое отобраrенче L, на S
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llц шачнеш сразу с t{9ученшя проблеш 2, поскOtlькуr решшв е0,

чц полуqаеlt одllовреl.енно достаточн8е условllя дJtя просjлеtш I.
прOБl,ЕIд 2.

ТЕOРЕШ2. Пусть вцпOлЕеlIш слвдJп_
щше условшя8

а) {-'(l)rl спs dоrп It + ф ;

б) f удовлетворявт условпr(В);
в) LnEs 6|L1, Lp' ) -плотво в L

Тогда tisl*mtпtr=о
ДOКАаДТЕПЩТВ0. flаr пуrпо проворшть, чт0 суцестЕуе!

!( )е L", !(,)е dР( ьУ
Пусть ц.(.)е t-'(E.)n Lпs dэп[1. Тогда I f вепрершвва

в тоsке т.1.) 1 тоOо суцествует окрестностъ [,Гс L7 точки
.т.(,) тщсая, что \(х"())< к. ф при с{,)сИ. Ilo

у (V) есlъ оЕрестностъ у(т.С )) и, слодсв8талъно, Р(1) з к
прп Е. rU). Посколъку Р>О , t0 Р(;) вошечца п 0г-
рgншчева ва l,(U) , т.е. Еепрершвва в точке у"= у(х.()).
Поатошjl существует лчнеfiншf, непрршвrшfr фJпкцrrона:t /| на J
TaKol, что Р(t)-Р(l.)r. ( I - }. ,) > для всех }. .f .

Поскольк5l силъшо сопряrенпое к S отоIдествиuo с аtlн}Jtll-
Topol L в Li , шJ IoIoI счliтатьr sто 2 s L| ч 1t(,),)tsо
дш т(.)с а . d сицч теореlп 4.I шэ [Э] n i'ar, *ак f
уIOвIе!воряеI условшD (В) , l едlЕственвшr образоr раэ-
дагаеtся в cyloý, абсодптшо неltрершвц9го функцшонаJiа у( )е Ln
ш BnoJtвe сшЕr,ушрного фучкцlловша ,1

Дя вацдоfi т()еД п Е1 (дr.),/t7 =(х(.),ч(.)), а
поскоIьfiу L п Ер 6(L1, Lf') - плотЕо в Д,(эс(),х(.)>=О
для всеI T()GL 1 т.оо у()€ L..

0ста.пось провер}lrъi что *)е 0 Р(у.) . Это очевидно, ес
лli'i = о . Пусть' ). + q ч f G. } - сЪрелеляDOвя систеца
подlвоrеств Т . Пусть далее последовательностъ {хл()}
ш8 t-' (Е") tаковаi tITo

.[, (л- ( )) - Р(r.).
Тогда дJtя произЕолъно вsятоf, последовательвостll {ý- r .1_1

эIечовтов l- 
f.
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hm [Is (Е-( D - Ir (-- (.))-( а^ (,)-хл(,), ) ) J :
= ttm [It (ал(.))- Р(l.) - <i- (,),)> * (}., .d> J >

o!i- [ Р(rF-t D - Р(r.) - (tr (iл(.)) - t., ) > ].
Впберr !опорD Е_ таrrr обраэоt, чrо

/ r({,а,л(tDdrr* "ос-

l ЕOIOцI

4rt.l х ({),

-л (t)
r ocll
i 0слr

t€Gс_ ,
l'Gen ,t

где т({)-проrввоrъшil Фrrспровавd эlоIоЕ! Ф1 . Ereor

11 F(D- P(t.) - (т(,) , у(.)7 + ( t., !( ) 7 =

= tc-[Ir (а- ( )) - If (х-(.)) - 1Е-() - zл(.),у(.)>J:

= l,imIIf (а-())- I1(x-(.))- <i- ( )- т- (.), )?Jro.
Теорша доЕазаЕа.
Cleraer ЕосвоIьЕо ваrеqашl otвoollolbвo условпtr l€орош.
Усrовпе а) ocrD Е Boкotopol сшсrо !робоваЕIо вошроrIвЕ-

восш 8адачr I. Дд вадач Ia - IB оЕо своtI!с! 8 с!едуDщolу:
все гранtlчЕIа уолоlllrШбпввlоП Е ваддЕЕоlry)долrсц бшtD до-
пуспшJ в ToI сIцсдо, чrобп су]осlвоDаlа а,()еЬр r удOвлоl-
воряDца, атII граЕlчЕцI усдовшrr., В tоr Iш пЕоI вшде оЕо

уqаствуе! в доваваrеJtьслво дпбог0 сOдорп!е!ьЕог0 рOвуrьта!а
в варIsцllовцоI чсчпсдевпr. Что васавtс, условrr в), lо оЕо
вшпOIцяеlсt lo всбt праЕrпqесвI ваЕцх aaдatlEEr в чвсlвOсlui
в 8аддчаI Ia - IB.

Еаrболее огравпчпlоtrрЁп rrrroшr условпеd). 0во введево
Itr, l0г0, чтобц шсrлrчllD ошЕгуltрцуD вOIпOвOвту пs решевп,
двоf,слвеввоl 88Iачl. В частшlr случаях ato уtае!с, сделаtь
Пшевьшей вровlпП. Шшрвrор, в валаче Ia уtЕерrдеЕпе1 8Ез-
логпtIшоо Teopele 2, справоIдпво вообцо бев условttя б). Это
свr8ашо с TeIr qrо Е IдпЕоц случаб простравсlво L" nleot
ковочвуD !аsllsрнос!ь. В вадачо Iб усrовпо б) удается зна-
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tlп?оIьЕо осшбптъr поtробоэаэr чtоfrl ово, груб0 гOворвj DцЕоl-
ЕrлосD Iпшь Iл, д€рЕоt групЕц цброIеЕЕц:(i !.€. Iля Фвоэвх rь
оршiваt. Тогда вошопоЕtа рцоЕ,rr, роlсtзовЕоf, залвsп, сOЕF-
IеЕв8я в Фазовоfi перrввноfi (t.о. v(+) )rаФ(цllrЕо Еопрорlа-
ва. схедова!ельво) афолDтво вопрерlвЕа (вав пвтегрл оt w(c)y
х Iругш Еошопевта. Вовlошос,лr ослаблввпl уеловrя 6) в Е8-
ласе IB поrа Ео toEH.

YBarBr еце оIЕо следсtв[э пв lоорош 2.

сIп;V!тЗш. Еслr t }IoB!elBopr6t Ае
yc.!oBKDr l0 СП,РаВОДЛIЕ0 8аПlD!П0-
Епе тоореIп 2.

Дtiсtвпrольвоr Dalolслувsо )-Lr , f удоDIе!ворйоt
уGrопD (8) r Lr=E{ .

IIюБIЕIА 3

tТ)РЕШ3. Пуотr DчпOIцоЕll следуD-
цп0 услOвпr:

а) {,'(r.) п d,om Ir + d ;
6) {* lаоЕпеlворЕоl ус.lовпD (В) э
в) L"пЕ; 6(\.,L1)-пдоlЕO.в Lo.

Тогда в вадаqе I суцествуо! ре-
шевIв. Болео того, с,праводлlво
равOвств0

rпLп I + iпf ц-:о.
ДOКДаДlЕ[ЬСТВ0. IIоскольву f' удовлетворо! усIовпD (В),

!о Ei- - Lt ([3J теорша 3.2;. Поатоtlу всrЕоо IEoIecTBo
уровн,

{-(.,l с L1 : 11 @())< с*J, oL>,O>

во пусlо а 6(Ls, Е1, ) коша8тЕо.
0зспда в спцу условrя а) сраау cJteдlot первое утворцlеЕхе

TeOpolll.
Далее, в сшлJ 5rсловия в), аЕвудяtор L!п Er- . з Lr сов-

валвет с Д о т.о. Д 6(Lr, Ef,) - ва,ввуто. Iiоатоrу 7,
ecTD ЕепрершЕвоа отобраtенио Lf па .9 ! еслш Iх раGсIаs-
pIBaTD в топологпях 6(Ч,Еt, ) и б(ý,L'аЕд,)соответ-
с!зевно. 0тсюда в своD очерель следrот, чlо вое IчоIесIва

о(



{t.s}. PQ)-.c()
61S,L"п Ef,)- вOlпакlЕI шi вцачtt, 6(SI L") - sаIsвуlш

(посвольву пос!едЕr, lопоJtогш, спльвве). Поэтоцу Р поIуне-
прерlвЕа свиау отвос[тельво топодогип 6(s,b"). Teopera до-
rаааЕа.

Довааавшая tеореЕ, ес!п еа шн!ерпреlrровать в lepltiцax
8адачl IB, содерпт власошчесвпfi poBylbTa, о раарешlIосlI IEo-
гоIерЕIх варпацповввх sадач (cr., вапрrrор, [t}J стр. 24). }lc-
пOrь8Oвавпая stосъ. артIовtацЕя блхвЕа, по сущосlву1 8 pacctl_
денtяl 0деха [5J, BoToprй поIJчает эtо! peaylbтat! довазшвая
6(L,,L-) -коrпактвость IшotEcTB уровЕя rp .

Слеаует зцtеllтьr чtо в даввоI случао сf,IIеrрпчностъ У ве
пграе! впкакоfi ролш. Еслr f - пропэволъпri норrальшf, ввпув-
rd швтегрант, tавоfi, что У'(try) сушруо5l 1ля эсох уеR",
Iш всегда сllоаеI подобраtь Я - ФуЕкrlпD У такшr обрааош,
чтобц у' удовлэтворяIа услоsпD (6) ц IEoIecTBa уровня -Iд
бшлr Фl 6(LyrEr.) - воIпаt(l!Еш. Шшрrrер, Iц losel вsятъ

v, ({, ttr)= ff ат [mа.t(f 
*(ё ,ч),{*(t, - Ll)1-1'G,О)tчl];

t(t, х\ = у|, (ч),

пРOБпвш 4 и 5.
Полоrпr p"=Loo Ес* ) п пус!Е М - аЕlцдятор МО l

E}.=LleX . Пусть' S':EblM ч tr'-вавовлчесвоо о!о-
орhевчЪ Дi. з ý' . Пустj, нOItOЕоцr с.(,),е Д7 -пропв-
воrьшt логiустшшfr 8доIеЕ! эалачп I, т.оо у(х"(,))= ь .

Рассrотрчr спешDцха зада,l1.

3АjЦЦ I: Iпвrrпвuровать

lf (^)

прl усповпях 7t е F| , t '0) = у' (x.(,)I

аЦАIЦ II. l|швпчrаrровать

прп yctoDlr

тЕOрЕцд е,

I1*(ц( )) - (q. (,), Ч (,)>

у(,)е М".

tпf I'< Lпf I ; iпf n а tпf !-'l

,
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I сIеIуDцпв условпя аавпвалев!пý:
а) i,п{ I = Lп{ r' i
6) i,пf !l-'- iпf I u tп{ I * Lп{ !l- - о
ДOВДаДТЕПЬСТtsO. Норэевслва -(I ), очввчлцоrсIед/Dт чв вадr

човчfi M"cLo, LcM.
Дш докавате!ьсtэа второП частп теороIп 8ш.оllll свачала.

qто нчIвяя гра"Еь в аадачо I достпгается п Фуцкцпя

Р'(tl=iпf [I1(l), t, Е;. " tr'(л) = t}, t " S' ,
6(S', М") -полrвспрорвва сЕпзJ.

В oaror двлоr всяЕоG IEoseGTBo

[7е Ei, , If 0) < d-} , dro l
6(€;. , Еr.) .- коIпаВ!Ео. Поэtоцу, рассуIIая, ВЩt }t ПРШ !,ОВа-

затеIьсtЕо теореIч 2, получаеl требуеrое.
В сплу теореш I

iпf I' + Lпf n'= о. (2)

Пуоть tеперr Lпf r = tп{ r' . Тогдд

0 с iпf I + iпf ii < сп1 I + tr| П'= tп{ I'+ |пf П'= ol
t.e.' [пf I+ iпf il = Q , iп{[= .п{ tr' .

0братво, осдп вц!олЕево б), lо
tпf r * tп{ i'= О

ш, в сплу (2), iпfr - спf I' . ieopera I0Еаааша.
PaBeBctBo iпf I = iпf I' вчIолЕяо!ся Е ваддче Ia, ес-

дI lолl8о {-'(t)пLп{ dогп If + Ф (лав кал L" вовеч-
воIеряо, !о L' = МО , а P(r ) ддrе вепрершвва во BI\yTpeE-
Ечх тоqкаl dоm Р1. Даlееr"равенство Сф [= Спf tr ' BcoI-
tа вgдоIЕяоtся в вадаче 16. Условпя, гарaЕт}tруDщле полуцепре-

рЕвпосtь P(l l лля этоfi а_адачlrшссIотреЕц в [ ? j.
Вообце, раiепстэо inf I = спf Ц' всоглд вlполняется,

ecll ФуЕЕцпя ва Lo , сOпряtевв{ц в огравпчевЕD Р (l) 
",.ý , совпаIдет с ft. ; другпш cлotaltr еслп для Есякого

у[,)с L" цаfiIется 
'6(L{, Ls) -схомцаrtся в у(,) послею-

вательцосlь fyrC )} эIоIеЕтов М" тасая, что -Zд. (ч(,) ) =
=tlm Iy(yo( )) . В этоr сIучае rr буr9r,говорштьr чtо

ocib суtесtjешшое полдросlрашстЕо L" .
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Теперr ш tовашr trослоlЕDD teopor(y, rIBDryD о!дощевlо 8о
ЕGоц рассIOIреЕЕшI rшrе вроблеrаr.

ТЕOРЕЦД5. ПycTD вшtIолЕеЕu слелуD-
цrо усIOвIяз

(I) { удовIоlворяе, условlо (В);
(2) LпЕs 6(Ll,Ls,) -!лO!в0 l L;
(r) t,'(t.)пiпl dоп rs + ф ;

(Ц) lЧ" octD сrцоЬтвешвоо подпро-
стравстЕо L'.

Тогда
a)BnIEtB гр8Еr в ааlачаI I'r II

дOсllгаDlся I
mLпr'*mtпП=D,

6)ослr ч"(.) -ро.ш
!0 дIя !0гOr чt
р0I0цп0I 8алачl
lосlаlOчЕоr чт0

{(t, х-G) )'{'

0 ааIаqп
2.= f.T.(. ), 1 }

0

0

б

Bt
бI
I,
ц

II ,
бшдо

веOбхоlrIо l

(t, у (t ) ) = (х" (t ), g" (|))
поч!п возле п чтобЕ дr, всякоl
Ч()е Lr, п Фr,

( у, (tr), !"( )> >. <i, ч(,)),
в)еслш сJчес!вуD! обобцвнЕая

последовательвос!ъ iyg()} алеIоЕ-
loB L", 6(Ls',L)-" ходяцаяся к у"(,)
п qисло €._>О т8кпе, *что чl(.)+€.Вl,сЬп,
лля всякого U r то J=O п, вЕачlтi
аадача I раарешlша.

дOкАзАтЕпьсltso.
а) Раврешпrостъ аалачd I отшечеша в докавtiельс!во предl-

.цущеfi зеорешш. СуществоЕаЕче репенпя в задаче II п рвепсtво
iпfI*'лLпj=g

следlD? пв теорешt 2.I ; так кав Lпf _- = iп{ Z' (в сплу
условtrя (4) ), ТО 

,r:!,:;:":|" n 
Шr ЗНаqП?' €
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6) Сначаrа оlIеlшI одно эаIшое д.пя Iоlънеilцего обстоятоль_

ство. Поскоrьку М'-сущесtвевшое полlросtраsсlDо ,-," , то Мо
6(L{*rLr) - пло!во в Lo I, аначш!r аЕвулятор П" в Lf

совпоtrдетс Д 1 !.о. L=Мп Д1.0тспла сIодlеt, чrо дJlЯ
лпбшх двух функrцП хr(|) а c.2G') ша Lt, соотношеншя

6'@,( ))=J lаэ()) а trF.())=t@a( )) эввпвшtевтшl, t.o.
rEoIecTBo r' (t-| G ) ) для Есякого 2l е .f солерпt роЕно
олlв элешент S' ш Iля равлпчвDlх J " S сооlвотствуDцие эле-
IeEtш ра8IпчЕrl.

Другшш словахпr tr't'' есть BaаJlIEo одвоsпачЕое отобр-
lевше S r S'. Xpore tого, к8к легко видеть, (|.g(.))=
= (t'0,'G,),t()7 ма всякоП ч(.) е Л7" . Поэтоrry шi iloшr
отоltестiпть S п t' 0" ( s))=t'(Lr) .

Верпеrоя к докs8атопьству теорешl.
Пусть .,l" = [т"(.), i } - р€шопшо вадачп I' ш !. (.) - рапе-

нпо sадаqп II. Ib! IIoeI Е силу а), что

Ip(c.c ))*Ir fil*tn, (у.(.))=( t., ч"()>. (з)

Полопr t, = tF.(.))= у'(l{,)) п пoкaloll, чlо

Is(c"(.)) = Р(Е,),
В caror деле| еолп .т{)с L1, yk(,D-t, п ),=tт(),i,l,

to t'(Л)=у'(ж(,D*t'0) - Y,t2.- S, = !-. пi слодова-
тOльно,

\(-()) * It (i) " р'(t.) = If (х_(,)) tI.s6),
t.o. 11 @( )) > I1ё.( ) ) ддя всякоfi х( )

Поскольп5r Фувкцrя ца .9 | сопряIоввая к
Епченtе Is. Еа L' , Iц пIееI

с tr''(t.)n
Р, есть огра-

Р (L,) * rp, (у.(,)) > < t, , !"(, ) 2
п| слодоваrолъноr в сltлу (3)

(4)

trFla (}. -Е. , !.(,)_) = 1y'(F ), у" (.)>.
lусrъ {р( )J - обобцевшая последоваtелъность ш8 М " ,

6(Lt,,Д1)-сх,олячаяся в у.() п tл(ая, что .Г1, (у" (. ) ) =
=ltm I/, (yo(l) . Посволъку f '(l1=,.- t, . s = v'(L1),

<il7),(у"(17 - hm qy'(tr), Vl()) = t"пlr),уо(.))

т
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(шr rаr чil)е 17'). ПоЕшry лrr шdого е> о ш rоэr Bal-
п rard щш!о D r llo

4, (уlt,)) 1 <7, уо())*€ .

тоDIд
I1,(D ( (i,tJo())*t. Ф)

0 другd о!орш,
If(i)- suр f (i, ч(у>,у(,)GЬf, о Еs, },

!оOо If 6) > <Т, !о () 7. (6)
CpBBrrar (5) l (6), lo{rтaer

I1 ti) - (y'(F 1, у. ( ) > n s цр { <1,g( ) > : у()е Es, о Ds, }. 1'l 1

Пв Ф) r (7), , сDо] очороIDr ctoýorr чло l ф) llool
laolo оlФг00 palaвollo

РQ), rf , Q. ()) - 11(а.())*Is.(у(.))-1h,{.()>.Ф,qgЦS)
0Irаrо дDa locl {, 8, х

s(c, r) *f'(ё,ч)>(х,ч)
Поэюry реDсЕсtDо r (8) loBroпo !огIв r lоrrЕо lогIв, ЕOгда

{ (С , х(С)) +.f '(l , ч.(с)) 2 (в.({), у (I))
поtrrr Dо8д9. 9tш sаloDrао!о, доваааlоtDсtDо ЕоOбIодIOGII
улворповrя 6) !аоDош.

Доrаlэr 9го доо!а!очвооll. Шlстr у. е L' , l.={c.()riJe
е r-' (I.) l f(tt4(0) +f'(c,u.B)) - (r.(t), у. (! )) пOч-
,l ЕOвдOr

(t'(i), у,()7 = supt <.7, у(,) ) : q(,)е ф, пФr.7.
Пэ пооrедвего раDаЕоlDа в cпty дош 2.I э 3 сrвлуе!, q!о

+6)- Kf',(fr), !.() rt. .
Пrоаr

Ц(r.()) * Ir6)* 11. (1.()) = (.то (), ч.(,)>+

* (tr'(т), !.(.) >-- <} о, ч.(,)},
11*Н"(,))-<Ё.,!.(,)) =iпf !- =,пf !-i

}

,
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Is(ъ()) t lf (1) > iп1 !',
0= iпf i'*Lпf п' < 11(x.(.)) * 11fi)* I1{у"t.D-<r.,*(.)>=Ц

о!вулв

I+ F"( ))- +6) =ьпf Гl
чrо r tребоЕа.IосD.

r) Пуоль {чоt,lу - обобtоЕвая посlедODаtо!ьЕосlDr обдала-
Dtая lrваtаЕЕIlп D yoroErl овоfiоtrаш. Тоглв, посlодь8у x(ileS,

(r'(tr), чо()> < \tr'6), ч.()), (9)

с другоl ctopoвno ,аЕ iaa М"- crmcrDEвtoo под!росtрщсlво
Lo , (t'(i), ч.()> -mОх{(fOIч()>, у()е L'ob1'}

В oaror iело, пуслъ zr()clY| fuf* , zg()*у()ёL"пDl,э лъ
до!огrI 6(Ч,, Дr) . iоглв в cirl б)

(r'(7), ,l. О> > [im (.f,, z9 (, ) 2 =

= ttm <{li), zl(.)7 = (t'6) , У( )7.

Продолопr ,otropD| tllo l'(1)+ о . Тогдв ваfiдолся {(.)ем'с !чО|{е ,а!ая, sло (Тrч()7 = Q >О. Шо в эшl оцутае,
о оIдоl о!орош, ,upl*c[() " Фf . Iдя ЕсоI u l, lEaTIl,
п0 дO8а8аЕвOlуr

< r' 6) , t7.()) , ( r'(tr), чlС) " у( ) )
ддl вGоI D , 8, с лругоl GlорЕr0 э сrлу rшбора V(.) l (9)

[tп(у'(1), ф() * N()7= а* ttm(t'61, щ () ) =

= а * (t'(T), ч.( )> > ( tr'6), g.(.)).
Il прплп Е проlrвоDo,IrD.

_ lrarr .t'(х)=o . lоглв б @,"())=|. l, пооtrоtrDву
lt0) > О для шsrого GtвIуIiрЕого -tr+ О |

Р(л) < Iд (т" (,)) < If (ж"(.))* Ir (i) = P(t),
t.o. I1(7)= О= IXl . toopra доЕ8!аЕа.

ЗrХКrДЦВ. Eorr огрвrчоЕшо Фувrцдr rв М" обравупт
6(L{t L;)-плоtвое пощоtас"во М' ! ш уtDерц[овве в)
l0орOш lot8l бцll осlаблов0 с!одупцtI обрвоr: octl суqвст-
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вуш обобцвнн8я последовательцосtъ tyJ(.)} элоцептов L" ,
6(Lr', Д.) -сходяцаrlся t( у"(,) ч qнсло с,,о tat(Bor что

Vjti=чui.l*,J вс!оrп 11 jля 
"сякого 

вектора xu RП с
"l,/l+c r rо &=О.

. Деfiсrвптельно, в этоI слJчае, еслш t'6)+ О , то (так кап

л'(Я) е S ) ваfiдется огранttчонвsя Фушсцшя z() е М' таt(аяr

что (у'li),ъt)>>О. Полоrur у(t)=*ъ(t), где к=

=sцpvzalf#fi , t е Т J .,Тогда <t'(i), ч( ) ) = о- ) о ц

чl()tq1.1е dоm 11 дrtя всех 0 . Ддльшеfiшше рассуlденчя
дOслOвно !е tB! чl0 и прш дова8а!еIъGtв0 tеOрешl.
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