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0грАниllЕнt4я тиllА вклю,lЕн!iя в зАдАчАх
лlзOп ЕриllЕ[ричшкOг0 тilпА

С.С. Кутатедадзе

Введенпе

Под огрничешпеrl тппа вклрченtrя повпшаетоя условпе впдаз
|r}tскоIая фигJра содерп{тся в аадаппоf, внпуклой фшгуроп. It ва-
дачшl с услOвияIх !а.кOг0 тппаr ка8 нOlтудп0 вшдетьi свOд}tтся
ряд аlсстрешль}lнх задач геOIотрliп вцпуlслцх поверхностеfi, в
кOтOршх ФпгурпруDт, ЕаприIер, условпя в8 ддФtеЕрr толщtlвуr
рад|ус вппсаЕпOг0 шара }l т.д.

Oбщrf, цеТОД решенпя залдrl lвоперпllетршчоскOго tипаi оспо-
вавншfi на погрJIеЕпп paccralpltBaotof, зад8qп в задачу Iаlоц8-
ТПЧеСКOГ0 ПРOГРаllllИРOВаНШЯ э Таfi ШааШВ8еIOЦ ПРOСТРаНСlВ0 ВЕ-
пуlilш( llноteствrбшл предлоrcп в [rl. В частвостll, услов1,1о
в8лDчения в шOгOлранвпк ааIенялось конечпнll чшслоц динеfiнцх
ограппчениfi на опорцше рвсстоячtlя. Непосредственчшfi перенос
послед8ег0 пр}tоIа tta случаfl проttзвольпоfi Фигурш прlrвод{т к
sадаче с континууIоI огран}tченнй, чlо до покотороfi стопенп
аатрудЕяе! ео анаJIпв. В ttастояцеП рботе покаэшвается, чlо
подобнце огранпчевия целэсообравно учпIшваrь непосредсlвевно
вак простеfiшие операторнь!е огравпqевlя в прос!рапстЕе вшпук-
лш:( InoxecTB.

В работе предпрпнятш следIюцшо попш!Еп упрощеншя шапоIеншя.
Во-первшх, lзритерш}t оптпllаJlьЕости фOрцулирушся свачаJIа лля
плосвчх 9од8чr а затеll обсуцдается (достаточно рутпвшчП) ха-
раптор пх п8Iеневпя прп переходо в пространства бо,пьшеf, рв-
Iopнoctt. Во-вторшх, ншЕо рассIаlрпЕsDтся 8ада,п с 0дsш
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огр8нsrченЕеI обцого в!ддr !.е. ва сшешашвd оФьеч. пбо спуqаfi
Iшогrх огравltlоЕхfi прtrводl? в аЕалогrrqчцI результатаI.

l|B-Ba техпrqескпх tрудшостеf, рпсунков в работе не содегrх!-
ся. Автор пршобрел п8взсlвше ЕавыЕи пOсlрOевия крхтпчеgкпх Ф-
гур прп аiIшшве решошfi 18ЕестЕЕх плоскпх задач, собранmшii
наJIрпIер, в tlсзогрфшп Бовпеввва ч Февхеля [el.

0боввачевшя l определевЕя

Всоду впrв беЕ поясвешd пспопьвуDtся 0пределеlшя ш обо8-
наченпя ив [rI, [3l.

Ввутречняя t|зопершlrоlрччесвая аалдча

Средд фпгур, леtащrх з фпксировавЕ0I тел0 rо и шIеDщпх

заданнй перишетрi паttти фшгуру Е вапболычоfi площаJи.
В cooTBoTcTBltи с общеfi тоориеfi [+l, фупкция JIагряrа

этоfi аадачlл шшеет видз

,|(r, 4,у) =@ Лrа * ct lsla1 - s(а))у(*ъ - ж),

где аеlr", oLcR; п reC:(Z.). В сплу теореIш Брунна-
lиttковского и fелесЕOсти tcoвyca пOлOш|тельаш( элечевтоЕ в
пространстЕе нопрершввrrх фуншufi , дш поставлевноfi задачп
спрааед.пива теореIд Кува-Тшtкер (условпе Слвfiтер, кап в}tд-

но, внполвено). Следователъноi,расчJtеняя содIовше неравенства
на ди{ФеренциальнOа условпе в условпе дополtlяпщеfi веrcсtкосtr
ll вспоIиная 1cr. [5J), что цв условшя -+ul r V(с)-V(с,у),
где ас[Or, чrY,, вшто8ает соотношешше *iч , полу-

чаеI следlDшпй результат:

Допусlllчое техо Е являеlся ро-
дlонtt9I Енутреннеf, изопершltетрп-
ческоli вадачп в ToI п lсльfiо
Toll случаеr еслtl найдутся (крш-
тпческая) выпуtслая фигура..€ lt
qисло.(!>r0 , lакие что

I.л7 т*d|ъ ;
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2. i(zl-а"(ъ) дл1 всех zeS(a).
Чарв S(a,)= sИ(a)) обо8вачаешя носштель повершосзвэf,

Функцпп фпгурш *-. OlIotBI попrlЕоr что коэфпцпеш о( ,
ОЧеВПДЕОr ОПРеДеЛЯеlСЯ П3 tСДчЭЕЯ Ш8 ПеpЕIеrР РеШеНШЯ.

Ввешь,lя и8спершотрf,ческ8я аада{а

Срешi фt{гурl сOдOрЕ8щýх фиксировеннур фигуру €. lt иIеDщих
еадаttпd перпIGrрr наfiтп фигуру е паибольшей плOцвдl.

Твхвшка получония 8рпlершя (rптиIаJlъЕосlи дJ,я этоfi задатп
aбcoJli)Tшo апшоI,пчва раавитоfi ;rля прелддущей за,uачи.

Допуст.иIое тело Е являеtся ре-
шеЕпеч в.пеш.пеП п эопорullетрпчOG-
кой аада,Iч в tош п только то.I
cJly чае, еслп вайдJтсtI
8ая) фпгура с l| чllсло
чт0

Дошуст:iцо0 TeJlo Е
ЦеПТРаji ЬНO-СИIllеlРП
llak с и1,1at ъ н oll плоцад
ii:иШc:l 8 .1анllОЦ, З Т

т о I с.ч,у l, it G i с с д п с
дD пер(rноса .Э являе
ризацизй llппксвског

J
d.

КРИТttЧ9С-
DO т d к ш е ,

ане
в

есть

I. Е-+э *d t" ;

z. V(a ) * V(а,, Е ) = ZY (Е, ч)з
Э. Е(z2=а.(ъ) для всех zeS(a.).
3аrеlиш, что в пункте I фиtтр}rрJет Г-вхоIденше,

Т -раванство п чвýавпtъся от этого)по существу)нельэя.
callol деле| расоIотршш элеrrентарнrй пршцер: пусть q
шар С- , а, -шар С, и .Е-отревок осп, тогда

,ц(-)-rF") е Yi, ..
Центрлъвьсишlетрltчная фигJ tB шакспцальноfi плO|дддt r

содорrащдяся в данной

яЕляется
qпшI тел0
п| сOдерп
0ц l| тO.ть
ТОЧНОСТЬD
tся сrrшLе
о Е'цакот

I
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рOП (кри?пчоскоП) фшгурш 9€ [,
кроIо того, Е(z)=е.(ъ) лля Ес ох zeS(T).

Прп допазательсlво этоf, tеорешr следlе! учестъ д}lшь одllп
дополнltтольншf, факт па [5l : рssпос!ь поЕершостншх Функцпfi
плOсtrпх вшцувпlх фшгур Е п ч определяет полотптельнd
липеf, нd по Iпнковскоlry Фушсltltонал вад це нlральЕо-сtlш|Olрич-
шшцп lшOскпIп вЕпувлшIп кOlпш(!аtll в T0I ]l т(мьк0 т0I случае,
есш спlцетриаацшя llинкЬвского фuгурш v раацещается прш по-
Iощ параJtJlедьвого переноса в сшшетрпвацпп llltвковского фпгу-
рш а.

Ввутревпяя пзоперпIетрпческая 8адаqа Е класс0
цешральво-спшеf рш чнш Фигу р

Среда центральЕч-сшшIо!рпsЕшх Фпгур, шIвDщl|х ваданньf, пе-

рпIеrр п леIащrх в фпкспрованЕоI lоIе Ео r в8Л!l Фшгуру б'
наиболъпеfi площддх.

ДопусrиIое тело Е являеtся ре-
шечшоI поставловноВ вадаtlDt В

ToI ш тOльк0 ,0I случао, еслц
ваfiдутся Фигура € ш чпсло &>О
тавlе, что

I. E;-"*&v" ;

2. Е(ъ)='а"(z) для всох zes(T;t.
прш авалшвс конвретноf, аад9sш уllество сопостав}tть аtоl

прпsЕаЕ с крптарияIli пршводоннццI лля первоfi и Tpetbei 8адаq.

}lзопершrетрпчесвая 8адача с аовоfi

Срдr Фшгур 8адапЕOг0 першIо!рs ш lакихi чlо a(z)lx(z)
ддя zeSc Z2 r гдо S-BeKoTopd (дл, Jдобсtва) спшir-
рштшfi Еоша8!, ва!ш фпгуру ваrбольшеfi плочвдi.

В aTor спуmе 0гранпrloнше слешrо! рассIа?рuвать как опе-
раlорЕов ограпшчонпе п8 C(Zr) э C(S) . Iотод 8в8лtt8а Ео
Iепяеlся.

ДопусlиIоо тело а
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ро]онпоI посrаDIоЕвоf, аадачr
?0I l ,0IьI0 ,ol 0lучао, ccll
ЕЕIдrlся _(врпllчвсrая ) Фrгrра
l qпGJtо А>О larlo, что

I. €7а.*&7, ;

2. s(э)с S ;

э. Е(z)=а.(ъ) дIя Есох zcS(.T,).

Крtтерпr опtпIапьЕосtп D IцогоIершй простравствах

Для общеil пsопериrотрпсесвоi з8ддчlr l.о. аrстреrальвоВ ва-
дачп! в котороfi оЕрgцпчевчя п цодевая фувкшия аадаD!ся сIоц8в_
хццj gý56цяrril, чошq ваЕ праЕпдоr полуrl}ttь дtlпъ веОбхОдlrНС

Jrсловtiя аксгрецlrа. Дело в ToIr чlо 'rвопшфцваяП вадача,
напрпIор, Пвшrlукlа но в цr сtоропуП. В подвоц обьеrе продl-
лушiе реауIътатш пореЕоGяrся ва случаf, квsзпвогЕJтшI аадач
,ппа ч8оперtшетр8. Такпr обраоI, aнaJtoгol ввешвоil паоперпllоF
рrчоскоfi 8адач}t будот ве ЕЕощцяя пrвопшфанваяll ааддчаr а внеш-
вяя вадача Уршсоша, t.e. заддча IаксllIпзацЕп обьоча пря аа-
данпоfi шнтегрльпоfi шшрипео Шапоrвrr попуtцо, чlо на пдOсаос-
lI пнтеграJIъная шшрпна п порlrl|е!р фпгурц суть прOпtrрlцOшаJtь-
нше фувкцllоналш.

Другое прuЕцппцальЕое отлхчче плоскос!п от прострачств
большеfi рsэчерЕостlt состопт в ToI, чlо лищъ на Hefi ggзпяддDт

сушпr Бляшке п llипковского. Прп этоц, шак Еидво, в прпведец-
вцх вшше прианш(ах,речь шдо! о фушкцlлова:tьпlх, двоfiстsенвцJ(

услоЕиях, т.е., в частпосtш, о сушцах Бляшке. Это о8шачает,
,lT0 прп перефорIулuрOвве плOскпх критерпев оптпIаJIьности ва
случа! Iногоlrерншх прострапстЕ суuш Цпнковского спе(tеЕ аа-
шенять сушlаtiи Бляшке. Если, папрl.tlерr речь пде, 0 поиско
централъно-сишшетричноfi фпгурш, то в соOтветствJDщеI признаке
возниквет не си!lчетризацпя ilпвповскогоr а сшшtе!рпsацпя Бляшке.

Третъя вапная осоGенность пространств FаIершOс?и больше

2 - это наличие неотрпцательннхt инварtiантных 0тнOсительво
сдзигов l|ер, ксторше шевоэl|08н0 трактовать к8а поIOРIнOсIнше

фупкчлч некоторшх выпуклнх тел. Эtо обстоятешств0 привод|т
к Tolly, что в призпвке оптиllаJБностп фигурпруе!r как правплOr
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Е0 врltf,trесЕая Фlгурsr а врlt!шqескаt rорs.
Ш, Еаковсц, поOIодlос croficTBo - равшчшс отвоцовri Т-

преддес!DоваЕпя (упорsдо,lоЕвосtв дчввfiво спльвев) [tJ, [ЭJ r
7-DIОIДбВIЯ ПРП П|2 . Поясвш аlо прпIороI.
Еуслъ п>2 lчпсло р вшбрвоIsусIоЕпs

9 а-'
l.A< ifu

Oпрделur сIодуDцtiс s 
:rji; ;воIЕапlш:

Ч=3" *lfn-z,
J-

вдось d=F"'' . Тад вав y>l r то Е , ulL ЕссраЕЕпIЕ
в сшшсtrо прсдloрядrа ? . С другоfi стороЕц, а | ч . В calol
доIо, 8аIочаяr чlо Vr(ч,_r,7)- О ддя лпбоfi ЕцпуrлOfi по-

верrсвосtп ? r BElдl подшлrнеlвосrl ш Iовотоввосш сIощанв0-
го объеrаrпосдодоваrольпо nleol:

Y(rл,Н = Е с:^ r*V (?",,.. ,3n, Э2",lfrп-2 7)",ь2
сЕ CI__ tr 

*V, (?, , 7) * trП''Y, (Т.,rr 7

*i

кьо

= Fi с":- tr^ V, (7",7)с Р"''- t)r V (7., 7) "
А 2п-1 V (t", 7) = V (Е,, ?).

Прпведевшо обс!ояlельсlЕа повавцЕаDlr чlо двоlственвоо пс_
сJIодOвяще IвOгоIOрпDIх 8адаq пOсtавдевЕшх шпов сOдOIш!i п0
СУЦOС!ЕУ0 IШЦЬ 0ДВО OtIП'rrб 0l П!OСВOГ0 СДУtl8Я, !I0BB0 аП8-
!шs опорЕш Фуввцd 8аIевявтся gЕалlаоI пOверЕOс!Ешх фуввцr!.
Прrвеry прпIор.

Ввелвяя эадаsв Урцсова

Срш шл, содераtцх .Ео п чIоDqц sадаЕвrD шlегральЕуD
цпрпЕу, ваfilп лело IапопIалъЕого оdьоча.

Допус!liIоо толо.Е ЯЕлаеlся ро_
цевIоц эподвеl sадачI УршсоЕа в
T0I х !оrьа0 'oI 

СIУЧаOr осIп
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l}



Еаfiду!ся (врrllчесЕая ) _g0O!рrце_
tольвав lвр8)l1 п ,rпсло&).О, ta-
вl0 ql0

l. jJ(a)*r.<,ar(F.) ;

2. v(a) * + /'Е dr:&V (7., Е);
3, E(z2=a.(7) дIя Есох zes(7).
Рассшоtрпr, Eaпpllropr случаfi, вогда Е"тп-l . Тогда,

fiад впдвоl f,свOIшI тапоI являо!ся векOlорая шароЕая trпн8а, а
кршшчесrоl швроf, - сдод поlороrостшоi фушкltвп пара па допOд-
човцо восш!оля этоf, IхЕвш.

ваклпчепчв

Пршводrшfi ввшо опособ учеlа огравпчевпl tппа ввлDчеЕпя
прпгOдоЕ дш псследOвацш раsвOобраавшх эвсlреIшьЕцх 8адач
гооIоrрЕl вшпуЕшх поDерrшосtсfi. Прш atol оlдичЕтельвоfi его
ософшпостьD явtяеtс_я аахова Пив!упцпЕП опорЕшх ФJпвцпй
ПlЕтупцrаfiП поверпос!шнх фJшсцrfi.

В ваrлочеЕrl уlrос!но Tarlэ подчерквJlь, qlо прп решеЕпп
ковrроrвоf, аадачп прIводеЕвцо EBlo l Е [IJ loTop рассуцдо-
вшfi цолесообрввшо коrбчшлроваlь с п8ЕостЕнIш прчоIаIх геоIот-
pll п lаlоцlrllчосвого прOгршшlрованпя. Проиллпслршруеш эlо
послOдв00 пOл0I0Еп0 дOсtатOчlo !шпшчЕшI приIер0I: прш вадав-
Boi толцlпе l хвlогральвоfi пrрпвв вшуклоf, поворхпостr l8lccll-
Iш8rров8tь е.е офеr. Проrдо всегоi по посlацовке эта 8адача
iвшпуrlа во в ту qlороцуП. 0двако це!рудЕо заIеtпlьr чlо
РеШОЕUе ДеПl В ВЛаССС ЦеЕ!РаЛЬЕО-СШIrclРI'lЕШХ ПОВеР:СВОСТеП,

следова!ельво, sалдчl цошо порефор(уппрOЕаlь следуDщдI сп0-
собоr. НаЙтп Ее l(n прli уоIовпях:|,r>А7-" ;

2. z(ц)+g,(, z") э 
^ ;

з. V,(t^rа)=V(7",i) i
4. V(с) лостпгао! IаsспцlIа.

для последtеfi эаддчш, являпщеfiся эадаsел вшпуклог0 пр0-
граtоdрован!!я, во вшполвоно условше Слейтор. 0шало IoEOr
как ш вш!еrсфорlулrrровать достаточншfi прзнап оп!иц€цъЕOстч,

.t
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0rлrrЁ]!lс! ol lGобIоllrого лlD ! сцr']асr Gсti Пбсзllсловlалi
!еорп Erra-trшcF !с яlllс!сi rусrовпdi . Ьцусrrrоо tclo
Е alrotcr Faaпп посtаrrзrld эaдlпr ootr укаsаЕ вF-

,tчосlда rcp F l чrсlа drF >.О tаtпer чtо

,ш(E)*plJFQ,-1tP (Eut €-..) i
У(Е-) * i/ э ау =Z Ц (р,,Е) ** F FG.) * i(-z.));

Zn
E(z)-4 дlя Есех zesФ) "
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