
Вцуов3I(48) 0ПТПЦ издцшя I9B3 г.
Чrеповше r.6rодЕ

УД( 519.9; 512.8

Еl,il[слЕlив сшЕпrдяпц чrcш цgrcнOп iАт!щш
в дмкопOЕшшш зrдА,lм лшЕfiIсю прOIрАшюцпtlя

lt.д.ftовrова

3qдаg.цшоilцою пDогFшрвщr, у Ео!опд Ецпп Е
rаIJtоI своох стоtбцо llооl но dоtсо лвух оlлtцц ol Еуrя а16_
IеЕюв l Еоtо!ц0 Еаtшвааl дryтrшовсвtЕш зqдачш, Е Elllo_
tоця BrpoчaD?c, достаrоtцо тасто. В шаптепrвоl сtспош
эЮ СвяЭаво о !!€ц. lrTo уIа8lся построrrь oФфпrtвшс ш!qдц
рФФшr "аЕ sqдач лоо!е?,оtпо боrrш рацсDов. Пр элш вш-
воаш рюlшmlt счеtа ooтaDlroя Е сюItоЕс. Iqпr тш, сrаD-
пшl класспчесш црр Etщl

цопааЕа8т, trтo дryтlgпоЕеЕtвая оцгT rута ощь во гаIпвтt-
;lyoT rвбаrашя ЕDппеlI!еrшц ЕсЕ1tlr*lосlсt, свяваЕпц, о Ero-
xofi обусловлопвооlDD Etщ. В статьо прqддагао!ся Еюл щш-
Еп спЕIуляIпa! !пс9л пвqлрвtпоt дt]уЕзшоЕевпоl ЕцгIцо во-
ToIвя Iilот вецвtrатlоя в пачесlва баilс,ЕOП пr рtэЕп аqла!ц
лшеlвою ЕргрsшроЕЕя сlшlсtс{цqцfl. йол чвtqд в нь
KoTopot стgпбш обобцаот пвпслшd пqдIqл Е вш,псrэцD olвty-
ляrц tпccJl лЕЕ.цагшеrrвоil t ,тщазшалtпоt птщ [I].
06цдя охош вtjiDчеет поцвсцо цащ раоЕоrщапя оЕIчrяР
Ец qЕсеJI, построФпе пос.!сло*тсJirЕосlf Шtуш l адDоIllII
ЕппG[еlпя эвfiFrr пооfijцовсtaalц]оо!п ш!урв в эqдашоl rово
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ддя оцtqде!€впя !пG!а порilaв шдвов. По ето[ шФорэщ опDа-
дедяотоя tlerO сппlтlяFlх !цссл, lOl'пlrт Е ЦоВоюрfi црш-
цЕ8а, TaI tпo для оцDФtаrGtя ЕаIбоЕшсю l ваЕвшею сш-
ryдяtrErr tцс6, Ioшo lсполь8овrЕ Iе?qл дrоrсll. Посволшry

эIqот E@l пDоцосс дIя IвсоЕlрашц в о!в?ъо Е?Iц ш-
чt ве оlдtв€тся ot ццдщоЕц дlуI- п цЕIдlеюЕалъпц
цтщ [IJ. то осtашошrcя Е дaIшоfiш л[!ь Еа поIв!цсlоцЕlЕ
ою соо!аlвц чаоrп.

I. otlодачещя

Бавrсryэ двуlсошФш!ryD Е!rч 6}тш оdошач*ть чоpоэ
Д[ trl], цв r - шоввотю вflоррв ос отоDв, J - шшост-
во вошров сtопбцов. Строп r oTordbr бцш сштатъ sаЕуllово-
ЕацЕцш :l8в, tпo I={!,2r...,hJ, ;r={i+l,п+9r...- 2п}.
Дryвоповевтвоf, пцце EIшJпo соЕоставлпD t1вФ /' , у
воторопо Есоство вшров Dсш Dсвво J . Во ц, i l k
Iтафа сЕЕD?ся свяsавЕщ лIтоl, оош в ЕтIrцо lreо!ся
отqпбsц (с вошроt j е J ) TaBol, lго аrtшtн Д[i, jll
дtk, j1 оtдЕtlш от Ёдя. Удобво доdашть к ЕgЕЕ!Еg цфЪ ваг

пrry Ъ Bolopor 0 п счтать фр!Ео сiолбщ о qЕоЦ ryлево!
кошоцецlо! тщrв дqrlвшоввi!Ешt Totдa mоrбry f . у во-
торою лшъ oTrB еIil€пт Д(, i, jl +Ь , фцеt оtвойтъ ва lpa-
Iтаф дrга, свs$rваплаJr в.шry с с rопшоt 0.

Бцш спlать Iзвооlвш тоа фвврl Ео IтаФ ляtrrпошошOЕт-
во[ rапIrщ Дtt,l J rсrт рспrдrimя Еа ЕшшGвlI овrв-
Eoctl шD лц7I !tпоЕ. Это rщот бdlD Еdо дсрЕо (с воlвоч,
ЕошФреЕц обurЕо в ryд€t ! эащ). дбо вшсоЕIа свя8-
вооЕ, ЕлDIDшIая в ообя ЕЕхI о оtт'qпщ о! вспо оlэетвlо-
шш в влцв лороЕьса. Дутl от!еil оIгевrrIрЕЕш тапо хак
эю обцто пршято IZJ r rав rво6lпrаво ва ptc. I. Itпя щла
вшОграетса.шбоб IB лЕUт юilщ вапрqвrопt еm оdхолв. В
сооtввтстцх с пзобрrапýl траф в вцдо лорва булш вазш-
вать BBpxHel ш оlлулпl gсваtlалlwтвщrl
обошrеsmь вошр этd Е8щ чороа c.[f ] . Вторут пIпшаь
цэ 1 aTor Егэ Dещ _Фдсr ЕаsцсlD Е l а в е l ..t otloB-
вачапь ео всор врз cr[j ] . Зоrctш, .tп_o лtя пацоfr вошц
l сJцgшrчо, qшrclD.tвaJr шпа j , лд, *оюрd irtjl= L ,
т.е. оlа Dоша лtllсtоя воlшеl. ТЕчэ щт бутg обоgа_
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traтb через Jt L1 , так tпo i.[ j[L)l = L.

Ввqдеш оцо обозвачеше F(i| для шlоIвеlЕа вощ
вещн таlцх дlт, у котора пшпо веЕшпц соЕцдаrs с даtпоП
вешоi с, Tio. F(i) = [k€ I : i"[j[klJ = i} . Наглядшо
шшество Д(с) шопо щ)qдставпть себе вав Еоаэстю BoIшE,
непосродствбпЕо пqпшЕеЕпц, вепrцЕ€ 1 ; rlt'l=Р лпя
концевшх воЕ@..

Jlля грф вцда дерова i -ветвъэ вашrвiется пqцпqD d; ,
шещf, Еор[шцу i в rачестЕв ворпя. &л веща i воще-
вая, то 4 состопт пз qдпо! вершн i .

2. Упоряцочевпо аrаIевтов шшосгва

Поскопъry ц€р€стщоЕtа сlтов r с!оlбцов ве Ецяег cEty-
ляр{це tпqra Еlщц, то шt вЕраЕс lю сво€lч усrотрш Blt6-
рать упордоч€шп€ rdomcTB / r J. Ilавш с поD8ша сJIqдо-
ваппя ал9rеЕтов Iвопества / :

I U{0] ={ 4 i,,i,,..., inJ. (I)

Нас бlтем шЕтересоватъ TaKol порядов [ЗJ , прп которш в сIпс-
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ке (I) вошора вещц каIцоfi l -ввтвп лля ryфа вцда лер8ва

располsгаDтся пqдрц, ваtппsя с вещЕц i . Порядш сIодоваfflя
столбцов тоцца задqшш фрryлоf,

J= { jt i,J, j[,.], ...,i Il"]}.

В рабове [2J тавое уtrор8lоч@lб B€Irцц п дrг ваsвашо у с I -
лбвЕшI.

Щуоть тепврь Еlщg Д[t,iJ отвчает свявнrfi lтеф, впD
чащ! в соdя rтцл. Этот шхJl жшо рассшагFвать вав обоdцов-
пцfi воревь дореЕil п шl поtDоdуоr, чгоdш его вощ бвп ро-
попопбвЕ пqц)п в порц!о, обFпоI вшбрашоry обхоry щGла,
! ЕошщоЕц в вачаrо сЕпсва. rtацrш вещ lщла шбраrь пoIF
Bof,, 9вачопя Ео пriоет.

3. Порхол п спfоrтпfilоl. шршя

lIапш, чiо лля шбоf, п х п пrщl В rшэт бЕть
цоЕучеЕопредставrешвВ-UКV ,ппеИ п V -орlою-
ваrшшв IIаTFIDI ( U'U=E,V*V=E ), а rarщa К л!апшаль-
шая. Тапоо прqцставпоЕlо пrщ 8 Еа9цЕается ео сlцIfдяр-
Ешi разJtоrвпil, а пспа ,(; , i=У,9r..., п . стошо Еа дIаю-
валп пrщ К - слЕцтлЕрпш tцcrarш шетрrпr 8 . Пр эmч
цапreньщое пз а!ш( qce.ll 4(8) п ваrболъшое бп(В) шрашт
особут рош Еr ,8ytrsпtl птщ 8 . В часlвостп,

+

t

4./ 1# =q(Ы, lIBil =!!r # =6h(В)

Ш фдеr lспопь8оЕть Taкre тот Фапт, что сЕшеlт[пцаJI
Е{'IПIЕ |о В1

lв" о l (2)
L.j

пЕег свощ собствоцщ зЕаченхш клt спЕIуляще !шсJIа

штрrчн 8 , тап х Еропюпо!оЕцв ш по ввапу [I). IIам оу-
дет улобпее пер€fi!п к всGrедоэаlцD собстэеllшп tцсеп 0ппет!шч-
Bof, шаттlщ, Ео.rytищеf,ся по схоше (2) п дgrmшовввтпоfi
штщ Дtr,-r: . Тапая Етрпlа пеeт в лЕа раза боIщв рав-
шеIш. чап trсNql!ая, по стронпв ое чдвэшчвftо просто. Всщr
l в даrъцоfuоI пqд Еtщоfi Д[I,1] фла. пqцIпsпвЕа?ъ
пвршпrgrаr,ц,Dс, ЕцI!gr, воаор| о!ЕtDот свяgrЁ rрф оццою

т



пз дЕух возюЕlш впдов.
Пустьалешевтцlоlоrеств / п J располоrенц впорщпе,

прпвополопrоr, T0lýr, кmорьй устанаыпвается yclJ[eнHbг.r уто-
рrцоченпоr,l (I). 0тввчапщая тако}ч порrчпw lвтFца A[/,.z] опа-
зшвается rоrrпеil тругоlшtоfi п ее естествевно paccrraтplrвaтb как
обобщепие двуJцIагоншьноfi , у котороfi подJшsгонаJlь "1всполз-
лась" по кдшеf, часtт шатрlщ. Чтобц пабавптъся от слоIgоil пн-
дексащпl булеш сwтать, lTTo cтpoto{ п сто.пбlц поrучевноf, матрп-
цц перекуIrервшrц в ecтecтBeнHoll порщке. Пршерш мопэт crry-
tшть спед}шlая ЕтршIа (алеrrент do , обводевнцf, Kpylotкorr, Ее
сJtедгот Еока lФlпtплтъ во вшгrвrпе);
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hc. 2

Зшlетпu' что ЕрI такоf, нпlершцп сто,пбвц с номерш п+L
пrеет отлт.Iнш оТ Еуш дЕаюНшы{уТ КОlЛIОЕ€ВtТ 4; на месте l
п коlшоненту ф на IBcTe trГ.jГ.сJl =i"lп +i] . tlB рс.3 слева

пзобрrена чsстъ IDsфs, отвечащдя правOпry HпEr€W yTJry шатIЕIs,

lзобраlеввоil на рпс. 2. Есrп бц в последнегr столбце матшIц
птl[сутствовал отлrчЕfi от Fуля Елешевт 8о , то еfi отвечаJI

бц IpaD с цЕlшоп. В вашоr вFшере gп -я Wtа пrrе.па бш верх-
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а-J

п

hдс. 3

неfi эершноfi не 0, а верЕту п -з , как пзобраrено на

рс. 3 справа.
Рассrrmlяш теперь сtппiотFwхfD rитршýr

S\JUI,JuI7 =

о i д-l;, rl
г JUI

д[J,;] t 0

JUI
п перосташш в Hefi еце Fз ст1x)ш п столбцв, попопЕ

И =JUI ={/,п+t,l,п+2,. . . , п, !п |, (3)

Пос.пе Talcofi перестлrошr Етrцд StlUt,JUI1 IrFleT вrд

п-з

оп-2

t п- п-t

Slп,п 1 =

9|9,r .|- i
а:,9 t- -|- !
_ 1 tO_\ar1

9,!
Il

О_|

',l,', l

i ; ,l,
lll
l|l
Ii

-.,- _] -!_ 
l_ 

l

, о-'ф, -'_l
,4.,'о',4-r'J-l -Ll-]
i й.lо,Qо'l- , |а,|о1

а
/_
п+t

п

t
п+

:

i
@,

+

l
2п

liaTщte S[И,М] будеш сопоставпrmь цФ 4 с lшопоствоI
И Eor€poв ващп п шшеотвош Л4 воrоров лут-. Пр етш бу-
дец Сtпrать, rпо кацддt алохевт глашоfi дiаювалп (rулввоt)
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свяэ8н с эJlerieпToli ( а; чJIЕ lt ), cToщr шrrе глашtой дца-
гоншп. Что касается дrri, отвечахщеfi посJIедIеlry столбIry llвT_
рIЕIц ,![П,П l, то в c.lllвao lo+O она связнвает БещЕу
9h с вершrой l*, где черэ l*(cfrc j ) обозначен Horrcp

строкл rвтршцн SiЦ,M7, на пересечешп которй с посJIещйu
столбцом стопт апеriент 64 . Есш rе бо : О , то эта дJrта
связнвает вещry 9л с веlшоf, 0. Легко вцдеть, что граф {
погучается rз граф Г соответстЕIущеi двухlсодонентноЁ мат_

рщн Дit,,l j запеноl кацдоf, его (п+L) -ft дуrц

п+L t"[п+ с1

Еа дэо .цутп

п+ L Lr[п+zi

+

ь

L
n+L

с но.ерап 4 Е п+t . 3oloTш, lпо црl атопrдJя юexkclvl
оtв9чваотся j[ k1 = k

зДiБlАяиЕ r. Не состашяЕг псшDчеЕпя Е шlвхuд,trпd цшл
в дЕtrJссоiдонентво! эqдачеr свяэчва@ то!ьво два веIшшц zz

п п_!, . п_l

lo 1-i
-,I

о"|, о 9п-t 9п

о tц
lо|а"

п
hс. 4

Ila 1пс 4 пвобрrаш olвotlamEe тапоlry Iщry час!! rатщ
Дtt,l1 п ý[Л{,|{] , а таIсб сооавтстЕr,пЕ€ учаспп rтqФов
Г rý .

здхБIлlt{в 2. Порqдок (3) вдяотся успдошш поDпхош для
граф 6

I
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л. ФIешса cBeIDqr собственпц .псеJI rвтDшIд J[M,M]

9слп ,<Г.Пi - собствеЕ{цt вектор чтрrпlд S[M,M1 l
:с сеответстЕупцее elry собствеЕное чпсJtо л опредеJIяется ра-
зеliстюх

( Sгм пl.хг.п,м]f . х tM1
iMi MJ

(4)

Вмшr споrcФЕqпостtl lraтpпrlц S[П,М1 cyliia. стоящая в чпс-
лхт,еIо, сqдершт Qдднаковне парн сJlагаешDс: ý[L.L,,iL1 : х
,<ХГi".Ljl хt;j и Jii"iiJ.cJ хt;].ХГi"[L],1 , и тас
чап o'[i.i"(LlJ=ai,,€I, и JГ j,i"iilJ=8;_n, j€J,
::о

р = ?Ta;ж LJ,x(i."г,аl +f,_l;u.KtjJ.J( г i"tj]].
;{s этоf, фрryлr поrrраем оценку

,' =Е' a.|(XtLJ)' +|la,l(X ( c,L L1])l +

+ ;*l 
t)-"| (xt; l)' +|_ l ai-l вг i, гj ] ] )'

PecoroTrrr теперъ цаФ [ . ЕGrш ie L то Г(i) cl ,
I для всох k с Г(t) ока9цвается i"tk) = д (сш. рс 5).
Ввпшr эЬою

т- lU, i€I ГtЦ| U tеп| для цафа боз щла,
F (L) , Gсш rтarD сqдощт тGл.U

L€I

Кlш того, I=rlr{i-п| , !ап !по

Рtlr]rхtl,tj ]])' =Д(F."о,, l бk_,l)1д1;l)', (5)

!_la,l(X [1,ta] 1)' = L|ъl (J( rj l)'.

3*tпl, чпо фрла (5) сшрцддЕа воsаЕщD оl ,lo!o. со-
лоIш? цраD щr lll Blrt. Даrо в тш, чк) осЕ щrrа вgt, ?о
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допqлнптшыtое слагаеlrоо, 0т-
веча]щеешцексу j=9п ,в
левоil су}!rо фштrчесм отс гст-
ВУФТ. ТаК КаК В ЭТОltl СWЧае
бо = 0 . Окончатолъво веравен-

ство (4) шопет бцть переIпсапо
в сJlедlщеr,l вцде:

F(i)

P.EOa;l + Д;,8_"r) txt;r)'+ЁOar_"l+ldr._"t) (Xt7 ])'.

Еqlп ввеспд оdозначеrпе

L = пах[lа_ах {ta;t+f,,Pr_"r\, T:j{lar_,l 
+l бi_"|\\, (6)

то подtпшп, тво P<L L(Xt;.l)' . . ъJЕпх обрэош,

У=Р,/ь(хг;i)'<L.
Шз фрryлш(6)cltqryет, чго факттчесIG дlя Еlпцсп€пхя в8lж-

пеfi грашltш собствеЕIц tпсеtr шатIlпц S[И,м J (пш, что

спедrет прсуlамровать незаЕвспrrо Ео сsрЕаш п сто;lбцди абсь
лDтнцо ЕолпtllнЕ элеЕвтов штIEIEI д[t,l1 п вшбрать вв
поlrученвш срI liaBcпlrвJlbEyD.

5. Вцшшешо 9начецпя характеFстпrIескою
llноюtцена шатршо| S [И,м)

IýcTb пrеется сtп,о!еrрп'Iпая шатрца SIM,Пi ( с упоря-
доченяцrп по пpaBBJý, (3) апеlrештаrп lшоrэства л7 ) п отвечап-
щfi ef, грф 4 . Прrде Есего уда,Еп trз tтaФ дЕy с Еоlrе-
рош 2а , огвечащlD послелд€Ory столбщr Етр8пц. Есrпl ryоф
сqдершт tцtrш, то ато буtrет дrга, соеЕЕщая ввршrmr 9л п

.l' , в trрпЕil сrччsе ова свкtцвает вбщу 
'/z 

с Еулевоil
вершвоf,. Поryчептfr после этой оЕерщцrп ryф Сr" будет д'ь
pвBor с корнеr в вопше /а . 06оэвачrш чврз Иr с И шо-
recтBo ношров ЕоIшп, пщадл€rащх / -ветш rрв!а €rn, ,
сопостаЕlri паrпо! ею веще i хаDактеtпстпчесмfi швоюtцен

1(},,| rатrщI S[Иr,И*J . thоюцев J',(lr) бут,ет, оче-
впдЕоr характоЁспптосItпI для Boefl шrщ SIМ,|Ч)

1
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3аrетшl, tпо aJlelleнTu шоrества Д* распоllагаюsся в

спIскВ (3) подрц, пщlеШ пocJteдilri стопт ноlер ( . Вв,цу
g16тo S[Иr,И.'! Ер€дсташяет собой дrагФшш{цfi Фlок rвTpr-
цЕ S[M,,nl J , у которго поспедIяя cтpoкl (стоtбец) пмеет

НОМеР ,t

Вшшrшем фрryлц для послвдоватеJlьвопo ЕцlпслеЕlя luшого_

членов ./r i \) , пIпчеl, вцбор очередtою Еошбра k допев
бшть подqп€п порядпу (3).

Определп, дм kcИ-IUJ *о"о*"r" j{\) , поJIо-

EIB

! , еслп веFш[Еа k коlщевая (в граР dJ,

Л., J,/\) шя вевоЕцевц веFппн (графаdr" ).
i€г(k) l

у* r)\l =

Вцд фрWлl для въпислеЕЕя lr (\) зашспт ог того. прхяад-
лептт м k lдmecтBy I плп J . Рассмотрпи атт сJцгlап ог-
дшъно.

I. tSсть ( с .t . В aTorr сJrучае 
л

Jr(),)=-drll гх Ё*,qi-{ýз (?)

Деfiстввте;lъвоr дIя кошlевцх вершв Г7k)=Ф, j)r\) =У . п шl
rмееш d(tr) = -\ . Iýсть теперь вещна k не яв,шется
концевоf,. Ila !чс. б пвобраrепа стхDrкr.]Dа дlsгФаJlшlого ФIока
мsтtшlщl отвеtвDщего Tarcoi Bepшtle, п соответствуrщая часть
граф. Черз л, jr,,..,7o обоэначенн элешенtв lяolecтBa F(k)с
с J. Разлошв оtrределIтель тлtоf, шатршщ по шешептах поGrэд-
неt строкп ш послqднепо сто.лбца, поJrylmд фороrлу (7). Прдпп_
сsЕнчл,i порrцком пербора вstшшн обеспеrrгвается возlrолllость вц_
tшqленхя осередною -/*(,\) rTaK как lлlогоtцеяч для воех про-
ttEK ворцrв 4 -ветвш к этоlФ, tioMeBTT уте вrчпоlенн.

П. tVcTb теперъ k = j €,f,I r{lа}. Соответстцдщй dпок шт-
р8щц шеет IФп TaRoii /, шrут стрyltl]ruу (рс. ?). rйп п в пре-
дцдуцвr qщrrЕе, раскреш оЕрqдеJIптеJtь по шешонтлl посJtеЕrеЁ
cтpol(п tt посJIеднею столбцд п няй.цеrr, что

l; r \) =1-д1 .i {х) _аr:". j_" ( х). (s)

i
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Напоmr, что 4 {X)=,rr._, r\) Nlrl j€.-7 , g dпш, oтEчar
@ верпне 7-а'- , Еreет сцDrfiг:rр]rl пзобраrопцrо на ршс.6.

Ш. tIусть тепорь *=9z . Dшп бо_-О " то rш опазцваflся
в ya,IoB}rE( Iтредщrцего спучая. Есш rЬ бп+0 , то стпFстп)а
поспешего dлока gtМrа,l"lц] (эсеt rвт_шr) оrавцвается
нестацдарfilоfi ( рс.8). MaлoITrElo продцдrтеW вsfiдех

j,, (},\=(-\)./l"rN -а; 1()\)-d; .V"(\),

где черев ?n ( }r) оботtачвн xaparcTopпcrвrccxgf, шоютлон Ет-
рцц Jг/{\ Ц2п|UtL,|), М х ({gп\ч/Ё})-i. эта rвтFцд, вообще

поЕоря, распацаегся на рrц п€связаltЕьD( ФtФ(оЕ, ддrI палFото яз

i
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hc.8
которц!(, согласЕо пrшведенпо(у вшпе прЕJry, чоrет бнть построен
соответствущR граф. Тшспп граФш 6}тут вllятъоя отдепьвве
частп грф Cn , а rrменно, ветвьl;"*, отлпчапц€lяся от ветви {,
Telr. lпо в Hefi вещrна 2i" явпяется коlцевоil (стоlбец, а спе-
доватепъпо, д ребро с ношероa с*отсутствlmт). а та<ле "оторвбв_
шеся" / -лветвц 6; мя j€r(L+) . Следователыtо, И{Х1=
=Ц* ()r) /r- ( )l) , где Ч- (\\ - хараrстеристrческпfi lfiогс -
rцон, отвечапщfi ветвш Д" . к моменту внчпсJIеЕпя %(\) нлl
yle пэвеспIо значенпе -{-(\) r длr, накоцденrя Iе Иlхl qле-

ду€т стаlцарпrшr способоill по фрryлшл (7) п (8) наfiтв посJIедо-
ватепьно rсlогочJенш Цi(\),..., {i_, t \), {о*( \) , иreя
в вцду, что вердЕts /4" концевая, и,. сrtедоватепьно. ?r:. ( \) :
= -\.

3arreTml, trтo повторное гроsолдеше веFцЕ{ Iод(ш является
обцtшшr rтрп деfiстпшЕ( с дЕштIсопrпоненtноil матрпlеfi.

6. 0бобщенпо поq,Iедоватшшlости liiTypв

JLпя пQдсчета чrсllа корей некогорого rfiогочпена g(x) , рс-
подсеннъв левее задапноf, тпчrq до , прпнJIто строитБ последс-
ватеJIшtость lоlоюtцевов, удовrIетворяDщlD опреде[енЕцl, трOова-
нrлпr (пос.ледователшrость lllцrрrв), п !сспеловать знаш мноIю-
члепов атой последсвателы{остп в тсчке rо [tl.

0ткаrешся от ;шнеlErо? ]rпорядоченцоотш вспопогатеJlьвю( шно_
гоluовов u будеrr считатъ, что каццнfi из нпх с(ютнесен в€ршне
некогорого орlентЕрованною гр(в, пшещею Bqr{ дерева, с мво_
,еством i=|!.t,..., Ц} HolepoB вершин и с коЁоl, в вешшне Z.
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Цусть тапrв 9апаЕ rвоюtцон зВ) l ЕоIюtlIоЕЕ

. fu(x), kcl, (9)

цшвш !zИ*7G) . Поlош, iап I tlапцо,

д,_l_ l t , ооп k -вщоваяЕбIше,
Ntt^t - 

| rtlrr,lrrrl , вапr * во fщоЕя ЕаIша.

Будеrпаашвать чlсrоI Е ороIоп 8Еава
шоюtцовоЕ (9) в tоце zo tпolo о!щ!еlЕЕцх прсзвqлеd
сЁЕ ,k1).ik\"), kcI.

0ЧgЩО, tтз0 pвBвoclb Ецr tцсIfl пвDаrcЕ 8вапа Еого!цо-
вов (9) в ,оtцо d, r пIп Z=-ф будот оовЕqлатЕ с tпоtоr
ворпеl Eotlotцoнa ?(4 , доig!Еt tок}о Totm lrc r 8Gп El-
пошЕrqя еrcдrпtrе уG[ошя.

I. С возрасташолl d прв порох,qдо чораs ЕорсD шоюtrrова

!zF) = g(x) шсrо цорil€tr шава Еоюtцшов (9) уведftlпЕаст-
ся Еа qлlЕхv.

2. Пш пороIqIо чоров вороЕь лЁбою пs ооlаIшц ЕопФIо-
r.оэ 

'kB), 

kef х {t} , tпспо порilш 8ваЕа шоючдевов (9)
Ее ЕЕяе!Gя.

Iýсtь ш пЕоI топоръ Eoliotlloпц (9), 1l1довлсrlоря!пс
слолш. rрэdошпп.

I'. Дя kcI ЕрщэЕqдовtв 1*ft),fu(х) Elrloa эа.в
с * ва _- прl порцqIо черв вофвь вiгочлова !*(х), ,.€.qik'),Q*k') < О, Фл 9*(х'):О.О 

2'. lй k cr гршээапЙi 1{z) itЧ) л yy.n 8lав с-
Ве *. Еr ПО!аqЛе ЧеРЦ ЕОIЕВЪ ЕОЮtЦСЕа j*t{) 1 t.€.
pkqr,iift") 2 О, E(i!l ir{x') =о.- Петrгшо пвоDоIl!ь. чпо еi:л лlя ЕопоtцоЕов (9) плопеш
yc.loEl Т', 2',о ЕtцошФц l уеlоIя I.2. Доlстгtqлrво, ryGtъ
*crr{t} l !р(х,)=О . Ottошsш чбреs s Еощ1 в Ео-

поорqдствщвоr йодшrоп.r, воtороfr паqЕlcя во lla 4 } t.о.
s=iпt)lkl1 . По усrош I' в достапоtпо Елfl пItошцу,Iве

tx'-e-, х') црсэвqц?пrе q*(4.ai4 >О . В то lo врilя d'
явшl€ltоя хоIпil шоюЕrоца ýalL.,!*rg;rx) , посво!ьцr

kc F(s) , t по yc.roпD 2' в шlшryЙе [л'-е, -z'2 ЕрФвЕло-
па gr(4,irТ) < О . Провqпд rqапотtr!пЕg rсуцФrrяr Е8!-
доI. tпo Е Ерfl€ryтЕа (z!,х'+е7 ЕItФsвqдошв qrft).ilrk)<O
п 

'sk|isk) 
>О . Таш оdравс, пslввешl"э тсhо пор-

шщ-эй цl пораIqцо чоIвs ворэвъ д' во ЕрФсхqдlт.
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&п в Е' Е!яa!ся воIпt шоюtцава ц(х'l , !о цtrг
пфdrqле чоDэs Еепо в !полу поDаЕ звапа шЪючrсвов (9) дь
бавrяошя otFa поDшва. ltat la праsЕqдешс an\) |"rr)Еr псрсqле чэDоз ворвъl€' оtщошоt оцтцаiеrцй (ycrore r).
. Дя цFrrrч€ош поrоl проээрпу усrоrшl r'r2' ylodBo 8ш_
Е!ть цtоЕоItвоl qвою ус.tоЕя.:

!*{x)цiИ-iian*rr) <О, keI. (I0)

ВОDвовя 
'опоDь 

в расштрпп laDBlclgllclrtlвGвФo Еqlо-
чrова "//\) пrщl ý[п,мl. Вша dвr одрцеlш IтаФ 8;
цда дорове о BoI8oI в Еошо "7=2h t r ваtцоl шо эаlшо*
бцr пооmвrщ Е ооо!в8tс!гс шопоtшов ./t(\) , ЕIгчсI do(,\)=
= ./rл) . Дя юю. чтобц Еопоtцощ

/*(\), k еИ, (II)

IФд бЕ!Е loпolbэoDaшr лlя Еqдсчс"е tгcla BolBcl /r\) r tc-
tлш( лоЕ8о вqдаппо! юtпц -rо , с.дqдуо, цроввIптъ, вцпоЕ€шо
л дur ш услоlо (I0).

Дрваватолъство оцDавqддшоll услоtвя (I0) пвовqдоr цлух-
чlцо. Ес.п воgшва / пrяется вощовоl, то ,/а/\)- -\,
.4[\) - ! , t,Grошо (I0), очэщо, вшоЕово. Преппоrош

т€шорD, чго * по явlrеlýя вощоэd воlшвоl, r чrо lrсIоцс
(I0) сшраэqддво для Egl вФlшв * -вэтш, lовDчая cav Еор
щ * . Дш гроЕIlп шlrщя уqrш, (I0) э вшо *
вil сЕоЕ цIцlOtоя Fсоют€tь оцеlцо о.ryчаr цпппýллаr8OсtI
всере lt шшаотry f пп J.

I. Пустъ kc I . Tolтa

i r ш 4Т ш -у*'rш .я 
r ш = 

j t xl,| - }r' t xt.x - i' r xl f; ,!j,
,frxl
4()^)

itx\-1rr\)_, rIL4'цl-irxl-irxl

-|'rlrl t -I
l;(\l ]

l€}

t

itxl -lonl P,o,t;" fr:=
лQ

= -ii r xl *i'tп ý,ffi, t $ 
(xl . 

4' tx) - i' ( l,), li ( )\)) < о.
,d

Ш восполъзоDаJIIGь фшлоfi (7). Норэовс!Dо щаэаrосD щоЕоЕ-
пш, та8 Еав во пrIý|itгс, стощо Е II8тлц опоdЕrЕ пqц sва-
вс сJ,шI, Евшс цrля согласЕо rтýral'Eory пDqшоrо8ош.
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Ii. ilycTb теперь kcJ х {9пi . Есrш пр{ прведенf,ll вн-
щс.ленrrl заменуть ./4 r\) на Еrр9rенпе, столцее в п9авоИ час-
ти фрryлы tii), а тдсе воспользов€lтъся paBeHcTroM-{r\)d,(\),
которе шмеет местоо прп k с j , то наЦдем. .по

l)rxl {rxi -/. rxl /*(l') =lori г.-irxl -\ l- r xl -
- 4l лl _ л л

-a*'_n Jr_,(),)] -/* (tr) t-\ 4 (),) -а!_, Jr_o(\) ] =

=,j'{)x) +ai_ni-lrxl i'_,(xl*{'rx) inO,D =

= 7' { },l + а ;_" { i_" ( ю Jk: _" { il - 
j;_n ( t ). J*.n 0\D < о

llj. EсJB' i=!п , но црп этоltl lr= О , ТО filы находдмся
в условию( предъц}rцего сJцrсая. Пустъ к=!п l 6, +О в
атом qггlае

! at /, л

/r, (Х) ;rn (},) - jr,, (|r) ;2, ( l,) =/en ()r) i-Jr, ( \) -\ -ir. i \; -

-о; j'rю-li ц'rхlз-яr"rll г.l i"tN-a: i0,)-t: ?o(lij=

= - ijr),l +а|гJ"'(хl 4(хl -j"(^) i'(xl:-
t бiL i t)') r, r\) - i, (\) ?, ( ),.; 

-.

JIля того чтобн убелlтюя в отшцвтепшосп грввой часп{ ато-
го р9венства. ocтаJrocb показать, .lT9 /"'}) Ц(lrl-/"(\l V, ()rl<
<С , так как норавенство lo'(Ir) lnll).:J"(\) 4'1Х)< О

прsдполагается вЕпоJIнешнцll. Напmцш, что Ро(Ю яыяется ха-
рактеIпстгчесIон lлlогоtценоll }tатщш ,ý[П,х { i*),Иnr {с*} ],
tде Ип - lпotecтBo ношеров вершн ryфа Gn . которшf, rшеет
вs{ддерева с корн€шв веFшЕне п .В }tатtшIе J[Иox{c*Y,Moxlty1
t orlo ввостп TaKofi поряпок слqдовлlчя стток п стоrtбцов, что_
бн cTpolв 4+ п_стопбец с* оказаlпсъ последяп}ш, а oTBelвlF
rцrfi efi rрф сr* по,у{ался бн шз ryара do порgн9сеЕхеш
корtя в веFшIfу i* (т.е. изшененпеш оIпвптяtтrп л}г, леляlltгх
ъ Cn на IIутЕ шз веFIIЕIц z+ в Berlшy п [Zjl . Обоввашl че-
рез /lo{k е Ио| соотвотствще хараrrоцпспчосще мною-
члеЕц дJц вещп ц.фа d,. . О,сецшо, чю ./" rtr)=/,_ l'\).
ц(L) =/;.,(lr\, Е тогда ];()r) ц0,,\ -/"r\).r;/\) ='-
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-= А'r"0,;) 4. rш -fir* ri) I',, t>,', . о
В звршченпе пqдсtшта€Nr wcJlo пsрФrш зпапа llЕоюtцФов

(II) прв \= -"о . Jlля всвх k el4 стаIшЕо IIл€нц Еlоюtцо-
вов 7*r\i равпш (-N* х вцдr этоr.о- -{*(--) 7 О . lъr
кав для RФщевOп ворцвн l tпо опрqделешпD) Tole l1(\x\=l>0,
то ttlсло перемен знакд мЕопоrцепов (IT) прп\ =-ф РаЕШО
шуJD.
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