


Моделъ оп[Еделяется соотноленхfпп :

14 (7./!),

,', -! , .! > о,

, j=Or..., rп-|i t =o,.t,..

t -/

.i:: = l!.! ,

Здесь :| = 0, /, .. .; tп- - Еоriера грутп црояэводстревнюс фоtцов,
ФJmацошFryтщц в перход с Eoriepoш 1, 9-< t-V! < l - коэiфи-
цлент износа для грутпц r в перпод t , /u/t - срrларrнй Br-
rrусквперпод/.

С о с т о я н п е м шодеJц в Еерlод назЕвается век-
тор

St = (-!,... , -f;, Mr-').

ПрлЕо.ltагается, что длrI RаtIлъпого пе;лода 0 пзвестно состоя_
Епе

S" = (z|, .. . , ai , М-') >о.

Шспо.ltъзуя для векторв а, l обозвасеtпе а ? l, l,B,6дelr
пl,еть Е ВПДУ, tlтo а/ l ..НабОр -'= (-!r..., чsj l >о
вазовеш управлевЕеt.

Спстеrв (I) опрqдвляет в Ееtпод / lпогознащое отоdраrе-
япе d4 , воторо9 сrаЕц' Е соответствЕе каIдОrry состо.шш .f/
шroredTBo dJ (,9' сос!оrшхй, в KoToIHe }юдель rroxeT переfiтт
Ез J' прп 1Ьзлпшп утFвпенпrц /rl/ таlQй, тЕо

,r'/'-' > i,.| -{ .

-=t ' '

Т ра ек т о рп е й с нз_чалош 5 назнваетсяпоследов€l-
теJIьвость состояlrfi ] S'|Г" такая, что J/'n t а, tS/),
t = /,2,.. . ts дыrьвсfuеr, обозначая oecкoEemle последова-
теJIшlостЕ, шr не будеш рсазЕватьr что шцекс меняется от 0

Т9*Тлr. Дяалоrтшо трабокторпп опрqделяеtся /V _траекторпя

t!' J" =, с н.ачатом ) . Фlrа"lар;ваетсd ФФЕтЕвной, есJIЕ не

с}4цесзвует.л,/v -траекторЕп [ )- Jt=, с Еачалоti J Tл(ci.,
tTTo _\ " .\
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l ot l ооТректорияIJ J снач€lлом ). назнвается эф{Рек-
т п в rI о й , еЬ -N 

*p"u*rop"" lStJsu.o эф!ективltа дIя
любого N r., t . Последователшlость управленпй | u,r " J наэо-
вем у п ра вляпще Й послеловательностьD. Лепtо впдеть,
что всясой траекторип соответстцrет упраышшlая последова-
телы{ость; будем говорить, что траекторпя о п р е д е л я -
е т с я этой последователы{остью

В пfrедлагаемоfi работе продолI,ается начатое в [ЗJ псшедо-
в€ние моде,rи (I). РассматрЕвается вопрос о внборе управлJiD-
щеfi последовательностп, опредеJIrlDщеfi а@ктпвцrю траекторm.
ts ý2 показано, что мншество эфф€ктЕвIпD( траекторий модеJш
(I) совпадает э мнопеством ффектRвнцх траекторпfi некоторой

расширшrоfi модеJIп пз кJтасса lrюделеfi Helh,raHa - Геfi.ла. Извест-
но [С ] , чтg ц мо.делях этого кпасса для кФцдоfi эФIЕктиш{оfi
траектории l.r'j сначалом So, О с}ществуетпоЕедова-
теJIыIость векторц/це" { 

p'j тасая, ,rЬ 
"o.rborn" 

St*'
опредеJIяется по 5 " как решение задаtш локалшtоfi оптпltrп-
эаlши по ценам pt'{ . В ýI показано, что решенпе атой зада-
tи опрдеJIяется упрашеЕпем, котоJюе, если /v|т- ' дrqr"-
точно велико, завЕспт rп!ъ от pt}f п не заЕпсЕт от .ý' .

l]озникает вопрос: не оудет'лц управ,Iщая последователы{ость
зфективttой траекторrrп определяться некотороfi посJIедователь*
ностьD цеIl, неэавпсимо от начальното состоянпя S-' ? Oтвaa
оIсазшвается по,Iопптельвнм, если jrjлоавJlrlпцая последователь-
ность продгктивна (ý4l

t

l

ýI. Локальнзя опммпззцDл

Пусть лля некоторого t =. О пstЕстнн 
"оarоrоr"a -Е"

п (ltt+/7+лерrнf, вектор Р".:'>О ,_н.азнваелiшfi вектором цеr;
Требуется найти Tarcoe 3"'' ( а, rSz) , что

ollr ý/ч = ..ra.z pr*r St*r.I s"'ror c|/l '
Будем говорить, что Е l*' ,lвпrlется решенпем зодоtш ло-
калшой оптпц9лцl., (Л0) по цеяам Ptr' . Опр8делевпе _
состояtпя _f '" равllосплБво определеЕгD FР99ленпя- Н' ,
прп KoTopODt uодель пер€ходlт lз состоянпя J в J

цп



T}ri ***rь, ,т?O_rl,}зо€ уЕDавrоЕlо utt лоpпзrю!сt цсЕаt
Р''', о сФ!!оrшо 5' ' пороцпас!ся цlввп P'n, шDqlэляt о8
утравrешш zzl.

Флача trO, rаr Е !rlш, сцпrсrl в lээослвоl sадаtll
роспрqлелgвrя рGсура :,

*f - I, f, ,/r,,

|; > О, / = (f ,..., /r),

(2)

4",, п. В

}

J

ДЩАI.Вапто.р Ц* явIяс!ся _Dбшовl-
€I эадачп (2)'rогда t tодьrо
?огда, когда cyloctByo? ,авое
чlсrо |ЭО , ч?о

F,!r/!l-/ лэl vi lO,
yirolc р_ арп /?.о, l=tr...,п.

ОПРЦШШЕИВ. Упрвпшо ?/ t rшlsмолра ц р а в ! л ь -
в u I, сФt cuтloclryc! mвоо gю Р, > О, чtliо

#=/r; -!lo,
dt|o _ 1

ff * /, цl zJ'ri =o, t'зоl ",, 12 ,

Геоretрrчосrаq i аовоIчоопая Е!сItцрЕmЕя бвл лаш 
" 

[З7,
ltусtъ tli zl " - воЕоrrоре утраэrоЕrя. флоr юю1:тD, tпo

управtеЕе Uё лорщаеtся уЕраDдaЕа Zr/, ccll управIоЕ!о
xut опрдемется по Si й' шqдrЕц обравс:

I) ос.п Б. -!.zl , Ml-' , tlo ,u/=al/;
i'I n

2) ес.п Е.!Z!: Ц' ', ,.|2, *l - Ерашлшlоо
управrопо tшф,' ч16 Д.i{!: !'. d|! rol

IIрЕцtrшЕЕЕ.пус,"f|" ОТ Б. в
8адаче л0 cyloc?Dyo, ctttclEcr-
вое упраЕ.[овtс tZl'tаtr,ос, ч!о сс-
лtr yпpaEtcEJQ za/' пороtrдае?ся цо-
EaItr р!", ?о. оЕо Еороадэa?сt уЕ-
равлЬвве u t7t. УправлсвIя -t, й'

.l,ле, *. - ЕоIщчо лtфорщIuшс aШrщ, r' S

i 5J , по g!пl€стцy, лGаэава

е

I

'-a,r.



a

правпльнне, прпчеш D'l завпс_l.т
,"r" оr Р/*' Е ве завIспт оr 5'.

ДOКД,ЗДТВ[ЮТЮ. Продполошr, что IIgсJIедняя (соотввтств}rь
wя Mt ) кошоневта ве!т9ра uен Ptj' + О . Проноршруеш
вектор цев таЕ, что P'i' = О . Решеше зqдаtп ДO_п;ш этоrr
но пзlпенптся. 3алетш теперь, что в llноtеФй at.( 5')
векторш. раз.rцчаrlтся лхщь по перю! коiлIоЕеЕто _,qa" Е посrqд_
неП Иt . Поэтощr для опрqцепедя ýt}| по j' достаточно
знать лхlпь значеЕпе Р|" . Ццача ЛО свqдптся к следrщеfi:

sr.,r|ffgr, 
( f'l' -|" + l,|/ l

плх л"
I |,tt'| - Z -! ,rr|,ааlLi+;:---!- 

'o'u 
,!- /!rц,t * Я -!irч ,I,

э

U2 о, я t./; zl/i -< rl',,

Дпфврtщлруя ф}пшщ
sто d=
п

а=7,

!(а4) = Р|"У='Ц|?ц, 
}бецрgрд,

досtпгается в'еIЕfствепноt юве u! ,

r-!l = _Це.r.О' Э;-, (з)

rт.аq qa4)
,4"О q

е

l

rZaC ( а// +

/tlZ-! 7! rro.tll,

/, ;, -,l-!= И/-'= соаt/.

Пусть zul- ее решеrше. По леrаrе r суцестпует такое
что

р, >о
tГ

прп -/ l o,,l4/ru,,tl _ ,.d{i ,/t
d/rol
7- t- 9,

z lч ; j
пу Z//"l= О, z = 7, 'П,
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о
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a

hс. 2

оцвзва прm! tn' - Й! , зашDttrgЕЕою Iщдr васатепьвоП п
гF@у в TotIKб (r2', /! rrZly r прml, шара.чте.шшоl
aToil пасателъвоl, .гроrолrцсt чеIвs тову (-I,0).

3пачепе ,;/: лаgт llglпcцio sqдаЕ д0 лдя сдrчая р|"=с,
Еопlа Е sqдача ло rавсшшруоtся rшпуск М'

Длs й ! > 

': ""ачсця p'i' , о Ес суцос!lчсл; laвoc
управцсце Ео дао! р€шсЕ!я sqдаtп Л0 п пр вапц цсваI. Доl-
ствптедъво, Е а!0I с.qвао расIqщrошro Еа ЕоЕ фцдаr срqдсt-
ва псподьgуттся ЕеIЕщоЕальЕо: Iо8ет бшть уэепчап r o0ber
фцдов, п вшуса.

ý2. РаошрЕая lqдalb

В [3J покаsаво,.чзо_с_кlцсllD (I) тосво свя9аЕа IQдодь lп-
па Веfrвва - RBДrl#) I il J, в вотор! Iqдбдь Ее!hвяа _ Гэi-
Ч_{t J ОIIРедеШrcТСЯ СЛqЛlrЩ аЛСПrЕrа!ШДШ ЕРОЦОССаIЕ
[,irz|), i=4,..lп, пIг Есвоslоrц ,orl ,о (toвa с ваця-
тоt раздедrст в€кюgr Еа ,Iасlв с пz +/ вшщqtш):

t r-!l =(4.,., о, / ; rft ,о,.., ., 0, !Щ ;,

i!r*,7 = (о1..., ц r',0,...,0; о,,..,с, v!, а,.,, о, /!fta,ll,
t

i-/,..., lп-/ i адась:t СТШt Ва ШСtС z. y'i - м лбаg а+ i+11.,

По поэqщr lодtлol tоhва, }t*aпa - Гa0lа, rrпа ПsфЁца ._

Fоtш сr" [C,r.

а

r)

пI

-







?.с. Е цсшqц zV пщЕш упFвlоЕlс Utп=i*?ц*у_
,.zt

оdцоо для всоfr цlдш j . Посвопrву @я /! с!роDо юг-
цг!аJI, DlocT хэоtо EcInBcEcrBo

2j( Yi
аr, /! rurrrl

,

9A,"'i
Ес.ц о е,Г

Зшеtш, что

Z o"i=

i"ц /r/"{,
Злlешвразлdrэш (S",

l: =(о..., 2 оу i l/olcoN, а..., о! / { rоrlD,

,!0

i(цqэ U!

ва Етц фцдах
06ошаш

/+
в0 ФгЕутая фущя,

l; /!c-.il

V,
li

, (6)

Jn'n) цроцссс Lo

ЕСIПЕЭВСrВО

Еа

(5)

(6)

_ стр

оцЁдедmтся соо!ЕошgЕGв

й"ч 
=g!./+r!/: о

3щова шоат пдюсюl содсIrатешлfr ош!еl.: Iц сохIЕЕ!аш lot
re объоп фццов лI , mо п в цlоцэссо /. , а цоарсdrшl

ЕIх InЕшIEо.
. Посволъву /j

,/!р#?) с

,

Д$ с/+ tz,l ) = {l+ z/l) Z, tv, l

Согдасво

I14

т
ol / fcr;o.i -,i
rr r -ff-' Z а-..

Fъ -,ч
слсдоЕаасльЕо, /i >/;

)





дIется эфевтввпоf,, ссJIп утрашенхе tul s пеrпqд l Ее яв-
ляотся правшкш. Рассшотршr прашльЕое у.прqв,tеппе й t та-
КОе, tпо ,tL

Z
i.o

/ / /

ф. ХарактерIстпка. Ьоfiствешая чqдель

a'il,zii
i.o

zTi
'2r'

из леlалl I слqдует. что й l опDедсляег состояпе
дш коDорого йt" > Иt" , т.;. |t}t >/ Sttf

sl*, ,
. Деlов

с

Ёдовазапа.

Реэультатш прqдцд]дего параIраф по&азцваlrт, tпo д.пя пзу-
чевпя э(!!ектпвнц траекто!шfi rrolпo paccrвTpгBaтb шесто (I)
шqдепь тппа Eef,MaHa - Геfiла { XrJ . В rодел.п тппа HeftrBBa -
Геiла а(!фоtrlвная траекторпя ойсшвается с поrющБп) хаIЕпте-
шсl!Еп.

ОРЦДВ'ttr{tlВ. ПошедователБвость {р] **"оро" 
"" 

R|-'
назшваотся характерпстпкоfi траектоЕЕп So ,
есJIп сшествуот тлсая поqпедо9атепьпость {rt J ЕопоlЕт€ль-
нцх ч!сол, что J1ptSt ,Ptlt5/'t длJl всФ(-

( S| S!") ( /t , (7)

,rfrSr-rt't3/lt t-4t,... (s)

I}спая посJtqдователъшость вокторв 
"" 

R|" , прпор-
цrrоllалБвЕх BcЕTopel харgftтеIЕстшI, сапа яв!яс!ся харахтеlпс-
тпкоf,. Нетрпдо.показатъ, tll.o пIt всох /, посэlqдняя (соот-
DетстцЕцая iu|' ) лолщовеята вектора Р' пекулевая. В
ПрОТпЕlопl cJvilae Р"" =О . фдеш шrбпрtъ "ц тапшх,
чтобш эта коiЕопоЕта BBltяtacb r.

Есл / S'J - rр"Ьrоr", { pt J - ее :tарФ(теЕпстпка, то
состоянпе jl'l порщдает"я цен'цrп 

-pl" (сш. ýТ).
Известtlо, ,qто еGлх траекторпя rоделц тшпа HelhrаHa _ Геil-

ла пшеет хараfiтерстпку, то ова эфектпша, ц что всяtсая
эфектпввая трабкто!шя с пачаJtом S" > О пшеет хаFакте-
рпсмlry.

Пусть траекторпя f _9lJ моделl { I, J пrеет xapartтe-
рпстпку. Тотта по леrше 4 это тIвsRто!шя uодвл (I). tlycTb

,

гl



a

a

{a'J - сс уЕrrrлп, поGrqш?ешЕослъ. Пэ (?),(8) сш-
Л/!t, tlro

<orpl, -pl9tlrrrrtro Itаw.в, ,а! >о,

. (Jl r| -y'9l|ral - о лр n! l о ,J.Or..., ra i' t-q /r...
Чпосъ пФшшштся ( 2tat2) *йFlс Etrloltt. Оп сь

о|tвOtGrя IlшоGпrDш сrqryЕщ:

'r- #г р:"- ffrh* шtх u,' ,о ,

", #р|", И =о", o!lo,
* q|* r!l, Y!r!!i - /lrrzllro ддя Dсlil -! > о,

//(F,Lа! ) - у! f!,':,# rаl, о лр о! l о,

i. У,..., /fl-У,

'rrfi '-jl - fi r",ljl > о дli Еоах uj ,о,

at(r!,*йjl- 4rajl -о пЕr o|lO.
Слqповтслrво, сс.Е .о! r'о , t0

е, саа,! - а ! l > /! r-/l - i rar'l
дц Еос чr! 2 О , i.O/r-., lrъ , сtсца

. dffrz,.tl

'r- Ъ Еr й! lo,
lr, * цF й! =о,

i=оr...rttЪ,' d4
Эш рошясаая Dшуr8!8l лш 5.

Пра шащшlес пDсрщlцэ_:_
(П) Эфсцtшая tlввrоFs fJ'J tавоэа, чво

2 Ol t --оrУl ...l
-!rrО, t=4/r.,.

t
зt

t.c. So' О ,
Тотпа харлоIrctшs crlpclry€, п опlс,Евасtся сладlшо!

II7

п



cEcтeiioй (9)

a/,/ra/l
прв i/rr: # о, (9.I)/*.

//r/rol
/|>/ --! /*,
/п

(9.2)

щg f:*йj r4 (9.з)

Jl rl* й') -/ol aV"t) (9.4)

rrрп ,Z/ = о,
гтa ,

){

е

ý

Pt lll

_ol,/ = 
;, iп'* Ь!- /,!rйr' l , (9.5)

, i|l V;
,, i=/r",,rп-/,

,r,! >О, 'i 
='оr..., -, t =оrу,.,. (9,6)

Спстеlв (9) отшсшвает дюfiствсЕIJrD rодель l пIп векого_
ром Г 

О 
дает управлщrD посJедовата!ьвость lrZ'J для ф-

фктпшоfi траекторпп прлrоfi uодел. Ве.шшч дi вазшвапт
н е f, м а н о в с к пшп ц с н а ш, . Пве ц)пвqдlтся
рfl гх cBoficTB. Эконоrпческая пнтерtrрGтаItrя вцраrеяй (9.4),

о! ;здесь/lво пшеет

(9.5) dн;rа дана в [3]. t
лвrлiд6. Еслп ajlO для Я

i=о,...,,п,l l=0,/,..., т о piii . #
Р"'= /, прЕче!i раjЪ'sсi

шесто лЕвь tlрп,ц/i"-С

екоторнх

ДОМЗАТВ'tЮltsО. Пry q{ =О _,у*ggLеtпе очавцдво.

тцп й"| l О , "о 
lr",йi') , dffrzr!; , пoc*oJtl*y ФЕс-

-" 1,1' .r*"o'"o"*r*.iro*" o"n{i' сдодует, что

4 й!- /!,а,Ь . О i Е !з (9.4),(9.5) поryчается TIte-
бусюа нервепство. Лешв доказ8яа.

СЛЦДСТВtЕ. Е с л в а! +Or,Prt>O д л я в е к о т о-
рнх l,ir/ , lo p!_-I'>o для всех
k=/,..,ri-/.

гРЦliЛСшЕН}lЕ 2. Н е р а в с Е с, 
" 

о р!, О п pl
о! +О ЕrеGт шесто в To'll- п тодько
в том случае,9слl наfiдется цс_
л о е (=0,.,.,--i та ко е, чт o r7!-flO.

l'

.'

IIt,

J-JРi,-;



а

?

}lrллпл словаrп, еслп та пJIп Епая гр}rIпа фtцов имеет в
перпод / певулGвут цеtуl то это ознаtвет, что грутпа булет
ПСПОJtЬЗОВаЯа В ДаЕО1,1 ПЛП В ОДПОi' ПЗ ПОСJIеДJmЩ( ПеРПОДОВ.

ДОМЗДТВlllСltsO. НеобходIItlость. rryсть р ! > о ,- Ho,izf ,,о.

"tолла p|ii > О, пз (9.5). Повторяя рассу":цдеппе, поJryчаем,
что,рj9"й:ir # о, ,l<rz-i, .'Ебо oj',-',' , п тогда
й:--'*О - is (9.3). _ *tl"Доста"оrrоgт9. 

Пустъ, tlr'i + О дш некоторп i,i,i .

Тогда 4, 4 Й!*'; - /r'"! (;{'1) , как ш в доказателъртве
лешш 6.- Есlп ilл -tп , то iiз (9.3)rс.lIgдубт, что Р;,; 'ОЕс.ш i + l *п , то, Jпo.cкoJtы(y ,oliiIi > о ,_ пз (9.5) таrсе
TaEIe Еоrliчаем, что ,"ii , О . Но тогла ,о ! > t? по
следствшl леlдлд 6. Предлопеше доl€заllо.

СЛЦДСТВtЕ. Прп :tj+О следуDщЕ е трп
неравенст ва эквlвалентнн :

,olraj+o; р,|+о; ;j+o.
Этпш уточняется (9.3). l
0пrе!ш, lпо прп .tL # О , ,а) l о пз (9.I),(9.з)

СЛСДrеТ ,!j t arr. )

= tTZQ !С
Unr2ol р' t И/r*/п

,
(I0)

+
пршчош raакспfrуш достпгается э тове, й,,о , Еоторая, в
сп,rу стргоfi вогщl,тосм {Епщ /' , опwделяется одЕоз_
Еаtшо.

Подобшrе цrраrоЕIя справедлlЕш{ r дJIя i StTl , пац!п-Ш€Р' pr" /: t I ruzl
.1/ = /7zaa

" ?,l/o > о /t Zlo (п)

i{HTcpccBo, что (II) fiалоlttпо BEparcEFIt длrl тс@ роста в
BpcTefoef, IодалI эвоЕошчсского ЕIюгвозlрваця i OJ.

ts заплDчсшG параIэеФ покаlсI, что эфф€кттЕ[Iут трасЕ"о-
рD /J'_,l тшq7п, тю ý/ > р (условпе (П)) п uj * о ,

t = Q /, .. , , IolEo oEtca?b ПСЕФРДСТвеЕВО в терпВах шО-

да.ц (I), вс IспоlLзуя веhlшовсtсх цсп. Зашоттш, чtо сспп
аlJпо[влстся усrовпс

J

t

t



,/ t,!. rol
(l ) 

-;--- 

= ео ,d аrпz
то Hepaв€ltcT* uj * о вцтекает rз (П).

ПУСТЬ дtл аФТЕктпввоfi тра€птоIпr швесtвц утравлешrя,

-'-|..., zul-^, тте t > rz , пrтрфrетсs !1lтп чЭ.
Послqдо_вателцо Ецрцая в (9.5) Р; чвгrll Р,-_',, Р;:",...
..., ,р','-' 

- а rопо!цlJrя (9.4), поJryчаt
tc

Р^ =, т'
па l - у:- v::; ,

с = oL7 _1 ... / / _rn ct * rо ! 
-^ l - ll -, ... 4/-,n., / !-^ {-.'n1,

+ Y:-^4/-t ... 4/-^*z (4/-^,f -|-^" - /|'^n rzo|'-'))+

l -t*z 1,1z+f
+ у: у; 4/-r... 4l-,n." (4/-,о,э -!'-"- /:'псlэ-/'ао)

+...+ у: -...vj.! rrr_,-j_i - /:_: r-1'-il.
3ша9сппо. с Iэвес!во, посколъпу в Еоttqл l o-"nnr
.о!--", i.4..rttz,/, а тапrс ol-tl..., dt-* (в сr.ry
(9;I),(9.2)). TorTa rB (I0)

/Д rzz*l
ot, = ,/тld аГ a/п )а Z + lur,.

-J, rlаxcп{rl досlrпаеrcя ъ ювв ?/i о

ý4, Прпrпrпшlg упFвrlцtrо ЕосfqIоЕtеrшос!!

Во вцдеlш сImчелось. ч!о Еfijея тFсmоt:я lпдGл
(I) ошрапеляется певотороl упрвлщоl цослqпоЕrlttьЕоеllD.
0шапо во Есшая упFвrrщя послqдова,lсльпоGгь шрqделяег
траа!qOIш: шэт ЕапуG?lдя уlrопс

И/-', f, *!-! .

t

,

,

с

..

Iэс



д

?

В эtш паращаф рассOвrFЕсtся пдаос уЕравлшщ пос!сл9-
штолъвостеl, EoToIпc дrя fiопо вачадцопо сое!ояЕхя )
lаЕого, ltTo /vI-' 'о , поDоцlаDг утtввлrпще поспqдоЕа-
тепъвосttп, оцра!lешш!Ес траоЕтощ. rfu удцщt, tпo бGпl Jlв-
Iввлщя послqдова"е!Dвосrь эФавtтшо! тFGЕтоIlt с Bat a-
лош S " > о ЕщqдлоЕт pgccrвTEцBaorюlry классу1 то9 ц8-
tшпая с ЕбЕоюрю псIпqда, 1расЕгоря удош€твоDяот уGrIо-
ю (П) (r в оплу роЕультеюв Ф ос хаrmерпсlпЕа ощсЕ-*'"ffif;ffi.';Ь* 

посJIедоватслъв ость [zu'l ".."-вао?ся п р одуЕ !п вв о f, , ес,щ
l } l l+t

|, ru!l , yi *":_) , / = o,...t /fl-/.
}tз ощlqдоtеЕхя сJIqдrй, tпo осtrп в цсрпqц Г прш-

Еяотся продвlпввоо утIпвпеЕIе, то
J J / Jol l+l

.: /; (uJ l 2 cit, z,/j.n, i -4У,,.-, tz-/,

,! / !,-/l, -!ii -i:: ор -! * о. (I2)

Солеретепзвrй опсл цро!(rшlrtвосtr пошягGш z ъ лсрод / + t
Еа IруIпб фцдов потрбляется ве болъпе, чш цроI8цдово ва
этоl rwщо в Eclfqп / . Ъш оdраэil, I@o расоЕ!!пЕаrь
цпудцу Фщдов Еап 'сgообсспсшащD' - опrаtь, tпо поl-
рdпяаrd йr прqштl tal D бшr цlоrэвапсв, а 'tвш0' пс-
рцqдя, Еа вош (DщlЕl.

Лtral 7. П D олуl TI вЕ а я у п,р а вrя]ц а я
Е о сл од о Еа ?с.r DЕо с t ъ {"z'J о пр Gд с -

а

ляо? tpacEroBr] д.lя
чаtьвого сосrояЕIя
f ашого, т?о

,я
й,-"

ооal zari,

лпбого Е8-

|"|'' >

ЕрIчоI cctr
EyG, tавоо /

S"=(c|,...,2L,lГ'

,, то суц
S'ro, t >Т

(I3)

oct->о
, чtо

ДffДSlЕIIG{Ш. lРвtорл qЕоэваtшо/gtDqдцrЁmt
утрrrпr посrцоЕrошФtчl| ссл .а" >/О Еgп, юа,
t *4l,,.. Дсаqрэrr9tв црщшся Ео rццЕцц. Пр t 1ОBcшreito О: > О оIчпт rз (I3). Пуоtъ в псгqп /

t

T2I



к)дельJнФ(оцптся Е сосrояllпп Sl = @|, .. ,, -| , М /:/ )
g .r: >-О . Просуrrшрусш HetBBeEcTBa (I2) 1о i=o,...,ъ-y'.
По;ryшш

|rl Zi.t
/,t lr,.ri ?rГi ,

t lrъ

( 14)

a/r' > о.
о

Пусть /n|-' > О . Tortra пь.z! *О , дцбо е! *О
лдI некоторго i = f,..., пz . В оdоц сrччаfi п!п t =О ,(Ia) вьrjо.,rrиется вак стtюгое BeIlаBcпcTBo, сJIqдователыоrс; >о.
Прпrrсi > о (I4) вtшолlяgтсяlкак стргос ЕGраЕЕство п
0"о' )О . Следовтелыtо, S" > О, Ео краrясf, шеро,
ПРП / > rа + / . Лаов дша9апа.

IIРЕLlIOШtrI|Е3. Еслп уп ра вл яDца я по с -
л ед о ва тел ьво с т ь {rz'Jдля,Е_е,I ото роfi
эФфектпвноfi траеЕторпl IS'J,
удовлетЕоряпщеt (П), продуктЕв-
tI 8, то для лпбого J' такого,
чт о Yl-'ro, {a'J пороIдает управляD_
цуD последовательнос т ъlzr:lJ, оп-
ределя_DFуI} афФGктпввуD траек-
Topn"[S'J с началоll .r" , прl!чеrr
существует так,ое7 , чтоzar"=Е",
Su >О прх всех l} /

М"-'rо, И''' rЯ,-{r!,
I trрпrевявтся утрашсшс йt. Сшшруя всравовстш (I2),
поJцrчаеш, tпо

.9

-

э

о
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N-,t m
м 2Z

i-l

i/+l /f+/.Zi 
'l/i , /,/n, о, . !*' , о

с

а

Отсцда сле.ryGт, lпо, ваtцвая с /V., ц[шспФтся утрашсвпя
йt, J, ваtшIая с N+пz+ / , .St > О

ПolcaEclc, 
"no 

,*о*ц" {3Оj"Ф";;а. Трасктор 
" {ýt J

Iшест ]сараЕт/Gр!сщ I Р' J , вогорая оIцсЕвастся спстеlrоf,r,_,
(9). По р' шошо оц)9цс.,цть тдilе вс.Iтор.ч. усв Pi..., Р
!по посIqдоваr*о*r"--ГрТ.., р'-' Р i FТ-Пr.,..'}' йА"r-'
ся харавтсЕшсtвоf, трасвrоIпr {S' J. До!сiвппiлъво, попоtпl,

il,|r-/l l t
*t= ff, zu{#o, c,|rto, t=O,.--,N-/;

/(/;/ t-/
;

-'Р,!,

о/.-' =lL

l'., =О, /=Цil-/r.,., /

{-/
- U, , t'= 4...r fu }

-'l 
* ,t !.

4t, t

l
f,,n* t

i ПрQдлоrопо доказапо. l- ОшЕШШil{Е. Щrсть Р'r!. Д+рсвтор, {St J!_, cJ"
вавлоц .f- Еазцвасtся pn q Е т t ri а д ъ в о t-, еЬ

{o н""рЁщ;ff 
д jpoKTotlr 

t srJ!=o с начвJоl, Jo ,

Прппопощr, lпо суцGствуlq такая f /-опrшrшъв"я N
трасвтоIЕя f S"J!." , *то S">o, t'4-..,N . ТотIа харак-
тсршстша эiоfi УУ -трскторш оlпснвается спстоrао_i (9). Из

JцввЕенхя (9.4) однозiашо Ьпрспеrlmтся Jp-,,, Й:-';

T._r']



теш саlrцм,, Езвостнч а !-', i = t..., й , 1пз (9.3), (9.5) шшо
ваfiтп pn-'>o. 0шозваво оцрдепяDтся ill ''! р'''>о I т.д.

Таrlп,r оdрзоll, все Pn юг,тмлtъшце lV -тр"Ъriтодш Talqe,
что ýt>0, t=a,.., zV , опрqделштся олдоfi п тоfi пе упров,tш-
Щеfi ПОСЛеДОВателъшостtD, Еазаппспliо от паtlд,IьЕоlю состоfrпя.

Есrш rе ата Jпцра_впяЕцаJI ЕосJIедоватешвость прqдrктЕша,
то olla пороцдает f'<пrшв.lrъвут Д-траепго,-, дJц .lщdого
нача,Iъвого состоfflя с м-' >0

ý5. Теорш о шагпсщ)шх. Сташшарвrй оrучаf,

пустъ /lrц) = /; {Цl, l!=!;2 i=Q..,,п;t=4t,... в атош

cJrytтae рас,[пре}Ец }юдеБ f Я, J ппепстаЕлrIет собоfi шqдель
Неrlвна - Ге!tла ,/ . ПвлпЬddм, что вшошяется (У)._

ТmРШД I. РасцпреЕная иодель /
шмеет едЕЕственЕоо Eef,MaEoBc8oe
с о с т ояпЕ е ра вп ов е сп я 1ZrCS,Zil,f), tл в

s =( * , Ч , .. ,, uo,-::r.uF.-' , |+ й. * ЧL * +
Уо,..Vл-rЙ-\
_l, e,пz /

,

a

,

J

17; cr4l
/u; Ерп йJl О, JBw Йi-Q, i-4-.-rйt

(I5)

ца)- ;^''ц фl(а)- у,йу

) - |,n _, йl - t у,.. l_ _, /л й- l 4

iд_ -, (Й,, )
(16)

i= 2r.,.,пz.соВ-ран 'шоделп

2rl; col 
_

Бо
/^"(/+йl-i-r/ (й.)-
,...- 2 )/. |l... !^_2(/__1rй__

Р-(Рr:...., b,l),
р= *(r*ч.l-/оrа), 

п,=неfirrаЕовская г
падает с воЕtqосвоfi оболочrо!
эл е r е Е т а рЕпI п роце с с о в /;rЙr), d-Q",r/'z,
соотввтствуDцlх управtопr пй

ДФ(A3ДТВ[ЮТIЮ. Есп уrравlФ l/ .Еsвс7ао, то по сос-
тояпD J1 ош*"".ао qrрдаляеlся S"' . Пв успоrя'{nTZSr Т'-iо"r"п до ш8rеля оЕрФеr,в!с" ,е"rор Jl.
Преддоrш, ,Ео cyllpctryo, ЕоhэпоЕсвое Ftпов€оIе. Пос-
коrж]r S >о lспDаЕддва сIс?ц (9). и9 (9.I),(9.2) шtе-

т24

/-



а

i

кает (I5), а пз (9.4), (9.5) - Bвpaleнxe дм Pi, i=f,.-., /tt.
Из (У), (I5) слеryет, vrо йл+ О , вогда лз (9.3)-(9.5)
Пмlгчааl (16).

Поltаlош, что сIстешl (I5), (16) Ешеет решенце, пщтом
едIвствсЕвое. 3а(!шсспрlуеш пекоторе Й >. р . Девая часть
JФаввеЕlя (16) пепрршшtа по l , отрlцатеltъша ЕрI Z = О
I полоЕтелъЕа пIп достатоtпо болъщ l, , qпедовtlтельво,
(16) разршо отпоспта[шtо Z . В ГЗJ пшазапо, tпo сродд
юех Z , уtrовJIстворяшЕх (16) грп кахqJ.апбо Й , стrцGст-
EyGT шаЕсЕIаJIъЕое; тоJIш(о ово J,дошетворяет (I5). Посколшсу
qушпп /j , i=o.y'r...,пL , стрго вогву,lrrе, пз (I5) о$означ-
во оцрqделrlвтся й , соотЕетствJ,пцсG этоrry звачсвrш 2- .

Докаrоr уtвсщдеЕlе о пеhrавовскоl граш. }1з (9.а), (9.5)
GEcrycT, что (?) вшпоJIпяется для алсIсЕтарlIl8 Ероцсссоs !;сй),
i = о, ..., fu , а зЕаtц?, для lDr воrбIвацЕf,. Прqдполоmr,

что войввовскоtr грап прIцqддаЕ, процосс f, , яе Еrrяшцil-
ся ковпчсспоfi вобшащеfi процсссоэ t..rЙl_ 1=2_....2. Тотла
/ орqд.r"оr* в вцде l = !'* z/irj) ','тn.е /'с Х,

z >о, /4 l4. Поско,пъпу { стрго вопryтая,
llP, -Pi /; (?rri) >О .,Поскопшу (otp,-p) /'> О в сшу
(6), пва ( 4 P, -P) f, > (),, цюцесс / вс цоБt в uеfi-
ЕвовсцrD rpaвb. Тсореш доt(а9апа.

0чсщдво, tпо упрашовgе Й оцрqдапяет эффовтЕвryD црсЕ-
ToIm с вачадш .f , црqqдщт по всh.авовсвоlу.щлу. t{э

црqдлолсЕя 3 слqшrст, что ссIl утрвывпе й цtццrtrтIвЕо,
то для .шбоttо вачалБпого сосrlояЕlrl S' > О ц)аовторшI,
оцрqдоляошя порФtItGIцш zzl утравлФrяп, ффвtва.

Сузш пласс доryсtш JrЕIввrlспf,, BaJtolпB допоlцIтелшще
услоця:

а) В шqдс.щ (I) доryсrшо лIшь Еовеtцое tпGtrо пIвЕлшпл7
утравпевй, в точ tпсJIе Й .

Tcr сшлш расшхрснная tэдель ,/ орврrц"ется в l0дапь
Неhвва - IеЁпа, наhiаповсвая Iтшь которfi сошqдает с пей_
ввовской грsпш топшсо tпo 1вссrвтрпвапшеfiся юде.ш HefuiаHa _

Гоfiла.
б) Упрашенпе 2 прдrв?пвно,
ОШРЦIДtЕlИЕ. Траектошя f ýlJ

теrд роста Z , есм Lt- it aj
прЕчеш йjrо, t=4/,...

л

t
модеJIr (I) шеет средшri
>о

i;J1)



ТЕOРаЛА2. Прп условЕях а),б)для лD-
боfi траекторпп|J/J riоделЕ (I),л
цмеющеfi средншli темп роста l ,
сущ9ствует такое чЕсло С>О , что
fuS'7}cS , где .9 _ найденвнfi в
теореме r неfiшановскпй вектор.

В отлtqе от общоt теорм о шагпстIвлп длrI моJIслr Heh.ra-
на, теорема 2 тврантпрует схqддrость к пеfirвltовскоlry Jýrчу, а
не к HefiMaHoBcKoil Iтанп.

Прп доttа зательствс lсЕользустся доказанная В.Л .Мака;lовъпr

Гц]
TEOPEIIA 3 (о магистраJ[l в сrлъцеfuеfi Ррме). П у с т ь

модель Неfiмана Z обладает не-
внропденнвм тсмпоli pocTaZ .Тог-
да у лпбоfi баэЕсноfi траекторшI
[S'J: имепщеft сред "olt пl,?,uп рос -
та aL, , все процессш(JrJ ,/rзё пск-
лDченшем, MotcT бшть, ляшь ко-
нечного чпсла, леrат в нейша_
новскоfi гранд. ,y

ДOМЗДТЕ'IrcТЮ теорт,пr 2. Проверпм, чтэ модель J удов-
летворяет условпв, теорсмц 3. Поскоlшtу 1S'J яв,Iяется
тректорпеfi моделr (I), m.lBTlH от 0 нс. более rTz + У коэф-

Фlщентов рзлойеЕхя прцесса ( S| St*/) no *.*"r"р-
цнм процqссам в псрlпод / . Трокторпя явпяется баэпсноfi

/n'';3lij;r, 
что темп роста Z -д.- / яшяется He",l-

ро[ценнвIti [Ц,с.zВt] . Действптелыlо, по теореме I HeltraяoB-
ская грань представ,IJIет собоfi конпческут ко}rбпtlаIцп в точ-
носм rf,*/ элешентарнцх цроцессов, пFчем нп оддн из нпх
не входпт в конпческуtо оболотсу остальнlD( образущпс шоделп

/ ; сlшествует такое HaTypaJIшroG / , qо дlя .шбоfi N -
трqекторпи, лепащей в неlhrановской граtш, справедлпво
St 2о, tr=Lr/+/r..., N-/.

Условшя теоремц 3 вцполtштся. Jhя рассматшваемоfi нашl
моделп зашфченпе теорсмц 3 означает, lmо вс.rвая т;веЕторпя
l,tодсJIп (I), Е}tеDцЕя срелнй тешп роста о/ . по.lг;пается

црямененпем во всех перЕодах, заlск,lnqенпем, шшет бнтъ,
пх конечного чrсл€l , упрыенiя ?// .
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