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Прел,.ltагаешая работа посвдона шоделяri aкoнoшErlecкofi дпна-
tопtш Неlfuаяа _ Геf,.па. В Hefi Ероводтся псqпедовапlе шolecтBa
всех треокторпf,, растщtх ср€дшlr темпоli /. . В частвостт,
доказано, qто еGrп ,( ве совlЕдает цп с oJтml па квазптешIов

рст9 It{оделп l , ото rяGество всеIла lrycтo, еслЕ l ,Iвrиется
кваэmешIом, но Ее тешtош роста z . ово liole? бъпь rycTo
иJm нецусто в зrЕпспt остп от своfiства Е , ес.пп t8 l есть темп

роста шодоп З , тр8ектоFf,t рsстуllЕ€ срqшпш теlшФ / ,
всегда сJществ]rЕг, но ве пвег riecтc какая-шбо qдпоgпаtцся

связь мецду rfioiecтBoli Д, ъсех предеJIЕlъп по угловоlФ, ресстоя-
нпю Totleк всех оптцвлъпш( TIlаeKToгя;a z в шопествоr б]
юех пlвдельнкх по угловоlry р9сстоЕтиD точеR всех тректорfi,
растуцrх средппlti Termoм /. . !м вопросш рассtrвтрlвалrсъ рс-
нее в [I,27. В Г27, в саспIостп, бH.Et Еведенн усJlовпя, копца,
ts| =Vr'o 3: . дz , п разработан шmарат лпя оцпсацпя бf .

в iа.llънfшаr пdпоlьзует"я терпп(цогЕяl црпнятея в [т,Z].
Рассlвт;вrваrтся правп.пщая ворlаJtшlая ]rодепь He!шlta _

Геfiла ? с грпзводствепнъп,t отобрlевпем9l л двоfuтвеlпаяк
неfi шодшь g/ с грпзводствеIпш, отобряеlпвш ,z/ .

Говорят, что траекторr!ят - се, ) vаделп / имоет сред-
шlfi теlб Iюста а, I l\e 4 > о , ес.пп для Ееýогоро7го ,l2( ziv* ,

Це a={p>Olp(*atpl} , шtrtопнено irпо',рс9), о i rlвЕ,
ш clrbBqi,m, eiJM .1 Согласоваяа с ц)аектореfi ллоf,ствеlяоf, мь
деlпт !' вrдде /э=tрr,*-,Ь,,.,r*Оэ...)пw Р( Ё?, , B,cr5вae,
когда а, _ тейп роста, ато ощ)едепение цршведев0 , ;ij.
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0бозна.олм ,r"р.э G rrнопество всех иlцексов /' из J={| ... ,,oJ,
лrl;l которн:с ,"' , о"' прп сс Ji i* . Через 3j обознаtдпl lоlопест-
во всех пределы{шх по угловоW расстоянпD точек всех траекто-
р{fi. расццщх среднпrt теrпmr о( , через .4, - rшotecтBo всех
пределшцх по ]rглоФi,lу расстояrшп точек всех опт}tшаJlцlцх траек_
Top}tlt.

а I} -3j бцло дано шед}rшlее опрделение квазитемпа роста lvlo-

делч Неlhяна - Геfiла: "ЧлсJtо ^ назнвsется квазхтеr,ЕIоllt роста
модеJtп Неfiшвяа - Гейла, еслп суцествует процесс tc,sD(,{ та-

.+ коfi. cтo/fý_4/ , и_неравsнство./t( i,y'-n-r/) не шЙет решенпя
,.x|q,'l1 / "". В frj оппсъваеЬся некая констрyl(Iця, результа-
том' построенпя которой явrIяется Koнetпoe упоршоченное множе-
ство Kot{ycoт,,?;,{)=l!/=i,lz,..., lrf , калпъrИ шз которю( пред-
став,цет собй преlчцD пр€дщдего на некогорут грань KolTyca

ij .,iro Неhrвяовскле тешш pocтad/.. ..* кокусов !o..,/n
ll тоJIько опи яшяотся квазптемпаlм роста модЫп j l3,4l . Ъ-
шетиш, tпo темп рGпs riодаш BceITa ,Iв;tяется квазптеrпоl l [ц].
Пострtпr шнохества коЕусов ,]rZ) п,?r/' шrя молеrctrr/ п !'-
с квеэитемпамп с2, . , 11 n 2|r, .. , i;, coorBeTcTBelrro. Черз {,
обознаtшм мнохество всех индексов l' пз J = l t . . .2 ,1J тrrспс.
что сщестцrет неlhановсI€я посrtодоЕатшшtость ,24,u, л_, )
коlqrса ./u с тем cвoficтBoll. что .tr'. .r о , пw l ё j_',
Попостроэlшпi ri./лw.р f ,,^," а Ц, l_=J=tti.".,,пJ.
JИя двоf,ствош9f, rqда,щ эп&llогпtпцll оаэ5t67rЙуоедцr, швоIест_

:/:тексов !i, .ь., i . Обознетпr 4 =,Ц L " 
Jn|r*, =

= Н, '. . Dс.rЕ K.u, Kj - простреrrствr, drтя{rтше на ортн с
,iЫердF пэ.|rrJi соогветственпо, то по постр€ЕпDл[t] KolrycoB'У 1 | }нч в R_r R" u R| x,ff соответ_ly, FN-v*, аТП КОЦУСg ТеЛе(
сфвеюtо g /u. Rч, Ru , Z;_ u*r. {n 

^ 
R-!.

ЛПЛiАА[Т].Лля лпбого ношерs 
' 

п
лпбого ё 2о паiдется процесс

а (2,Ц)(Z inKo_il.., что
" е) a-*-,,Tr fu л:r,О)есi'g't<N , то.z"-/'дпя всех

+ i(i /,,gу!>о для Bcexi(tj.r,, ; ес-- ' ц-.ч+l -,* а , 1,1 ftл! ч=N , то{'>О д4я BoeilcJ_l.
тDOРшА д [ц/. ' N= Ni Й=/i_r*r, I, =/r-u*r.
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Перfiдеu к пзлоIенш р€зультатов даrшой раOотш.
iflустъоi t,t, . По теорше А пc,lto ;f, _вмvtся неFп-

Eoвclglм тешtоп, рста двоfiственноt rФдел !'. Но тоrлп f >

,i=лi, п,rсJtедовапц,tьво, tяоrаство 7, пусто соглпсно оп-
рqдеJIенхD неrlrrаповского твilпе роста модеJIп. ТпЕш обIпзо;,
прп cr \..(7 определоrпе тр8€ктоIrDп, rпrепщеfi среппrfi темп

рста ас , вообще не Ешет сшlсш.
ЛIIrПЛА I. Лля лпбого номе ре |'|< N;| l

л п б о г o.tl,*/ <,< < 4/ и м € е т м е с т о G^--uQlurrfo,

для лrбоrо.t24t пмGет MecToG)=rQ, I,,
ДOI(AЗАТВПЮТЮ. týсть сначша 4,,*n./<o(r; пIм HeKЙoporl

|<l'< N-f . Иэ, атого Ерqддопоt€нf,я Е из лемrш А внтекает,,
что dr-,,r/ t *.nty-y . Посвоtшсу а,у-;,r/ явrIяотся неhrа-
ноюким темпош рост8 кGусa Zi_u*., , очевцдно| что О* ri .

h.fr, =|- ,Т.€.

G^' 
"!;,, 

[о . -l"
С дцдгой сторнц, согrссно лешre А наlЦеqся волтор Р ý ^ 

* тs-
коfi, что ,р,ll{,-,-€;рl t .Z/ ттр [, =,li-r,-! п р'rО дlя
.lшбогО " Н /F=At., /,О r спедоватепъноt мнопестъо ///

непýrстс о 
_r,?,, ). С^ . Огспца, поJIьзуясь (I).неrrcдtенпс

поrIJгслех ,i:_. Io = 6" дtя Bc€I о,,*1 <о{ < /" прп ,/t< У < N-/.
ц С 

''1f 
,ц

Пусть теперъ n( > 4t . Тшt lе, как это сделано.щ,JIя с{у.7\
tо: <4t: , t|rorolo покааатъ, что шшествс 2, пеЕусто " G*=

л.

= L, lo Леrаrп, доп88аЕ8.
"iЙРП-lдI.Пусть d: н€ совпадает в,

с олнпм пэ кЕаэЕтешпсв 1,9 lrоделп
Х., тсrл"Вi=/.

ДOI(AЗДТЪПЮТВO. Iýстъ & >фl , TorEa, соглас8о лш I,
G*=i, = ] . Прдпоrш, в8Цдется тFоктоwя Л =(2J) Iо-
дсilц J , IraoTJпIаll срелщi теrrп(DI * . По определеЕi ато.оа-
н8чает. что супцоствует /,( J t для которю /"roa-taj >о,
Зафкспруеш некогорое a..Z.4 . По лешсе I,G=O,r=7. Ы-
бермэ(zt'? . Поскоr'ькl, i<a л 0^= G2 ^, Ёче"цдво,

f С ziQ IТоrдв по опрqдепещ} трЙторf, рсстщеf, срsд-
lЬпл тешtо,t а, g{полЕФо Ьо rЪ r*l )' О . Но Z - /-, п
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- л-/
потоу РПi 7r.r)=-, tпо невоgмшо, пocкoJtц(vlg,i 'Ре
с ,l' , ц, сJlqдоватйьttо, доrIЕIо бgть вшопlесо /Zr7z ,t -'р 

1.z, ) 6
\ P(:roj. Итаrt, нв сутестЕ]ует траектоiяt{, рстуцеfi срдrrfor
теiшоl 2 rzr, т.е. В;= / цм, l >l/

[ScTb тепвръ lч*r.4-/уlтрп ZV- /t< у.( / . В атош с.г!пае,
согласво лешrэ I, Gл=J*I . По опредеltеЕшю траекторпя Х
рестет срщ, Terпoгii 6( тогд9_д тоJIько тоIЕа, когда наfiдется
тшtоЛ ц9пlер / ( G.( , qсо LZn'-"i >о , т.е. KotEa в мо-
лвм /u*n цпекторя n - G|/, , у-котороil Еацая Еарs _ +

,€J, {1 ,r2 есть проепщя проriесса (.zs , .Tsll) на грань fуrr'
,"RJir' J ЕlЕет срелЕпй теlпr роста 2 . iо такой траекторlп

вюдеJш /"*, не с!ществует, посколыqrr'( ).{у+1 п <{y+t
HohraнoBcrmfi теш ростl /y*n . Теорв до€9ана.

Пустъ "<. - квазптеrп рфта шоделш 'Z , но Ее темп роста
этоfi iФдеJш. tlшешедrщfi щ!швр покаiет, что в завпспr,lосп{
от cBoficTB шопеш / TlвeкTotrltrx| ресrlrще срqднпм тetliпопi .{ 1

юrут суlцgствовать п ве суцоотвовать.
ПIИМЕР I. Щусть ,/ - сгроlпо воIЕу,!ея aМкця, оtrрqдеJIоlпхая

не [О,+-) п тапеh, тло /(о)=о, /irrz- /r,c1- У . в коryсе

R| rR|рл"СМОТРШl| 
""оr".r*? , ";;Б lз пар tr4,/),(U,))),

'";деч|/>l/>о, /ru)>)>o .0чввцддо, что11 BHrylmo. КЬ'
Еус Z , совпliаiщrп с зоrц&ашпеш кошческоf, оболотq t'о, /))
lшшсiства !/ , мяется, кiпк ветпrдно провеFть, rqдалш Неf,-
rвпа - Геf,ла. Непосрqдствоmо провsщется, что Kporэ Jryчеfi

tpl)a)or IIе / ( {/ , кощrс / солешiт лIшь дtrп, trроJ(о-

лiщl'через тоlку ((,0,0), ( /, О)) . tilолель / пЕот единст-
веrшd квазlтешl /r= / с Eo]ocтBori lЕдексов Gr.= {Z }
lI, c.II3J. Слеповатолшlо, тIпеЕторя d__mвет срешirfi тешr
рста.,с, тоIла п то[ько ToITt, Kotтis Z/r?.t; >О. Поваlеl,
tпо в аlЕсlrcсtт от своfiс"в Фувtщш / uод&ь / IоIвт
llвTb BJп пе tETb tpовзоIlr, рсýrше срФщ твцо, /,=,ll .

а) Пустъ Флпопя / тltrоп, tпо пвопзвадые П 1В"7а
+2l(t-/,l+2) рrcIqцтся. Дсшустпrr, Епfiотся ,fJnoo" 

^ 
=

=rc/), РaСТI/ЦrЯ СРа!lЕц lшol 4| . Те:ккев G,;r= {2J , то
в уоiопя даЕЕою пшDа мя ffiю t Оудет вЙоп"gо с/',
>4. Тоцпп ,рпокrqrя tr IEоT щl:

{
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2o=(czo,Z)'o) r DД€ цо)О, То)о,

С,=4чrff'0 l II€ o.zLrst*r, o-u,</(ff),

J/=ir,..: g(7 , /), лде O,ut* 
H-/rO.tr., /(fft,

Тав вап траокторпя Л шеет срдпfi теш роста l / , проtrзве-

допlе ,ffц "rо-тса..пrследоватеllъшо, 
,, -* / , но тогда,

Hatпнarr с некоторого /а . вIJпоJIнеЕн веравенства

i ,f,) < / tтu, ),

Lb <2ч */<2r., t,/
_' такое, во uro' 2r
л'.tL - .1 . Пlпlшая во

, ilоrýпцеш

<z

}

}

+

lОч{tо+Х-'2гt+/
(2)

t.г-t
+Найеш

*"2'
. 1.1oIE8

шпrвнп€

очевцдно .lz.

(2) ч ограtшченхя для

ч*r-/',t', /tЗu,)- 7{2t"*n-t" *
r.?-/,- /

;, 7..Tz+2)

Итак,
t,-l

П ,, -t h'o .,7"r'r 2t*"12rt-г,,t,г- /) + 2).
t.ot i.o tt,o

По услош цЕпllорs trроs{зведенх" ffr2o"*2l,t-/) +2
;2/

расхqштся, сJIедоватепЕIо, прпзfoiво" ,! "t T€llсro расхо-

хоJвтся. tЕнво, раэво 0, что ttрогпвороtпт pocly х сродllпttl
тsшtо| l/ . Тшqr образоr, Fссrвтрваехая моделъ ве шеет
траектоlпfi, растулщl сIвлIш. т8шох l,

б) Пусть фiJлпк4дя / оФlадает теш своilствош, что пропзве-

деIЕе П / d) схощтся. PacoroTтn: траекторш х = (zl )
t,o

вдда

.zo= (/, l),

I32
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ftt = (2, /(|)),

*.z2t- ,, /ru,...,7 rtll,

п

.z. = (z,,t
a

}

По условпэ ff yrb схqцiтся. сJIедоватаIш о, Й .,f , О ,
*,о ,

т.е. ^ пЬетсредrfril теш роста4|= / . }lTaK, ватоrс.,rу-
!це сщестryGт траоктоIпя, Iвсц/цая срешrlr тоlпоr /,

Iýсть / - Terдt роста. Пщ этоr. очовц4во, тIвокторшп,

растуц!е сродrш TeшIoш l, всегда с}rцестцrшт, lrсJIодоватеJlцlо,
rшолество Д, вс9гла вошrсто. В aTor сJrучае хнтересоЕ воЕрос
о свявш l6olecT9 бi о Az . Пw вшпоЕl€lltв опрqделвншrп ус-
лошfi [I,2J шошrо Йрптrровать вIuшчвЕха 6?с Дп а даlо Ев-
венство 8i = А, . ПIдведвlпlй шrе прlеЁ повабшает, что
в обцвш слJrqао 9тп сооlяо|цонЕя пg пuоDт швста п. воофе гово_
Dяl Ео хсlс;шчева воэrюЕость, KoIEa В!'А, *Р.

IIИМЕР 2. Пувъ ,! - строю воrтfiтая фпсця с odlвcTbn
ОПРаде.Ленпя [ О, +;' , оdшдятцlая сцеry,шЕпп своilстваш:

, прпзведеЕпо
рг./

оцрqдешrr шlщество
(l/t,чlО, )DJ , ГДВu ЕО, t}o, О<ц/s
о s ц < Т* /, о + 2+ r! ru+T). OqввЕtrно, tпo lrвolecтBo

h* /r-r=У, /(о)=о
У"]Б i.ory"o R|' х Д1

/ вщшо.
rcстж {/ п

/'czrrl схqдЕт-'{?=|лu,цо, 
tS,uiu*',

Пусть / - заlпцлrrе KorrпecKot обоrотс lшо-
ВеКТОРВ U./; =((О,о, о

U|-rlu?16 =(t о,о, о, l), (о, о, l, о))
Кфше.lrреf, lpz}o>,p l rгда J6,
/ Солешт лпь Jýпil па | р
tЦe .r'>o, а22о, 23'- Оr' О

U"h-
Фt |*rJ кOЕус
((.z 2 .2 a|,a|,ot)2 3 о), (.Е

2
,

L,о's а: 
" 

-;'' Os.cf<
,. &!n o,*.r|<c'. нецlипо аtцеtтть, что ,{ оdпqдает

юш сэо!сrваш шqдоrl lЬЁэпа _ Гаlrа. Еепосрдствовпая tтpo-
веFа устапавriDает, чtо r Iп€т qшствошd sвsgпте!п роо_
le J = / с пщасtвfl пЕепоо, q = tJ,lJ, вотор51 вля-
Е!ся fшо х тgшol росrа.

fiшеш шоrcстэо {g . tlycTb трвекrо1пя )l = ta, _) опlп-
Елша, тоItrа, согласпо Еlпщry оштЕrlпOсtт, tвlmal ее ; -

+
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куеок оптт!/влеtl в смцсле некоторю( цен Pl . Сделаем HocKoJlb-
ко прелварптеJIЕtцх заrечаilfi .

ЗЛМГ,IЦНИЕ I. .lhя калдого х > о определшм на [ 0, + -S
l,FуIlкrпю !." r rl ,l , полоrqэ !_t )s=2/(ff)пwа Д >О п

tr,.:l,) = t) IФп .,-l =о . Oчевйдttо, что !* /2,1 негрернвна-
Кроме того, 9- r.?l cT;loto вогнута на to, + u, ) , так tGак

.Ii Ь, |) = # #l- ,f , и Фуlttцlя / rul строго

югfiутs. Прпrпr.:ая во внllщшше то, tпо 
/."_iol = О п tn,)) >О

пр}l .1 > О , прD(ошllr к вцвоry, чfо Фуlцщя /i, лS мо-
lloтoitнo возрастsет по ;l на [0, +*--э) .

:!UrБlАНИЕ 2. JIюбая траекторпя шодеJiп "{ ииеет вtlд

qо - (r!,-!,-! ,*: )

Ji

}

€

:i,.-i:-.i.'.I

,.! z О,). о,

3-r!. * ,rr1, t 'rr/,, - ;Q",r ),

где

{ .z! ,-о, -i r, о,

Io<rl+
,zr!,:'zr!' 

* .rr-, -/r!, ,
-/,, 2

2
о< z/ '.
О<rс: *

+ -z., -ltI I
-l 22

:3 * /t!, '
t

с) о :tr{ s

о" /r|, * *r!,
ЗДШЬtЦНИЕ З. Есrи траекторпя х на Heкoтopori млв l попа-

ла в тоlп(у ча.? =(-/',-r',ar','о), то Htl Еа какоr' посподrrF
щем шаге i -'l она )гае ве сшоЕет попасть в тоЕry щда
.c.={a/,-",*|, -}l , tae */>О- 

ЗАМЕЧАНИЕ 4. EcJB, lакой+шбо l -trycoк траекторDIи х сlпти_

I,iaJIeH в смцсле цен впJlа Pl =rО, О, Р/, О)_ , , то ц)аекто-
рlя \ иilеет вlrц х = ф l, rде i-.;; < ztg, o<ata

}
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За{яксгруеп поqподовате[цlость четЕaх нацrраJItвц tцсел
таппrr оlо Mr+l ,4И, , Ц=4Ц)/ . Поlошш

.2а = ( /, /, О, /),

-n. = t l t ?- О *i_,, l ( У- r)r|r_,, аr7r-,/rrr- И
апwа ft/r_r*/.М/,

-rr!, "z/-, IEy',t
'zr!,:g,1, + zuln t аа'. /(/ - ?l2 t,f-

Mi

,

{
g
/ с + ,

JlитЕдшрд

I. IIЦI(AЮВ В.Л., ЕУБИНOВ А.М. ttlатвшtтtlоская теорпя овоЕш-
sескоf, дlHaI@Im l равновас!я. - ll. i Нryка, I9?B.

2. Р}ГМНОВ А.М. lhоповЙтrце сутерппеШце отобраrешя l Iх
пшJшенпJI к ЕкоЕоlлЕо-.штеЕтrчеФсI sqдаЕtr. - Л.: llqy-

ва, 1980.
3. вRолtвк т., кдlrЕiJsкд r., LoS r. сопtгlьчtiопв to theory of

exlstence of von Nечдш еgч1l1Ьrlа. - In: CoBputlng egtЁ-
1lЬrlа: Нrэш апd wý. Дпвtеrdап, 1976, р. 2ОЭ..216.

4. ПЖ 0.Ш. Гъвазптшш роста п Еr8 <остоЕхя раЕовоспя в
шQделш авошоtпчосвоfi ,щвашш Неhвпд - Ге!tш.

Посrуш.па в ред.-пзд. отдел
IЗ.0?. I98I г.

Непосредствешая прверса. ошrцопЕая вз-за грФlоqдЕосlп эшша-
док, устапавппвавт, tпо посrедов8тшцtостъ *=(9 ) является
траепто!веil rrодеrп / , грчеш , по постровtФ, ".2rО >

Z!, /?zo'l>c )О, т.е. Х растет срqдЕЕштешп611-о< = У

С другоf, сторонц, воqпqдов8fеtlЕlостъ ttl сходтся Е

тотсе ( i, i, O, О) / At _ . }ITBB, х ;;;Й" пспоrоt тректо-
тЕ{ей ц, таЙr.l образопr, Bj С А,
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