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0 llд{Jглlllшх пп,tБllиlЕlию( нOрммЕlOю рАспрцIIЕIIЕIи'I
в мвlтикЕ кднl0юЕtи _ румштЙ{А

0.Н.Впqддшров

ýI. Нооdжqддше свqдеlшя о задачо порш€щ€lця t{ассц

В этош BBqдHoti Еарsгра!е щtшвqцmся веоd:сqдплле сводеЕпя
об Езучешош аЕадеш(оli Д .В.Кавторошчеш босковеwомеIшош анs-
лопе транспорпrоfr вqдаtц Jшнеftого прграriшрвлtlя (ol. 

[Т],
а такао [е-о; Э, гл.В, ýС]).

РассЙтдшll ЕроЕзвопъвЕй шетIЕческпfi *оrо, 4 с шет;пкоfi
Ъ(аrУ) l cпcтetry ф ею борлевскlос хЕGоств. За@спрувш
пййЬfое шшоа(>/ п черз Ф обоввашrr сешеiство опрqде-
леншос на.6 неотрщателЕIltr сtlоlЕо{дЕtпшш( {у,пФ У ,

для котор0( l(Q) =о(, . Фушgщ v € Ф Ba3o3ot 1вспр€деле_
нплm lвccш на ц .Iм кацоi Ез EDc огв€Еахцая е€я ве-
лltIЕIа !(е) пторреtlдlуотся как кошчесmо шассн, сосредото-
ченпое Еа хвоЕестве €. . фед€пi в рассшотр€ппв такIе celBficT-
во 1r опрqделоlЕrfi ва ,В&=Ф х fi воотIщ,атаltцlшi счепtо-
qддптпввц по кацдоrry sргтliонlу ФуЕццf, У' . Ф]ппtIшп v€Y
в8зовем пореrоцФrr8ц r.ассц Еа ({ . для кщдоf, дз цпх отвечш)-
щая шIЕ (еrе)е8g вешtllЕа {(еrе)втерцртЕ!ryется K€lK

колпчество l@ссш, перешsцаеriоо с € па е' .
осноВIIдя зддАIЦ. Лусть шшещееся распрqдеде"r" *"о 

"u 
4

характе;пзуется_iпrЕIсца 94еф , а тр€6уешое IвспредолеЕпе -
Фушщоfi Уе€ Ф . Требуется в шоlостве

Yц,g.=[Y" Y l y(е,Q)=уr(еlY(Qэе) = ?э(е), е € rgJ ( I)
так назЕваеш8 доryстшl8 перошsдеlцi на!тп оппшапlцое пере-

Iз



хецеЕпв, ДIя которю досмгает }mrпФlа ЕOl'ПtПНа

,t М= {{ъ(z,у)Y(dе,dе), 
(2)

хsрактоtпsщая рбоtт, связsн}цrD с осуцоствJlеЕlеri пOIЕшеценпя.
Вапо опrетпть, что в посташеЕпоfi задаче шIшество

Yчrrчь BceITa HeiпycTo. В него Екодт, HalltElýp, Су,псЕя

Y(е,е) - hG)Чэ(е), (e,e,)e'Bt
%G) ' \-, Е

Поставпоrвая задача Есеццв разрацпша. Допусrпое перешеце-
ше У€ V%,tz в Tort п топц(о в тошлqrIJвае явпяеТся оЕ!цliЕЛЬ-
пшa, ес.rп ваlЦотся ФЕеrця l,L: бl+К (вазшаеЕя поаеЕшапOш
плп ЕотоЕlпапцоfi С,Fпqцеfi пер€шФрнхя Y ), утовпетворщдя
сJедrшlоw усдошD: пдп ;пбюс Ф " у пз 4 Еtпошяется Ее-
равfrстЕо

,,L(y) - ш(a)< L(а, {) э
пtпчоI

tl(y)-ш(a= L(a, ?)>
есrв пsра (аr!) пщадJIаlпт ЕоспtеD переrвщеmя У, ,.".
ослl дJlя.lМш окрствостеfi €а п €ц точок 8 Е 

'l 

IlвDт rlесто
строгlе вераЕевстЕа Y(епrеу) >0i

Неотдпцатоltпая Счlltrпя -

u0 0t, q)чilп tc(y) l Yс Y!r, у, }, ( ?,, у) € Ф 
е,

явrяется ш€трвоfi на ЕIщоств€ распредедешt Ф . Эtу шетщу
п!шято ваэцвать Ец)tвоfi IЬвтортпча - Рубlнштеltrа (сш., ша-
правр,[sl).

рассштщаеЕя пlIе задаtц фрaалъво ве яшя€тся часпrшi
сryчаеш прlводешоt шшtо осЕоцоfr зад8Е, TaIt вл( кшеЕошер-
ноэ евкщдово простроttство Ео кошIакlво. 0дпапо ц!пвбдоЕвце

резудътsтц перЕосmся п Еа атог сщ"fi [6].
Рассчот;mr простршство 0=RL- с овЕ:цдовоfi Етрtrкоfi

ЦПrУ) s сцстыry .1' его борлевсt@ IB(aocTB. JИя ф{clpoвatl-
iоrЪ"Z' О Йо.""* черЬ. Ф сешfiстЕо огрл*.оrо ""./неотршцатепцц сtrвпIо_QдIцilпЕ[It8 фуrщП l , длtя которЕr
Ч(RL) =а. п

J ttal V(de)<+*, (з)

цЬ
I4

}
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a

тде llall - еЕuIи.tlов€l ноlhrа вектор *еR: Oемеfiство опреде-
ЛеННЦХ На .Р НеОТ;ШЦаТеЛЫЩХ СЧеТНО_аДДПМШllСЕ ПО КаlЦДОlry

арIт/менry фушtlщй (пермещеrпй) Y обознашt через И .

ЗАДLlЦ i. Лля заданЕltх рспрqделенпП V1 п V2 пзФ ,w-
буется в лдIGестве допустшмшх перемеценлй (I) ваfiтц опЕимаIь
ное перемещенпеr ДIя которго достпгает шшпW}tiа ю.lштrна (2).

Вашrо отметлть, что в задаqе I для любого доryсттIого пе-
ремещения У € Wlr'. " .щ (3) веливпrа t(Y) конечна:

а Р) = 
f!, I: @, у) Y kl е, de ! j ja *, t tl у ll) 

y (d е, d,+

={n {.l*l 
v(d e,de)r/ 

I" 
lt у tt ч (о[.е, de,) =

= l lп [ ч (de, П9 r 
!а 

w (а! arl =!*l yrraaly цdе)< * .

ý2. Прб;мrеtпя ноFt{лIьвого распределеlшя

Рассмотршr сJIедушryт задаw вапл}rЕпего пр6;ппешtя.
ЗДJЦЧА 2. Пусть в Koнetпtoмeдшlori евIццдовош прстр9нстве lRo

n

гле б - полGптелшое веществоЕвоо tцспо. Трфется в шоlе-
стве liaccц с плопtостяв

(rL+l)
Сsу(ъп,t_!п*,) , ослп ||Пl/< t,

+.{
Ро,в Сь(а -,l*|, 

""- t<lаllзL, (5)

0 , осш Ial/>L э

ваf,п 6.шrаfiшее в шетIЕке Itавюрошча - Рубшштейв . aL,l _

3десь червз 47, обозначен объеrr qдlнпlцою шаIв в К'-:
I5

а-



L|L-

(еt)п/ь
п(п-ц,,, L

е*tЧ
п (п-2) ,.. ,|

, есJIп /?- четвое,

, есJIш [ вечетное.

В дшБвеlfuем будем пр€дпо,lагатъ, что 0<t<aa*oo . гра-
Фк фуmqцп (5) пrп lпtts о предсташrяет пз себя усечешпrй
кдуговой Kotryc. OдIопарашетFWскпе задаw напJггlшего прлdш-
женпя равпомерспп распределеIппrЕ (слlгчаfi, ко\да Ь= 0 ) ш

"кокхческплд" рспрделенплm (оцrчаfi, коtта l=0 ) пэгlе-
нн в шссеуsашФпоЁ работе ввюпа [Zl.

Распрqдепевrя шасс, oTBetaDOFg йотвостяr (а) п (5), обо_
знатцм сероз У о !о,3 Е ryстъ 

'(аrt)=/(%Vа,4).. Введем в рассшотфше всttо|Dtогателшце (уЕlщш перемеtшоfiЁ, ! е.
Ф (t)= у(Ц=чЫ 

{е- 
йа 0n'' d 0, t- [0, * -J z

}

с

5Щ-L*,еGпи 0<L<!,

1п+t)аl:Lп{'! !О|
""^ trt< а,F(a,t,{)=ro,| фrl_ €о*. ,

, ecJt! t'L,

*" 66 - заlлсг}Fгцй rrр " 
R4с центрш в Еуле раддуса t .

СРЗУ Эаrетш,t, tпo ввqдеЕЕце (уrп(т!пt вtиDтся неЕре;нввцlш
ва проOдаrуп(" [0r+ ooJ . qЕпqшя Ф(t) , кроше того,
,впяется еtрого Еозр8стш)цеfi п }товrIетворяет усJIовпf,{

ф(0) = 0; Йr-, ф(t) = t.
Чвкщя F(1,1,# .r*J;;;", Еа отрозве [4 а] п

lцовrlетюряет ycrloвxf,i

4
a
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t

F(a, t, о)= р ; F (ц t,L1= /, L >_ а .

,3афшссируем 
призво,Iыrо С€ (О, t) ш cвfielJt парметрl {-

п о усJIовпем

F(а,€,!1=ffi lft=€, (6)

IIо.пшшЛ с=3 , тоIла (6) рашrосшrьворавенстl0,

сLtеП-f +,,,+ /= Ч!,
IIоследrее ураЕIенле имеет едлвствеmпrfi поlrопите.lьшrfi
Следователъво, ЕF внпоrпеrпrя условдя (6) опrшеrше

корень.

f ,влJI-
ется постоЕIItнм.

Лпя фшtспрваЕного е e (Ort) п параrrетръ lLa t , *о"-
леtворящIш ycJtoBпD (6), введеч обозначеtшя

сс= ? 
j rr(t)=у(сбt, 0; F, (t,t)=FG"f,l,t)tеЦ,-1.

a

t

ТШРВiА.Для функцпп 
' 

справедлвво
DaBeHcTBo' *оо

,lh,!)=iГ+(tл- F(a,l,t)l dt , 0< t< а1 tb,

Кап.дая пз фувкцшfi rё(t) является
вцпуклой д обладает _едпв_ств_ев-_
в оfi то чко fi !дп нЕ l!yMa 6*= lYС)е(Цl*1.

ДОМ3АТЕДIСltsO. 3афшспр}rеш параrвтн.В < Ь хз проriе-
хутка (0r+ф) п вацдiш зirачещlе У(Цt) . Прше всего за-
шетпм, lпо в про|ilоryп(е Г0, ь] rK}8eT сщестЕовать не оолее

:1:iryj ,т"* r/_ 11yi: что tо=O;tllt4'р в lФцдоll пЕтер-
Ba'Ie (Е/, C1+.t) РЗВОСТЬС' n -'А(а,t,t)=Ф(d)-г(а,/,L) 

(7)

не lЁняет звака; прш переходе чеIЕз t;*.t знак разцосял (7)
менФтся па пртивополшцfi .

Рассмотрм, Еап!Емер, с.lцучай, когда уItsзаЕнц точек две:
tо=O1Ц<L. Тогда в пптер.ваJIе (tеrt) ФrЕсЕя (7) по-
л@телъна, а в пнтервапе (Х.|э+а) от!пцатчца. Из.тъо-
шетIЕческЕI сообраrевпt ясно, чво Е прr.еrчж " (0, + оо) су-

I,?



цествует не боJIее тр€х точек 0, такЕх, что пр tlall =0t
разность

р(п) - ра,!@ (s)

обрацается Е. Еуль_. Прлпот_ошl,r Дгя ощ)еделенпостп, tпo тамх
точек две: ^to< ф<t,l<О"lq.. ТогдЬ разность (8) поlохштапь_
на, есJIп 0<lФtl<q пм lФ.l>О2, п отршцата,tшlа, ecJtи

0а<llФllа2,
Вчберем Ерпэво,IьЕо 

" 
Лаrr*утнfi ;гуч / , вьпкодяцдЯ пз

куля. i(цдоW а€ С , д* которого 0<lа//=t< ф, поста-
вш,, в соответствпе такоП /€ / , чrо 

'О11 
//Ytt = Z'< t.t

I:

л (а, l,t)= [ Fb l,t) - г h, |, оЦ - tф (l) - ф (a,)j, Ks)

Й *".."о, Ё о /' 
"".".r" " 

V(&rф''Вь) по,IGиI!,, рав_
ннм (9). rlакдоlry q,€С , дIя кот9рю hr<l|бl/=dltoo,
постаылм в соогветствше такоfi yrf , no Ъl<//Уl=t|< Q4
и

tф (il- ф 0е)] - [F@,!,t)- Fh, t, O")J = а h фt).,rо,
Й" *""оо * " *'.""""о. Y(\r'Вр"rЕl'Вц) поJIйfiм
равlтчм (I0).

В paccмaтp{Baeмo[l с.rrгЕе построеЕная ФпдflЕя И , оra"цд-
но, и опредеJтяет оптпIшалБвое перемепiение. Потенtшалош атого
перемещенвя мйет слJпшть, напрпшер, фlЕп(цшI

1.1-(п)=l !:' llatl<tn, (II)

|Ztl- |lПtt , есJIп |пt/ z t, ,

Отспда ь +ф +оо"Йl=t+=f/(a,I,tldt-{a(a,l,t)dt=!oh,I,t)tat

otlo
3амепш, tпо потешшальная ФrЕкщlя (II) прпалпеrшт шассу,

шзученнопry в рботос 9втор [r,rJ..
В огучаюс, коц9 lшйесмо {tiJ состопт пз одшоfr, трех

плш четнр€х точеR, рассп,дешя апалоIпlпн пFведеЕвнш щlе.
соответствтшпе

V,,(R")- .

la

t

потепшшцtце ФIЕщш Taкle пIшнадJIеIат кшссу

Докыем теперь вторJп0 часть теореш. Дпя каJкдого

I8

leB,r*1



t

a

обоэваФ, ,.еwэ trG) графm( сlтенпя ФJтilцдOл D=Fe аrU
на огрезок [,0.r,а-] , rде 0L=er6 , а чер;l Г it;я{дллl vуж-
tщ n=eft) . Заi!шсспцrем параrrетрш Ьо< Ь.| пз прФrе-

шенпя

Fr(E,,o)=Fe(&,0)=p,
Fr(l,,L) > FeG|,t), L€ (0, ц) ;

Fo ( !,,L) = /, L е [а о,* *) ; Fс G l,t)= /, dc fza,+ nJ,

Пу"r"ý?(lrrlr) - rп(жество в99к.I!арsд,Iчу.ш( осш аощсс
*ПТ;й: 

iTi*_'lry, 2{L5ll" d du?i а 
^ s.ft),

i: й-%l',,-{!?;'!, ;: : : ; ' ": ёir:,2)i-" "'
ДОМЗДТЕПrcltsO. Вшберм прФ_звоццl о q ? Q9J'п ,6р" /;

обознащr коревъ п)авшешя F6(€;rt)=4i=Q/ . Тогда

(ai,4)(n,l) ýъ_ а
ф,|_ Balf 

Пi --,
оп(yда

0(е
п+.l ,l) /п

=dr 6=Ccl i=Or/.
fu*ц6r-'

cJ
lt

!-|
tc- [

a

Няfiдеш IцсщАцъ Фтв, огIЕцчеЕхоfi к;пвоR s*G) , осъD ор-
длlатппгшоf,;,|=0 z

$f lti !;Gt.,+)olt=e lr-ffi*, t!.'=
=(ed- #, ol"') lc= еJli !

Следователыtоr lцщадь ФrуF, огрФшченчоfi к5пш l'(8,((€r) ш пряlоfi 4= 6 ,-"оqддr." по форryле

S (to,Lr, 0)= 
"9l- 

ýоз el (l; to), 0 € (q
Пусть течер" le(C,l)_ .. Как и Brшe, черз

корень урашеяпя F, (€;, 4)=0, [эQ/. TotM

I!,}

( 12)

обознаtим



(п+-l)4; ff- пf !*'_ 0|*'
ar" - | rr'

t/
(п+l) -lL -'|

еп''| - ,|
= Рrе= Сс, i=Q/, <тзl

о
2

ом]rда tL

l

t

I

пHTepBaJla (0,I) справедjцвIr раве_нства

sв",tr,е)_lл-6._-l,ffi= lrh.=4'
которще д доказцв€lют лешry. А

JЦя Фдtспрв€lнню( бо 1ф по,tокшr,

ю



г =t(t, z). R' I Lc [0, ф], Fr(l,,t)< 2 < a6",t)} э

Г*= [(t, ;с Г l е< 6 1t)}, 7- ={(t, )е Гl z > фе)},
Площади Фтур Г+ и Г- обозваим через Д ýt(6",lr)
и dJ- (6r,6,t) . Тогда, очевпдtlо, справедrIлво равенство' 

! а/ t | = r€ В) * ь S r (fo, I ) -дS'(/,, 6r),.^

Из геометрлческщ сообраrеш.rfi 
"."о, 

*о в Еромеяутrс е (Qt Ю)

суцествует ,uo" l', чrо "r., бе(!r€,), !о рзность,(?),
Ее обращается в ryлъ Iц прш мком tе(Q+ф , а е"-rg, 6> d,
то найдуIся тoчц tс(Or+ф) , в KoToI}D( эта разность об_
радается в нуль."-Тr;;"- ёi':Сr-аtо*Хh,,?€h0 . Еслп t7cht!,
'О "1 ;W iЁr:\3 - 

r а, ц :#оý tr,, I! ) ;
0тсцда сJIелует, tt'o на промехrутке (Or6'J фпцtD{я Уе"(!)о,
яв,Iяется строго убнЕаIOщеfi аффлнноfi ФмIЕей. Еспд хе h>6 ,
то на основ€lнпц лем},{ш и свойства стргой моноаонЕостш фlrнrtцлOл

Q =ф(t) mвемС - l-' 
Air(k,l,,)> #оrr(й,!х),

ЧLr,S-(|",k)
Следователыlо,

д ir(k, i,) - о t, (h, ! ), ff [ls {а,/) -лs -(/,,IлЛ,

Это означает.l что ф}rrпсшя 

'c(l) 
явшется вшlдgпоfi на всеш

iЖУ5 0r+ е) , ПРШчем стIюго вrпJrклоfi ва проi€tутке

С другой стороtш, пlв .шбош ta(4+*) спраьедливо
равенство

."Ir-* F" (N,t) -- 0 .

0тспда 5 + +в

Ц _ф)с(t) = + оо .B2I

дS |Вr, tr)<

с



Следователщlо, ФЕfiсlця У" (0 офlадает едхнствепноt тоЕсой
мIпшItryма l*= tr(e)e(ti*). Это заверает доказателъство
Teoper0r.

Ihпотезу о квазпвЕгуtчпости фгtп(Iщ_

,а(€) = rilл.'{!сGIi l e(o,r*)}, €€ (q/),

доказатъ не ]rда[осъ. В связп с эшll бЕлп првqденш lисJIеЕнце

эксЕе5пшенflr для размерtостей PL= r,2,З. В первоrt сJ[учае сна-
qе,Iа Еrgqпrихсь зЕачеЕпя (,уrrкщ Jt (€) в ушах сепсп с
,""о, /t =qof ; этп вtЕспепшя подтверлдJш умза}Ег}п0 гипоте-
зу. 3атем пз пG,rученпш( значеtшfi бшло вrбраво мЕнцIIвJIъяое. Во
вторм сгучае прr вахщдеЕпп lпнп!.чlrа Футкrдш /trc) на осно-
ванп! указаlцой Iтпотеэн бшл црпrепев метод зоJIотого сечеппя .

Резулътатш обсшt акспеFrrентов полцостц) соглас}rDтся.
Залетпм, lпо lлпutiпзЕtDrе!,Еlя фуrкlпя 'thril прпорщо_

нальп8 параt{етру б . ЧтоОн вr?тсlлrубадртюя, достатоЕIо пе-
рйrт к o"p.*Tn"n, d,=3rt=trЕ=*. .,

Р таФt. I пIяведеЕr мЕнпrrа[шrце значеЕпя йrЕ(Iцfi 
'Рrl),0<6 _<а-l+В, а так]Ее отвеtIапцде пм знаtвЕпя Iврашетров

а.п а для рзЕостеt lL= I',2,3. Jhя сршrешя в этоfi хе та6-
.,lпIе прпЕодmся мЕппiаJIЕgце значешя соответстЕпщЕ( Фуrкщfi
в задачФс нашJrгшего пр6;пrегшя норiаJIъного распрQдоIенпя
рашолерtнlл распIвдепепхяlп п'кояпчесIqlш' распрделени4rЕ; .

атп Eшrкцш yq,toвBo обоэвачеяц черэ'{QrО) п У (а, 0), hа(qrа)
Автор вшршает гlrубосуп Фlатоларость прФссору Г.Ш.Ру-

бrmптеlЕу эа постоЕЕое шlшаlпе к даltцоfi работе.

,a

t

таблЕца I

0плплэпrе зваtвЕlrl ФуrпtrDd п шршвтрв
о,

lb tni+tYh,e) 4плъ fпь |пЬУ(а,q)|пЬYооl
I
2

3

0,0З030О1 6'
0,076а&С
0,II8,12I:б

2,3I856t f
2,41885&6
2,576T35xC/

0,0l4?28xб
0,03586ftd

Is759ъ6'
аIюцd

0,0306&6
0,0762З9rб

|0,1184&6

0, 163512rб lo, ттэsто, d

l::

?2
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