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to. Цшь настощеfi 9ашепu - тгFшеtь Ешtпiанхе к HeKoTopHl,

допоJIнпте,Iшrцм возмопlостrпl, которне пIЕдоставrIяет вестаццарт_
нцй анаlшз для хсспедоваlflя лпскрешцх совокутIностеfi с боlъшrпr
tп,tслоlчt tценов. Этп воэrrоЕlостп 1вэъясня)тся в сввш с варl8ятош
кпассическоfi TeopMr Сшьверiана _ ,l,eIIJtTIlta о реттлярш( шетод8х
суiодрованшя. Б пцеRвош плане соответствущfi результsт прпlrц-
кает к рsбоге А.РоФ{нсона [rl. a техrшческоfi тоЕtп зреншя в
да.ll bHelfu ем и споrt ьзуется Чеоt llассш чесюая устаношtа ", вцдвпкутая,
по сутеству, Э.Непюоном [Zl. В сп.lгу этоfi установlш ста}цартнце
п носта}цартнне оOъектн встречаптся среди саiшх оdнтtц lmto_
IecTB. ФормаIьнее говоря, матеi!ап{tlесклfi шшр отоцдеств'Iяется с
ун!версу.rrом внутренних мнопеств, реализованнцм в рашФх доста-
тоlцо сцJ!ыtоil теоршt внешних мноfiеств. JИя нас с лrrхвоfi пршгqд_
нн схемц К.Хфечека [З] n- Т.t{аваи [+]. tеашшtшя соответст-
вущ}lх Te()p],l:i H}tte песуцественнч. ) Прстотн и наглядности ралI
la: разбпраем элементарнне, бллзкt{е к 'фолышору" фрлJ обсут_
даемчх конструтrшй, сграниtшваясь вещественннiп tислаtш,t и по-
иск€lмп пределов и суюlr их наборв. Ушошlеннне обоФения, на-
прлмер на K-:lpocTpaHcтBa, соэнательно не прпводmся. Лело в
TolJr что глаtsная зqдача запiеп<и _ уточнение и демонстрацля обо-
cнoBatlнocтп шиiюко прпменяемого при пострении Фзическпх д
экономпческ{х моделей'метода заJIанпя горвtзонта". Ilазванкrй
прись: раOотн с трудно обозршлrшr конечннлоl мноr(сстваlц состоит
в априорном }L,iIl апостерорпом утазанlаl "гор.lзонта", 'порога" -
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актуашного бесконетlо бопъшого tцспа tалх соответствлсцеfi бес-
KoHeElo малой тоЕrостп. После Еrбора го;шэонта пзучение исхол-
ноfi поедедомте,Iы{ости данlItD(, нахоцде}пе характерньпс лпя пее
ПРеДШЫllD( ЧХСЛОВltrХ ПapattвTpoв ВqДеТСЯ С ПОмОДШ аН€UIИЗа (це-
нов, находrшшхся в дост}пноil оФIастп у irпкспрвsнного порога.
Ияаче говоряr в расчет пFшнпшаптся то,Iш(о праltтпчесlФ досттпнuе
удаlеннUе элементн, "утеддпе за гор{зонт" членн игнорирттся.
Таким образоll, удается обоfiтпсь без прсиатрпвания всех элемен_
тов "с лmбцшл мцG,tиrftп,Iи бесконеrддOп ношераlлп.

2О. Пусть F - стаlцартннfi фльтр в cтatцapтHor, мншест-
ве Х ,а g - ста}царsнчfi (Щльтр в стаtцарпrом м,rщест"е Y .
пусть, далее, / (g) :=пtFе 9 : Fе'Л ц Jl (Ф,=П{СеИOе'lЬ
riоЕадц названню( (Fлътров (как обшчrо, 7 - внешнее шlойест-
во, образованное стаIцарпrшfi элешентаl,ш / ). ГaccuoTto1;
стаlцадпно9 соогветствЕе tCXrY . Прл aTol,t предпо,Iоrпш,
что d,оtъ{-п F{Ф шя кйого Fct , спlдюлом |(FJ обо_
зпаtшм (Fл_ьтр с базпсош [{ra' F€FJ - образ 9' прш соот-
ветстшп {,. Мншестsо FeF назцвФт бесконетlо мшшr
шп, точнее, уда{енншl ыIешентоOi бпльтр F , еqУ,tF)ЭF
Прп этош rшш!уг F€ B.F

зо. _lшшrlд 0 зддАннOм ruгиюн.lЕ. ll у с т 
" Jl F)rl oX= 

Ф
п беФ.F С " заданнцfi горп э о'н i)-. Cn е -
дупщпе утверrденпя равносхльнц :

(.F))сл(!);
enF) l.(F,F,)с/(Ц),

(I)

(2)
|(/
(VF

О {.(9) э!.
{Экшвоlенпlость (t}<>(з) - оdштtнf, iDaK,T нос?аtцsртrrого

аншЕза. l4rп.mкацпя (I)+(2) очевпдпа. IloaTolry необходмо
удосюверlться TortrKo, что (2)+(3).

Пусть б G"g . Прелпо.llошм, qто дlя кап,цого стаtчlарп{о-
го F пэ оF наtдетсяаеFхFl такоfi, no l(п)ё е . тоrдч
в с.дJrу пFнцппа цдеаJЕзаIIЕп пшеется *'eJl(?) , для котоIюго
Ф'€Fо u {(qlё 4 . Paccroтp!, BHyTpefoee ,шшестю F:=
:=F,U{ФJ. Ясно, что F'eaF . &tашт, tr<rгJrlцJlocb прти-
ворёче с успошеш. фtqдоватшъшо, дtя некоторого Fe1F бу-
rcт |(ГхГr)Сý. Тас как шзвесп{о, tпго в Е нет стаrцагт-
HцxaJteMeHToBF,To

(V ае,цjНг.zF) (v *е'F) {1п) с Q,
т?



ljрименяя пFинrцп переноса (учтшвая стаtцартность параметрв),
IJнводим: l(rl"g.О

4'. прпведенное утверiдение яыIяется, cтpoie говоря, неко-
торой фрrоfi прlщrпа ttош [bJ п доIryсl€ет разнообрзнне обоб_
щенIя. Мн отметпм толыtо шзвестнце конкретлэацпи и упроценшя
лелдлн 3о для интерес}rюOчtх нас сJlучаев, связаннцх с вцtпсления-
!ff прделов и cyl,il{ дискретнцх совокупностеИ tcM.[o]l . Подчерк-
нем в то Iе.врешя, что F€заЕн8я вЕше воэмо,кность введения по_

рга точностп снизу пrтп сверху очевпдllо пмеет знаtителыrо болсе
чмроше сфрш прпrешмосlп.

5О. Пусть аtЦ]:=(Оь,,.lаil - конечная посJтедоватеJIь -
ность-вектор пз Kr.. Будем сЬтать, что lV бесконетrо веrrико:

N*+Р , ,."..NelY 'Ц. ПропоJIоплм Tatýe, wо 0.ое *Q
мя rt,:=|,..,il , т.е. L1- конечнне вещественнше .исла (здесь
З(;_-феR :Qtе'R) lal < {l. Станлартяое lисJIо ff, назшваlот
тt/шкропЕЕдеJIом 

"ектора 
orll] и шпшут 4=a|)naflJwM, р€по,

О=s-|iщL6, еслп для всех бесконеqшск ноuерЪ Д/ , мепншrпс

/, Ji;'g, ц*L (т.е. вел{qна Op-L бесконечtо MaJta -
леЕlт в монаiё / (R) Фльтра окресЙiостеfi rryля обнчlоfi топо_
лоппи ( ). 0тrrетпм, что пногда (провllяя в некоторм смысле
О&ьш5р прDtнЕцшалшость) под шпропрвделом aftQ поняtrrают

лбое ,пqllo, бесконеЕ{о dпlэкое к Q, t.е. лепащее в мопаде
Jl(fu):=6+Jt(d. Стаlцарпrое tшeпо Q, назчваm шкрсраоf,
LtN] l ffiт-4=ОZь[tЦ , еqпi О-- sто ш{кропрдел по_
слqдоватеIшосп JfГJ: --(ýb,..rgl) частнъЕ с},rш а. [lu
, 6.J. Пусть lY - прrзйлшrое босконещtо боlьшое lшсло tt

(О*1, {*ft - ста_lrлартпая (сФтнм) посrlедоватепыlость.
Iýсть, далее, Le'a< . Справqд"шrвц утвер,кдонпя:

(I) поlg [ - шропрчпоl аtlq тогда и толыtо тогJlа,
когдs 0.= tt+ъ 0-t-ie) *ооо;;;'fr'rВ|а[Nl тогда l| толыtо тогда, ког-

да L =Е, L*
4 Нупце утвеIцдения - часпIче сrrучаш лепш о заданном

горзонте. Р- 
Zo. Ил у вектора аГl'l] пIgется liпtропредел, то его

ф _Hopra конGrва, т.е. .t14 t l а l /, | ; =./r,,., ll J€ 
о(.

_, d llycTb O.:=аglпоgilJ'ТопаЪя ft|*+qlrl<л/аулет /0пl€
<I0l+l. &taпT, то le неравенство пшеет iitecтor наЕ{ная с не-
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котопого ста}цартного r?,. ocтaJtocb заметять, что qiап аь.rЦ
конечliн по усJIовию.Ь

tio. LlrкропЁдел пнваршантенr т.е.е(ци для д.fllJвектор
lЬ[N! 

9преуеJIен соотношеншем 'a[tU}, =(аr,Oзr..., &1t-l, 0ь Lrt),
то 0ШJ " 

|LIU имеют микропрделц олноiременно (и прлтом
обязательно ршые).

40чевlцно.F
9о. .rlcHo, тго моffно развивать теорлю микрпрqllепов или

мпкросут,rми ромlг/tя, обобщашцrю обнпtнЙ BaIx4aHT, трактуочиЙ
предеllн l.! |rцн. llH не булем на этоItl останаыlиваться, а перей-
дем к lli.учечию "продоrlJN(енцЙ" понятия микрпредеJtа на все пос-
ледOвёlТслыlости. _ л t J-"^";ё:;;i,ri"'|tП],=Н,,...,/r) 

,,, _ эJtемент R/| . Возьглеtл

a[NJc fril,, n*o** l.tt] a.tilt,= Ё.lпLrъ.
(l) Ес.шr ве.пич}tца t.tlrl ,oi'.". I-норшв вектора |t/V],

конечна, то дtя ""oo*'1.*ron" 
a.tV] с KoHeтtofi ао -нор-

мой булет ltMlnrДJ€*R. ^ ?л,,(2) Есiи .lля капдого вектора alUt , _имещего микропр-
дел, всрно ltV] оO,t]еОЛ, , то l+roplula /tN] конечна.

4 (I) Спрtвдrивн оценки:

| { tп ] о tм] t< I l lo l ьпk (i, t l- 0 *ч {/ ао| : п.= 7,..,,ЛЦ,

(2) Пусть € - призвольное бесконечно lдJloe Еtсло. Ясно,

"rn ""*rol Ф[N] с компонепап Щ:=ki7п/оlе"*",
мпкропредел. Иtlшrоr словау, вшпопнево

€Ёltl*|= Ёr|*ь*.=!R.,
Тем саrлrм i.|{оla*R в qiJry усповшfi на С .D

л пэ1
tlu. Лшя того тоФл дIя всЕ(ого L[N] с iпкрпредеJIом

ftвыпоllняllо"" |,[tllц[N] *Ь , необходппо и достаточно,
чтобц

Ф |о;0 _.",ля 
Iсех стаrцаршюr /t,;

(2) 
|1{o*'l;(з) 
Ё,tl."l. оR,.
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{ Установшм снаqапа необхолдrюсть п!пвqденюос услошtfi. Есrш

ЦN] ПР{менПть к стаlцарпlоrцr базпсно!,0, орlу c.Holepctl iL ,
имекхцеtry шкропределом нуль, liш{o впдетъ, тао fr_ босконецlо
вlzuто. Ес.'tш te пршменпт"ltrt] к вектошr а.ГN]'dЪч",п,rпо,
компонентаl,ш, то поцвается (Z). 0стается прпвtечь I0'.

IIрп проверке достатоlцостп, JFптшвая, tпо iшкропрgцеJI cyltl-
* 

.._.т_" 
суiliла ttмкропределовt п оrшраясь на (2) , uбо fr ln=

={[N]| tN] , разбпрем лшль с.пучаfi Еулевrх rшкропредепов.
i:TaK, rrусть *аfuаril . JИя всех стацартнцх /L 61цет

dohn*O п, знаtит, для "начшьнъос" ска.llярю( прпзведеtfiй

lrа Ь[п] *Р. Сtтсппа по прt{lпп{rry прQдолfiенпя [z] л;lя неко-
Tripoio dесконетtо большого УУ , которое lrопно ctшTaтb ireнmпlм
lV, будет ltt|l atH]*0. Слелов€lтеIь}lо,

I t п J а ttl] = | tм] фм] + Иlt, l,|] а tlt \ |!0 : | 0t'. il] а. rN, м J,
Jия всЕ(ого стаlцартного € >0 дlпопнепо |Оr|<€пр
|r|<rЪ< N по опрqдепенхп мхкрпредаIа. 0тсцца

| |tH,tt] otrw] | = tЁr** b*k е t,l l*l,
[9поllьзуялкон€_Iпость i+lоэlш/Л/], вшвqдrtм, то
lГlltМ] ьIN, М] бecKoHeTro'Mallo. D" riО. ttycTb lrМ - вектор с Koнeпton l+ropof, п тш(оfi,
*"l:] 

#:ir(3) El
погда /til

0 дм fL€оlU i

,* li
{n*r '|n| * 0.

опрделяет "шtвадпанrвлrfi банахов lлшропредш" :

{tпlotlt| g lrvt 'atrl]
дtя вся(ого L[М] с Kollewof, сэ-нороfi.

4 По элеrcнтарнцх сообрrеппr поrгучаеri

tlrпorr0 -lrлЦ,аOц/=

=lH, L1 + |еОе+ ,..+l,v-t fonl_l + /, а) -
- (|, Lr+{aLB+,., + h-| Ll + ll ц) l =

ю



= | h ц r ( ь |, ) a"r -. + ( lx, /,,r ) bn l, ll, ц Р Ёi t/", r lДУl.
У;шl_нвqя.. nn |, Ц * Q " Цfflаъl' П,=|_ltk'RЕщводlм:
l ttl] а tll] - { tltl aI r,/] g 0.

I3o. Прдполопеншя Тf и t2" цо сум депа яв,Imтся модиФ-
каtрtям}l теоремц 3.I и,соответственно 3.6 из [r]. вспи "реJяти-
влзовать" прrведеннне утверцдения на стаIцар1тпне прстранства
огранпченнцх u сходщд]сся последовате.llьностей, то lдl прпдем
к обнтшш xap9кTepвcтиKalJt прqдоJt еняf, предепs в фрrах, Hai,i-

деннЕх А.Робинсоном. Стлише вцшепа,IGенншх ва!пантов во вво-
деlцш апtпорного горпзонта - порга 1У. Ще постренпя, пр-
Bepоr п т.п. сJIедrет прводlть топшtо дtя бесконечно болн!,I,D(

номеров -"Ф(оло lV"; рассматFивать Облъшпе бесконецtостt.t , чем

задаtпt$t порг - "6ecKoHeTtocп, леf,апlпе за горизонтом"
не rгуriно. Таков содератшьЕffi смцG,I доказаllного.

I4o. Дусть 7 - лrнейншr оп9ратор, д€fiстцrпцd из простран-
ства R" в прстранство R4 , прпчем rV а 14 - некоторне
бесконетtо боlъше наттрапшrне Iшс.па. Говорят, что оператор Т
сохраЕяет мпкрпределн пJIи, KopotЕ, iЕ[крустоilqв, еши шtдчи
вектор, rпrепоцдil мпкропродел,7 перевqдпт в векпор, иtiiещпfi тот
пе саrшй iпкропрqде,I. }!нъппr cJtoBaMп, обознашв t Пr|rlЦ
l|атрmýr опедвтора Г, уоlоше его мпкроустойтrвосм lror0{o пе-
двппсать в впде:

*lftъ aOtJ = Q_ * *l**l.t Пr|,tilОГil]=а .

Посколыtу векторч, у котор8 есть l,цкIюпD€дол, автоrйтпческш
оФlадаDт KoHeпlofi oo_Hoplofi, пр€цде, чеш оlпсцвать lffKpoyc-
тоfiqпrе операторц, рзбереlrся с опеIЕтоIвш, сохраяярщlrш
"конетдlе гмактtкх' - зоllц BBKToDoB с KoнoElof, ооаtошоf,.

I5o. Jhя того ,rтобш.оператор / с rвтрпrеil l[Mr7t[ перво-

дрr кщдчfi в€ктор 
"" 

8" с конетrой oaqlgpMotr в вектор
пз fiП с Koпeтlofi оо+Iорюf,, веоФсqдлlо п дФтатоtпо, lпоОн

операторная ноFша r бша ковеЕоfi, т.е. ттобц дlя пrкоторого
конеtцого С l врl,юех l|'L:зlr.,,,ц цJпо,IвяJ[ось:

lt
Er|L[m,pJ|14,

{ Достато,дld8i, р"".отрпваешого уФовця очевцдlа. Дпя

проверtп веобхqдлrостr }rушIо занет!ть, что в качестве С_ 
, 
шrол-

;;-;.r* 
-[ii 

Л"О"твште,Iьно, в сшltr Еошlактяосlт " Ril
,,т



"о"р tlbln=l] , пв lftlа:=1,1ц{пю/:п:J.,lJ вап-
дется тоЕФ Фо aToi сфЕrr, д[я которfi llТll=аФtП7аfiФ../ftiЕ
=ll=tТъll,}tначе говоря, вектор Тфо пrcет коiетrуп--ооЬор-
r,ry] а поiоrry llTlle*R . Остапось обратпть шпrвнпе ца то,
что [Т ll = 4t cP t Ё_, l t tп, rъI l : ttъ : 

= !, 2,.. ., tt l . Р
lоо. опрдеlrft"rЬп ,втрпrеi tГпrN] оператор вIя€тся

lп,tкроустоf,пвцl, в пoll п mпш(о Е TrNi сJцrчае, еqпп

Ф tГm,fuh}пеп |Le'|f а f,,tfrцпJ=.t для всяtого
бескопешо ОолЙого liс такого, чт6']ttъ€ |,| ;

(2) шя нsкоторого конечпого 4 п п пр[ ю,ехtъ:=|,,.rlr|

t[rп,|ЦОtlЦ 20. прц sсех |tъе+е5lfL-li1 , Kalc тоrьво

а.=ёhltъоtttJ по ус.,Iовшш. Остается пFBJte.ъ IIо. Осташеся
утвеЕIденхя проверлотtя еце проще с помощъD апелJIJщ к I5o r
lto. D

I7o. Прведеннце утвешденпя liойно рассштFвать кав вовце
фрлr пrш как обобцешя !ооремц Сшьверrава - Топппlд [BJ. В
сашом деле i подвергая стФцартшзsцип деft ствпе шrtроустоf, пвш
t атрпц па стаlцарIнце поGrIедоватеJIыlости ш вспоlпная бо, liн
прш(qдшш к классшчесшI су-rшруDщl, li8трЕцаr..

I8o. Jhя уточнецхJI сказанного цIшведеш !звесIпце характе-
IIстlкr tcp.[6]) lлкрпредФов п lлKpoc}rroi, "пqдтвощдаDще"
скептпческое rflо!пе тOх, кто уворен в пршIщшальвоll oтcyтcтшr
самоfi возшшпостп I€кш_JIЕбо Еовц копцещf, схоrFчостп. Ишен-
но, дIя вектора OtN] пз 'Rt обоавацr спrво,lоl *ь
счетщrю поспедоватепý{ость *а. : tY *Р, явrlmцýпюя cTatцaIF
мзаlвеfi "пачаJtыtого участltа' LtN] . Тошее гоЕоря,

* а.,= * 
{ (r",oъb) : п e'ltJ,

Qцесъ Ъ - стацдаргuая частЪ коночного .lcJla t , т.
стЕапное стаtцарпtое tцqпо в шошqде 

/ 
(t) . спlвоl

22

qдш-е.
*l мозна-

Tortra,
JпIхтшвая, яо [||l=|Ц fuI|:ttъ:=/,.,.,



rlaeт glаlцдрцlза,шD ввешнего мно8естц д , т.е. qдl{нственное
стаlцарIное mlof,ecтBo, офIqдаDщее в тоtDIостп теш f,е запасош
стаtцаIпнкх аJIешентов, что ц / . Гrшt обцтrо, сцtiвопоr,t *ьtм1
обознаtвrr отр€зок (*al ,.. . , * Ll ) постqдователшосм '4.I99. Пусть ЬtN] шrеет rоiitфпредел L. Тогда стаIцар-
тпзаtця f О схqдштся к fu, т.е. {)rпо*Ц*= а.,

{Ясно, чtо*2.r* Lр л.мя_юех lъе.|f .._3наwт, Hafi-
детсЯ бескопетlО ойъшое //k / , ДЦ КОТОРого*аh)4ЦлL)
мя tL<//' . Раs у 0.ГNJ есть r@(рпрёдоJI, то riпкрпредеrl
пtеепся ч,rаГ|tt. Остается апепJпроватъ к 8О. Р

ЮО. Еqпш а=*ZО[tfl, то цеЕ !L*.
4 Дя всех стацдарпlц fu буtr;{

* ( О l *.,, + а4| ) = 
о (of - * ц) = 

оц+ -о О4ое *q, + ", +* 0-rr,
Тамш образом, стаrtцартшзаIця цоqлqдоват€лыlостп часпIшс cyrnr
и частнце c]rreд стаtцаутхзflцlц цсхqдЕого векторв совшдаDт на
некоторош пЕтеiваIе цолц tшca,I ог едшlхц до /У' , rlде llb+o,
M< rV . Поqпе атого.заrечаппя rошо сосJtатюя Еа I9o. >
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