


В приведецпоfi поставовltе модель обмена рассматриваIась
Ц.Гейлом [r,r], которнfi поrучш,J! необходlолое ll достатоtное ус-
ловие суцестqования состояllия равновесия. .Ilпя частного q,rучая,
когда все f,& прпордпональнн вектоFу Р , т.е. l'=I,;t(мо-
деJlь с фкслроваlпtнлш бпдлетаlдr), он пок€lзал такхе [r], что
векторш ;f,& , отвечапще состоянию Fвновесия, обраilmт реше_
нпе зада.п швкспrrrзацпп Фппсlш Дr(rrrftr)Л', на.мнохест-

ве всевозлrоlсtlЕ наборов неотр!цатальнцх вектор в ai, f,е r ,

у.цовлвтворщЕх ушовип Еq":tР. Дм офего сJIучая Ивесом

предIйен конетпrfi -"оdifr [З], осно"апrшfi на сведениш исход-
ноfi задач к некоторfi эадаче допо,Iflлтельности. Oшmtщим
обстояте.пютвом пF прt{lсненпх этого пол(ода яшяется зпаtlп-
теJtцlая размеFпость возrшкащеfi эадаtп допоJtнитапьносм _ по-
рrцш /?L l rb .

Прдlагаеrшrt в вастоядеfi рботе конвчlшfi шгор{тti осноDан
на рассlDтревпп пороIдаешЕх мqдеrIъD поJIшадраJIьнш рзбпениfi
cEaILrIeKca цеЕ l пспопъзуот некоторе cBof,cTBo t онотоппостп

[al во.rпr,ащего кусоtпrо-постоянного отобратеlпя, непqцвпlltнб
тоlп(п когорого х задаrгт состояllия равновеспя riоделх.

ýI. 0шсаюrе шгоIптма

Чтобц не ooJloElmb пзJIовенхе, прведем основнц_е рассмот-
ренпя в предпопGонхх, что её> О прп всех LeI . }го пред-
попоI9нlе гарантппrет сществовsнхе соск}янпя рвltовоспя (сш.

[Z]l. Ь возмошlш( обобщрЕпfr процосса дtя общего сtrуtlая ос-
тановпllся в коtце рботн.

Дя поrнопr палшенпя_напошнпl, кратво построенпя, yle пс_
пользованнЕе авторм " [Ц]. Свяпеш с исспедуешоfi rrодепьп па-
рашетFпчвскуп транспорощ7D аадаw лпнеf, ного прграlошроваlшя,
рассшатIЕЕя в пач9стDо пgрашетров шеш Рr:

(I)

(2)

(3)

,

ErForrjbcj - mа.* !

Ft*y=(p,dL), 
Le I;

|"r*ci =pi , j, /;
tб



t

ъц 20 , (L,j)€ Ix[. (4)
о

0пiетиш, tпо эта задача разIнппш прш ;шбои р€€
Нвзовем мнопество ,Яс I xr i-накFвrцлr, еслп для каt-

юго деr непусто talBBcTэo-{je/f (i,|€аJ . пустъ }
совокупность двоf,ствеlшо-доттусттrш( базпсщс мЕшеств вве-
денноf, транспортной задачх п п всевозмолпltх С -нак!шваюочшс
Еодшrшеств. Ihщоry беlФ сопоставлюЕся пара мншеств,
коЕоIцо буаеш обозп"""r, t?(S) п Е (Я) .

ilhопество а @) предстаыIяет собоl coвolrymocтb тех

Р€d , пIп Koтo;rrx соЕrеспа спстаliа услошil (2)-(4) Еisсте
с допоrшцтелыDоt ус'Iовпеш

ftrj= 0, (i,j)ёЯ. (5)

Выw бв# "*-Ь ПЕ =r'ii Ф) опродеплтся эtтrш ус-
лоЕЕяlrl однозваtшо r оОраgуDт дJ]Я даЕноIю Р опшшапъпое ре_
пеЕlо тIвнспортноi аадаtп (I)_(4). Леrто у,паsать веобхопшrе
х достатоtlЕцо уqIовЕя совЕствосlп сlстешц ypaвBeпil (2),(3),
(5). Jhя этого rшшеству Я сопоставЕ. tN Г(а) с rяo-
Iествош веFцпв !={lr2,... rlп+п} п lшФоствош дrг
{(L,m.11l(ёrj)саJ . Гrдццая пз кошоII€вт связносtт
этого граФ Фдет деревош. Пусть кошIоЕевпt связносп защrrrе_

ровапц зваqенIяliп пцокса У елГ(Э) п Vt - rпФ€ство BBIF
шв f-fi кошонептц. Поlшш Iy.IOVy, |y=Oe//(arpYl.
Упоlщпrе усJlошя сошостЕос1l сrстош (2),(3),(5) задштся
сrстешоfr урашешt

,€l"Pi=EIr(P,d', ле",г(а), (6)

Таr квв il G) явплася лшеlЕпЕ фушсцш парахот-
ров Pj , ю Э-(3) - швогогIвнцIв, задаваеtлil спстечоf,
.lшвеfiвfo уравпешй (6), спстешоf, лнейдц вераЕопств

*?7(Н2о, (i,i)e0, (?)

х усповвеI реС. Зшвш, что веогDЕц9папъЕость Pj слеЕrеr
пз (3),(4),-а погФry услоше Р€q ЕIп оIцсаЕхп 5?(Е)в-
во заЕшть ycJloвшe}l

= ./.PiZ
i€r
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lЛtовэство Е Р) шоЕlо охэрактsр[вовать как совокJпIнос!ь
твх |е€О ( 6'- оlносrтепыlая шrутрепность сяrдцекgа б ),
прr iсmорюс шlоtоство "рнтабелънш" товаров в задаче j -го
участЕIка совпадвет с чоlествоri {ie/lftr12.al . Toтtee го-

l-
воря, мноlевъо | (.F) зqдается уЙовшем ?€ 6' и следrD-
щеil спстеuоi урвнегшl ! вервенств:

ci с!
-r, =t , (,j), (i,|)еЯ, (9)

"L= + >G,l)ё8,(i,j)с3, 
(Io)

э
_ Легко пtrлотъ, ,l" "-rЬ€g?р)пЕ(Э) оw некотором

iB/t, то ,Р- рвновесннfi вектор цен нодеJIи. Деfiствште.льttо,

т:т *91.р€ýz(r), то велпtпнн 1ц , решащде qчстеlry (2),
(3), (5), ярпЙЙя нGотIЕцателъвЕllш, а векторн ЕL с коllпо-
ненташr E!=ft,:;/p;- доrryстпilцмп в эад8чах учаспtпков. Из

Р€Е Р) d*еIУJ;l 
'тк) эш воrтор_6уryт l оптlЕлъпчш в

этпх задачаI. ycJtoвпe re (3) лавт Еrа'= Ц= Fud) t ,.е.
Р - равшовеспrf, вевтор.

Нешошо Еоказ8ть п обDапlое: ес.lп D - paBHoBccHHil век-
тор цен, "оре9?(R)оЕ(r) ощ 

""*о"о|о" 
hеЬ. В связп

с этtril мя Ие,Ф бпбш рассriатрпвать coвirecтHo спстеlry (6)
l спстоliу (9), которут перепппем в Епде:

# =+ ,(i,i),7i,!1c6, (lr)

Спстема (6),(Il) всегда гйеет ненулевое Еео?рЕцатшшое pоmG-

Hпed ДеfiствЕтелыlо, сIст€ша (II) задает некоторaо прпохпщ
мы(шr ве.шчпнsп Р; , соответстЕ}rпшrл одноfi Е Tof, re копrпо-
нете связпо.то 

"ЙЬ. 
Г(а) , т.в. обцее Iвшеrшс s?оf, ctcro-

мц пltеет цд:

l

,

tР; =Й |; l j.I, ,

"ю 7tу - прlзвоJIьнцо парашетрц, а

?ol!{, 9rдаrцде yEolrщпre trрЕорlпlп
пе (I2) в (6), ЕоrчвI

увлГ(В), iс.2,

!r' - полвlтепDIцв в,овс-
. Подсташяя Ерqдс?авrо_

й й !, = F" rй*r")Ф fiцdi lt, 
lлс,tГ(в).<тзl
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Не ограlшвrвая общносrч, Morolo сtптать, "rof,r.fu =/ п;п

всех le/(6). В рзультате, оdьедяняя tуТЁе"rор t ,

спстеrо, (I3) Morcro переtпсать в векторном вlцв:

!Т=гt, (I4)

lлё |'- неотFпцатепьная квадрам.пая lвтрйца, оdпадащая теш

своfiством, что с}пfiа ее элементов в кшдом стоtбце рашrа еди-
нпце. Иншrtш словаl/пr J-T - стохастпческая ltlатFпца, а следо-
Baтertшlo, спстеlл (I4) шмеет неЕулевне неотр{l&тельнЕе реше-
нпя. Ita:цoe такое рещоние дает в соответствшв в (I2) неlтуле-
вое неотрlпlsтелЕlое решенпе c}tcTeMH (6),(II).

Такml обрзоli. спстема (6) плеет ненулевrе HeoTpttIаTeJIb-
нЕе решения пgп .lшdом t\clr .

Переfiдем к оltцсаниD алгорптlлl. К нача.lry J-го шага пр-
цесса лмеется некоторое мнопество .0а€ * и тотtп PJe
е ý? а). О5е Е (3д). Рассrютрпм с"Ёт"й (6), (II), порЫае_
щ,п йоiеЬiюм- В:Я4 . Опрдешtм какое-шбо из €е реш.ений

Р='Lъ, пЕ{над,Iе[ащ_ее спщЕIексу бl . По;lоппм Р(ё)= Р6+

: ! *k? t {fl у,: !* ;# ;?ь2 tr;trчiь :i йь
Еe.llu окаэаяосъ |o:f , то тем саlrц}l р = 

rl." - пско-
шнfi рвновесншfi вектор цен рассriатриваемоfi моделх. Fд.ш rе
tо< ! , то будеш двэ.ltпчать два сJIучая:- (l) лшrт"Ьупщц" условпеш пF[ опредеJI."о Д, оказалось
услош.е. P(L)eý?(8a), ,... какое-то из нера"енс-тв (7) для

Р=рЦ напришер, HjpaBotcTBo лryРr1)=(irrjr) i в этом
сJrучае пр{нrшается $aol = %,\\ t(tr;i) l .

(Дi) л,rштиgущ!цу9.повиеr, nр' опр.f,"jо.rпп tл оказа-
лось услопIе.9(L)еН(3а) т.е. какое-то пр 1.егqБ,ен_ств 

(IO)

дш Q= ?(t) ; напрпшер,- перавенство чw (irl)=(i!l) ; "этом G,Iучае пFнхrвется Яa+l =3а U {(i,, с'ц.
Ес;lи ршизовsть обе пз уlсазанньп возrrоЕlостеfi, то чrбп_

раем.лобlр цз.вuх. Bre заваспмостп от этого поЕагаем РЬ'1=
= Р(tа)r?О'П=?(tа) " 

переход{м к сJtедуtоще}ry шатт, процесса.
Jhя обоснованпя корректности прпведенного оIпсан}tя ат-

горптr€ }rуrчlо_псказать_, что м8кспlвльно" L=tа всегда су-
-'"'i}; 

l " *:Й{rr'rо u 1, (il е Е (r l ), р (Q. ý2 (8 ) J .

.[егко впдеть,- что dBK Kalc 
.!О 

,- О , tо € б моrет пе дос-
t;.i

а



тигаться лишь в том сJrучае, когда lл=/ и среди компонент
?l есть нулевше. Пусть а?,= 0 .-Т.* *.* t\+ О, то най-
де'тся 'L|n )О . Иэ этого,вПсвоо очередь,слеryет сJrществование
такого " LoeI , по (Lo'r1')efla . 0чЬвtцно, что при * , до-

ного двоfi ственно допустцмого мноп€ства транспортной задавr
(I)-(4). Jhя этого необхоIшмо R достатоtпо, чтобн нsшлись tпc-
ла Цiliеf , п Ф; riеr , такие, qто

L|r+t2i = h.с; , (i1)e6, (9')

LLr*ф>hc!, (i,/)ёЛ, (I0/)

дп" Я=t2а+/, пtпчеЙ услоlшя 
-(9') 

долrшн бнть lшнейно-не-
завпситt[tмп. .Цегко вцдеть, что этlм условия}t удовrlетворmт t{=

=Оъа1-! Pi= 
|tlaа(*Lc! - t>; ). Линеfiная незавпсил!ость ус-

ловий (9') эк*валентна отсутствию щ{If.rIов в граф Г(8) . По-
следнее сле.ryет M^.$=Эa*t из того, tпo это так дIя
А--3о , а вещнв L' о lry*.l') не леrат на одной
компоненте свяэностп гВра ГР.l, цбо пначе условпе (I0)

пw (ir|)=(['r|') нв могло бн бнть лдl,ятппrшим дtя вбJ[пIп-
нн tл.

Таким образом, првведенное вцше оппсание шгоIЕtтlls кор-
ректно. Началыrое MHoIecTBo i.e t и точки 2'е. Е (3r),

9(j

,

t



l

Ръа(цлетко погуlить, напрmrер, G,Iедmщпм оdрзом. 3афгtк-

спруем прбизвоrlшtо РЪd п решим пw lэ=p' трнспорт}rую
задачу (i)-(4). Пощгчающеесs при этом базпсное мноilество я при-
нrмается в качестве Э. . Лосле этого точка еО€6' однознач-
по опредеJIяется шз спстемн (9), пороплаемоfi 'шtопестъомЕ=,Ао .

ý2. Сходпмость алгорштlя

IIpl ведем доl€ зателъство сходдl,jiос ти рассматрпваемого алго-
рптlя прх предпо,lохении, обеспецвающем в некотором cMHcJle не_
внрq,донное течение прцесса. JIля фороlлtрЕil этого предпо-
лшенIlя введем qдЕо вспомогатеJIыlое понятше.

Злiетпш, tпо дIя переменншх точек р(t) а
мшх ва J-M шаге, вшполняется равенство

?(d) , вволп-

р (0 - 2 Н = d 2В а (t- 0 р 
В- s оВ - (,| - L) 0Ь= Р,О( pL 0О)

и, знаtпт,

р ^''l - Qo 
*' 

= 0 - t ) ( р а- 
?6) =... = Р -tо)-. (rЦ (rz lt.

TaKпrrl образ*, rочле_ 
: РО'' о 0 = QO*' пw7Ц =/ rt=O-ta)... ({t )

удоыIетворrштт рsвенству

иннrп,r слова *, рr,''"F!Г-"?];опустп}ryт *n .,"l]l'"
сшсJIе сrед]rDщего опрqдапоншя.

л П9ру точек (Р, N) пазовеш допустшlюf,, еqпл пд[ нокоl,орш
lrC lr тоЕg{ р п 0- пwнамепдт соответствеЕно lЕIйествап
аф r,F.(Я)' 

" 
оt'полrол ыааrц а fO,f 

.1цошетворяют 
ра-

"'""f;I 'ff!'ЭrО введеш веляtпнц уr='rhr(,tr)с$ , а,
lспоJlьзуя пх, перопшtlом систешv неравевств (I0) в эквиваltент_
ном виде:

!t?c>e!, (i,Oea, (16)

Предпопmонпе. н е в н р о r д е н н о с т л : дlя.mбоfi
лоrrус!!юil олр (Pr N) и щвечашрго еfi lпrmecTв Ее.Ф
такого, что Реý?(й)2ХВЕ@), разве ляшь одЕо пз нера-
венств систем (7),(16) обрацастся в р8венство.

Поrаmо этого прдполоIенllя Фдем предпоJtагать Taкiler tпо
систеt а урашениfi (6),(II), пороiдаеlrая нача,Iшlнil мнопествоr,

от
Jд

t



!8=Я. , пilеет рп (П-l) . Это тас, есш начальпое
мноtество 8о определяется пак утсазцваIось вЕше. ПФсаlаr,
что в тако, сJIучае это условпе вЕполняется дJIя вссх 2а . Так
как равг спстеrrн (6),(ТТ) не превосходпт ln-l) прш .шбоu
fiq* , то достатоlпо показать, tпо.прш'переiоде от 3а
* tLaH ранг FсазаЕноfi спстеlл но уilеншlается. Пусть, на-
пFмер, прr опредеJIеtm ёареалпзовался спучаfi (i) п .|r.r=
=J|a xt(L.,j)J. }lскллчjrпе парш (ir,j,L,_вrзовет рij1
бпеше одной пз коtшовент связностЕ граФ t (4а) на две
коlfrIонентц. Пусть, дtя опрqдепенносч это KotлoBeHTa связностп
с номорш С , кфэоf, соответствуот пара rololecтB I"r/".
}lск.lшчеlпе wта (irrtflЧr) Еlзовет рвзбпеlше кщдЪг6-пз

1тЕх чче%т Еа два пойоiества: Ь=!}UIlr,Г"=tiU/Х,
Пусть Д.€ tG ", сllедоватепшIо,^iсс I: -. В сlстеше уравпе-
ппf, (6) прЪерхопе ат 8а к $iH уЁшекпо

F.* = E/p,d,r)
зашенптся дryшя уравпеlпш:

Fr,Р,,=Б,,Ф,о/,), (I?)

это акпr пял."j'{Ё;1 Fr r'!I*? ;стеше (6 ) добавтяетсяl}To экшваJlонпlо lol
дополнптвльное уравшеше (TZ). 3аtотпш, одн8ко, что, как не_
сrошlо поrryЕtть,

ф1еl=Еlr,d')-Fа, (I8)

,, следоватеltЕпо, доба-впяеlюе урай-енпо (I7) не явrtявтся
qrодствпсll спстсilц (6), (II) пр l:iа, пбо дlя ршевпя
этоf, спстепrш р =rLё шш пIебш **r(ъ|)<о. поатоry ранг
распшреlпоl сiстеш (6),(II),(rZ) пi"jдЬЙry болtше IЕнга
Ервшеf, спствrш (6), (II).

Твперь paccloтщ., как шевябтся спстеша (II) пpr пэрехqдв
Ф 1ак бatt. Эта спстffа, как Jlre опвчалось вцlпо. задает
опрqде,Iешше прпорщI tGtду велпtш""r, Pj , соответствщtшl
одrоil ш Toi re кошfrеп!о связносlп. Ясно,- tпо прп удепенип
луо (Ь ,fu.j,) рнг aTol сlстошi утrенццхтся на единпч
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атоlr.lпаге, нераiцшlпiа, а поопоlry N|>О ц, слqдователшо,

РО- >О , т.е. cBoficTBo полштелъпостп BeKToIE Рбсохра-
Еяется ва послOдlщц ш8гах прцесса.

Пр доttазатеltъстве освовttого утвацденпя о схqщrcстl
прщ,есса вш потреФется Grqш,шlая

Лil{А2.Пусть l - веотрIцательвая
Iатрпца, а, - ее полоt,птольнцfi
собствоппцil вевтор, Х. -"оотвот-
cTByDпloo oIy харавтерпстпчесЕое
чпсло liатрпцц f . Вслп для пе-
которого полоtlтельпого в€Етора
fr со ответствуэцrfi oIy Еоктор Е=
=Aa-laт а к о в, чт о |..Q п рп L#йri2, т о

+

услоLпя
* Ёdr20l _

'F'ц"+.эквпвалеЕтнц. , _
ДOIilЗДТВ'IIСШ. Для вбктора |1эФ- * ЕIпоIпяется

&Е- д)lь= Е,
"д. 

Е - qдlвrtпая ЕтDшlа. Цоскоlrшсу $9 услошя gднорq!rц,
то достатоtцо psrglospвTb оцуrвt *Eit , 

"'.".,/LL.=O 
.Тог-

Да ДtЯ ВеПТО;В tЪ=(tИr...t |Iri._l, fuirнr..., fuп) lIОtrJВаОШ

(1Е -i)Тъ=€;,Еi , (I9))

*"ЕrF -ilатппrщ, полJrtЕппше.lз ETIlцl Е 
"! вцчощпI-

еr столбцд п строЕ с пшерох Дg i апалоIтrпо €;r- апшшd
орт, поrryчешпfr rз оуtа oi. Ечsлщвапеt кошэЕ9ппl с EoEpoll
Lд. Обозвачая лцкрвtтоёir 7Е-П чврез Е , пшо ct'a-

зать, tпо в€ктор ft, впяется решs!пбl сtrстош шеhп урав-
нешf,

П,rУ=ёt,Ец.
Так кав l - 

""р"*Frrrая 
воотFlателцая ЕтIlца, то ilавсп-

rrаltшlое хараlст€дrсlltlgсЕо€ цсло лбогq главпого rшворв этоfi
rraTDпIц строго Евц!с 2 t"*.[S, ..3BZJ) п, в часlвостп, _аэо
верво лдI Епор Д. поэтщ птща l/ - пеостбошая х Н'>.0.

J

Kporre того, ва тош

нче Епош ЕтIl;цr
ОСВОВаЕПП ХСЯО УТВОIЦДаТЬ, lT!0 ВСе ГЛаВ-
поIщ!аrьпш [S, с.ЗВВ], а по!оlry попо-

te
F



,птеJIыlц лtrагональБве алешеЕтц lвтщ F''. Tanap" пз (I9)

хшееljl

hц=Еr(еq,F-Ъ),
п, сJIeдоватеJIъво, ".*""*"r"" 

lЬц>0 u tirr| aKE![Ba,IeET-

нц; что п трбовлосъ докаэать. Лешв домзriяа.
TmPE[tiA. Еслп Р'>0 п вшп олЕ ево усло-

вЕо невцроfiденяостЕ, то paccllaT_
рЕ.ваешшfi алгорптl, дает равноЕес_
нцt вектор цеп rrоделп обшева за
коЕечное чпсло lllагов.

ДOМЗЛlЕПЮШ. Покаrеш пршде, mо вщry усJIовпя Еевцроп-

деЕност! на кацдоt шаге прцесса, кроше разве лшlь llаlаJlьпого
(т.о. пщ 4# 0 ), ведшна tз по,Iс8птшЕlа.

Рассмотрш переход о, оr*..Й fil к w.уестw 8ал в
сJrгIае (а), т.е..когда $aH=$Bx{(i.rjr)},. Тап. как шrо-
*естэо 94ц . l- накрцвййое, iо йЦдЬ-r.,Ъя 

-(i.rjl)e$ara 
,

fuесте с твч (iorj,) ё 2ач , п мц lЕпем 9аIшсать соотввт-
ствутщQе ЕеравsЕство. спстешш (I8) в вцде

Si о., >-с! ,

это He;raBeH.r* о*!frоК;*';я ддя Jмог о 4.E(ir,),
0но вшоlяяется как равенство мя 9=9Ве'еЕ [rв)" Е (8а.r).
По услошп в€шроцдеЕносlп это qдпiствещос хз неравевств..

"""".rш 
(7),(Iбi, когоро дtя доryстшюfi мw (p{'i, 

't')вцпФIЕяется вав раЕевство. Поэтоry дIя тово, .Еоdц показать,
что Ёа+7 по!ФтФtьпо.L.що пок83ать, lпо это нбравопство
вШПОrВяется g лw 0=|'" ,, а потоlry Е€ rrc;e1 оказаться лп-
,лпрщr. цF опрдолем Е4.-1 . Тшqш обIпзоrr, Eylпo trо-
КаЗаТь, tlтo

#! 
,-#,, (ю)

Пусть шcllo кошIоЕеЕт свя$lос!т у граФ Г Р.С) FавЕо
С l, слодоЕтеJtъво, (C+|1 у гý!а Г(ltаl. Чтобч рз_
лпt!еть шlссства Ir rf,у , отвоtхапцс кошовентаl, свяЕlносп
tю Г(hсrJrт "Ьртвщ швщGств дл" "рф".Г 

(*/ ,
оутсш Еrсать Jp. r Ii в псIlво|, Grччао п Ji , Jy"" - во
второх. Пустъ лута (irrttl+lr) прlпапJIешт поеrGдвеf, Kolr-
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::::]1" "рчф 
Г(J), т.е. i,€ t;,i,€I; сохраняя_rrрлер.ац}Ф

ПРчих компонент связности неизмеЪЁой. ймеем ЛI= Г?Н ГВ- TOl
пр" J = t,t, .. . , ё-а- 

"--i; = 1;i; }l:l ,"i::"#;7!:;': =r'
лиштицрщдм неравенством пр,r оiредейсiншri' Ё 

- 
dкъ?алось

неgавенство е?1^ (pft))> 0 _,;, Это означает, что

!|1, fu'). 0 '{ОПусть'а. aIi" п, следоват"r,""о, j,. #J''.
iiiТ ff#jP,,":""#:{ 

Р' представпением (I8), гле [=

, й'ti 'F.у,, (z1 di), (2i)

Но р=1{ удовлетворяет системе (6) при В=Ав ш, в част-
носп{t

h:i = Е,Уо1 
ot'), Q2)

h,locTe с (2Il это лае.

Е ,1 - Т /ча, di.j (zз)

iTI"" 
j' ?,л" '"'

Осталыше р"ве"сirjfiЁl.* <ii"rfЙ'В=Я1 м" Р= Ф4
мопно переписатъ в виде

Ел., й = Е,лr, ft| d), у=/,2,,,., (t-l). tz.-i

J€l' у' ' 1е iu''
Теперь, сопоствв,tяя полученi{це соотношеппя (24), (2I), (23),
вцдим, tпо они представ,IЕOт собой p".yn"i"" й;;;;Ы р|rUý
в спстему (6) пр А= ha+.t . 0 другой сторонц, этоfi cicTeMe

t=йgt (25)

Легко видеть, что пFи ФорttшDовstв{и этой слстенн коэФmшенть

Ii " ппо"ташекяи ( ID 
озалаптся фо;ll,tулаlо:

Это слеIryет u. ,о"о,ф' ?,;: 
-;;"r*ряет 

(II) прь

Д=Яв r 8 знаtоtт, п пр{ й=tlаr.tС Яо,
Ушпrвая сказанноо, lrorlo расс}tатЕпвsть соопlсшоrпя (24),

(2I),(23) как результат подст9новtш в сrrстему (25) векторs

С=tеF| с ЕошIоЕсвтамl 
9€

з



{.

fr -Г ъ! , !=f,€,...,(c*,t),'"'-iф,
Поэтол,у дIя вектора i-t-rr"Е n"", €*rOrtоrr'0
п iy=Or))=fr2r,..,G-|). Ешц РЪq' , то по лапе I llаT-

рrrца П+1 нерашоппrrа ш по леюrе 2

!rУ' . ,rс

ф 
\а'

"о" 
t}-| !r::i - компонентц попоштельного векто ry Ц"' ,

ршашлего сшётеlry (25). Уrшщая это неравенство на fj, /р1. 'ПОJГУЧШlt 
Hlol оД

+a '': , (26)

L', L-J. to
но Р,i?а.удовтсТворяеТ спстоrrО (II) прП .А=lа i п так
ках. (lo,jo), (i.,ir)Ча 

= L Qz|

сr!! Cii,
Поэтоrry (26) ршосЧ|' 

- сr:;

т-;'
, J. . 

*/'.
trr сJtqдовате!цtо, нбравонство (Ю) пrпопlово! tTTo п трбова_
лось домзать.

1,1H поlсаэаш , .то d4r, > О r €c.пх на J -r пвгв pcaJп-
9оЕался случа! (r). ПЕп эюм ш восподьэов8лIсь утвеFденlсп
лошлr 2 JIхIшь tЕстпЕ{о: ycJloвrв (А) неосqдDiо дtя вшполненЕrI
(оС). Расснотрепе слуltая (ijl п'рводптся по анаJIогхttноf, схе-
Iс п основано на пспоJlDзованпп достатоtцостl в уаазанпо! ло_
гIчесвоfi связке. Радп поlнотч взJlшонпя пЕпведом cooTBBTcTByln_
цl8 расс}тдеппя.

Для достпrеlвя бопъшего сходствs с ylo pвcclloтpeнHц}l сrг!r-
чаеr (i) будош сwтать, чзо Яач=4аUtЬr{'аl. Это озна-

9?

}



чаетl что ;l.,tя Ё4 -*r"р5rо,шм оказ€иось неравенство шда

'i:.c;i _ (8)
)|;,(t) fu, 

(t)
,л" (Lrrja)eЬa . При перходе от .ilK.Dap7 в схст€lщr ве-
равенств (7),доОаштся неравенство ftFёll7о|2 0, которе
l,ля Рl Р6+ ' внпоltняется как рвенстЁ7.' dd iсловm невцроI-
,ценностrl ато едшнственное пз неравенств сшстешц (7),(16), ко-
торое для дотryстrмоil п"w (pl*lr 05:') внпопняется как ра-
венство. ПоэтоirJr, дlя того чтобЕ ta+l бнло полопптелцlцм,
необходпмо и достqточно, qтобн }ttазанноо неравsнство вltпоrtня_
ЛОСЬ И Щл Р= Ц5" _, т.е. нJгfilо показать, tпо

Е|,;' (ъ1")z о. . (29)

РаДП бОtЬШеГО СходЪтвв со сJý,чаем (t) бlпсш сtштатъ так_
же, tпо чшсло компонент граф г(l5а) ржо (t+4) !

Y#*_i|,,Жt#i,T!i;Ж*rr::
так как р= t|.'i;*];-1 ,F:i:^,':o"? r="|u,o,' 

"$ = t'j Ь'= rro*' пw ! = l, 2,.., (С' l), то

Fq i |i'= F r; 0' -i d),|, |"," (t,), <зтl

l'ем carпrM P=ryto1 }цовпетворяет юош уравtlонпfl спстеиц
(6) при tЬ'=!9д . крме дврс последюrх. Этоtr сЕстеше отве-
чает спстема вада (I4):

ъ

при Фрiпрваlии
лпть по фор4lлэм

О,=Jl

.t = гай (з2)

котороfi коэфФIценпr t. в lТD Morlto вlltlпc,

п 6+l
чj

, j.Л,
F"[,"Т'
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пОо P=f' ,оо-.r"оряет (II) lryд а=Й4t.l t а значшт,

"_ "й Q: iв . Прr подстановке в спстеW (З2) вектора

fri RО" i *о-о"""r"*

ff, = F.Ir"|-', 
) = f,2,",,t,/,

по,пrчхш вектор невязок Е =ff - 1-oi , для тоторого ввцду
(ЗТ) Еу = 0 прш ,t # йс+l,

С другоfi сторонн, тот факт, что,неравенство (27) оказа-
ЛОСЬ ЛПl,ПТПРУЩШ' ПF ОПРеДеП€НИП ?4 l ОЗНаЧаеТ

о|. ас-,-io - ujl
т7 Tlujn "Jlт.е.

l?lo
но (b,jr)r(i,j,)c 6.э+ l

й-
лiо -

l

п (33) rioш{o перепuа 
"

пLсujl
-.-.е!о

Jo
. а потоlry

,1+4vtl

тF,Jo
вrце

(33)

с

{

"r = йi' (з4)

N1 ' ,Ll,t
, dо - 

do
Теперь заrrешш, что Р = NJ , 

"в,r"r"ь рsше}Еiеil спстешl (6).
(II) при !Ь= iд , Jtороlцается в соотв€тствпп с (I2) нокото-

;fi"щil"} !;{ ,Z":;"";:ь,i"tц уF#й,
*;#-, h. ,t!i'= frop,,:Ёii=i

!r: Gс
i;r'd-r' n

Приuеняя леiпf}r. : , мопем увещ4gть, чо ftc*,t > О , !, Ф€-
довате,tь}tоr Ес > О fuбо Е"r 4*r=О). Это п ознаtта€т

ý]9



справедливость неравенства (з0), что и требова,тось доказать.
таким образоli, доказано, tпo прш сдеданнцх предпоrlол(ению(

величинн ta ЛJtя 4 > 1 поJIоплтеJIьнн. Вернемся теперь к
поJг}rченноiýr в начале

о
l

граф соотношенлп)пара
4+i

ga+l=v5,t Р'- 9У, (35 )

llоскольlg /Brt " /а связанш paвeнcтBoli

",ll 
B+t = (|-ёi/з,

'о ". {1> о сJIедr€т ,/arl<"l|a i т.е. последователь-
HocTb"ll5 убнвает. Jhя доltазатеJIьства конечностп процесса ос-
таотся показать, lпо велшЕrне ,/fB*,t qдноэнаlпо опр€до.lтяет-
ся мно,кеством Й4 }t, знаtит, нп одво пз мноп,еств Й4 "" 

*-
жет в прцессе повторптюя два,цдц. В рзультате ковечностъ
прцесса будет оlедоввть пз конечностп lпсJIа мнйеств в сово_
,rулrо"r" 1Р.

tIтобч показать, тIо y'a*l qднозначно опрqде,Iяется liнo-
пеством J94, поlипем, 

-чтб 
)=У5r, яв,Iяется rrпниllаJlыlшм

среди всех j7 , поропдаемцх доrrустпмЕмtr пара!i{х (Р, il с мно-
,кеством trЪАа : т.е. Tto,/lBrllPt+a g g5i1 фЙапт эа-
дачу iпнпмпзашш itJ пF услошФ(

е,, =,ll (ро- 9), р, ý? (ао), ?е Е (Б).<,,l
Пусть грф ГВ4) пмееg С компонент связноспr. По

предпоJIохенпD соответсiв5rmщая спстема лпнеhtш< урвrенпfi (6),
(tI) mлеет рff (П-1) , т.е. она содеFIт подсистеw пз
(n-t) .пrнеltно-незаЕDlспмшх уравнений п все црочие уравне-
rrпя системн явrlmтся следстшем вцде,Iенной подсистешl. Рас-
смотрим так}ло подспстешту. Хотя она янделяется не едхнственннм
обраэом, однако любая пз Tаrtпx подспстем имеет, как легко вr_
деть, следFOlцуtо c'pyrcTypy: ова содеIпцт (rъ-С ) урввне-
ппfi спстеlш (II) и (t-.|) уравнешпfi спстемц (6), прпчеш

вцдеJIеннве уравнения образупrт пqдспстемн макспма,Iьного ра}па
как для спстемн (Ir), так п дlя сlстемш (6). 3атпшем pacclraт-

риваеwD псдсистеп(ч в вшtе

(oi, р)= 0, i=lr2,..., ||,/, (з7)

yCJIoвI{BllШcb, tпо уравненпя с номерамп lr2r.,,rrъ_t яыrяотся

уравнениями сЕстемн (16), а остшъвЕе - урввнечия}iш системн
(6). То из услошй систеш (7),(I0), котор(Е ок9эалось лпмптп-

t,



pyx,ulxlll прх опрделенп}t велиtИнн Ёб , ТДСПе зап}tшем в виде

(Lb,il> 0. (з8)

Пусть для определенности это одно из услоЕ{й спстемн (7). JИя

Р = |5 }цов,Iетворmтся уравнения (3?) и нsрушается неравен-

ciBo (38). Следовательно, векторы 4;rL=lr.,., п- , JDtHet,Ho-

незаRисип4в ш обрзутт баsпс Rfu. Раgtогпм по aтolry базису
вектор tb= (fr,.., ,l) 1 ь

t= ZrliLi, (з9)

и р8ссмотtим вектор

L=Y "|rot,ё=f
Лля этсго вектора вЕпоrIняется

(i.,9)=0 Yо'ЕИ^). (40)

С дрryгоi сторонц. пр Р е S2(Эд) о"""
(,r- /r, d= f,"*l{ьц)=Lь(аr, Р), (4I)

Здесь (Фь, е)' О , lбо д.ltя р€ý?(Ывшполrяется, (38),
велrчпн8 rе J4отрпчатепьвв. ибо, рпtогая (39) на ?О, по-
лучаем

" 
( Lп, t) < о. 

"*,'"i 
!:,{?:;:,|!'

0>-h,р)<0 Vpeý2(t5a1,
что аквпвапентно

(|ъ, р) >,| Vpe l?(h,i, (42)

Тах Kalt неравенство (3S) шя P=P|rf обрцается в р-
венство, то это тл l для неравенства (42). Равенство re (40)

вшпоJtняется. в tElcTHccTш, и для 9=95'ЬЕ Pn. В резулътвте
попучаеш

0u , р - 9) > l = Ш.,pa*L Qr'| Vреа(Д1, 9e!(4}Bl
Теперь пз (35) q,телует

l/rl.,p,-?,),)lъ*t =

I0I



а шз (36), аншогt|tно,

,U > l0ъ, ро -о') .

Тем calrппrr' лпбое il пз (36) не менндЪ ,llBr,t , что и завер_
шает доказательство теоромн.

ý3. Пдпмер

В качестве идлюстрstцвного прпilерs рассшотрхм следпщm
прст}40 модеJIьr шмеlщут дЕпЕ участнпков д трtr Toкlpa:

с' =(2,r,2) , d'=(o,6. 0,6, 0,2),
С| =(I,4,2), fe=(a,4,0,4, о,8).

Векторш Р,|rL наu 1добно будет заплсцв€lть в шде стоllбцов.
Возыllем

Это Решая задач5r (I)_(4)
пЕп 52, Lal л,2,
д!,
=t( I,I); (2,I); (2,2); (2,3) . JИя наглп,ностп бдеш заllп-

базпсное а=
J

сцватъ lfiопества l0c # в вцде ЕlтDшц 2х3, олrrечая зЕаlцом

лlЕь одпо уравне_
, Поэтоlry поrгучае}l

ю,08, 4ц
мншество

Х позrIпп, сооrветстtушtrе эломентаt рассматшваоuого lдtо-
xecтB€l $ , п Toвol - остальЕtе позппrп. Тлt, лоtопество J9o
эаmшется в вlце

4о= К;;)
Вектор 0.', кdк ре|шеЕIе сlстеш (9) пrп .N=flо , прпорцtrо-
налвн BeitTo$y CZ п. qlrодоваr.'вJtьпо,

ITtT1 /о,таа\
?'=|iir 

[S:lН;/
I_я птераlця. lfttо*есtю $о - Фзлсвос, грф Г($} сы-

эен ш соответству,шlая спс?ез (6) Епешт

i:: ffiЁii оТ:*"* hPi = Ь, ri

т02



/о,в - о,цszтД

р0= (з:; : s:sЁJ#/
ПЕп определеншл t=to лимtrтир]пощим мопет оыть только

уcповие х!.{Р= Р1-(р, ol)z0. Это дает
"' o,h р,, (ti--q,; rrft), 0,2 рз ft) > О,

оп(уда t'o=O,T89Z. В результате:

а,= (!; ; )р'Ё:ld} ,r (в,ж*) 
.r

2-я птераIпя. Спстема урашений лЬ опредеэlенпя p=d ,

поршаешая MнmecтBolll 31 ,, такова:

0,4р-0,€р"-0,2рз=0,

+=#,
Это дает

/о,sзвs\, . /о,slgs*O,оаоЁ\ . Ё,тцв*о,зэsоЁ\
о,= 

[ 3 : iж /, 
л+ ( в : ;fi ii : жli i,), rФ|з|Т,ёii: fi iЗ t /

Jlля опредшоtця t =tt uмавп два неравенства cttcTeмц
(I0), KoTopцltl долшrц удовJ!отворять Kolmoнeнrтt вектор9 2=1G),

L22,|йrтr, т> v;'
т.е.

\rzQl , 29r,> et .

ПодставIяя ?i= ej (ё) . поJtуlвоu

0, 285?ю, I3lg Ё? о, lцаrо.з9ьо *, 0,5275 L:о .1428, t< o,2юz,
и

I, I 4:Д,4,5п ц ъZо,1429+0, з956 Ё, 0, g8оd, < т, t1, I, (вз4.

Тшtrпr обрзоtt, trЛ,ZТОZ п lt=$l пополtяется парой
(I,З). В рзультате:

0,=({ 
^ý), 

r'-- (в,;*} , eL
0
0
с

т
ЭСl
)L.

l .)



п3-я птерЦпя. Снова лL- базчсное мнохество, п, зtlаtпт,
L* = 0_ё.^I{епосредственной прверкоfi убеппаемся, что Ч.2е
€а(q} Действtтелъно, в прверке lчцдаются лншъ условия

*|!0)=(p,d')-pl>0,

т.е. z!: bl= h,d) - ре2 0,

Pt а 9,6 р, + 0,6 рr+ О.2 рl t

Pt€ 0,4 р,, * 0,h р"+2, ! р" ,

ЭТП НеРвеНства для P=LL вцпоrш.mтся. Тем cararM, 'L*eе S7 (аr), 
" 

*"доЬтелыlоr ?4- равновесннfi вектор цен
рассматр{вЕlемоfi моделл.

ý4. Некоторно обобщ€Е{я It дополнендя

В этом паоаграфе остановцlrся кратко на оdцеrд qгучае моде-.
лп обмена, не трбуя 1те стргоfi попопlтеJьFостЕ в.ектороэ С' ,

а воэвращаясь к исходнцм предпаIоtениsrr: с'20rС'+0 п

FrСi r0 дIя кашого jaГ . Простейmfi подход к шссJtедо-
ванпD TaKtrx м9де'Iей состоит в том, lTTo варь}rр]rDтся нулевце
компопентн С,!, т.е. заменяOтся некоторнм Ma,Iцri чrсJIоf )'>0 .
ltоIl}rЧaDЩaЯСя в рзУльтате моДепь яв[яется модеJIьD п(е рас-
смотренного класс8, иi применяя оппсаtпшfi алгорlrтм, мопем по_
Jryчить ео равновеснъп1 вектор шен Р . ЕсrЕ[ при_атом оIФзалосъ,
tTTo последнее мно,пество Лъ , опЁд*arощев L6=P , "a_.одaр-плт шар (irj) , соответств}пOцшх проварьпрованrпrrr 6ri= )' , то
Р и яшяется Rскомнм равновесннм векторм цен псхбдноfi модепп.

Этот подход офтадает тем недостатком, что даIе еGлп он и
даетлравt{овесrшй вsктор цен псхоцноll моделп пЕп 48статочно rra_
лом / , трудноа рrlог1 указать веJIиtшку такого У'. Поэтоlry
в общем cJtywe дIя шссJIедования мод€JIи следует, как п препде,
зоспоJIьзоваться транспортной залачеfi впда (I)-(4), пскltю,лrв в
ней, однако, съяэп (irj) , соответствуmщпе нулевчтtl Сr|. Такая
задача уте не обязательно пмеет решенпе прп ;шбоr ръd . по-
}:акем, что суцествованпе по,Iоххтельнвх р € d , длл которцх
попучаеv.ая транспорпlая задата шмеет рЙеше, лвпяо?ся нообхо-
дилп$1 и достатоtlнн}l условпем сJrцоствовеЕпя paшoвOcBцx воЕrо-
поЕ ;Iell Б молелI.
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Необхо.дrмость очепццна, хбо еслх р - pBltoBecкrf, вектор
чен п $d- соответствуD[ше оптпЕJIы{це решенпя задач Jпlасттlх-
ков, Fr#i= 12 , то вепItшнш Ец=р;frj образупт доryстп-
lюе ршеЕlе транспорпrоfi задаtц rrодеJш; Ешпще rе доrтустпrдх
ршешtЙ в этоfi эадаче достатоttно лпя ее разрешимостп вшлу
ограншченност}l мнопеств€l бе допустпr.tш( ршенгf,. (Нешошtо по-
к€lзать, что пршведенное доIryстпшое решенlе яыIяется п оптх_
мальншм. )

дя доlса за тепьства достаточностш вос поlrьзу€|rcя результато}l
Д.ГеlИа пз [2J: рашовеспе в моде,ш обмена cпlecтByeт тогдо п

топъко тогда, когда нет (аь-ьl-подмнопеств llнolecтBa y,lacт_
шrков f ; под (66- бJапrопествоt, понпrается такое J с J ,

дIя которго мопно ]rказать tC J . тго

е;=0, iеJ, jё 0, (44)
о,

ol}=o, Lёý, 4€ С, (ý)
t{ хотя бg qдшr шз элементов dj, n* l"4 jё С отл,,чен
от нуля. Покаlем, lпo наличпе (Ва- В1 -подмнолества в J
вrIЕчет_неразрецимость травспортноfi зqдачп rФдеrв пr,rшбоu
PCбi . Дя простопt заIпсп будеш прqдпоlшtтьr rпo Ее про_
о" Oi, Kpolе уItазаннцх в (44), пqпо[хтапыпr. Срдr огрвнп-
чеlшf, трнспорпrо! задачх моделл п!псутствуDт Tattпe:

Fo*ri =(р, di) , iecf,

Er*ri=П , jeG.
Просулпшtруем этп огранпqФlпя, пшопая прI этош урвЕrенхя п€р-
вой групrч ня (-Т). Поlцгwн

F"еF"sъ,i = Брl - Esh,dt, (46)

Но

f,{пd)=ъоrЕli = Eroi " F"7,,ч' Eod; ,

,ooIJ._"d!=l пw je? . УЕпlэая, tпo хотя бц qдrч пэ ыIе-
n rЫr'gt' пш Дer{,ie/. р поrштелен. полJrчаем дJtя лбого
р>о d

I0п

{



ь(р,а'), F"еPi 
.

Но тогда (46) несошrестилrо с неотрtщатеJIьностью веJIt{чин Е,ц,
и транспорmая зqдача lюделп прl Tak}tx р не плеет дотtуспtмiх
решеЕ{й.

ИЗ прlвеленнъD( расс},,:iденrfi оtедует, tпo €cJlx пIп Heкoтopori

Р > О транспортная задача модепш оdпадает допустпппш (а

знаtшт, и оптпIчвJIьнцIп) реtдешлла, то в / нет (4!-з) -"ол-
мнопеств, х поэтOпry paBtoBecHШ вектор цен сущ9ствует.

Переtцеш к обсlrцдеtш оппсанного внше апго;rпIма в pаccrraт-
риваемош сJryчае. Хотя псследованше вопрос9 о существованлш по_
лшитеJIьнцх вектороЕ Р , м" KoToIErx разрешпrа транспорпrая
задаtц модеJtп, в прrшшпе оспцествпlrо методаrш лшtеilного прг_
раlд{ировлlпя, однако поrrучение таuм способом начального векто-
р" РО>О представltяется дов(мшtо трудоеш(оf, Ерцедурй.
Проше Hatmtaтb процесс сJIед/пцl|}t образопi.

3aiPtKcшpyeм в кsчестве ?О прпзвояыryъ Totп(y в do rr

сфорлrгуеш 8о "" у"э (ijil , внбирая 7; rо, *оО"
гi-лL-/i_ 

= tпаю 
vi (4?)

т.pJi j€r 
'iПос.ле этого РОв d опредеJIяется (возмшно, не однознаЕlо)

из системн (6), пороцдаoноf, шtйеqr"о* Л=4r. Ясно , что
.flое ь n qoe Е (ы , р"е tZ (.ь,).

ВшедстЙе того, чтоР' не предпоtагаотся пoJIomTeJtbHцIti,

непьзя гаранlIроЕать п поJIшптепъ}lость вектора ?6, поlучае-
мого на J+l шаге процесса. Поато1,1у шшет окаэатъся| tlтo ва
некоторм шаге {а = | ве достпгается. Покахеli, tпо в этош
сrrJrЕе пIш опредепенноll допопlптепш{опl огранпченпх на цrбор Zý
Moпlo сделать зашDченIе. об отсутствпl рвновесшц, веЕторов
цен в Есследуемоf, моделш.

Рассшотрш,l сшстеtФ, (I4), пороцдае!Фп0 мнойесr"* 6=8а.
Ьтрпча /Р теперь Fi€, в отлпtше от рассrФтреlцf, ý2, вообще

говоря, не яв,Iявася нервumrоf,. Полхqдщей перстановлсоi
строк и с(юrЕетствJrmщеf, перстановltоf, стоIбцов ее rroшo првос-
о [5, с.3В] к впд,

т06
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п
0

0

0

0 Fa,|+l ... Пt
F*,b, .. . F*r
Fэr, . .. Fцrlrt

F|

0

0

Uv0=

0 'Ft
где rвтрпtlц Ft, .,, , Fc неразлоппrлr, .а средп lдтриц Flb...
.Гс_ьо есть неrrулеЕrе прr юех f,=ttfr...rd. Легко вп-
доть, tпо прш атом едднпца яшяется шаксиlлJIыtцм по !юдrлп
обствеrшьп,t lцслом Фtоков Flr,.,, FL n не ямяется таковнм лля
Фlоков F*rлr..,rф . Вектор t , решашшi систе}rу (I4), в_соот-
ветствпц со.стIЕrктурой матF[цr fi пдшrобртает стр}'r(rчру t=
=k!...,П*Лё'!..,rt!. И; счзанноцо вшпе следrет, qто

.!rLiL,-.,=ф=0, а веfторш t{,,, rаЕвлmтся реш!енхяlп c}tc-
тем

fi|-Гсt|, |=/,..,,l.
.Цля опрделеш, ?i нуliнло эsфЕ(с!рвtlть ЕекогоJюо ненулевое не-
отр{цатепьное репенх€ tt , пос-ле чого р = 2,э опрдепяется в
СООТвОТС_твrх с форlýrлаrп (I2). Упgшяrутоо Blлtto ограяIченrg на
вШОор ?бсостопт в Toll, tlтo все iCnw l=/,,',A вшбпраптся
полшIтоJtьншш. Это рзrшtо, пбо к8цдая пз cooтвtrтcтB}rDltlxx
шатрпt fr нераlrшша п, как отшечЕцось Ещеr еддlщд яшяется
riaкcиliaJ[ш{шri по юIryлD собственнrш totGпolf этгI Isтрц.

Раэбпеtпе юого rfiоIества dпоtов Fl ,,. , , Fc на два шас-.
cazF4r...rF* t F*лr*,rFr- - Еrзшвает соответств}rщее разбпе-
нпе lпФества коmоiёнт связiостп ryФ Г(а") , " 

зваtпт,
п разбпеше шlопества вошrн атого грвФ. tпo, в своD.очерqдь!
пшводпт к рiзбпеш шоrоств L I , I=ýl Uýеrr=h UЙ
гделD, п (r, cooTBoTcTByDT первоý пя уltазапнЕх -"a"о", i'.f
" el - Bтoporry. Это означает, что lj=O пW jзFцп:
ввцду УТазавltОГО gojлапеIшя опtосптеJIыlо ,rOopа'.f 1,2=l,,.rL ,

7,? >0 пц jeQl .-/ D"Jш'$^Jt 
"'"" о*r"гается, ,о 

"s 
7r? =0 слqдует

ci.=9 
-' пgftфф J|a . Но (i,j)ОфJ|а прв iеф ,

а€8а, п, энаtlит,

'i=O, 
ieý1, je еr.

С другой сторнц, пз стр]rкт]rры матрmЕ 7Гслелует, что

I0?



и среди di "*i"J, 
-!:!;"::1*Т:;.. 

резшл5lуя
излохенное, заtцDtвеш, что ý7 яшяется (аЗ-Ь) -подшlшест-
вон мноiест"" r , а потоry нqдеJIь не f,uе€т ;l,аыtовеспюс BeKToIpB
цен, что и TpбoBa.llocb показать.

Не касаясь пqдробностеf, прш(тпчоскоfi ра.шrзащЕl рассмат_
Fваемого алго!ппrа, оmiетпш лtrtllь, tпo осrlош{rшщх обстоятель-
ством пр этом яв,Iяется необходлrrость цсG,Iедованхя cтpyt(TyF
матрt{цш Г. 0т этого мопяо пзбавптъся, ес,п началыtое }oto;ecт-
,о Оо внбрть Talt, тобн отвечащая elry опстеlrа (6),(II) nle-
rэ ранг (П-t2.

Как отмеча.ltось вшде, ранг этоfi сЕстемц не убшает иl сл€-
доватеJIыlо, прш таком внбор io он будет оставаться равннм
h-t) в течеtше всего процесса. Указаtпtнй внборднопества.' 

.$о-легно осуцествцтьi если д!я некоторою lef ' 
ъсе е|

еi!-о достатоtпо lвлнlr, 61деш,в (4?) ишеть

СёI . В рзультате систеша (6) прrнимает вlц

|oga|iaK,
l;=d пр1

лсJIоIIте,Iьнн. Деfiствительно, в этом сJI]вае ыrбчрая
чтобн
фех

ранг этой спстешш, i*Fj!r:'r.-|) , лпоlучапщrrfiся
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