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В.Д.Iйтвеекtо

I. Введенпе. В целом ряде моделеfi эконоллческоfi дшrашшtи с

дпскретннм временем вознпкает сптуаIия (см., напршмер,[I] ),
когда для бп(сирванного пачаJIьного состоfilия ,9" бесконечцая
афекшввая траекто!ия с Еачалом Jo 

"ди""rвеша. 
А всякая ко-

нечная траекторяя дллнн 7 с начаrIом lЯ 
О, 

терrдпrалЕtо оптЕ-
мальная в смнсле некоторото возрастающето фую(ЕIонала f, прr
достатоtно бо.дьшом гоIйзонте пrIанпIюв€lЕпя / Оmзка к э(фектuв-
ной на начальном участке. Это явлеrпrе испоIIъзуется в ско,Iъзящем
rl.llанярвани" [Zl, Mo*Ho на каrцом шате перехо.щть из текущего
состояния в следпщее по какоfi-ллбо тертtмналыtо оптпшшшоfi
траекторлп. IIрш достатоqно боJIыпом гоIизонте плаtпрвакпя /
построеннd такпл образом ско,Iьзflиfi шtан 6,шrзок к аfфектпвной
трsеýтоЕп}I. 0дtако, есJIи это "достатоцtо бодыдоеп значеtше /
настодько велико, irто не соответствует peаIыIHM возмоf,ностям
информаIщонного обеспечеЕпя п упрашенпя, ценностъ подобнюс

результатов знаqхтельно снхJ[8ется.
Таким образом, воз}lЕкает зацача чпслешtоfi оценки горизонта

Iшаниромния 7 , пр{ котором опммшънне траекторlди станомтся
блrзкиш к эффктпвltоfi. JIля такоfi прпкпдочноfi, труdой оцевкR
мц шспоJIьзуем дцrхфакторЕу]0 однопрдуктовур модель, которая до-
статочно известна. С шъв точек зрнпя подобrше модеJIи исследо-
вали А.М.IТоинов [З,4], М.И.Зе;шкпн и С.А.Корнев [S] п лп.

2. 0гшсаlие модеJIи. Модель описнвается равенством

аt+l = *t + |(,rё) шt, (I)
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где .3Ё € R| ,/ - "*-"рrrая Фнюgя,
вектор,

L

ll"- управrIffOций

uЬ|+ ц!=,t ;,l|,,4 2 0,d=0,,/,,., (2)

Здесъ l - пропвводствошая (ryEtts я, ,t - вектор прIзводствеЕ-
нж фоIцов дв}т типов. Упршrения LL 

Ёсоответствуlот вревоз-
мffiнцм способам распределения вшrуценного продутта l @t) .

Будем предпоJIаrатъ, что qункrrия f щферешируеI\.э, мо-
нотонно возрастает и попоffителъно однордна степеrвт I;

|@lrq)=0 ПРu ftl=O "ч Qе=Р. Кроме того, бу7lем
ctMTaTb, що сутение Фrткшаи Л, на симItлекс

-S(с)={ж,: ftf **a--C;Itrtre>Q} , с>0,
.sвцяется строго вогкутой фy]дtlлей.

Эффктпвrrоft ,"*;;-;Й;;;;;-' Мс R| назовем (если

она суцествует) тоцсу 4l М , на Koтopoii достигается

Щ l@) . Из свойЪтв футЕulдl f "лuдуеr, 
что ддя

"fff;#*"o" Дla) эффектишrше ,о*" ф/ SIо2распоJIох(енц
на луче

_ r=р'#r'*'=#,(п);аl,tе, 0J,
Луо Г назцвается 

".Иr""о""*-* li].
Последовательность to"J lIазнмется траектOIjиеГ,I с }{а-

чаlIом .trС, ослп она удов,Iетворяет соотношеrияu (t), (2). Ко-
нечнцfi участок tqt|_rTo траектоiшпл,назнвается 7атрrек-
ториеii с начапом 9СО.' Трект.орця /rc'/ называется стаrцонарной
с темпом р"r" n , ec.TIи ftL"=iп\t=4Уr,..При сдgIiаIIнж
предпоlIйенил(jтационарная траек тория с наибоltъшим возмоfrнtли
,.Йо, р"r" I проходцт по неtмановскошýr Jryw Т . Чо"по а
назнвается темпом роста модели. .* +

Будем говорить, Iпо траекторйя {il" | оilерел(ает траек-
,орm {a.t| в перпод l , е"rи iё>-*t пр,r всех

l=tt.,'|"+4,.. (Знак 2 поки}Еется в смнспе f .) Tpau*To-

рr" {аЁJ с началом fo назнвается эффктивноft, есJIп не
с}пцествует оперыsющей ее траектории с начаJIом .Z О. Пусть

Y - во.р"т€цощая Ф}lшця, тогдs f-траектори" tфёJ{=о
с начаrIом ФО назнвается Y-оптлпаапшtой, если -G'-



по вс eM r-J:j "ж-'х**о, и -nT"-
м€цыtая Г-тректория нв оперелается в периодн /, 2, .., , Т
тlшtакой TpaeKToptefi с начаllом .DО.

Увидим, tпo прлI ФЕссарвашом начаIыlом состоянпд Фо
найцется такое натураJIыlое IIпсJIо Т(*О) _ , Iпо для вся-
коfi Y-опмmльноfi /-тректорлш {a!}!=o со.стоянпе
.Т/пр*адлu,,,rт э(Шектцвноfi траокторlшt с начаllом .2', незави-
симо от в}lда r1у}ш!{п Y , если тодысо Т>Т(п') . [iашмень-
ш€€ число ftо9 , оФIадащее этим своfiством, назовем го-
риз онтом эtРфктивности .

ЗАШЕТЦНИЕ. IIо-вцдимомуi пIж некоторю( допоJIнителънцх
предполокенил( лrож}lо опр€дел{ть горизонт эффктивности не-
завпсимо от начаIы{ото состояд,тя ,2о.

3. Структура Y-оптиплапьньрс 7-траекторий. Пусть

ж.€ R,1' . Itfuолtеств9 ^а(п)=tу,у=а+ *(п) ц,
И1l Ц1='t j ИtrЦа ё OJ назцваотся офtастъю дост,lлимости
цз состояния *- . 0чевщцно, a-(,Z) представrIяет собоfi отр-
зок [(а1,*е+l(Ф)r(п1+|1*)ХеЛ. [усть Р. - uo.puc-
тающая dIrнкlия на Ri

тI,ЮрЕп{А I. Е с л й Т - т р а е к т о р и " tаtJI=о
с началом;цО У-оптималь*Iа il длянекоторого перио,ца A,Orftrr, вн-
полняется неравенство

*&#^у= 4/ц(аl'r).,
; 

" 
; I,":"ЁоЧ#i*,ч:,, Е| : 3:," ; ; : i i i -мой, параллелъной оси координат

0.Пl(с оответственнло 2il") 0

докАзАтв]юТВО. Пустъ а. (ФА-l i:'fi BJ, у = е//о(пЁ-t
и для определенIIости точtа f-{ рsспоJIохена правее #, r.u.
t|, !, (рпс.I),

paccMoTpl.tM ооlастд Ь(а4)= И|'|J . ауr*,м^ / моно-
тонн1 la отрезке ta\ aJ , поэтоr,OLд;rя каждой точси
|,r'е [КМ) мокно указать такие точu, ft,c[jBJ u
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tY'e b(i) , чло *"> Р. Тамм оdр;зсtл, для всЕtоft тоý{п
отрезка tКИ] , з.l Еск-пючением развел}о TL'.сФ УУ , т,*rлrrо

указать Jrутшуr; Totкy, досlпJмtyчр о, аО ' за д?ii зага. 'IeM

С€lМНМ9 QСлТfi .7-траекторпя прхQд:т в период fi н" *.р"=
9фектпв1{}-10 тсчq ог!тасм fu[iК-r) ,,,t в поl.шод {+,/
но чорз KpeilýOD тотсу,4 oФtacм а"(а") , тQ oнii в пе[йод

& + l опsреJ[аотся некоторй траекторпеfI с нача-том fto :!.,

знаtпт, не яв;IяетсJI {-оптпr,вльной пIц .Т> 4 +/ . TalgM
образом, в i>асcMaTpпBaeMoM с.lryчае fr *l | 

= t!,iоща М , как и Ф{|, распо.лохена Iравеел фFктЕн{сй
Toкtr обдасти достщхдмостц, цоэто.Ф, п на r:аге * + 8 вцduрает-
ся правнй Rрsfi офIqсти ДостЕlкЕIriсiтидяс.м Т> h+g,l п т.д.
Апа.доrпqtо рассlдтрЕвается qтусаfi Ф7 < fl' . Теошшэ ло-
Rавава.

Такпr обрзом, всfiая Ylооrоr^rr*", ,Г-ri,ае*торrо "о-cTotrT пэ участка, на которм Пt*!4lО(с)rолiо"о.о"rо**
пOремDчOнtrя : уqастка,, парыIJIOлыIого кOопцrtЕатноil осr .

4. Суцествованхе юЕs!зонта аффктrвностп. Теперъ, когд8
ц9вества струкlyра Т.-опмвлыпп 7-rраектоFfi, _шолrот
отвогЕть на вопрс, наскоJIъко дппнm'r Iогут бцть }'_оптп_
ЕIъпlв / -травкторпr, отJпtlнцо от эффоктпвttоil.

ТюРнд2.Для лDбого на чальЕого

IIб



состояния фо суцествует такое це-
лое числ_аТ(ц), что если 7-rраек-
т о р и 

^ taCJLorT-rT(rg, п р а *2 .| пр о х о -
дит параллельно коордипатной
оси (0fr1 мли 0а"), то она при не-
к о т о р о м k<Т[п)о i'" реfi а е т с я т ра е к -
торией с началомПО и, следова-
TO,r,IIrHo, не является { -о птдмаль-
н о fi 7- , р а е к т о р и е й .

ДОi\АЗАТЕi]ЮТВ0. liycTb тректория t=lпt|Е., с начаIом
gс Упuр-r"лъна оси |пri У=ф/ L(л9 .,,#Й'rод" 4*. ,
траектор}lи с начаIом fl,: стаlщонаркую траекторшо f,:lФ"J э

frd=X-r!, X-=lt ,rv{yl , fi траектор* E={arJl n"] 
,

;"";;;;'о"" Lar{lroj #otorooo"r, оу"*rп"о f следует, что
*| < C.j + е i,р" 

"cu* t=lrQ,., .rT , 
"дЬ 

С = {2- Жt
(ртс. 2).

Le

*' -D.р'

0

хо ОС4 4а

Рис. 2
81

С другой сторонц, леIко показатъ, что для лфоit постопtноfl
С > 0 найдется такой Horvlep То @_') , "rо fr.! 2 fr! + с
прл всех t>1;(ao). Это означает, что траектор;r" trt|Е.t
опере,fiается тректориеfi IаЪJ в некоторнй пер}Iод Т@').
Аналогищrо рассIOЕлтривается с;ryчай, когда /-траекторlля па-
раJшелъна осп Qlc,". Теорш доказана.
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5. ффктивные трsектории. Дя понимания структурн Y -
оптималънiiх Т-траекторий существен следуоtlц.tй фкт.

ТflOРЛlЦЗ.Траекторшя {аtl с нача-
л о м ЕО, д л я к о т о р о i fi'ёrr=ф/ а.(frt),
t=g,|r.,., аффективна и лругЙiх бф-'
фектпвннх тр8екторпй с началом
*он е т .

ДОКДЗДТ}!'IЮТВО. Предпоlrожим, lгго траектория {аtI не эФ-
фктивна, т.е^. Ф9 >а9 оr* 

".*oroiolt 
тцаект,]рии"{**J

с }lачыIоI,it .2,o и некоторого наlурального fl . Тогла .цпi *uл--

доfi траекторffи, ссвпаJlаu.цей с tflЧ пги Й.х t< q, , MoJlHo

:rказ_ать оilерекацIIjrю ее траекторию, пFохOд.fi.лцпO через то-Е(у. _

е ?. следователь}Iсr Г-траекторпя, совцадапцая с tfr*J
прц t3 О , не явJI;Iется У-сптипвлýrоЁ1 flи ilри какцх

Y' 
T?"r{' Т@), Т (frr r... r Т(fr r) - числа, оп ределеннце

по теороме 2. По;tожlдм

ш I). Но параtпельЕая осп траекторЕя таюiо опореrается
(теорема 2), т.е. не аффкт:гвна. Теорема доказана.

6. феrцtа гор}lзонта эфектпшtостп. Пртъ {и.la'*7*rr
Г> 0, 0 < а <1 (qуrлсшпя Кобба - .Щугласа ) . PaccMoTprna с.lryчаill
хогда 4Об |- . Этот сгучаfi предстsвIяет пнтер€с, посколь-
K]r всfi€я э{Фекшшая тр8ектоIпя (а знаЕtт, п достатоtшо
длЕЕнце Y'-опп**"*ц" |-траектощ) шподт на неhrданов-
сtс[й Jvч.

II8



Тогда торизонт эt!фктивности - это наименЕпее 7 , пр}I к.ото-

;rо* ""*"* Y-оп**""", 7*rp"u*rop* с началом *ОеГ
в flериол t=l остается на HefintaHoBcкoм Jryче. Как сле-
лует из доказательства теоремц 2, для получения оцен$и свер-
ху длл горfiзонта эФFктцвности достаточно сравЕить три траек-
,Ьр* " ,,uo-o* О; ttfit f - сташлонар}ryюl {OtJ - пара.л-

l,iелдýгю оси 0.t7 , [E+J ] парuлпелъкую оси 0а*) lT rtайти

натуретшtое l , дм которl,о вшпGдIlfiOтся неравенства

а аГrаТ*(t4пJ; L,j=1,2; i*j,
,rх" ,Х-= | а 4+(f ,d)t-a' " - ,оЙ роста IчIодеJIи.

Расчеты uрsодились на ЭЕчI БЭСIчI-6. В рзулътате пФтryченч
i] частностIl, следушlие значениfI Т lпя. разлпч{ю( Гпw,
с(Е Г0,I, 0,9J._B та6;ице приводятся тff(же значения темпа

роста !додели /, соответствухщие указанным значени.qм l- , oL.

Наfiдешая такш, образом велпчцна 7 с ростом 4['tltoHoToHнo
убнвает пр{ Фксирванном & . Пруt ФксироваЕном /'нашl,вь_
шее значени. 7 дост$ается при d.=f4=0>Гi велиtина Т
(а таmе темп роста Z ) рстет по мере увеличения tцcrla
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При срвнении потуче}Iнцх оценuк горизонта эфективносп{
и темпов рста !юдели с реальннми велиtинами горизонта mla-
нированпя п темпа роста (например, темпа роста нацIонаJIыIото
дохода) следует учитыватъ, чго рыtшшi темп роста MoJlteT

значштельно отличаться от теореп4ческоIо, преде-цъно воз!.lож-
ного темпа рста модели. Talс{Lt образом, пр,t определе}iньш
Еараметрах паrryченнше оцеЕ{и Iоризонта эффктrвIiости впоrIне
с огласуютс.s с практически иоiioлъзуемнмrl вел}Iчина\fi{ горизонта
шIанирва}Iия [О], доJ]госрочного на I0 лет, прогнозироваllия
на 15-20 лет. Вместе о том, слеryет отметитъ, что снФкеlие
TerYiпa роста модеJitI ве.цет r: увеJIичению rориэонта эq{,€ктивнос-
тп (а значат, к необходимости IIовышениri качестRа до.Iгосроч-
ноIо тт,lаi{ированпя).
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