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Вштrрtшft анаIЕз п поrrуупорядоченнне
пространства

удк 5I7.982

П-дгдшg,шцовыЕ рАсхllирЕнl,tя вш(lорнш( рЕIЕf,Oк

Д.В.Колдrвов

Достатощо часто cтapto перsшеннше задац ltакоf,-ппбо тео-
рш (и Еопнткд ее ршшть) пороцдапт новне Iипрашеmя в раз-
вштип aTot k нв тоltъко атоfi) теоDtrl. Теш салш* эм задаш
прврацаDтся в класспчесIqе проблеш{, существеннне для развЕ_
твя Bcef, тsорrп.

К такпш э8даtвм теорпI векторнЕх решеток опIосптся п воп-

рс А.I.Пгнскер о возмохностtr построенЕя расшпренното ( -
простраЕства счетвого тЕпа, не явп.шщегося (+ -пространст-
воItД.

В свое вро!lя автор Ентшся рвЕштъ 9ту задату. Исходнвя
ддея состояrtа в шедуDщем: поrlJrtцть требуешrfi объект кsк рас-
ЕIпрецие векторноfi решетм С(ГО,tJ ) ; для атого шедовало
пострf,ть некоторуп возрастахцуD траЕсФнцткут пошедователь_
ностъ векгорЕ}Iх решеток, п!пчем кщцкй алементарнцй шаг (от

ylв поJтученноfi векторlой решеткп Х, * Х.*, ) нврутал бн
те связЕ в 

^l 
, ,к9торне пIвЕятствовдJIп преврацоппI0 

^l 
в

требуемое не l(-прстранство. КонкртпзаlЕя п развптпе
этоfi пдеп, а TaKIe стрехдёm]в к более прстоlry п "п;lллоltу"
постIю€ЕЕD trрва,IЕ к ршенл0 в форrrе [l]. (Лрrлоft прп*ер сш.
в работе А.И.Векслер в этом сборвшtе.) CariB хо }цея постре-
ЕЕя К-про"тр""ств Ео давноf, векторноfi рошетке ц по aap€lнee

уt(азаЕIIЕш усJIовцяll оказшась в дальнеltпом Becbtд продуктивной.
Деf;ствштелъно, до сtrх пор бн.па хороlпо Езвес?ва толыtо одна
чIlсто порядковая констIDrIцця, позвоJLяпIIая погруэlть дашrут
ввкторщ/D р€шепgу в ( -прстранство, а ЕuеЕно конст!,уЕшя
Дедеlшцда - lrlаmла [Z]. Но эта кqцстрylщдя уте не опIсцвает
тsкпе рIsссЕtIвскде оЬектч, 

"ак 
/- 1[Q/J), (+рстрвство
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всех отрапиченкюс фуrшшfi на [0,I] (в качестве К -рспмршп
цсходной векторяоfi решеткц С (Гс, /])) . Тем боllее утазан-
ная конструIQрlя не oIщcHBaeT такоIо спеIщального пространст_
ва, Iпо бшо построено для решенЕя прФtешr А.Г.Ilянскер.

целъкl даtшой статьп и яшяется введение весьма общеfi
констр}rIсIип, позволmщей стропть широкие шIaccн (-рсшире-
rшй даш{оfi векторной решеткиl в tцстностп все указаннше рапее
объектн как расшпре*, С ( tО, Ц ) .

Все пострения бдут проводиться для архимедовюс вектор-
ЕIIх решеток (ВР) (хотя нетрудно,заметить воэмо,кность исполь-
зования этих коЕструкtgfi и для бопее цшроккх lulaccoв объектов);
все отобрахения предпоJIагаются такRе векторно-решетоqннмп
мофшзirа}и.

I. IIорддково_Iшотнне рсширшя ВР

IIустъ ВР Х BJIoxeHa в ( -пространство t кт' Х,-' У )i
прдчем вццоJIненu сJIедrIощl,rе два условия: а) есlш { ( У ,

rо tz, -< ! ,<7 z, дJIя пекоторw. Jxr,-T, С Х ; 
Оа) 

еuм g' >О,

l#o ,'то наfiдется подмножестъо dс Х+ , дrя котfргоoo#,l(?.lrea)<!. В этом сJrучае бдем товоритъ. что ;/
явJIяется поряцково-шIотнш, расширением (IШР) даrшоfi ВР Х .

lустъ GсХ) естъ семеftство порядково-оrранпrтешлrх
мнществ в Х . подошrм Пс?l: (а( В(Х)lД(Тж/.z (a):q).
Залвтпlt, lпо дJIя П Crl внЕолненн уc.rlовця: I) еслu а16(
сПсrrl , to d,+t:6qty/c(a,!(h(П(,Zl е 2) wсть а(
е ПrГсl , lc Х*, _ , пtпчеМ Й лоОогО Jt с а найдrтся,,-in(3r'Дс;/i-.ЕХz.,( 

= t мпнорирует а |, тотда бр
i'ПZl; Э)"'lryсть аСХ+ , ц (Х1 , IIIшчем U>z(a,
(а-l)чOсПrZ) мя rzсN,тогда zбПrZl i +)

ry"r, 'h'с ПriZl, 6.Х*, t7ПrОt элемент !>z(а ,

r>/e t , тог4а суцествуl}т огIЕЕпчонное MHolecTBo CcXt ,

не f,щr"д,rr."ацее П (Z ), а чл'аю q > 2, для которъп 4

ч9ryру:*_ (- Yz),, п (.r-'/trbn/=o дIя некоторшх
Zca, /(с.

Слвд}тщее утвещденпе ЕоI€зцвает, тто IIIIP qдноfi л тоfi де,

векторноf, решеткп попностш .зsдаDтся MнoiecтBarfi ПСТl.
тЕOрЕrд. I. п у с л 

" 
!r, У, - tw вр Х (Vr:X*r.i i=t2).

Еслш Пс?r.t:ПсZ"l , то существует пзо-
в,о



морФизмО:Уr-->Уr, со храняDщиfi все
гр8ни, црдчемОVr=Q.

дOмЗАТЕДIСТВС. Пусть ,{с 9, . Из а),б) сле.ryет, что

/-1 {v{?r- l.r са) l а еЁ,,/< v (Qz /z еа )) =

- v(,l (т, / / у с ll,| >,1 ( ц ///(/ )) .

Поломл. q.!"l,:l ! |(Tu.y/a 1PilJ< rrV, а /ае а )), h. (J ) =: v (Л U(tz/ //(l' )l _// >/(Щz/zа). Докалем, qto 
"!/r-0 - l рD .

пустъV(Цi/i(а) > -f >,,tСГt,ц/лr/.,'; тогдs 6:а) ч О(
i ПсZ,l*ПrЩ), т.е. V!Т:Зi,Ъi?:Д(V,J///с/). l -. nt
ЭтО додазнвает, tпo gU) >h(,//). Прлподопrш, чтоу=5|G/|)-
-rtС.ЮrО ; наидеiся С(G|. l дIя которю О 7
ilftГrrkсс*), Это означает, что qЁЦс4_1, и_для некото-
wто t € G вцпоJIIIено л (Z,///с6)6J, л(({/q,'l)/' 
/, /, ! € с),< -[, но лто да 4 g,'ry iz l //, /, 1 е с ) l Y G, rф. 

6................os

,f,ля *.*оrорото а С G, VQri/aCZzl >-{ . Таким оdр-
эом, Д{?,rVt!-.r)/.tса, vc/, Z€с )К О , но А G,q, g'-.z)/
,zca,yc?, !(с ),<о 1 Пр*""ор.tпе доказнв€l"т "qсJl-hф,

СJIFДСТВ,IЕ. П у с т ъ Е' Х-У, ./ я в л я е т с я IIПР

Х.Эквпвалентвц следующие утвер-
лденЕя: I)T сохраняет все транд;
2) ПсD=6асF*/Л(z/.zса)=Ф i il У я в л я е т с я
дедекивдовнм расширендемХ

Естествеrшrпr образом вознимет вопрс: какова смзъ iIIP
Х пw ПсZrlС ПrZz). JИя решенпя этого вопроса бlцет по-

Ле3ýа СJI€д}rхщая леI,дЕl топоrlогЕqеского xaI)аKтepa.
JIFiЛlД 2. П у с т " (r' 0r-Т, 7z" 

: Q*-Г - н е -
прернвнне срръектпвнне отобра-
аенЕя из экстремально несвЕзЕнх
бпкомпактов. Пусть внполЕенн
следупIцЕе условпя:I) ес.lи Г эам-

1." у, о,r,Т, 
"alp)/cFl= /, t о "Пt Fi С h = Р'2)еслg\d - не_Fустое открнтое

мноr€ство в U", то наfiдется
зам,кнутое F.Т'", лля кото рото //
+"'п/€!сD.V. В этоlr\ сцуча_е сущвст-
вуе т непре рнввое F.'Qr*Qr, для
к о т о р о Г О ("(:(r.
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С помощъю этой лешrлt докв.кем стIедrющее утверценпе.
ТFЮРЕЧД3. Пу с т ъ72 :Х* 9l, цр и че м У".

ППР X,,iJcц) -Пrr).Т.о гд а. с у щ е с т в у е т
отобрак-ение'V Уr*Ч l для кото-
роIоЦТ:4.

ДOКА3АТШЮТЮ. Сsитае*, оrо У; peаJlиqoвaнo каноничес-
ким обрзом на соответствухщем Ошtоlлlакте ф .

ПустьчеХ1 .Половшrд
(l

(T;{uy+: ) dа d), (q,u)) (/) # с, + _ э' L- 
) / , lc r'o/ cQcailro.1 .
L

Геалпзуем { мднилвльннм обрзом так, чтобн элементу l/ со-
oTBeTcTBoваJIa харктерпстическая функrщя; счдтаем,, что Х =
= Х СТЦ. Тогда суцествует непрернвпое сюрьектrtвное отобра-
хеме Т! :с/rЕ,rz)-'{Jо,*-S2--П , для которото 4@),
@"r:) = Qtz ) на c/rZrra2-?f4 r-o при уаповииr rпо

хс XC72). Но непосрдствеЕно проверчетсfl, tпo дIя изобрахе-
шП Tf . r! вшпоJIненн все усJIовшя лем,щ 2 ц потолry сущест-

"у", 
t2, Ы t 4 ц i l] о, + -f ),-* е/( 4 4- ?]а, * -f), "f 

r а= 
з,;

Теперь_ внберем попарно-дизъюЕктIше откршто-замкяутне 4<С
с (Z,ru/i|(]о,*ч) дIя некоторм 4.(Х*, Ju4= аr. Уэ-
дим отоорsа е1.liе ,,(t,, lrс 0r 1--*С_rQf*едушд}тt{ ооразом: rl у)=
= (/!lЦ {а))"t} J.{Z,a.) на шохестве f. Чтобн уствIIовпть,
что Т() ( у, (а.) , достаточно доказ8ть| что.,/Z а2(х)-
= Zr(ь).. пу.тi -r с Х { Гаr, . Тогда (ц kГ,4 tcl=
= .* от3 на MHofiegIBe d.,cfl ru, l-'Оо, * -fT . IIоэlоп.у

бЕ"rа)лl*,ZrrфrЪz"Z7 , т.е. Т?r(z) = ?,rzl на t*
ЗДМЕЧДНИЕ. Теорма З не rаравтирует пнъектпвпость отоб-

рхешя 7 .

2. ff -дедекшrдовое расlдЕрвде ВР

Сфрпryлпруем основwт задsw этоfi статъп: тryсть в ВР

""д.п""о 
семеfiство Л ваборов acG* 1Х) ; трбуется ука-

зать каноЕшческое постреЕtrо ( -прострапства .! , в кото-
рое клsднвается / 1Z , Х* 5l ; более того, У 8дяется
rш Х ч ПсЕl=П . в этоll слJrчае бlцем товорпть, что J
естъ [7 -лелекхцдово расшрешg Х

Из резулътатов ц.I cJle,ryeт, что всетда ltolпo црдпоJIа-
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тать, tпо семеfiство Г/ ,оо*urворяет по краitslей мере усllо-
вшя,r I)-З).

Введем с помоцъfiс П ь сеvеп"r"о G (Х) (всех огрlшче_н-
*о 

"rоqй" " Х i отнопенпе (>) следупцпlt образом:'4,t<:>
<-> аl(Ч"_- zo )+ /-zo { а,,/л ( /, гz < Е ll с П.

",Р* 
-,lc Gс Xl , ю Jо=6/сЕс,y)/ВЪа, j€Jl6.e.

_// состопт из всех верхшfi ц)аtпщ мншества -z относптелъ-
нс отношенпяr(>; ). Червз -{t обознав,rм семейстsо ваох EI!K-
rпгх траншt.r{ (mносдтелъно (>) ).

Обозиqм nep. ,{ сХ,Пl семейство 
"..* 

r"***/aýCXl,
*rо.,/ =-|i" ,,о д;ц..r"ует одноэлементrп*fi наСор[яJ €.l" .

fuieMeHTH k (^,/ / ) упорядоченн естоствеяЕнм образом trо шщю-
ченцю. Бо,,тее тоrо, i сХ, Пl яв,lяется условно trоrIнЕм уIIоряцо-
чеЕны!{ мноееством. ВведЬд ъ k C X, / 1) оtrераIщо слоfiония
GJIедующим обрзом: А * tJ -- ( а + б /а ct?, ! е,9 )uo.

стаtцартнъш обрзом устанаыIцвается, что i ix, П l"мrtяется
упорядочевноfi поlугругшоfi с цулешш &,IeMeEToM t)l"' , в ко-
тоWю вкладцвается ВР .{ с поtlюцъю отобрхеrшi 7Т , тдч
Гtх)- {l /'1 _волее пого, l с Х, Г/ l ffчIяется труrшоfi. Доltапем

"rо. 
riу.'r" _l t tc.\,П.l. уаsчоrу* B=t8/ tiХ"2rld П)

ilpoBeprm, оrо J +B=ZCo) .J*B.ZrOl всегда вцпо11нено.
ПустьС СО{п8)Цl доках,ем, *rocr/OJ . Фшсирrуош еtl I

тогда €, = е +(с) ( J , аЕалогпчно €а= е t(-c)+... +4|C)CJ| .

tsчберrr 2( Хц бОПЪшПЙ, ЧеМ алементн Ез наборо9 е,с. Пусть.
*роrЬ_rо"о, 1zJcJ' , тогда pnr|,.zJ)vOCi/ . наооЬ 2

к-d-l#hчо мт*орЕруlт пабор (e4z+{-*JlvOc /7 . i]o
усJIовЕю З тдлвем \-с )с //,

TEOPШIA l. f<СХ,Пl*"л я е т ся у с л о вн о
поляоf, 0-труппой с делеппем.

ДOМЗАТЕПЮТР. Пустъ ,{С k t t, Пl . Рассмотршк

В=r5о/оt-|)u" , rд" !о=({zizса) . Домrgм, что
B + B =,t| . JИя атого уставовЕм. что ( 8 * B)u:J*. IIусть

7eni/,l е3 i пaBBMf/c(tlaeJ)u . поэтому{ >/,/.
Пусть * €Х1 7rр бопrше Jшбого ЕлеuЕпта шз шаборЪв7,Аа.
Тогм </+h, У-'# )VО ,,*"opupye1 спдry, состолцJm пd lоzа
слагалвrлýr_Йа q-tr)-d-rй по.3)/ *l-.? . пусть
flcB.t0l|aC-!' . До*"*','оо /rо. 0пятъ внберсl
r(Xt. _, бодьпшfi, чеr, элеlдоптв пз 4- , В . Тогда
(аrt- Ч)' о мпнорryет срплr I0 а c,Iагаемъп пчlа
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С2 -tln + (2-1+ с П.
ЗАIiiЕЧДНИЕ I. Теорма 4 позво.tlяет ввестп в l, сХ,/7.1рноже-

ние на tиq'tо ц пqлушть К -прстрн.r"о ( (х, П) .

ЗАМЕЧАНИЕ 2. Как показнваг)т прпмерн, К -пр"rрн.т"о
kcX, D не обязано Оцтъ IПiР Х , так как усJIовпе б) мохет

бнть невrшопlенннм.
ТЕOРП,lА 5. Э к вп в ал е н тЕн сл ед уюцп о

утве ржде нпя : а) k<Х,П) являе тся. П-
дедещиндовцм расширением Х i t)
для П jыполнено y"L2 впе,4; с)
для aCG внполнено4r =j(Zc/,zca),

ДОIИЗАТЕлДIСТВ0. Qчевллнн ишшикац{и С ) --+ сr)* В).
ДЛя ДОказательства l) * 4') лостатоIпо пощцять, tпо еслtr
d( П, Tol(Tz/g(as=o. Тlустъ а е[7 ; наfiдется zr }
>.r (4 . Рdализуем Хru1-/ <'Т1, k сХ, П)r3цl=с(а; канопи-
qеское впоженпе задается отобlв:кеrшем Т: Q+ f . 0стается
установпть, "rо 

,{ = zrt/z'/(пz'Тt,il/gеа) =ё . ilредположlд,l
протЕвное. Тогда густь а/ состопт_из всех элементов Х*tГl ,
топдественно paBH}Ix 9дпнице на П(z-'f{, tZ/z С q ) ."Тогда
а|(П. }Iаitдется trП , для *оrоро"о !OJ"L!o6=,r,rr.
Внберм С l Ц,>2 из 4). При этом мФно св,Iтатъ, тго -
l2Z Сс . Расс-л,ютрпл a€Qtl У(с" ._ Тогда Zс./) = О
на Р, . Но, с дtу"оl "nopo"o,'ToJ"*c"/.z),lnJ'o?.s х* tl zgD=[0J4 .

СщдстМв. п у с т ь По=(ас4сХl/,l@/zса.;-р1.Тогда LСХ,По) совпадает с деде-
кпндовнм расширенпем Х.

этот фкт опрцдцвает теFm{ "П-дедекlаtдовое расщярение"
вр.

3. Решеше про6,леrtлr

Пострпr по щдrщш возр'стаDпým посJl€доввтелыlостъ {9"J
заrдýryтЕх кпIЕ,е но IIJtoTHшx t{HoEocTB ъ J = f О, il q,IедуDпlш.

обрзош: 4=ГUrzf /{C/V) , пе {ь!] - пеперсеI€!цпеся
iнт€рвшц, пpx;ll Fr{caP =1; 

-. 
Еаш 9L построен,

то в кацдом Af вшберем ноп9ресвкаDщдеся хнтервац f СП,,{/2,
у которЕх F ,{fа,,t,O=f . Toшa9r,.r-r'//rЕc.z,/, ll.
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пустъ К состоит из всевозмо,кннх замкIryтцх Г- r таких,
что Г=fа,РJ'UСДillоl(п)rп67|1. Через Р обозначим все замк-
,rуr"" Нё r , дЙ'*u*дого из котоЁх сJпцqствуеt нааор{F^.|<К
такоfi, цо F(ППН2=О, r(rп, П П2 )=О ^ , ш есJIи'Гё К,
((Го пГ)--О , то rtfS= О . Тотда Н яв,Iяется Iцea,IoM
замкнутцх мнФкеств, соде.рсащим все мнохества мерн куль и все

Р-. Кроме тото, ешп l/ заlчпскуто в r, ///4 FС Р , то най-
д.rЪ" ,"*,ryтое 1Чrс Н, Г, Н, { Р.

Введем ь C(r).ceMefrcTbo П, состолцее пз а(Gl(СLD) , у
которьD( П@-Тt,O/zса)С Р для.шбого нату;вльног9s . Тог-
да /7 удовrrотворяет условияIi{ I)-4). В пшryчешlое К-пространст-
во kcCcr), Пl= СсQ) uсходное CCrl вIuIадцвается с помоцlък)

TzQ+r.buMV открнто вQ , тонsiЦетсязамкнутое
Hcr , д,Iя которго Р#iф|-'Сfll'lХ/ . Тогда Нё Pl в 9том
случае Н=-ГUJа.,!п f , тrtеРlо,Рп//попарно не персекsртся;
найцется ГеК, r, ГiО, д (rп))п , Р. f) = О . поlryчаем Г/ Р ,

0#ift/r-|(Пс W'. }Iз этого ьuдует, что 0 счетного т}lпа.
nr:r"- !t- .'te с/r-ht' ^ ,L;= о, /с Q ,, с/ r-2f .

то"д"[h.i|не отранпчена ъ C-cOl . 3alyMepye* поеJIедоватеJIь-

"о.r"' 
^ tr;] =tr?ro, ll}- !26r,zl J.

пуq ъЦ |'о .'ДЬ*о"*,- чт{.[gл 7r,nl J огракuчена 
" !-cQt .

Предпо.ltожlам протпвное. НаЁцется'F< К , д.i" коrоротоР F>f
as/zP(Z/,z ?t О)d)- +- для / С itz/ r-/сf) К"ддоч n*o_
кество ,Б=lt < N/z(?(а,Iл = zn, ># | конечно. поэтому най_
дется А(п) > ke п_..,По:о"rоо"r*о 7rс//rсаf/,(rNl)< ft^,
поэтоtw Р-- Г'ДСДf ll^.lcaDc К и не np"uunnu*r'P'.
На неrryстом lП/ r-'rРl s iZ/ Т-'С Гl вшполнеuо sap(z_gtTz)ril-
=+ф. Но, с другоfi сторонн, Izrn r.7r^lJo"pr**"o нЬ Zпtr tQl,
Действителъно, Еусть П=?,(о, ks i iсs.u П<Р , то 2-1tп)<zr7э.
Пусть теперъ rz>P. Еqrи A>lc,zl , то ?п,?(/2z)-<У -, а еслп
k.lсп) , To9irrz1.1iэo Hauz/T-'cal " . Противорчие
локазнвает| 

"16 [Z-^}rrr2J - oi,.iralmчelrr", ь С* (Q).
Таким обрзо", L !?j - расшпренное К-простренствс,

счетного типаi но не Д -ilpocтpa}IcтBo.
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