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Темоfi статъп являптся sлюIlrш попска неподЕпхвцх точек
непрернвнцх отобракенлfi , octtoвaнHцe 8а спlдц!пtдальном разбие-
i;iиц их офlастд опредsлsпхя. Подоdкrе sлгорштrн предпоJ.rагарт
Ii1l.циЕmе некстороfi {!уЕкlЕrп 111r1{ерSIцп / , задвнпоf, ва MHOtecT-
tiu )]сех узлов разбшендя. В рботе шспользувтся целочпсrlеЕная
,:,:.,ЦtttР.. },ГУмеРШ${П, СТIЮЯIlаЯСЯ С ПОЧЧЪD НеКОТОРЦХ СПеЩа'IЯlF
J.,гловнх коордЕнат в прстравстве П , которце в сlryчае Л

irодобш,t сЁерясескп{. Такоfi сп,-._:об цумеращr гаIЕнтпрует едtrп-
ственность потгп поппоIrJDIвроваввого спшцекса па гракцце uоло_

ilпlпеJIьного орtаЕтаrп тrвш саrrцr обеспеивается простота начала
оппснв€lемого аJIгорtтtв.

В качестве офlастп я#)еделоrшя отобрапенпЛ рассматtrжваптся
полохптелlннft орrант //+ п векотодхrе ого пqд,rЕGества. lvlro-
:пество l/* прдставляот особцfi пнтер€с в связх с пIялохеЕпямп
в матеп!атпческоl,t экопоr,rпсе.

Утловне кооIцинатц таюiе дают возшоrностъ liЕтодамп cEMIu}t-
циалъного рзбиения искать собствешпrе векторн отобра.хениi,i. Iз

частности, таме методд прЕil!еЕЕ!ш дJlя зада.ш о соdствеЕвом
эначенЕи, воз}ммхщеfi в lrателЕтпqескоil экономЕко в cвtr}E с мо-
деJямЕ сбаmнспрванного рста. jlля ршешя эtп зqдач в
ст8тье стрuтся аJIгорппi поЕсlса непqдщоf, тоЕq нвпр€рЕвно-
го отобрл,еняя поJIоJптельяого оIпапта а србя.

I. Рассмот;шм DIIiffiество B=ler В!' Z, а".. / J и непр-
рнвное отоораЕе}ие /' 6-D . По теоjеше Бруэра существует
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таl€я точка ,z*е D , то //а*2= а' . Прш попске ?той
точкд пЕяшепдм шетод сqщяшщальвtпс разбиенrfil Itрпчом для Tp}r-

анIуляtпи пространства lr1 BoэbliErll за оспову трЕаптуляцю
еддкпtного цrба [I , o.IIбJ. Это прпвQдrт к сJlедrmщеlщr разбше-
нm.

Iýсть z-векотораяперестаповt€ qcan /,2r...rП r 8до-
cTaTotIEo rrалое поJIопхмлйое qclto d - шаг раэбшешя. Черз
Р обо.*r*u квqдраш}т l€трпýr цорщка ru , у котороf, всо ыIе-

меЕтц глашlой дпаговалr равrпr -I. па ддагонлш под главFоf,
всрtrv стоЕт +I, а остшъЕtе алеliовпц - Iryлевше. Пqд Р' бупеш

оодр".уr"""тъ i-t столбоЦ натршщ Р. ^а
odознаqш 

"ерs Hi союкутвость точек.рDострапства l| с
ца,IоIпсJIеЕннIш *оордд""r"*, а чорGз б Н: - авшогпlцvD р-
lпотI$r, но с пагоr d по всем кооцЕцатаlr. Гяцдой веFдЕво

/О(6Н1 в калдоfi пероставовкв { ooatъcel zо-rвршfi спш-
{"i" о='r7Ч7r.)'l с BoDl'EEaMц iY1.7-,- *"iЧr'id УЕG)
IM{= |2,....z l Вегшпry /' будёч-сцтать,вачапъвой ве;rшоft
cпlдule1ca. ltlcц lrztOrlB"|/ , то обоsЕаwlм О через

h,rli D . Пусть aHrB l r lвotocтBo_ ро1 таrш.. l,Р"z2.
АriйоIтrчiцо шоlGо опрдs.lштъ разбпеrrпв d Н, rlil .

J[ля прпзвотьпоil тотq .т ( Е; обоавашr sвws Fa 
(е)

ý :_,А 3l!!.
ве;rптщг-7:А a, , а мяi|-|2,...,z-Улмомl flё)--?'

g(/?: ? п fi.r?) = О . Пусть Tartrт rora) = / прп лобом
lJаМВТПм; tпo точка .r ( EJ. qдноэпаlшо воссtанав_

есм "с l

лlваотся по

ВrD прЕ
набоуу (ц72) аlzJ .. ., ? (z' . Иэ опрдапевпя
,zе,О' " по.fftаеш, чт6''7rr.zl(fО, /f мя

i'al..., ft .

oшрле.mr Фrщш целоtцGпеЕвоf, rylreprцш L'l!*{O L-.,o}
поJIагая /r.o- ,na-c ,ti 

r p(2)>4 /;r/r.zll с frr.z) J.
- i,o, ri".,l
БУдем trоJrьзоваться стацдартно[ теFшЕоJIогlеfi, Ввqдtп)! в

сл€дlпItпх опрqдеJIеппЕr.
ОПРГЛДjIШIrЕ I. Спшпокс а-?a/!../"' пазцвавтся по,lно_

lýrч€рванпц!r, есIп срепп воrвфв dго вё5пшl Lr72/r7'l,.', /Р
встIвt!апгся по qдпоlry ;вэу все tпспа от U до ,ъ .

0IIРВЦаIШИЕ 2. Спm.пекс о=rцО./'..,,/') пм (/z-O _mрпrfi
спtдшекс Т =//'/'.../ О'') 

ваОзкЙптсЪ почш полвощrrврвав-
вш, есдl{ срqдп Hollвpoв Ех ЕвIIlпв встIвчФтся все пcJlа от 0
до п - | п Ее BctIEtraOlGя шсrIо z- .
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В чрострвстве ff p"..u*p^n прпзво.llыtd куОшс {{с ребра-
мп дIпян б , пара.ltлелъннмд осям коордrtнат. Пусть аrКu) - вер-
шша кубпка, Фпп,аliшая по l'l" к HatIaJry KooIдEttaT, п

аск\ = Я
t,,t

ai ( кý)
любц* -,/(Кt
а сК5-а+ ar*n{K5,6tz,z) + 6'0z- ll

jIЕм}ДI.Для

/t@-fr(//
7а ,K"l *tl@d5 + dlrz-t))

,

е с л и i - /,2n,..2 z-/ |д /7orc)- Пrр/ -. ,.d .
доIцзАтЕпъсТЮ. По опредеJIеппD', *r/ аfti fа(а):оrК)*ф

rде а,о/... О2 f |; ч *т, 7nrorarK5 Слqдоватшьно,

пдв лбюс .с,7с Кб Й"f if)ro -%//// ,. zf . АналотиЕrо,

дм i = 42r...rtz-/ nrlеп *? gi€ ftrзл- а(К5 *6";",

""/ #tr f;@),a(KJ-ar"-aiT r""*r, для ;шбш ауrКа
l', i=.d2r.,., п-/

/fr(.d- Fir///<
аr,, {К5* d ds,, ( Kt)

d.rКа) + d ;65 + drz -|'
61Kd)atar,rlK56rz-zltd?,z-ll drrt,rl Г
ra rк5* D(a 16| + ý7,z.-ll) d(K5+dra-ll d(КЭф

Дааrа доказана.
&пя rrропзвоllыlоголспмЕ,I 

"*"" 
О=(/"/|../'l С dH rE! l

суцествует ryбпк К- с рбра}m длпцв d , варал.пелыцtди осям
кооIцtrнат, д такоЁ, чlо fc 7{С.

Заiрпкспlуем непрернвно€ отобшIешо /' l*'* В/tт.е. для
вс.Е(ого Е >О сшесlвует такое б 'О , tпo пэ /а-цlо--'d
слелуетl/а),/17l/_-.6 . ТотЕа для спшц€кса d 

"o8T"encT_вующде,}Еш /v?, /r7!r. . ., /r79 лвяат в векотором ку-
бшtе 

^ 
с ребраш д.lцш ё , параллолънlоiЕ осп{ коопдппат.

Пустъ а(К)_ Олшаlшая_ю /./, к ващ,ry коорцЕuат веIшца

кубшка Ке п d, rКО) = j а/ ;Ке).
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ЛПIДilА 2. Есллr .=r/7|../') - полн ону -
MepoBaHHHI1 си'lдплекс, /,(/",',tЭ , то

/7y)-ii',,L- <rTz,z-z(€t,€")-q, т д € clz = 3п (ё+rf ),

ё2а (tr-t) ý2п(п-t) d'€ /z(/z,/)
Еr=(ý+2€)2z* аvг*е + ;абъ. * mс

Здссь отобраr"о" / , кубшсr Kn" К" оцределоrпr перед
лепдrtоЙ.

ДOМЗАТВIПСТЮ. По оЕрqдедеЕпD п вщдr топOr что прп

2( R:,IOj -я:" -zi,r.@)r''(aДM i=2,3,",,п

. z"Fza)(/-y'_ rrr-,1, спраЕодлDо llaвoцclвo

//ч)-7"/_=,па-{rtr,,./fr r/r727,,,r7v21-7"/Jr,,-,Й

/y,r/r72[l i ,, qq)i- r-,/rr/;i'/, r/}/ J .

Так как с - 1727! . . ,/') пошоryшеllоваяtпfr, то, поре-
к}rMBpoBaB веFIIднн, моЙо добпться, чtобн Lr/Э-i врв
i - 4 /r..., п . 0тсцда п rз лошrш I следгетi что

о< fE r/79l v; r/r/2 - /- r72 п ч2 -

- g r7l72[7-////2 - r.////'rJx /- r/rb/и r/.//2- r;////iЙ

+ v". r /ч 9l [ 2 ////' - п ? 9ft 7- v 9f74 r/r/ 2l - /; r/ 2J +

+ tr rl 2 [ /, //') - п r/ rJ + F. { Э fa r/ i - r, (/U 
=

-< Пg + ra rК5+€п) € (rt-/) е\
arKc2+e /

+

+ пб +@, rKel* dо ).

ft,1/()+61rz-t)

а(/7- /)

ZrК9rdrz-л

+О+О+

€/
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прц i = У, l,..., Е-/ . Крме того,

Е r/r72/n 
"l *r/v2l'- 7n ro, oll У-"ё /r,r/2 j.s

< У. r/v?l - п r"/ = il. r/r72l - 4 rv779,t+ 7" r/v'll -Hr1t

+ r.уЭ - rn (7il -. rc (ё t ý).

Это с.педуеТ шз соотношеffi! r/ ,/r/2l i (, '/' Ьмбо r r/9=о)

цДЯ ,/='l 3,...lП-У, а велиqпна /-Z. /r.r/9.t.
С дrуЬоfi сторопц. /'/

v_r72f r-Z /l.?)-/- 7,r/r72f 'А ,, r/VTJ -'

, r, 4r/'l1 [7, r7r7D - ll r/? J -,

< ( а r Д 5 n.,rX [r, r/r72-vrr7./l1-0ф-trrl- vv|grsJ,
/-, f

Рс (z- t2 6,27rz - D2
-< 

(а (K'lrno lf 2 1Л€2t66tz-t1 (ar К0l+Са-rхёс Кё) +€)

t6(rz,1.1 d'(rz - t)" 
_

(dr К cl t [r,z- r22 ( d r к 5 rd)
+ +

l"

пiK9+60z -r')

Заметшrit, что d С К ё2 
-. f- (/r/ Оr) 

" /,. r7 al 
-. d rK г) t dп .

Следовательно,
/f-/ _

п(/?'r/F, f g r7r7Эl-/",rl2J-, ". -,

,У22 1,t- r )
< (2с t d.)2п +,, а бК€)t5

dеz tt-/) бС t c7-/): 

-_-= 

Д

аr K\ta d.lКС2td v2

А знаwт, /l/g2 ,/"/-< /Па.z {ёr,ё):Сr. Леmв доказана.
Пусть тепорь а - прпзвоJIьвsя точка Ез поJIноцумерван_

ного сцшцекса d=,,/r,у'../О) , Dцо Lr72- "' прд
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i-O, /,...,.za . тогда l/r.o-al_ < е + 6+ё,

TEOPEIvIA I. Для Ее прернвн ог о о тоб -
рал(еная/:[-оfiврп любом шаге рsз-
бпвнпя 6>О существует полЕопуме-
ровsвннfi спмплекс а(6/Хd)лпбо с}ь
цrествует такая точка -ссб ,что

Zor<6 l l/rel--z/--<6.l--/ 
ДqмздТВпЮltso. По опрQдеJIенпп ry}rерацш / ва реОр

[о,е7
пrLfu

€
шдептся ллшь мепш О,п. Ра

i,C [Э,З,...у} По опрдепеlшо
Еоllеченн

ссlrотрцм ребро fo, еihрп
L сеЭ - о Е TotкE сr, Сеr..

Са Ct lE

мепсой П | ltОКft
Lъ

Z ., ,2 ,!rr.l, (I)
iэ] / i.l tJ

но /rol ) О ". и в тJце .n=6ei лчбо сохрвявтся норавен_
ство JI), лпбр нарушается. В Eepвoll сrryчае пilеом

6= Z О, ') /;rоп l/rz1,.c l-< d . Во BTopor сryчае

заЙетш, Iго ЕрЕ всех 4 (f4e'f угловая кооадпната

r..-/(/(:!)cr..-t(-)-,/: \" то Ев вIЕItя f;(c)=o для твх
rc,zc/"ore2 лw 1'-t, J+/r..., 2-/.

оi-/а

Следователъпо t в d-осрстноегп ryля па ребре fO,ed7 тоqв
trЕDт метку i- / . Дпгмх меток, кдюме 0, i-/.rъ , на атом
ребр нет. Пусть z4; =6е' . Т.отда L_cA;l- j-/,
дпалотишо опрделilr А. =6е' а А^=о

Рвссмотршr В!- "iu, riвФecтBa 
-fi , патщтlт ва ребр

[qеlr..,[ае'-?rtеЪrПr..,f4е'Jлля i-2,3,..., z . Па sтой
ррц /J_.(3)=о . А эвачхт, нп одн8 па точек rrнmecтBa
В|я6'ireвт шеfig i-/ . Обознаwu через / (z-О -

чеfiilП eлпдu!екс (/|../е./!... /, ) . Тогда по построеlш Z -
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по!пц допноIfуrr€рвашнfi. Покахеr,r, что шшество d Ее содер
епт другото цоlгм поJIвоцrмершЕного трангqпого схшшекса.

На граrrп 8: прl. /'.2,3r..,, /? Еет точек с меткоfi
i-/ . На траЙ бi только /о плеет метку 0. Но трпаптуля-

цпЕ Ct/, 16) такова , чао r яв,Iяется одЕвствеЕЕцм (п'/_)-
мерннм сиlдtл€ксоttд, Йi"Ы Д" 

""оЪИ ".роо*оt 
Е ле8ащдll "ii 

.

С друлой стороЕн, L rz)= n для всех

а r гz8, Й а!. {.с,?! Я-,=rI
i,f r J,"/

Цдпrствеюrость докаэапа.
Еслц наfiтп гуть по смешшш травяu ,/z -MepвъD( почтп поJIно-

Еуrr€рованншх спмtulоксов, коюрrй наtIшпается с 6=С4./|r. . Ао ),
не проходпт дваддц через qдЕЕ Е тот tr€ сllццекс, но вЕходпт
за трашцIу MroxecTBa / п коЕчается в поJIЕоIтлIерованном сЕмп-
лексе, то Teollel\fia d]Еет доказана. Всап этчм усJIовпяri уLовJIет-
воряет rryTb из сlлмIшаксовr подtоцдвешfr €цторЕIl{ом Kpta (см.

[Z,ЗJ). TeopTtи доказана.
-Алторштм Kyta дlя нашею с.ryчая Емоет следуDщдq шл. Пусть

о:= (,4.. д,,.. An )-

I,JдI 0. !*-Аr, К=О.

rЦГ I. Ы t(r/+)=гz , оо бА _ псколfr; конец. В пр_
тивном мучав суцестlуOт qдЕЕствецЕая вершна ,/- е о, та-
КаЯ, tпо L у) = /r7,1.

IЦАI 2. I!ахqдш, iпlвпекс {+,, , lпlвпщдй то хе вершинн,
ЧТО l q , эа trскrmчеuЕвмJ/-. Еслп У'- *ща спмIшекса

f:;rr., "о /* / q , Td, попаг"" 1- /+r' r цдеш Еа

Jhя докаэательства сходдrосм !дотодs Kpra достатоrцо замо-
тпть, tцg у кацдою схlпцовоаrпорщдеЕЕого шгоIлпlом, сущест-
вует топъко одrп, преддестЕуDщдfi оrщ l lllo псмDIrает Boзlrtx_
ностъ зацЕUIпваЕпя.

.Гlля трпаlтуляIш €Н, (,?: ) перхqд по ечеIпцм спмп-
лексам осщестмяется в соотвотстЕЕя со слодlтщеfi таOлщеfi.
Пустъ следует перейтв от сЕшпевса6-17:7.|.72,1l r7i rZ)

к сЕшцоксу о, =.r, ёirl . отdрспв верпшrу /-у" .
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i=o J,"r 6-pu"' (ZG)...2Zl.)?(/))

/
с/

( Е(/).. . Trct|vrO._,v7,z))

/o-6,P*,n, (Zft)Z1,1.,. 7Z ?ё-/))

р

о.i<п

lJ-п

ff,пя.lушого прпdшенпя неподвпвоf, товr сподrот утiеЕъ-
ппть dr повтоFтъ Еопск поJIЕоIчшрваЕвоrо сшшцекса.

2. Иеложеншй вrше метqд прпме*хJ дл" пожсI€ цепqдвпшоfi
точкr ЕепреFвного отобраlеlшя 9, R!-* fri ,

ПРЦШIOЛOШЕНИЕ I. Пу с т ъ "дл я в с як о г о

.rсГ=Гzr|rlfli ,гд€ l - открнтая
окрестЕостъ Еуля в простраЕствё
RО, _суцествует такоfi индекс
/'о_!_:!!,.:,...:П J , чт о QT.zlVl@)). $t-,(а).ТЕOРЕ[{А2.Еслп о - в-епрерЕв-вое
отобраlенпе О П: в себя'оd{rfifl
трЕsнгудяцЕя llrHoxecTBa П+ , вц
полЕяется предЕолопенЕе I, то
прш достаточЕо малом пlаг€ раз-
бяения б лпбо суцествует полно-
нуме ровsннцfi спмпл екс 6(614rQ!.l
(прд ч,ем бЛАф/ ), лrtбо существJr€т
такая точка.zСli, чт оЯ,z_.-.с п

lgral - а/_ -, d. i,r
" доltдздтвшсТЮ. IIо ЕепрернвЕосrЕ, , (:) t /; (а2 цl -С( Г r

предполойевхп I для всяtоfi тоqси .r ( Г существует окрест-
аостъ Zо_с.z) , в котороfi для всякого 7СZ"_с.эl внцоrI-
няется не}авечство ffz-l 

(Nr/l). ?7r-l ? . Tаlt КаК /'
компакт, то яз покрнЪшя Ц_(э)r'iliп -rСГ, мщво внбрать
конечвое поддок;rrтие шоrеБfва Г . Пусть это будет Z-,,....rZor.
Возьмем е= .пzйz ёa; . Тогда при рзбпенш с шатЙ t- r.Mi,l.," !
;побого сЕмIIлекса 6-rу!ц(.. /о) Ез d_oKpcTHocTB Iшо-
хествs Г суцестц1 е{пfдвксОIс-{/,Zr..., п J - 

, м" которого
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/* ??2 ' (* //Ф прп z - 4 /, ",, z . 3наwт, LуlЮ
для всякого J , т.€. сцшшекс о - не Еочтп пqrlпоЕумерован_
ньй.

Таrим образом, с пoploщIilю l].цIt]ритма Кута л,!оftно пострптъ
гrутъ по cМe]fiItdl, trоччI по,IноцrмероваIIЕ8м симIUIекса}{, начtrн€шo-

iщtйся на граlтпIIе l/* (Вшж $е существует IраЕлчното (rt-/) -
мерного почти попноЕумеропаЕног0 clMIUIeKca, тр, как и в тео-
реме i, наfiдется д ( /ff , дJIя которото j .:е,.-</

п /r(z)-g/- -'/^ .) Построешffi гутъ ".'Й.., Iц&rloв,
Оо.тi'ше на траЕlгIýr R: не вюсодцт и пе мФкет прfiти черЗ
f . СледователыIо, алторптш закавtивает рабоlу

ровавном сппциоксе d, пдичем С /? А f Q|
доказана.

Заметш, что предпоrtоаенде I Moшro замеЕитъ на сJIедJгщее
ДОIГJЩеЕПе. сфорФrлировашrк;е без пспоJIьзованп,я утловю( коор_
динат.

ПРРДIOЛOШЕНИЕ2. iI у с т ъ дл я в с як о т о Р(Г-
=ГzдtlR|,"л,ч Д -_ открнтая оfiрест-
IIостъ нуля в R', внполЕя8тся не-
равеЕство

Elg

2 лr,о< J -r;
i,| q-

:Iли,в протпвном случае, сущест-
вуе т цЕд е Kclrorf2,3r...,ttJT а к ой, ч т о

N7r-ц(al' z;c.l,
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