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0Б услOвиях кмзшвшшкJIФlи Фп{
дрOtrп-JвIнЕrlш{х 0ункиR

и.А.Rr44доров

Уставsвшваilцо в статьо рэзультапr оmосптоJItЕо суlш др6-
во-.швоlшс фU,@ дошо[ЕяI}т п обобцашт цоryчовЕцо равоо для
cyloi .щоfrtfт п дробво-шshЕ Сщ!.

Io. 3адача поlеЕа Eкcтp€lryiioв cylo, дро*9rшеlЕв (yшIEl
Еа ЕщrRпп IвоюграпЕIх lвmocTвax Х q п дlиотся qдЕц
18 пяrr.оЕ€е пзуIвЕltрт обофевяй зqдаЕ дробво-ШеilпОЮ ПРГ-
раlшрвавlя [l]. Пв пссдбдовапl aloi sqдап вадоо зЕаlвЕtо

"-", 
дздgгпптJпLIосtь EJtl вЕвrвоIrytостъ сооIвOlстпщд (trуtдз-

ш
с аIr

!il ё, -,
тдв Qi " l; -Й.."***,€ BeBloIB rc R', ЕIцчщ l|c+o,
.rсХ,прlюGх i=/r-

Нацmл [ZJ, что вщосrнlяryD @ F , оорqд*"щ,
ва вaщrк[ошшноlоств€ Л'[Т , Еа9ЕваD! Ева 9Е вцЕук_
л о !, ос[I дJIя пав. .z!,е/е Х т Д ( (О, |) цвDt шосfi,
BoIEBФcTBa

Г ( л а'* (/- 2 )о ") " rzбz€ 
{ rro5, rr.olJ . (1.2)

пIпчаш 'tl BoIEBsBcTBa ЕдЕтся строгш, ""- rra5l Г@'l .
АЕадоIтЕо, (Elrщ Д' ввзшаэт R в а 8 l в о гву т о !,
еqпI д!я Мlц, Э,/сrС Х l Л ( (0r l ) lnDt Есlо BoIEB€E-
стве

Fr 2с|+ (,|-^) с/') > rrzаа {Рр5, Frа JJ; <t.зl

25



ЕIпчем атЕ веIЕв€нстэа явJtяютс' стрOгrмЕ, ешц Гrа5r ГrЭ5,
Наконвц, ФункlщD нбзнвапт к в а з r м о Е о т о Е в о fi ,

ecJlr он8 Евr]летея кжэrвнчtrRJIоfi I квазЕвоrттутоfi.
ЗАМЕТЦНИЕ. Часто (см., ваЕрtrиер,[З]l вол квазЕвцtrутлцlл

(кввзпвогкутнrg) покг,lдашт более шпрокrfi шасс фужшй, для Ео-
торьýЕ прп *r5* Гrэ'i неравеЕства (i.2) (соответствеЕно
норавеЕства (i.3)) не обяэатоJrъво яв)IяDтся етргЕllп. iIрп атои,
астествеЕно, рассrяатрЕвsе}лr€ Фш(lцI ii0лут пис,тъ лоааJIьЕцо M!l-
Ешryrдr (соответствеЕно локаrIъЕце rltвKcгlryмfl), от,lшшнс от гло-
бмънrдх.

Иэвостно (см., напрrшер, iIJ'), во гtрп ,П'| Фтхщя
(I.T) яыrяется квазrrдовотонЕоil. 0дщако уIG cyla{a лryвоflноf, п

дробно-шпеfuоt фуЕхцдfi , т.е. фуlrcця
а,Та-,i - 7 a.I r, .t ( .Х, (I.4)
8.'.r

воофе ювоiж, Ео явIяется вI кваэrвцщ/моt, п квазrвоrяутоfi
Гд].

Ilо-ввдrшоrg, вцервц€ с :rкаsапшоr доsщfi {ушця (I.4) rc-
следовшась в рdотв I S j. Од"оо trFв€даЕlпlo в это[ рботс р-
ловIя, ** *orro"i ЕIоследствII ГЦ,В], но явлЕтсл ш ваоб-
Iqд!хнм!, EI достаточццtл для ква9Евц!уlцостr {D,шхш (I.4).
Более тото, Ез атЕх условЕf,, вооdцс говоIЕ, Ее слодувт вЕпоtI-
BoEto н9равопств (1.2) п (I.3).

В дшыrоrш€u кsцдоlry мвс8остЕrу Х - R', вавtо;хJ ,/С R'
I вецостввЕноrry tlrcJry .2 сопоставпm!ся слодппtrо Еоtес?вt;

X*rd,-Dl={r c Х: d,', z-DJ,

Хird,Dl-{эсХ:dЪ,D},
X_rd,2l-{a( X,d",D},
Х| rd, 2)-{.r ( Х 1 dТr' Е},

В работах [а]у ['ll усrаЕавJшвасrся, что trIlr шоfiо-.!.-
8авпсплrт ф l 61 i проrввольвоs Z, { О сцIрDддDв сI.-
дЕщо утmЕццQЕIя. т nT тtll Иrr Сишц аr 5, бi.r l ai .r лrлмаr.шэlrо-
1.8авпсшдп Й Х , то фЙщ; (I.a) вЪ повr."воt)mt па Х
ЕдI yeloцD (I.2). ,аЕ r условrD (I.3). Сдодоватслъпо, J7вBвaE-
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ЕаЕ (FвIцs Ее IIвJIяется ня квазхвшryшоfi, ЕЕ квssпвоIтутоfi.
(il1 Ъ* a2=*a/,a'lj], то ц!й j >L1 {уткщя (I.a)

кв8зп8ЕIчкJI9 Еа шЕqвестве

.\,n i а,r 0) ,'/ Х: { Бп, 0.1

(сш. (I.5)) r кваsrвопryта Еа rEoIocTBв

.\_ (dn,0) п Xi itr,0.1.
Тф*м ле л'< 0 , то (hrжтЕя (I.4) квазпвцтуша на !псoliествах

Х- {,zr, о) п Х"* с /r,O)rt Х- r/,, -! l,
Х+ (а/, 0) п Х+ r lr, -! )

Е квазfюгкJmа Еа llнФiествах

Xr (а,,0)п Х: (1,o.1rl Х- rl,, -!),

Х- (4,, 0 )Л Х+ С6, -! l.
t,it1l п9:п ar=,,!l,, ,В l0 , то tружrЕя (I.4) ва мцоЕо-

стъo Xi ( 6/, 0) 'кйзiвrryltла щl Р >О I квазIвогЕгtа
lp 8,0- iliv) FлJlr, a../art,Ptn,1l0, ,s +О , то 6уЕсщя (I.a)
ЕШ€Т Те r'e свойсrва, tпо Е RF ,!'-С (ср. утверцдевrе
Qi1,1.

2О. ЦереЦеш rrвII€ръ к IЕссшотIвш ФвтгП (I.1) прп

fr-2 , т.е. ф}пш{дй вца
аr', ао'2;т* +-. (2.I)

, бrZ dэZ
Зqдача lлЕlrfiзацЕ rш шксплзяr{гп glgfi фуЕg{ш, как Ео-

ttазаЕо в [SJ, с поЕоц}D пробрвованпя Ърса _ Купвра ISJ
сж)дtвся Е задаче шIЕlхIз8цгп IJIЕ tлксrм!затrт ввкоторЁ
фпfrщц вцда (I.4). Повтоlry цIlr ItoIcKo экстроцrша ФIfrщ
(2.I) вопрос о квазlвшчклостtr rT! кваglвогЕ}Frоств aTofi фуlчс-
цIt вс пIlдстав,Iяот lвTgpeca. Авшоттво, ýpl Iz -'2 lлmlл-
9ацlа lлI шЕсfхпgаIЕя ФЕ(щr (I.I) свqдrтся к шIвlrлзsцFr
илr мдссцr{пзаrши функlвц того х€ вЕда, в котороfi одво Ез ша-
Ta€IrirD( явлfI€тся лшrеfiноf; ФунквеЙ.

Совссш дпгrffi сшуащя возЕrк8от llpl порходе Е зqцачаI

2?



таЕ Еа9Ев€lсюго (ср.[II ) обоOцешого дробвого Ерграшрэъуу
папFвр в 8аддqе шEtшзalщ вs Е{ry,г.IоI lлФзоство А g П
{УЕщ д -г-rTza.z )' :t| Q.2|

lC7.< r'Zt lЙ {;'
пr f,, ' / пм к задачс Евспrп9ащ {щ

r7ziп Я фз (2.3 
'

gF пzэ, / .'Бi:#1'Ь!1'-о сIшечается в [IJ. Ерсобраsо-
ваше Ърса - ýпера ввпршш. В то ro Bpor.I ,Hrl Еэазi-
нJчrRлостЕ Фвцr (2.2) (квазlвоIЕJЕостl qущпп (2.3)) до-
cTaTotцo, тгобц соотвеrстryшЕо срrш лрбво.!tнсlвц Фr!q]й
fIвля,шсь вваsIвщтлол пдх всOх j. ffi (соотвотствошо
квазЕвоrtуlнlц Ерl юо /- F2" ). Поаtоg прqдФашяот
Евтsрс вопрс о RвазtвЕцуIцосtЕ lлl кваslвоIw!остr фrm!щ
(I.I) в с{rчао, копа Bf z # / Еа Х пI! всоl i-lfr ,

II€ rп >/ , Er в частЕостt, в с.гучае rтz -2
Прдпопшr BBatraJIe, tпo lЕссlf,lтрlвабrЕя Цршпя (2.I)

повJ[6тюдпе? усповц)

аrэJdr1 е{О, (2.4)

TorTa пр

с - еа l, *l le (2.5)

сцравqдJцво слOдЕцее г!вввOще.
ЛП,ilА2.I. Еслв вЕполввво усдовЕо

(2.4),то фуЕЕцIя
Еа чвоtесlвах

(2.I) ввазlвццуЕла

Xr(a,,D/? Xi G,0), Х-(а,,о)п Х: G,0) ( 2.6)

(см. (I.5) в(2.5)) Е кваэхвогвута ва tlEo-
в8сlв8х

Xt {аr, о10 Х! rc,р2, Х-(2r, о)/? Х:с,0). Q.'|)

ДOМЗАТВБСТВ0. Подвгая

J|-a|a, Д'-/,'r, /r=/r'r, /=И,/r,И) (2.s)

tcp.[l}, qцвiтр (2.I) с учс?fl (2.4) rcо EpoctI Е вцш
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/ryl =
/,
й

/t+4 ;lэ
ИrreeH

где

./,1
,.- /]l l - 

- 

a
Jl9/'- t ll;|'l 0 T1'Z'

l, /l
I zll l 

-,*1'/'- д + ад
Дшее,

воряет условlD

тт /,,/l= ,rft U,V/f,

0' ,, 2l ln ,/)3,

й {r/=777v(,r7
. 0'= /.rll=- 24 

= /.! /0)J.
7дТТ trtVl- 

/2 
(Af (r/,i

Из условдй неотрЕцатепьвостп I поtIоJIоsхтельвостI главнЕх
tпBopoв ,raтDry вторп проrэвqдЕж Фвсщ Z шелует [IO,TT],
что Фmкцдя /, вцrукла лр j?i/, *Д).о i'вопrута прв
{HJ|trt ) > 0 . GпqдоватепЙо [З], {,ункщя (2.I) квазпвн-
цrILпа Еа rrнФecтBElx (2.6) п KBaзEBoITryTa на lrЕG,€ствах (2.7).
Лвlдя доtазава.

ЗАМЕЦВИЕ. Fслц l|- - / вр ъсех g ( Х, то tIIл
J > О " 8r'r rО, .t 1 Х, lяшЬство Х! rc, о) вrr"Ь"."
trJrстнil, а шЕоf,ество Xi rc,ol совпадаот со Бerr Х . Сле-
доЕатвлыIо, лешry 2.I tдйно рассlrатрпвать Kart обофевtrе утвоt8-
деwя Gi) вз ц.IО.

ЛЕ[МД2.2. Еслп фувкцпя (2.I) удовлеl-

а2 =4 //, /. О,
то ата фувкшrя квазЕвцItукла
}rвоаестЕах

Xi rl,,о) /1 Xi (4,12, 0),

Х! r!,, о) п Xi ц lr, о)

( 2.9)
на

( 2.I0)

( 2. II)
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Е кваздвотнута на I,пЕопествах

xi tL,,,оl л Х! rх lr,0 ), е,I2)

Х! r/,,c1,1 ,\i rа !r. о). (2.Iз)

ДOiЦЗЛТЕliЮТф. С помоlцъl0 trI}еобразоваrшя (2.8) фшсIш(2.I). уwтнвsя (2.9), !,{с,]шо IIрЕвести к п'-.ry
/, (t)

D zlll 
-{(r{,'= - h ,

где (h )'
т

Дшее, п20 о,,,, 2JqVг- fe,|/= т,- а2 n ,, 24!zjТИ-fэ9,/=-g7,"
,l. 2оС Gz )-

, :--;7- nl, ( ц; = - /-;т:1-oli afi iЁ с ,7з)-

Следователъно, tJ,,чЕ(щя ,/, вшцrк.да ll!лl &Н >О п вопчта
1р "{,%<С. Итак [Зj. брпЙя (2.I) квазпЕrry&па ва мвоrо-
стЕах (2.I0) r (2.II) Е кЕазпвопIута Еа мвшестваI (2.I2) п
(2.IЗ). Леmл доказава.

ЗАli{ЕЧАНИЕ. Прrведепвое в п.IО утвеIцдеЕrе 1/,rr1 япт:rgrg,
ч8стнЕ!l сJýrчаом леrплr 2.2.

ЛЕ'l,tlА 2.3. Пу ст ъ функцЕ я (2.I) У д овл е т-
воряет условlD (2.9) l, кроме того,

а,=!&, р+о. (2.I4)
7/

Д,/l=/,*u

Тогда еслsJР<О
квазrшоЕотоЕна
Еслп lB /А>о r т

lквазпиовотонва
дуDцlх lдпоf,еств

то фувкцЕя (2.I)
а мвоIестве х
функцпя (2.I)

а каtдом пв сл€_

?
- C|l4 _

]а с Х,ф -''lF !,с Х,-,,$о#,?jз,

,
Е
о
в

j ,

{асtrо,#,€ J, !.ех,#,€}
з0



ДОIФЗАТЕ,JIIСТЮ. Прппв всето заметtrн, что поскоJIькJr /{-'g
,* ( Х , то,в сд.ry (2. 14) пмеем

#+о,./сХ.
ё., z

Кроле того, Еапоlltlпш, чю 1tшшrгя (i.r) прш rTz=y' квазхtiово-
тонна ва Х .

Да.пее, {,ylпtщю (2.I) с учеточ (2.9) п (2.I4) моцЕо предс-
тавпть в вП,ЦО

Рrо)=h(ff),
где

h(z)=t*fr, ZrO. (2.16)

Пустъ JД <0 . Тогда фJвItIЕя (2.16) стрю моното_сна

как дрц z > О, так п лрп Z < О . Слqдоватепъшо [З],
фЛlшtrя (2. I) квазrмовотоЕна Еа Х

Пустъ ;Р >Q . Тогда dшкця (2.16) стрго моЕотоЕЕа
ва кацдом пз' спедподш( промеryтков:

,*-€, -F-.7<0t o.z-.F, ,rF.
Следоватольпо, фуксFя (2.I) квазшонотоЕва ва кацдоr, Ез мво_
веств (2.I5). Леша доказаЕа.

ЗАМЕЧДН}tЕ. В прпвелеввом доказатепъстве lспоJIъ:]уется лппь
квазпlrонотоЕпость ФЕqлп (I.I) прш rП =/ . Следователъво,
какова бн вЕ бша кваэЕмоЕотошая фвIgЕя

G,Х-R, |rcs#O, .rС Х,
Фшtщя

tl JH(a)=f,r,* f 0r-l,
вF JP -<О кваэшrrовотоЕgа ва tlmmocтB" Х , а пр Jf >О
квазЕlrовоюнца Еа кяпцом lэ lяшеств

{z с Х, G@). -Ё J, {с с Х,-Ё * 0 rо,О},

{о с Х z g< Qlrl<E J, |а с Х' 0@),€}

зI



3О. Установпд Еевото!не обобщевм лgшпr 2.2. PaccMoTpnr

ФЕtщ0
а.!z a|.z:+ #+азz, r3.i)lrz ба е

ДаIМА 3.1. Пуст ь вц полвоно условп е
(2.9)r, кроме того,

n
d_, = Pбl. (3.2)

Тогда еслl ,8zO , то функцдя (3.I)
квазавнпукла ва MEoIecTBB (2.I0) ц

квазЕвогЕутs Еа MBorecTBe (2.I3).

/r0 , то фувкцдя (3.I)
liукла н8 MHoIecTBe (2.II) I

Еслп де

квазпвогнута ва швоI8сlвв (2.I2).
ДOКАЗАТЕilrcТВO. С поiдоцlo прообразовашя (2.8) Ф,яIOD

(3.I), учЕтнвая (2.9) п (3.2), моrЕо прЕвестI к щдr

/,/) = Ёr ,
lzгдs (и),

/rср=14+z ff - l,h)'.
Из докаэатtльства лешлr 2.2 сJIедует, то Фlд<lця ,/з Е{-

rryTJta в!ш *li' О 
" Р, О ! воIтута wп ois!,, О п Р < 0 .

Irеlдд дшазана.
3АМ}ПАНИЕ. Из прпввдеrпrого доказатвльства следJет, tпo

утвеIпденхе лбмlдl Mcllffo обобцвтъ Еs слуssfi, котда в {чЕtщ
(З.I) вместо ЕоследЕег9 сJIагаемого взята лобая {уlшшя / а@)
такая, еmо (уItr(щя QrO !|' яниется внтrуrrпоЁ.

В далшtвftшем квддоfi в€ществoЕвоf, fiуrшIчrЕ Д , опрел,еленноf,

lrа внytJ'{-лоt{ MBorocTBe Х , сопоставrUItугся с,Iодrпцlе чЕоrества:

ХrсГl=!о(Х,Гrо),о},

ХiсГl=fссх : Гiс),0J, (3,3)

1_ сГ;={r(Х:Fрl-'0}о

Х'_ c1l={x с N l f gа,)' О J.

Qo



Далее, полоЕшм

Fо {r) = 14 р li, - p'r!r',rl! .tС Х . (з.4)

услOвпеJIЕh[i4А3.2.Пусть
(2.9) д, кроме того,

л
аr= з[r. (3.5)

тогда фуЕкцпя (3.I) квазпвцпукла
на MHoIecTBax

xi r8,,0) п Xi u /r,O)п ,in rГо1,

Х! r!,,о) /1 Х: н /2, 0) п Х, s | 1

(сш. (I.5) п (3.4)) п к ва з r в о гнут а
,ествах

Xi с8,,, 0 ) r? Х: (4 t2, o1ll ir cFi1 ,
х:(8.,,0)П Xi сllr,D/)7rар 1.

внполнено

на

(з.6)

(з. ?)

мно_

(3.8)

( 3.9)

ДOМЗАТЕIIIС1В0. С пошощью преобрзовапя (2.8) фуmсшп
(3.I), уtБтнвая (2.9) п (3.5), Moшlo заIIЕсать в впде

/,/,= #'
''е i/")"

/"(/)=/,rJ Т*f/r/r,
Датее.

А2 э;,/,jh,, i;?-- ---Ч +а
-y'2-y't И, г'

0тспда r пз доказатеrrютва лешл,l 2.2 следует, что есJIr

Ч*f 7а - P'r?i)2 >О,
то фпсшя ,t, внпуIца пэа *!i > С I воIщrrs пr lу; < О .

Следоватапъно, (Fуrцсlшя (3.I) квазчвнryкпа ва r,яcacTriax (3.6)
r (3.7) Е квsзЕвопýrтв на мвоrествдх (3.8) п (3.9). Леlдя до-
казена.

ЗАмЕ'tцНИЕ. Прl б =р мнФiество Х* ( Е) совпqдает со
всем ,I п, сJIедоватшьно, !dнопества (З.6)-(3.9) совпадаDт с
соответствупцпtл мноlествамп (2.]0)-(2.I3). Далее, Bpl j -О
s ,5 = / (уtпtщя (i1.1)_пrcет вrд Мкrщ (I.4). 0днвко в

Перейлем теперь к рассмотренпо frупсщrЁ (I.I) прl гrz -3

.)n



т.е. фlвк@ вша-зЕ-. -+' *!:, (з.I0)5;z бz с dэz
Введом обозЕачонrя:

F, {х)= чl в lr'- !r'- -,д'{/r" )', (3,II)

Гriа2= 8!.6jz (3,I2)

JШПftlА 3.З. Есля вц полЕеЕн у сд овпя
(2.9) п (З.5), то фувкцrя (з.I0) кваэЕ-
внпукла на мЕоIествах

xj r8,,0)п Х; Hlr,O)rl Xrce lrl IiбЦ1,

Y!с!r,0)/7 Х: {аlr,O)п Х*(С)пХiсFz) 
(3'I3)

(См. (I.5), (3.3), (3.II) в (3.I2)) в к в а з l в о т в у-
та ва liвolocTBax

Xi r8,,url Х: (48z,Фп Я* rЕlпI!(r'1..rп,
Х| сВ,,0)/? х: G{8r,о) tl Х* rП l п Х! rSl,

ДOМЗАТЕПЮlts0. Податая

/,- oi., /ir, - /!., j= | 2,J, /=Иr.,,, /l ),
фJщ (3.I0) с учотФ{ (2.S) в (3.5) шоцо прrвостt к вцry

/ryl=#'
где

Дапее
а

и)'-т-/s{)'/'u +р ft/з
/,

ц?г /lrvl= +h r i #/n,/,=-/u,+,
2

2

а2 !р а2 /.u)_2!i/rД=.
ТТ /r'/)"f Й-' цт/l'/'- 

,r 1/,F ,

(0сталъшо а,t€tвЕlц IлTIEIц !!U рsвцц соогвотсЕ8тщл,
адвшвтаtl IлTEEIц !."r il , 'ЙrуЪшщ€Ё в докавате!ютво
лепш 2.2.) 0пред#та,fь IдTDEIIE /i C/l I вс€ ое главЕво
цворк тро?ьою ЕоIщд тсцдвстваrпо ращr ry.D. lt@oF{ вЕо-
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рого поряша 9тоfi lвtрf,щ, огвеiЕшше cTpoкa}l Е стопбцдt{ с Ео_
t{€paliп k п ! ( k, P, !=2rз,1, krh, обозваЕи чеэвэdоgС/).
Имвал

dn, rу)= 0, 7 = 2,3,4, аr, r7l = ,,fu /r/Ь

, / , (4)?
/-r, ,/)= иl ?'/l, dr, (/= ffi, 3 

(Р,
тте

7r/) = 4/lиfu -;в'rд;1
Следоватеш,Ес, ,цJIя вцryItлосlт гл', вопý|,тостп, qутrаw, /n не-
обrодшrю, чтобн

?(L' >0' 
,/

ltэ аваддза дlагова.пъцrп алешеЕтов цаtDщ{ /; '/) 
сJI€дуот,

что вщFrrIостъ EIf, воIщrтостъ фуlцщ /, завпсrт от знам вн_
рхвпfr * 

"!, 
п //it; li . Поэтоry (упщя (З.I0) квазх-

вЕщrкJIа ва lлcBocTBai (З.IЗ) r квsзtвощrта вs швФос.r.вщ
(з. I4).

Покахеш тецерьr ч?о Kвoloctu ir (Е) ммвrqя вщltлнш.
Деtrст телыrо, ошп l j c >0, .z ( Х , то .т 2

_ Хr|Пl={а < Х, 4*l8r', - F' ff , о3.
Есп rе 6r'z.О,а(Х, ТО а7 .z

Xr с F., ),{а е,Х, 4ел!э'э - Р' !Н!= 0 } .

0стается з8Iотптъ, ч!о aШ-Екщя#
вчrylша лF 8|i ' Оё' ; воIlтls \F lrЪ < 0 rcp.[Tz] ,
сш. lакIо лвiilч 4.I). Леш доЕазЕЕа.

ЗАilЕltЦПИЕ. Пу J = О, f -/ {укоцв (3.I0) цооt
вц ФЕещ (I.I) пдп rTz = 2 Qдвако вр J =О EoIocT-
sо Xi r П ) явдяотся ryстЕц.

4о. В этоlr ryшто JrстававлIвsDгся усIовпя ЕваsrвБщтл(ю-
тх ! квааtвогryтостl для (lуtвФ вцда

з5



.?z лrл
G ш;е :,

Qlа)=Z fl + Yrzl Il. a-i,t, -т С Х, (4.],)
i'l 0i * !':/ '

где У - некоторая {уншшя.
предварптельно докахем ле}iп,ry, представплощпо таюке самос-

тоятельннй цнтерес. Рассмотршл,t Фупtttttт

\ra)=0(а,,..,._7_ l= i .4..,, Zn' = r,,', Ф z .l (,Х, (4.2)

гд€ -; " i= fi, - некотоgше целце чЕсJIа, прпчем еслп для всех

-l=(lll...l tо ) ( ,Y и некоторго f ,< jo -, п вЕпоJIмется ус-
лов!Iе

2; >о2

то ос.rо мспет бнтъ проЕзволы{нrп вещественннм IпсJIом.
jlЕifiv'A4.i. 1ункция (а.2) является вц-

\i iOs (см. (З.3))
X!tO) в

пуклоfi ва
! вогнутоil

мноf,естве
на мноаестве

том и только в том случае, еслп
прЕ каrдом s= П лрбнх нату-
ральннх l,<Ъ1 <Ь2<.,.<0r:<П пмеDт место
неравенства

ss
.l+7-,, )П * >-с. (4.3)

, " €r 
n{k, i,/ "k

ДOКдЗАТЕJIЮТВO. ГлапII}rе мЕнорн s -го порядка мsтIшцд
вторъп проЕзводнЕх (унк,tоч (4.2) в тоЕ(е .z ( Х, отвеt!апщде
-*ачэм в сто.лбцам с номера!,п Ln ,,.., i, , обоэнашtл через

d,i, ,,,i, (с,). Трбуется показать, что прп вцпоJIцеЕхи условi,
(i.3) пiвюT често следуюlцде неравенства:

1о
altt...i,r(a)>o, .r ( X*(0)l
, ,,S ., -о(-/)'а; ) (а)>0, с( Х- (0).

"i',. уэ

Пока.вем, что ЕнтересJmlяe нас м!норы представЕмн в вшlо

d, ; (€)= (Р(.r))
-|,-,95

s/,l

i-ltя атого рsссмотрlм }ilатрпry
уатрпцапоршка s,э

J
*Z*

kзl'

[+

з /.
\ l l еk

ir/l,!, ы"
T;k/ ,тдеЕ

( 4.4)

Jb

- едцнпчцая



/, oL;,

"Li t 4r,
Нетtудно показать, tпо

d, , (€) = (е (о))s /rl сf , Г.l i 3r"7t,,,tэ , - (el*// OIU{/ |L ' ' i.t (aq)"

где dй rf +7) - опрвдедптеJIь ilЕlтршц [tT.
Далее, мя lлтрщ

, (4.5)

00 0

0

/,dz
!.

r
?

0

4..
0"ý0

,..

0
v: v=

jb

0

I

00
порщкJ s , гд€

,
[ = '| * Z "rrоЕмее!,, kE'|

( t -V)i б + Т)([ +V)=W
Следовато.ltьво,

s
dact+Tl=/+7., (4.6)

t, *L*'
Из (а.5) п (а.6) cJte.ryoт (4.4). Тен саlддд лоlав 4.I доха_

зана.
СЛЕДСТI]ИЕ. Ф у н к ц в я (4.2)

пуклоf, ва t ноIестJл
тоfi на MHoIecTBe Х*

яJв_ляOтся вв_
е X!t9) t вогЕу_
(0) в toI l

только в тоы случае, ослtr прr
каIдом s=П, п лпбнх ЕаlураrьЕцI,a

14оr<L2<,,,4ьs<fuпшеDт место вбра-
венств8 5 5

(-,| )' ( о* Д a;r ) l"7 4ь >0.

сd

,



ЗАftft\ЦiИЕ I. Домзащая ле!/пltа позвоJIяет сфрfулпровать
утвещ,цеЕrе, 88аrlогЕlпое лелпrе 2.2, дм фушсrd пчца

,а|э \t, i l7 В, ^ , /,'_r ii< ; # ! *,,., Р), (З!_!_ _ \'' + f П i -, 
tJ.\ lic i' ' |ц "t\ вi r,' ' u j;,L !;-r,,' i

п
где Эi , d= ;lПi, п Г - 

"a**onнe 
вецествеввне tmc,Ia, 

" ,Bi ,

IL , i' 1, Пl - ВеКОТОРНе ЦеЛНе ЧIСJIа.
ЗД,{ЕЧАНИЕ 2. Авапотптrо доказательству леммы 4.I мошtо пь

казать, что главнне мЕпорн матрЕш вторю( прrзводпю( фуштиr
)-z , , а(Х,9&i/-р

1'э1 *|
отвечsDщде стршм Е стоrIбцам с номеIЕмп Lt , . . .l Ls l
представrrя в в!де

, 1f-l ,, ý ji 
f 

2s-|, i '"rr \l ý ";r _ i зtlt'7/ ( р, эi / \ l,i rц,' /\Ё, .rr #, 3; /'

Это позвоltяет Еоrтучптъ аншог леmдr 2.I дш фуЕФ пца

f l,:k , э(Х,
,?, ti,

прg rП 2 3 п, в частвостп, прЕ ,пz -J
Jhя фрryэшршсп осяоввого утвоЕццевЕя оIносЕтелъно ФIJпrк-

цпп (4.I) вЕедем шедJщле обозначепля:

т

d = У, rп-,

фпгурЕрупщая в
яется внпуклой

( 4.7)

( 4.8)

(4.I)
пафувкцlя У явл

liEolecTBe
a7 -л( п х: eD п х; (Ф-*п)п х- (ф) (4.9)- i,t

(сш. (3.3), (4.I), (4.?) п (4.8)), то фувкцпя (4.I)
на атом MHotecTBe являотся кв9-
зrвнпуклоfi.

2)Еслп функцlя У внЕукла ва
мвоlествб
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то функчпя (4.I) Е8
квазивогнута.

3) Еслд фуirкцпя
мЕоаестве

( 4.I0)

этом t{HorecTBe

Y вогнута на

/п --( а х: (q)),0 l! (Ф_,,, )п i* (pl,
i,I

то функчия (4.I) на
квазЕвнпукла.

4)Еслд функцдя У
мноrестве

то функцдя (4.I)Ba этом
ква9пвогпута.

дOмЗАтЕпюltsO. Поllагая

(,f i: (q)п i| {Ф--, )п r-, (ф),

( 4. iI)

этом мноlестве

вогЕут8 ва

(4. I2)

lrBorecTBe

/ri_, = f2;_, (а) - о|с, hi= 6, {a b li", i ' Г*' ,n,rr)
,t-,//+|- ///

? - а ,*,'' ,vt (r4. . ,l /х,пtz))2 а ( Х,
ФтпIDm (4.I) мопrrо переЕдсать в шце

/,/)=: Ц+rr7l1!/ri_,,/чL'
,,! dlо

Гдо у//(а))= 9{с), g.z l . }lшеем

{(/)=#, l (4.I4)

!де

t у) = дс#;], й )r ry, ,

Д/ц 1m, i! т/2 7 i.t lli-r
0брз lшсвства (4.9) прп прообрзоваятп (4.I3) обоэвашrа

чорз /, . Тоrtrа Ез леш 4.r сле.ryат, lпо €шtr qrуцщя Р
вшrytuа ва мЕщвстве (а.9), то ва мноаестве Y, Оlвчмя 7,
вЕпу,кJIа r веЕо,IоштцIIЕа. Крше того, фщя_fв яа шOlест-

"" Y, вцIryтJIs l по,tщltыIьпа. СледоватsJIьво [З7, Оущя



(4.I) квазпвщIO!а }ra инсБестве (4.9).
Аншогяшо пок8знвается, что в условпях теоремц фушщдя

(4.I) квазпвнryкла ва мноаестве (а.II) ! квsзявогЕута на мно-
r€cтBax (4.I0) п (4.I2).

0стается проверЕть, что иноЕества (a.9)-(4.I2) вп.штся
вtЕуItлцмп. Покапем, ЕsIIIIЕriвр, внtrушость мнGествs (4.9). В

свпу (4.I4) ато мЕоIество совпадает с мнопеством

ч1 Ф-,,,)пI-rq1 ( 4.I5)

тде

г0 r-l=f , r[' 4 + )* Yrzl. .z(Х,Ч В l, |u \ /,i" /,; 
а/" /.J 1 (1/ 

'
Вrшуrtлостъ мпФестм (4.15) вепосредствеЕно сJIедует пз

леmл 4.I. Теорма доказаЁs.
В заttlючонле отметлцr что Dсе поJIучоЕнце Е атоД статъе

рвзультатн мошо обобщЕтъ на с"тучай, когда вместо Функшй
aiz а а, z , d' /, /' | ВЗЯ7в 8рЕзвоJIыrне внпутлне Епп вогry-
,"Ъ ипо,Ь (ср. IiзJ а [тцJl,
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