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Вшгryкпнй анаJIпз и смелнше вопросЕ

yiIK 5тз.82

t,иIfl,il{изАIи{ кOл{ч Ес твА ]vлЕI I Jx и цгJIOц,IслЕн}iI,Iх

ПЕРц4ш{ныХ пfi4 lrдм]flД1 lчнOmmшШлi IItIOKDCTB

li.Д.ilулельман

ii(}д_т,дlогогра}lным мноrкеством в работе понимается мнох(ество

Д- ff', пр.д"ruоп"ое в виJIеJ
, А= Ц Дj ,

це Ai={oe ппlюj.*/rJ, l=42,...,J, -некоторне
компактнuе выrrуiUlне многогранники. ttaL,loe такое мнодество,
очевццнu; совпадает ; ";".;;;; "" fj' *о;";;"; V;ПЪ'R{
состоfщего из точек

fi= (2l l)= (-rr.,., 4s, /rr..., t, ) ,
удовJIетвос,яIfillI,rх условияIt{

lrc!o, lJ, i=П,;
9lo,7/l-tl/i,/=ф,

тде в качестве j; принимак)тся векторы с ,постаточно бо.пнuлтчш.t-/компонентами. uуцествование таких векторов с.ледует из предпо_
лагаемоft компактности соответствуrcцю< внrцrклых многогранникоR.

Тал_йм обрзом, каl(цое многогранное шrохество ,4 мФкет
быть задано одной системоfi линеrtню( HepaBe}IcTBl в которой B,tc-
ло булевюс переменнцх не превосходит минилrального tисла NСД)
внIrуклшх многогранников, объедшненде которъtх совпацает с ,4

В ýI устанавrrпвается, чго минпмальное ко,тичестъо lTz (А )
булевых переменншх, необходпtдосдля зацания рассматриваемого.
многогранното MHoJKecTBa 7/| 

' 

, urелулrллм'оОрзом 
"""a""о 

с ДlrА) ,
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rz (Д ) = -епliеч rЦ lrЛD.
В ý 2 исследуется lиacc часто встрчашцtхся в прI,lJIохенfiя(
многогранншх мно,frеств, обозначаемых u"p"" Lo . JИя ншс в яв-
ном вцде строятся определяюlцлlе }о( системц HeI)аBeHcTB, содер-
ж,ащJце rп(/_) булевш< переменншх, а такше доказнмется,
что они не моIут бнтъ заданн системами ;инейню< неравенств,
с qдерл€цlцх меннчее чисrIо прэизвOльншх целочисленнцх перемен-
ннх.

ý I. 06щиfi с;гучаft

Пусть

D/r/ (I)

- системаlс булевьппл переменннми i != c/ra, l), 
"д" 

а ( Пs ,

tc {o,u J' . Наряду с (I) рассмотрfiм систему

ж; i#:tr"t: *Э*; 
u *u и опрделяе*о .l Ъ" -

л 0бо."r*, через Q 
-ri.t,э) 

орlопроектор Rп@ Р" на

Р; " n***
С.= Q r Bl,

Пчслъ h; q= F ) - все флевн тоtки мноfiества f, . Лег-
ко видеть,-тпо система (I) задает шtожество

J
,0 e{Pr''th7ln9). (з)

l't
ТшРЕI\4А I. М и н и м а л ь н о е к о л и ч е с т в о

rTz(A) булевнх переменннх, необ-
ходимнх для задания многогран-
ного мнопества А , равно

rz (l) = - ezltfu (-Ьд lrA ll,
tде NrА) - наименьшее колпtIество
компактннх выпуклнх мноrогран-
ников, на которые мо[но разбпть
шноfrество,r4

ДOIФЗАТrХТШТЮ. Убедимся снаlЕла, что

дпrеftлх HePaBeHCTBl СОДеЩаЩаЯ - Ц/Z2
переменнЕх и задапцая lшопество ,/ .
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/lд)
I|усть / - U. А; , п& А/ - к.омпактнне внпук-пне многогран-

,ъl о

ники. позlожr{"' k= -еr12 r- Ьа /r,U.
Пусть 4; {j= 4 rlrt|lt - о"о""й.о" представJIен,ле чсла 7-/,

Так как О2''>l/СД), то коJIичество двоичнцх F€зрядов в этом

представIIении не превышает l . допп"r" , есJIи потребуется,
слева }ryли к c:; , поJIучим ,( -раз
торьй обозн 

"*{, 
о"ч"" 

21
Полоlким

17={co,2;llacAi},

рцнцfi двоппшй набор, ко-

в = caoat 
о{'1'

IllhoxecTBo б л ,"r" зашскутый вшrrуклrй мнотогра}ник в прст-
ранстве R, @ Р2 (зашснутость внтекает из компактности мно-
я,еств А1 

' 
) . Рло мmно задать системой линеfiнкх неравенств

относите-льно переменнюс Е, t . В этоfi системе за[lеним вещест-
веннне переli!енные /' булеъшпл переменннми / tcp. системн
(I) и (2)).

Так как Q r8l = СОz/ (/r t .. -, ?rrл,) то по,гучеЕная сиетема
задает мно,кество

ftлt

(см. (З) ).
Ue

доdЬ.r,
{Pi'c2;) п 8)
tпо оно 

"овпаца"т 
с z4 . Дtя этого дос-

татоЕно доказать, lпо

Р)' rgrl П В = Ii, /'= m. (4)

0чевпдно, rr'ri, t П В; li пусть теперь а е Q-irПI,
Поско.ltьку d (ý-а2r7VЦ Ао, то

H(l)
o -A rfr,

тде сlп( Ir, ,с.24 :
R, , поrrywt" О"

/(д)

do' (5)

. Проектируя (5) на
|,

4о=/

ni-A4o?o, (6)

Ввпду того,_что /п - эермнш единиIнот\с куба, из (6) _
слеrш.2r&о=6ц k** Крнекер). Поэтолry е'аlСА; ,

'."rPr'rgrltlЗ. А/ , и (4) докаэано.
Тем саtdш доказанб суцествование системы линеfiннх неравенств,

содер'кацей l=-ей2 rц/rАllбулевьгх переменннх и зацаю-
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щеfr Д. Такшм обрЕtзом, /z (,4)-< l
Докалем теперъ, что tM для какот.о rп. l lle суцествует

спстемн Jп{нейнъD( неравеIlств, залаюrцей z4 и солеркащеft ru бу-
левьгх переменншх.

Доrrустим противное: rryсть такая система cyulecтByeт. Переби-

рая все / коп,tбпнаIцft булевж перемеЕннх, поJryчим разбиеrrие
мнокеотва ,4 в оdьединенпе .,Г внryttJlю( мнопэграЕнпков, где

J<2*, что противореtмт минимальностч N(A). Теорема до-
казана.

Аналогичные рассркденпя покаэuвают, tTTo мя минимального
колпчества / СА l цеJIоtисленншх переменннх, необходлтltшо< д;ц
эаданпя А , пмеет место оцеЕка

/rЮ< -?/i{2 сЬ!. /rАD,
т.е. оценка

/rДl-. rrz r/). (7)

ý 2. Частннй сJгучай

В этом параграф переменнне Z; предполатаDтся ноотрпц8_

ТЕOРDrА 2. Мно,кес т во реш евпй сис темн
неравенств

теrIьными.
обознаtим через fo многогракное мнопество в пространстве

f П , представJIякщее собой оФьединенпе отрезков [4,V;JKoop-
динатнцх осей этого пространства t М; 'Оr 7- |-, ,р, ). Ь{ огра-
нлчения общности мохно clMTaTb, что 

""" 
йп" М; раым единице

ясно, тго Nr/,о ) = п , так что rz (lп l = -2.z/rzz rф z)
ДаЛее шrесто rtzr/o) булем rпасатъ f

Через У, &) обознаш,r r-ю шфру набор fu (ем. ý1) п

поrIоRим lJ

[, ={7r {l,,,., о Jlfu ril- / J,

N; = {7с {|,",, " Jl|l 
G)= о J,

1?rr'i 't, , 4= /rk i

,F"r'r,'/,Ln i,П;
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совпадает с Lrнояе cTBoMLru
Д0К43АТЕ.ПЮТВ0. 0бозначпм мнодество ршений сиетемн (8) че-

ре.з L'п и докажем равенство Ln = /* Снача.па покаfiем, чтс
|'с/нп ur,

,. Пусть 1=(4r,..r2о i lr,...,4 ) удсвпетворяет спстеме (8).
rассмотрпм элучаи.

I) Набор значе}ий ( lnr.,., tl ) совпадает с однпм из на-
бочов /; , /- ГZ . Обозна.плм 

'irc 
чечез /r. . Утверlдается,

что срсдfi значеrшfi переменню( ?, все значения, кроме | ,

равrш 0.
Деfiствительно, пусть /'li, . Тотда ?r lQ; . Это воз-

можно в одном пз двух с.lryчаев. ly' /УО

I.]. Для некоторого |Jo пмееlч1 q.a.)=/ , Q;(/o)=d Тог-
о" tio =О о 

_i 
( fio Из HeгаBeHr*"ua,r, IZ , пGIryrча-

eМt что а,.=О
т,2. дхя некоторого 1,o лпuеем ?i0.)-O_, ?l)(io)=-/

'**j :*" , tio = у . \1з 
""d"{"""ru Z".,i)2 +1, слоду€т,

чтоаj=о
2)"Набор значенлй переменньо{ l, "a "ол"р*"тся 

среди наdоров

9i , /=m . Тогда,. повторяя рассухцения сJOrчая I), устанав-
лdЪаем, чтоЕj=О ,7= уrп .

В обош< оt$"r*, t)" п.2i то,ма (Erl.,.r -Cn)(/o. Таким обра-
зомl вItJIючеmе /.f С Дп доказано.

Дока:кем обртное шшючеЕие. Пустъ ao-(a|r,.., a: ) ( l-,
причем -/.= О прu 7' ll/ . ilрцдqцим перешнньпи { значе-
ния, которне яыIяются элементами набора 8; . Те неравенства
СИСТеМН (8), В КОТорцх не ytac1ByeT перешiе'rfная EJ, , выпоJIненн

для точки ..с'автоматически, поскодысу все остальнне перемен-.
нЕе ,zj в этоfi точсе рвнн 0.

Рассмотрrпа неравенство вцда

А'r't, I/; СОДеРЛТ 
х|о

прпчем

(9)

. Тотда li=/ и (9) прпlшшlет вцц

"."Н::тfr &riа!,;!,:*":э:\:-::,а",J.;,,]i,хifr ;-
ся аlryчай, когда неравенство имеет вrц
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Z .,-'/-/r,
/C/i / ,

Таким образоtЙ, при внбран;-lом наборе переменню< 7i, точка.z "

уд9вrIетворяет всем неравенствам системн (Е). Следовir*uпо,
L; 'l. . Теорема доказана.

Haпolrл.tlTM, что через /(r4) обозначается наименншее количе-
ство целочислеIlнцх перемен!IьD(, необходимю( Jця задания много-
гранного rrл+olKecTBa,,4

TEOPFJViA 3. 0 п ра в едл и в а фо рмул а

/r/,l - ro (l о ),
Доказательство основано на следупцей ле!дrе. l
ЛПШШЦ.Если в пространстве П* за-

данн rL

чем п>2I
целочисленных точек, при-
, то среди них наfiдутся

лве такие точки,что середина со-
единяюцего их отрезка есть цело-
численная точка.

Доказательство леDrмн известно, приведем его для полнотц
изJIоr(ения.

дOкдЗдтЕ.люТв0 ЛDIмы. Мцдой из z точек постав9rм в соот-
ВеТСТВИе ,( -значкыfi двопчный набор по следующе!.ry прsвшrу: ес_
ли значение какой-llибо координатн этой тоц(и четно, то на место
этой координаты.ставt{м нуль, а есля нечетно, то едлтншдr. По-
скоJIьку П > 2 t , то среди этих наборов наitцутся совпалаlощие.
У отвечающих им точек соответствующ}tе координаты имеют одлна-
ковую четностъ и, таtим обрзом, середина соедпняоцего rх от-
резка есть целочиФtенная Totкa. Лелп,lа доказана.

ДОIиЗАТЕJIЮТВО ТЮРЕХ\4Ы. В си;ry tTl /r/.) -< ra (/*)
Докапем обратное неравенство. Доrvстпм , тго сJrществJет сис-

тема линейньD( неравенств, задающая Ln п содещ,ащая l' вспо-
могательнж цел_очисленню( переменчщ trr..., t1, , прпчем

l'r-*ztpz tФ"*r, т.е. П r2' , Тji хе, Йк в начале ýI,
заменим целоwйенные переменнне вецественннми. Лусть В. RrОft"
есть множество рще}п{й поJrуtиЕцеfiся систе!,щ неравенств,

|- Qlfsлrc' Q - ор"ооро"*rор Rr@P2 i R".лilvсть
/l., , ./= /.J , - все целоIисленнне точки множества U . для

каfiдоt{ из ню( имеем
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й,rz ( P.'rl, l ll В) < /, ( I0)

так как P"rQ''rr,l rl B)-hi-carzl/ , u QrQ''rrilrlBl есть
подмнокество одн'ой из коорlпнатню< осей. При этом для каlщой
пз rL координатнъц осей доJDкна найтись ,оо" hi такая, чго

" С {P"''ri,
н сиJry леммц

этоlrпl")
ры / Пусть

d;-" с Рr/ r t7l rl В) = /,
) /? В) есть подмнФкество этой оси.
, среди точек l., найдутся лве точки (пусть
такие, чtо ft.r'+ t, )/2 естъ L; при некото-

Pr'r l, ) /? В = (fa, /Z О,., .,4 l, .),

Рr' rlr., п В = (о, го /}r..., о,,r" ).

В слшry вшпJлuIостп мнох(ества В , Р)'rr/r*/"й) П ВЭ
Э(44 //е], fф,//еJ. ,qdLf), *о протпворечит ( I0).
Теорема доказана.

Посryrила в ред.-изд. отдел
18.0I.Т986 г.
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