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просtЙшшЕ длрФЕрЕшцt{АIьншЕ пIтш
с пЕспошп}lllп уIрАвлявlшш| 0Бшmдхп

!.ll. ПлотЕх8ов8

В работо рассшатравеDвOi Евкоlорш€ вадачх опtпшаJIЕЕогo
ввапшодеflствпя Еесволъrпх упрsвляешrгх обьввтов в борьбе с од-
впч оdъектош. Форlальпо эlш аалдчf, логrо сводятся r дпфорев-
цшалъныш играlr двух обобщенвшх управляоllж обьактов в Фааовоr
прос!ранс!во, пр8дставляхlщ0ll ша ообя сOотвотсlвуDщуп степонь
псходного фавоэого прострапотва. 0дlапо uсследовавllс !tкаэав-
пшх задач окаашваотся цслвсообраЕшI вест, Е ltсходt Oш Фааовош
простравстве. Болсс !ого, в рло случаsв прш рассчотренпl
олоrпътх даФеровцпальпнх пгр чоtет окаваться попевЕшI вшявл8-
впс блочноf, сlрукlурш соответсtвуDЕих 8адач, поаволяпщоfi ово-
дштъ пх s аадачаI боръбш дЕух !(oалпцпfl, кацдая п8 которшх

Форllшруется па управляеlшх обьектов достазочво TtpocTofi прl_
рOдн.

В качвствв теоретRчесrой бааш проводишого исследOвапия ,с-
польэJотся эвстрешаJIьная коflструвцIя Н.Н.КрасоЕсltого 1сш. [IJ,
а такте шонографип f2l ), сводящая определенпо управлешй в
ваlдй шоЕон! врешошх 8 решепшD аада,l оптпшаJIьЕого перовода
оdьектов шв шс ,о8ущllх тOчв8 в та"к наашвавlgо точ8l прпцедп-
вания. Iотя укааанlая кошотрувщя Фlпа ра.звпта для аналяаа
дrферешцпалъRых пгр с двуt|я участнпкаши, 0на 08авшваоlся
прrшовишоfi беа сучlоственных пвчововиfi к шграь со t ногltшп

участншкашч.
1. Рассltотропию основннх аадач шш предпоlllлёr пллшстратив-

пшft пршшер, представляDщнfi па ссбя шодификацшр к зiнтерсуь
шеf, нас сштуации прlпrера ti.Il.Красовспого (сr.[d , отр. I34).
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ПП4ttЕР. Рассшотриrr управляешце офоктш Р", Р
тр8еrтOрIl лзпIенпя кOтOрЕх

7'r 
tl !,1tl,yittl, yicb,y,ltl

0прсделяртся спGrсшаrrп дшФаренцпалъншх ураэненпfi !

еt

э

1
р,

уr|.= уr' ,

!! ., u! .,

li'rO) -Cj' ,

У!.'Yi. ,

yi - u! -9, (I)
i. О,!,2; J=7,2,3,q ,

гда воашчltва f и коорд}tнаlш
в вачалъпъf, colleн! 8аданш.

tla допуотшlпле управленшя
ваDтоя 0граншчешшя

^i
"J рассtrатрlлваешшх оdъеrтоi

uitt1=1uilt; uittl) накIадl-

(ulttil2*tuitL11'./"rf , ь-о,7,2 1 (2)

гдс |t - задачнш0 полошительнше чшсла.
Пptt фпвоtлровашншх управ.пеtlиях одио8вачн0 0пр€дедяется т[я-

екторшя двиIеЕия кащlого оОьекта и, в чвствосllt, полоtrенше

атих оdьевтов в пнтлересушщий нао шоше,lт вроцOни l' .'а
Оdьвштв Р' 

^ 
Р' ваинтеросовавý в шишшчl|ваци! веJiичинll

,1 = Д( yit tt - у" tT))'п(у"rТi - yi fl))", (j l

а оОьект Р" a"nrrrpoco'aв в шаsоttшtзацип этоf, величиlitJ.
Такиш обравOцr llш пр1tходиli к дпфврпциалъцоtl игре коалиц]llд

оФьоктов Р' п Р' с одшшш объекточ Р' . При aToll пред-
полагаOтоя, чlо прш вшборе сво!Oх управлешиll в Kaчlttfi шомеllt
вречонш t<tо,п раосцатриваеIшо оdъектfi ишешт пнфоршаlltlltr (,

полоIвншх всех объектов э чотшфхшернои пространстве (,/, , |l, ,

lr, fо). /|i- Червв G1.(tl,1э,Уr,У.). обоаначлtи облsсть дOстиr(и
шостп обьекта i -аа-врtiшя- f и8 точап ?' ='Уr,!l,!l, !,,i
llв вttда Функцпш платш (5) ясно, что при анализ0 поставлgllillll:
вsдачR вао dудут llнTopeooвaтb l1B оаl|и об;tастш .щOстtt)fiшllосl,t{,

а шx про.",tп, К'2Qл |r, !э , lc) ша Iшоскостъ ( !r,lrt,
коордиЕатш 8очOк Kolopotl шаш удобшо будет обозноч&l!ь ч8ре.r

J п | . С поttОцъп привц}rпа шавсшr.уша Л.С.Понтрягина lio)h-

но покава!ъ, что у8ааанвше прOOкци!| првдставJtякlт }rз себя кру-
глl, 0пределяошце яOpaBeпc8вBlll,





l r, N,:!"
2 ! = mах ^ l[it.

N" с Ki-t(t) ф, (6)
a

Пв прrвсдешшшх условttfi ясноr.что 8а исЕлючениоll случаяi
Еогдд цошlр 0; кругов K}_rryt)rcgrT ша одной пряшой,

пprlrcl Оо е [Оl,ОrJ.шаксшинпчyточвJL' ff.r[r,fflопределяотся
одlоЕшачЕо. пршнишЪd точвш ц , fV., П[, аiточкu прt{цолl|-
вsffa, Ils соотвстсtвупщих оdьектовi llш нФ(од}rш отвочающие шш

управrсшIп. С поцощъп очовидшоfi чодrфпкацшш Еtссуrдениfi Кра-
оовGвого проверяется, чт0 построоЕнно укаванншtl обрrвош стра-
tсгrf, ф=(а!rа') коалшциш преспсдrDчцх объоктов li стратегия

f -аО прослодlоцого объектаrкаtс п в случае двух uгроковrо6-
раsrа, содховуп пару отратегнf,. При этош ослш игроки булу
пцлЁршJ|аfься оптишапъпЕх стратегшfi , т0 шавсчиЕпая точка (

N^ Nr) .с lсчЕниоll врошенш не шоняется.

!_
ц,

olll)еделдtь та$ее, Ерф х?f;irроl [ЕшеЁtrе аuстваяi ([ i в trOMe,tT

преив}tи Т дOсtавЕяо" !йФЕцiiu Ее.а!rч,.Е8 t1:. ail.y,itTi+q,-try!Ф"

9ш овшачаеd, что решешио рsссшатршваашоil шфсренцшально0
пFIв сЕOдftоя а слOдlD0lltlt дэуll задачац! 2

f. 0вределан}lа па плоскости (J , rд) точсr АIr'.7r,rД').,
j = 0.Ir2r пр1.1надIеIащчх сOотвотствушщхr rругаI K{.rcIll

,IовrоtЕоtЕDциr прrводопвшц. вцttlс условлиll (4{ ).
d. ОорчпrпчниЕ для ваlдогd'оФьокта i = 0rlr2 допус!tr.ЕI

5lврвпевп! !,С' , прtl ttoтopшx рещения clcrel (I) в rolleBT вр-
tспt Г ,ловлетворяD! услов}tяll УIТi,ýi , yiffi.li.

Реrсше второИ ив aтl,tx эадач легко шаIп. В rасесзве псr0-
чшI цоIтt Фль принятш постоrlнвше (без переrrш|ен[П) ушрав-
!овtiДО'rЕЕ цirtl-#., u:rt1 =ff,

t.са,h , i-o,t,2

3эо проаереfiсЕ е шoIoEEIo lr!прtuрпа Iаr€ЕЕуilа .il.C"floBtprtraa,
вgжшввёявого Е сде&ушФg зсlIоIоIаlе.львЁш ааj!рqаtsл Для раво-
го объеgта i 

"р"дu 
ушраваеrпi_ 4' , 9довлв"Еогf,sцЕх увло9иш

r цlr tilz*l a;il)' * !!{;9, 't , t = rо.Т! ,

l
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Таrшш обравоч, Есо овод[!оя Е решвпD гооIо!рпчвоrоП sала-
чп Io. Последвое шоrвт бшть шаiдево о пошOщЕD очов[дЕого l!с-
ратпввого процосоа.

2. Будсч расоIаrрпвstь дпферошцпальвцс пгF прс0I0довашпя

о ltгровацrt Р" , Р'r..., Pn, дЕпц,вtiя кO!оршI в Фавовоr
-впростраво!ве Е" оппсшiаD!оя сJtвдупцхчп cпc?alaxt дrфорев-

цпальЕнх уравповшfi:

t{'-/i*',u') ,, 'col-c'i, Loo,!,...,tt1 . (?)

Вначсвпя управляDцlI вввтоrФупвцпft ui форшlруэтоя !гроваI!
в процосоа хгрш прп BaIl,rlx пвфорlацпп о полоrcшш восх odbaB-
тов в даввЩ цоIовl. Otвоопtольво упрвленшf, u' п Bcrtop
фувщri t' продпоIагаDtо, вшподшоЕшшrlt усIовrя, обсспочl-
вшшlо прпIспчIоо!ь пршlцпg rавсшryIа. Кроус того, ш буасr
ПРДlОIага!ьi ,l!0 облаош досlшlпIооlr Gjlл1 ,rя BocI
обьоптов прr лпбоч Ё>О яэляпrоя оrрввlчсЕвшIп, вахrву!шш
r стрOго внlцlшшш llвolocrвam о гладдоfi врввцсi.

9АДА'Ц I. llгроrr !.', Р'r..., Р' обрвуп! воалпцпDr
проалсдупщуD игроЕа Р , В качосtвс рsооrоrвf,я lclml прOолс-
дуDцшп п преспедlбшцr в каrдцil IoIcBt BpGIOE t прlвпrас!-
0я вслпчшна

d.c tl - ryiп t жltl - х"с trl,
L

обрашовпо rозороfi в lryдь оаЕачао! попIку пресJtодJlошого оФьовла.
Проследупцдя пошхцlя вапвтероооваЕа в IпЕпшаацrш BpoIcE по-
шllапt а преолвдувшfi пгроп аахв!орссовав Е IаlсйIпаацп, э!ого
врошORп.

М шсследованпя поставленвой вада,ш ЕЕодош Е р8ссIо.!ренчс
Функции

Ds(а",8'r...,Е*)-.tпiп lxi-x'/, , t,O ,
с=t,2r...rй

определеЕнш0 па

Gt = С|,rЭ ^G|rc'l,...,GJtс'' .

Нетрудtо видетъ, что

mах tttin . DL(.rО, л', .,., х- ) - О
7"еG!ссОl д,tе(.'rсi (8)

тогда и тOлько тOгда, кOгдв

??
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Чорв Т обоввачшч шIЕшIаIьвое 8вачоцпо t. rT,.-}r ЕЕй
вolopol,lllo, цоо!о paEoшorDа (8). Прш аrФ. ш ФIо ЕDsдшоra-
Га!Ь, ч!О ЕI)ш t_:T rаrвцrr л (S) дооtшаGrс, , сrЕslrоь
воП лочва JЕО'iО, раоrmшaad Еа BPeltllg шоlэgrоЕ Gieel,
п а!а lotкa Ершцслrв8вIя ЕIП швlш п0 oаrlшrDяпr цвOIr0-
рпяI 0 !ецешЕеш врочонх Iа Iоtша!Gя. Дцгпшп cлoвalt{, Gслl в
каqсотвс яачальвшх.соотояшr[ в9ЕшЕ!D еП..зd(t, , то ддя со_
orвclcrвJDqвl Фувrцllr \-n е

йа.х tпiп, .. ^ Ц_оал'\*', ...,х-)- О,

,". Gi-rc& } ,'rG,io в€5
прsчсr шrошrуI доG!хгаоrсft в зо& re. зgqбg 8o,fo .

Д&пос, во JIоЕь]ая обцЕоозпr шо!lо счшrаlьi что воо оФек-
,в, вхолящс D вOалlцlDrявIяIl!сfi оучосtвOЕшцIшr !0 0с!ь tlOклIF
чсвtrо la раOоIо!роЕlя лDбог0 tв ашх оdьоrтоэ увGпшчIваот врс-
уп Т . й шаrоrп"во0 шчпс (1" , .i' ,..., а^) Фупкцпп 9,
воIповеlпt .id , сооrве!с!вупшtо оdьептаr j , осущоЬтвляь
шI пошпу прослслJ/счого, совпалаDт. llo уlенъшая общtосзu,
Iоlшо olrlrarb, llto io = fr'-...-ý'.- К ( й . При сдолач-
вш:( продIолоIOшпяIJоrошо рsссIалрrвасшоfi шгрн сводх!оя в
рsашоrавш ,orrвt ftС п роaешrD K*l аадачх оптицальвого

управлоЕпя, G(ю!оя,]r( в пршЕадбвлr Еаtлого.оФьектd а иа на-
чальЕого состояЕl8 сd в точву ,хЧ.Тl.Q,|ссi), доllавпяпщуD
IавсхIуш сrаля.рЕоrry прrsводввхD (€'rri), цв /'- вЕеЕвяя

ворIаtD * фСС;) р non*. fr" . прr оiош, Kas Еоlрудшо
провбрl!ъ, msrr a'(?j буд5rr совпадв!ь о зоsкоf, пршцсIшЕ8_
ЕIя i" .

В рядс оIуqасD рашсвыIпо ,очrш пршц8IхЕаншя ýо шоrет
бшtь овоIово Е решечшD BвKolopo[ sаI8,1х педппеfiного прOrраь
IlроDавпя. Прелдолоmц, чло оФtас!ш досrпrхIо0!l. о !ечов[оц
врсцоЕl оуцсотвоtIво раошряDтся, то сстъ прп t'1 tn п ,tb
бош ,х. Еп

Q,i,cа;l с iпt Ci. rnl, io qi,..-, rr1 , (9)

Е, вроIе ,оDо, IогоЕяшцло обовrш lIоDЕ боlьшпс возцоIшосrч,
sсr убсmDщf, оdьевл, rlro Евра8аатоя трсбовавпсч

?8
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Gi,*; . tr.t C!'-s , '. !,2,...,fu , (I0)

прr лпбшх t, о , ,х. Еа .
Прп втшх уоаовпях оптltшIьlшG траов!оIиш, очовпдlо, яDrяD!-

оя траоtсторllяш оп!пIшькOго бшсtродеf,отвпяl а ,оrоIшс ,orlвa
a.io п водпчпва, Г lогул бшзъ паflдепн пуtоI рstовпя сло-

дупцвfi вадач, велпвоfiвого програхIllроЕаRхя.
llаrс шrшвпровать в оIп,rf, пу

f , f,, сrl GI)
прп 0граничOпиях

Tr*l-Tc*l <О, i=!,2,..., fЙ , (I2)
,т,

где l; - Фувrцuп Боллшапа, уrs8шваDщ|0 llпнпIалъпос врсIя,
необходишое ддя перовOда каlдого оОDвкта i пв его вачцlDЕФ-
го состоянt{я Cd в lочttу хс ЕП .

ПРltИЕР 2. Рассшотрпш пгру преследбвапr.rя с о@ьектаrrп Р" ,

Р" n Р' , дв}tlепшЕ ltоторшх опшошЕаlt!оя опстоllаun

tf: =!;ФS.ее +S t #" = Г;ýc'rrdc 
.,

(.лrjс О), xlcoi -rci,c!), i= о,!,2,

где J-ýo*ýrr, - скорOстБ lочошпп, а{lвпсящдя липоfiпо толь&о
от второil коорд|шаlш, Ч - постояЕпая своростъ объоr!а t ,
аСс - ег0 куровоf, угол.

Будеш препIоJIагаIъ! что 
'ý' 

< tБ < lf; , i=!,2 . Тогда,
очовидпоt справодtпвш предlолоtоttr{s (9-I0) ш рiя опредвrtопля
тоqкп пршцеливаЕшя i".сi!,Ёлi) п волltчlдвш Т шотво воо-
польаоватъся решеншех вадачш полиltеfiного програшшRрOваяиrl
(II-I2). Прш aToIr дIJt вь]ttшсповпя вначепиЛ фувкчпп Болдrава

\сх) пуrво каrФй фа рвшатъ 9адачу опrп}tалБttого по dшст-

родеfiствпр псровода оdьекта d пв пачалыtоil тоsкп С' в

точtry {
Длл задачи со сJlвдующ}ttaи псходtшtlп даппшtrtt .ýr-О,1 ;Sr=o,ot|

Со = ( о,Ф 1 с'=(2,о) ; C2.(-7,-7)l to- !,, v1o!,ý , {z-1,3 ресвпIс
бшо проподеllо tla 3ВН. Точrа прхцсливашпя 3",,t-q|t:2.з2)I!
врешя пOlшкп Т= 2,ýý .

Oтttстпш, в частItсстlI, что ocJtlt ýo=Sz=O , т0 рfвпая аадд-

?9



qа оовпалает о аалаtrоi, paoolloтpoвпofi Вошбоfi ([3.|, cTp.I89).
Тоrда, кав Ео!рудво провори!ь,

Ti,*)- + r d,,o,!,2 
1

п ршоцшо вадlqш (II-I2) оводшцiя r рввшовашпп в областч, ог-
равuчвнвоfi рухя oкpylвoo!яlll АпполOвtля, тоlltrш| вапболео уда-
лёвшоfi оз вачалъвоfi точки со .

5. Тепарь шш раооlrоrрtlц олучаfi, tсогда оддЕ оdьект преололу-
о! воалttцпп убогаппЕrх объештов.

8дДАrЦ 2. Пусзьrкак шJцшоrдваtошпа ооьектоэ Ро,Р',..., Pn
в Фэовоц проолравстве Д 0п}rOшЕаOщg сиотечоf, дпфOренцu-
адьЕцI ураввошпfi (?). Цолью обьоцта Р явIяо!оя поопвдова-
!сIЕвоо JЕпчlоIонпс ойокзов Р', Р"r..., Pn. пгр счш-
!аO!ся оrовчошвоf, в шоцов, 7" . ослч пDш ввкотоDt|х o'1i<
'1Z':"* Ъ-Т l ,TtTl =,TdiTi), t,7,2,.--t*l,

Шгрок Р' вапшгорсяgвsвлlв2ltlltuшtаацшш врешоЕI пгщ Т , а
вOаrпцf,rl IгрOrOв r, Г 1..,1 r 8ахштерсOваЕ8 в.ц8вOп-
цп8ац!п aTofi вопшчпtlш.

Эrотршалъвая аовоrруrцхs ll.В.Шраоовокого повводяот oEco-1

тп посtавповцуD аадаqу_д опрOдо;цвпп в rаrщ]F uorroвT вршевп
,0чов пршцоливавпя tr|"cil, /|r,({)r,.., l!^d), опродоляrF

цl|х IаffOIхвншс olрs?огшл. IB.6yдOtt предlолагатD, ч!о для шaI-
дог0 па убогапшх офа8lов С зочка цршцеJIrвапшfr !а проl|с-
Iyrвa врсчвlш аго суцооrвоЕавцд g0r|il но чоtщо!оя, а !очка
прlцоппванtя пDослешrDцого iffttloФieшa Р" па прOшоlут-
вах' tо, TZl , tТ7, TZ;,i, . : . , r Тц,LJ оовдялдол .cooTBiTaIBbBBo
с ФшrопрованЕшI[ !о,IшаIш прпцвпшвавпя Nl , ilrr..., /Yr.
Кроrо зогоrша шшоIасrва дос!lшшослп ойешов шакладtsвап!ся
огравшlOвrя

лLGi,Ca1. i.ntCri с*1 прп t'.t", i-o,!.,...,mI

Сr'r*1 С iпt С!r*1 , i.!,2,..., t?1, 2

оооапсчшвапцщ0 оовпадовпо оптхцаJIьпшх трqек!орlfi о трвокrо-
рпяш! опrшIальfiогo бшотродоfiствttя. Сдоланвuс предолоIония
повводяD свооr, равшскаЕшо точвк пршцол}tвавчя Nr,Nr,..., il,
к рбдtвпtln оледупщо[ вадачи свлиrоf,вого програшшровашия.
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llашоиlпвrрова!ъ волпчпЕy

Т-Ъ сс-, llil ,Gэ)

прf, огравччснпях:

Ti <со, Ш.) = f,rc', Nrц,

То (со, М l * J[ с л/., N.) -Trc 1 IVr), (I4)

То i"", Nrl iT' rVr,',V.l ;. . . - Т, tV"_,, Yo,l,i[,rc] Jt/; .

ПРlДtlЕР 1. Раосtlотршч хгру просдедоваffпя с обьевтаrш РО,

Р'а Р2, обладапцпrlш Еа п,поок(юlп (Дrrд:) простцшп лрr-
цеппяцI *i.ltd о .Zссо1 .gd, !,-o,1,2. На допустrtшс

упрqвпоЕuя u;<t1 =1цiltlrulti ццlздяшваD!оя огDаЕпчаш[я

t цiсh)'+ (Uiltl)' <lfa', i а о, а, 2 , прrrчёч 
_rf_ 

о > uc l
L- !,2. Цt" опрсдодоllшя точок прrцсIпвsЕчя ,rv1 , Ilz х
воtrшчпшц Т uolвo вооподьэоватьOяi очевuдtlоr роlцонtrсч аадв-
чl попшнсf,воро програццхр(ван.!я (I3-I4). Поскольку для даппоt
8адачх

Tty,Z),#r,i,o,7,2,
то тробуался чакспtrцвltроватъ волиrlшшу

т-чу!
прц 0граЕшчOпшях

ry _ !cri_N,r-o,

ry f l'l/,:Мдl _ IcazUzlog.

Прш сIодуDщпх хсходншх дд!шшх сО.(о,о) i, C(-c!,t);c2.a!,o)
tr't; 1L'о,?; Vr.o,3 рошснпо 8адачп 1sпо проваIсЕо ва

8Bll,.- Соответствонво !очкш прtiцоrtпвашпi Nl.В,!0;3ý3),
l/2-|-о,9з,-зрв)и врочя посIкп T.lz,ýt,_ прпчсtl П"\69 ,

T-12,ýt . Вашетltл, что аоJIл бн пгрок Р'ооущоотвлял пошIку
,олъко tlгрока Р-, то врсIя пошшси сго 'I2.4,?t ,

JlnTop8Typa

8I



a. ýffа$iая:Ч#оТ., Шгровво вадs,п о вотречс дЕпIсншй, I.,
3. AfiBoxo Р., ДпФарапцпалъЕЕо пгрш, ll., i'Uпрll, 1967.

Поотупшла в родslсцпп
2r.уш. I9?I г.
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