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1} рботах [l,Z] aвTopo}l для песлелованЕя вопроса о Еахm-
дении состоя{пй рашовесия в экоllомхческих моделЕ( обмена бшl
предлоilев по]D(од, оспованншii на рсс}rотренип порщдаемюс мо-
дельп) полпадралънж рзбпешfi спшцокса цен. дпя классЕчес-
кой ноделп обмена [ З] этот пqдход пoзBo,lt{Jl прiвдл@тъ эффк-
T}rBHyтo коЕеIIýут прсЕIецуру отнсIйtIЕя рашIовесgж чен [+].

В настояцеii рбmе показнв8ется, мк тот 8е IIоJI,ход мопно
пtЕlrенtrть дJIя IихOццепця рЕI}новеспя в EHot, варпаuте тirодеш
обмепа, KorEa задаlи }rsкспмпзаIsп .rцнейшп цеrIевю( фуrпtцдй

участнпков заldенлотся задачамц мпЕпмшзацдп эвпх (уrшсщfi (прш

сФ1,IЕнепип трбоваlця неотlпцртелъЕости Ех коэ{r!шrщентов) .
}гот варшант }tоде[п бв.п условrо назвав авторм мqдеrrý) коопе-
раIци п rле рессtятршваJIся в [Т,Z].

fiрдлагаеплrfi алю;лtтм Еоэвоltяет отцскать состояsпе IEBBo-
весшя за rсoвetlвoe lпGtrо щагов и во многом d.lизос к алгорйтlч
для I(JIассвческого ва]ианта }fqтlели офлена. фнаво пмеDтся п
знаtмтеJIъЕне мчествеЕнне отличшя, вцзваlшце прнlцIшалыrцм
рэлпlшем в xaIEKTepe монотонности эоаЕf,кащ KycotIEo-EocToяI_
lппс отобралеlпf, сmrш.пекса цен в себя, EEl tITo Jrка$валооь в [ZJ.

I. Задача п пора!даемое ею кусочннIостояЕное
отобраяеlше

Густь I- t1, 2, ...rфl - мнойество Boi{epoв JгtIастЕЕков,
а J= tlr2r...rfu}. - }яGество Eorrepoв товарв pacclвTрBae-
мой прде.ш. 7частlШс с Еомер!д СеI харктеIпзуется дву-
}iя неотрцатшыlьши векторsrе{ еО, ol' е R* ш щш 1ршси-
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рванном неотрицате,tыlом векторе цсн f (+О) реп!ает экстр-
лвльЕую заhдчу

(с', r') - ttlitL/ (])

пр}t условпл(
(p,т-i)=(p,d'), (;j)

Ti z.o . (з)

Говоlим, чпо Р яIцяется llаmloвeciшtll BOK?opo}i; цен, е&цr, сре-
ли оптпмаJIьннх рсutелиii JrказаIlнцх экстре},аrIыtцх задач tll,iШrтся
такие 8С , что внполllяется ус.,tовие бil.паtlса

Е fr' = Z- oLo.
icr L.I

0 совоцrпности такю( bclcт'I,oв f;'"шlесте с соответствJпOijи}I
Еектор}л цен Р гопорят, что otlи обрlзlлот состояние E|mtoвe_
сЕя Ho/leJи.

fiсно, что }.{ожно огрItиtитюя рассtъютрениеи Dектоtюв чеlr Р
из clTlпt.lleKca бJ' , задаD8емого усJIовием неогрцательности
Itotjlцollellт f7 и тгебова}ием ltорировttш

7 p,=l
t tl

лФтественво Ередполагать, чго все.векторш СС п OLa отличнш
от tfуля, и, кроме того, ЪdО>О . Не огрlшвrвая обц-

ности, будем cB,tTaTb, tпo

т d'= (t,...:t). (,l)

Чтобн акцентпрвать шзJIФкенпе ва основ}lцх !{деях пр.!tлагsе_
мою подхола, сделаем бо.пее силыtое пjЕJlпоJIоrепие, сlитёя в
даЛЬЯеiДlеit, lпо все векторц CJ п d{ поJIоrительнн.

Сопоставпм рвсслвтрпв€lелюfi моде.lш, как ш в сJryчав l,1одеJIи

обмена [ aJ, парметричесцm траgспор$rут задаw сJIедmцего
впда:

й *"i buj - пu2.! (ь)

7 "rl = (Pro|i) , iЗL, (€,)
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4zl;=Pi, jеd, (?)

7i1 zr О , {i,j)e I,T. (s)

Роltъ парметров здесь играют компоЕентш Р; ".*rор 
цеrr /o

Ввиду условля (4) эта задача очевиднш!I обфзом разрешмма пр{
.lпобж неотрtцателыfiх значениж Р;

ПPbTl0,]0,iiНl4i.j I. jhя задачи (5)-(,J) вшполняется условие
двойствеrлrой невцроцденносм .

Это прелполояеЕие обеспечивает елинствеЕностъ опгималы{ого

решения при лобом Р>rО ,

Пустъ 1,L; rieI', п t| , jeT , _ совокупность оЕти[€лъЕщ(
значепиil .пвойс твенннх переменню( (потенциалов), отве чаюпртх

фксированпоlчу на9_ору чвметгов Р; . 0брзуем вектор t из
компоIIент 9j = ф, je!. ПрпзвоiЁ нормро"ку деленшем на

Т ?i , п6.1гу.им BeKTclp . V=7 /Т ?i , прЕнадIеfiащий

внутренности ситлцекса d .

0шлсатtная процедура оuр€дешет точечно-I\шffiественное ото6-
рженпе F иэ сишлекоа d в мtожество ето вшутреннж точек
hvtt=6' : кац,цой тсrдtе pad соIIоставIIяется мIIо8е-

ство всех Т . U' , поJýrченнъц прй данном Р "з рашшчнш(
опп{лfiаJlшlЕх-ваборов V; t jeT , по рtазанно]чfу правшJry.

Пусть Е - какое-шбо оппллrалъное базшсное мвФrество, по-
лученное пр{ решеuиш тIЕнспоtrдноfi эадащ (5)-(8) прп некото_
рщ Р'F по одrо}Ф, из алгоIитмов сдшшексного типд. I1o

.B однознаtпо опредеJIяDтся лшtеfrнце ФrЕщлЕ ?.е1 = Zj (2),
удовllетворmчие спстеме услопmй (6)-(?) п условпD

веллшнн zý сrl'Ъ*l;.'-',1'"*-". *,.*. l]l
давr (5)-(8) н-е долько пр,l Р=р , но п пр .шбом р ,

дJIя которго r$ Ql осташтся неогtЕlителыщми. l\frшоство
таких ре а -обрgзует многогрннцк, которнfi будем обозна-

""r" ".Ь. SL (fi) . Ь" точек Р п! относцтелцой шrут-
ренносм 9того многограннпка а.t:g(а)=ýt'(3)оорз |(р) ,

как легко вцдетъ, будет одвотоqоtшцr. 06разш большеli разrrер_
носм бtrцеш поJryчать пр рассlrогрпrт точец Р , пршнадле8а-
щдх собственнЕм граням многогранrшм 5Z ( В' . В да.пъпеfлпем
огIвнЕrилдся рассlботренпеш лхшъ точек Р пз бiО . Поэтоlцr вас
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будут пнтересовать лиurь те грни многогранЕика ýr с fi) , кото-

рЕе персекаются с do . Эти граIIи за.{аются накрцваю||и}.,lЕ пол-
мно)вества}lи базисного lчножества В .

}.'ножество 5ъ- rxr назнваек накрЕваюltlи}r, если каrцьй из
номеров i. r п j е J вхqцпт хотя бн в олtry из пар
Gr)>е В . мцооrry накрцваюl:lеIry h'цсоответствут IIе-
которя трнъ 5Д(6) пдrогогр}gичJZ(.Ъ) , котоtrая зада-
ется теми ее уqпов}lяlи, !rго и SL(tЪ), но в условии (9) .6
НJПКНО ЗаI\rеНИТЪ На S .

0бозвавлм через 3 совокупностъ всех двоiiственшо-допус-
TиTro,tx баэиснюс множеств и лх всевозмокннх накрнваюllих поJt-
мнФкеств.

Спрвеллаво следую:цее утвершение: кsffдое Ь е Ъ порож-
дает неrцrстоfi лшогогlвIпиtt -Гt ( Я) , и этп tfiогогранникtr
покрнвают ýО правшlцrьш образом:

(о) пересечение любшс .цвrх многогранников -ГZ(я)и S2 (8z),
hrrВrе /- , есJIи оно непусто, явпяется грань!0 для каJклого

uз них;
(LL) dо = \./ JwL 9 (Ъ)

АеЪ
Неслошпtо убедитюя в том, что образоtл точек Р€ Jbt Я(А)

прл отоdркении F будет Tattlrte вшцЕrJшй *о"о"fr"*к Е св1 ,

задаваешfi уqrlовш.mд{: g,e d Е

c!c!f
-L

'i=чf," 
, (i,j|еВ. (I(])

3адача об отцсканшл равновесшя в pacclitlтpиBaeMoii экономи_
ческой модеJIи экв}lвалентна отнсканию неполшлсtой тоЕм ввецеII-
ного отобркения Г , что, в свою очеIЕдь, прtводит к эадаче
отЕсIФнпя таtото ,1ьеъ , .rTo SL(a)n 

=(!ъr+Ф.[Ia доrвзательств€lх сфр,чллрванншх утвеIщденшй здесь оста-
Rав,п[ватюя пе будем. Доказнваются опп по той хе cxetю, qто

аваJIогпqнце уlвеFщденця ддя моделп оОмена fal.
2. Алгоlитпа

Прчесс отцсканgя соотоfilпя равновесия состоит в посJlедо-
вателъЕом переходе от одного MHoJEecTBa А е Ъ к "сосед-
нелцr" пшшеству 8'е Ъ , ЕоrцЕашцещ, шз б добавlеlмепл
ИЛИ ПСК'IЮЧеНПеШ ОДНОГО ЭЛеrlВНТа.

На к-шаге Ерцесса пмеDтся мЕопество S"e7t-lt тоrкп
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1^.Z (/J*) n F"еýL(Ъ*). ьяулобстве шrчислениii
будеья прэбразовцвiiть не Р'с В , а неЕотоIцrю Р'- Rf , из
котороt р получается у:d уполмвавrtейся норtллрвtоfi: Л^:
= Р"/ТДf . Тотtи 1' , Р' связаян nаBeHcTBo:.l

р"-7В+tвёl , (тт)

гле €д= (Т,()r...r0) - кооацпнатншii орт, а t* _ полФЕптель
ное tисло. liшбор шмеrшо первого коорд]шепlого орта ше явJиет-
ся суцественнц!,:, однзItо Е теченi{е процесса внбрtпlшii орт ухе
не л,!еняется.

ItolMMo ljuФкества Gr, точе& Р" " 1^ имеется еще значе-
нпс f," С |t,t}, солерркателыtцй сtшсл которго будет пояснея
}Iияе.

Знполненле итераIии паtивается с опре,[еленшя TotEш ?'е 6- ,

приII8плс)|i8:цеР, пеFсеченfiю полпростраItств L(3.|п М (6.), яв-
JlяIo;l}tхся линеi:нцпдt обшlовамr }rногогр8нников SД(3.)Е Е ( а.)
соФтвететtsеIrно. Это, KtlK и в сJrучае модели обмена, прводllт к
решению tleKoTopofi систеlfi л}tнеf,лЕх урашенпй. JJя огшсаlтля
этоt? систегл целесообрзно ввести в рассмотренле rраф Г( 3.)с
ьlножество!л вершtl {tr2r...r^*o} rt шожество луг L Cir^*i11
GrJre 3.} . 06озвач;:л.l чероз ,l(tВ*l ý{попество номеров ком-

поЕент сRязIIости этого граdв. Газбиеlцю граф на коi,rпонентн
сtязности естестт}енннм оOразом соответстцrет разбпение мно-
KecTBI и Т на подмно,Еестиrr,' I и Т0' Т,)С Лftа.).

Упоlляryтэя систе},rа ypaBкcHиii дJIя определения тоtIкп t пме.
ет B}L,l:

ас -З , (ir|rrirj)cE. l (I2)т- -i

A"r:Zr*r<ъ,oL') , }е ЛГlв*1, (iз)

.:Тепtо видет5, что эта сЕстема всегла пмеет eдtHcTBeHHoe с точ-
ностlю ло tJtножитеJIя IIоJIо,мтелы{ое решенце . Деltствrтелъно, сп-
стема (I2) задвет яекотоIже пропорlgя }€пцу веJичишw aj ,
j" Ir , на каfiдой кошrпошенте связЕостЕ гр,р Г( 3.) , т.Ъ.
обцее ршешtе этоfi систеlш пil!еет вцд:

"i=oi?i , j"Ir,ýe,t((E.)l (т4)

где 7i - ЕроизвоJIь}rше пapat eTIr{ , " ft - по,lоfrпаельнше коЕ-
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стантн, зi]даюi]ие упол.{я}ýrтне проЕорIsrи. Подставltяя пре,;lстанIе_

Iие (]4) в (rз), поJryчаем

-пifrr?i : Тt,frurл.rъ ъdili, Jc7t(a0.t rэ)

'IaK как J}B - IIакрцваюцlее !яошество, то \ 4 / пр всех
lеЛ/(3"), и, }le огрниtмвsя o6[llocTи, моЕно сtитать, что

Pnfli=l . Б результате, оФьеJ[иняя веллвrнш б в вектор

f, систелry (]5) молсlо переписать в векторвом вцце

T=VT, (16)

тле } - поJIоклтелы{ая RlатрJ{ца, обладаюtцая, ввц.l,у (4), cBoileT-
Bol,:: cylr},/la эле}.{ентов I} каж,цом стоrIбце FtшIa едпнице. i)To ознэ-
чает, что едиlIица является собственннм ýислоld },,Етршдц tr . j'
силу теоремш ileppoHa сшстешн (16) иллеет едпнственное с точ-
ностью до поло.тителъного мноfiдтеля поJIомтелъЕlое решенЕе, что
ПозвОляет олЕознаtцо оЕредеJить 'L"e ý .

0пределлв ?', рссмотрим завислдде от IиpaMeTp * ,оч,и
p(t):(!-t)p +tt-'l (I?)

7ft'=(,t-t|? +Lъ", (ILr)

Эти l1орlцллц такие же, мк и в алгоFштме Jця }лодели обмена. 0д-
нако отJIиIие заr*llючается в xallaкTepe изменевия параметр Ё :

В ТО вРмя Как в cJylиe молеJи обмена эначенпе L всегтlа уве-
JиIшвается от t=O , то в данно}! сJгучае t пlокет и у]fiенъ-
шаться, прцrЕмая отlицателы{не значендя. То, как следует ýз-
менять f на данноfi,итераtци, п 1казымет перем.енная fu z ес-
м n. n ! , то Еа дашrоi,i дтерщ{н цараметр * слелует уве-
лиtивать; если ш'е L*'-l - уменццатъ. Грашча язменения f
в изdранном направJIенпЕ определяетс" ,";;;;,^ЁёЁЪ (Bai
Q&)e Е( В*) , что эквиваJIенп{о сЕстеме веравеЕств:

а,?1 tp<tl\-.o , (i,j|е Г5* l (I9)

:;-
?i&)

лiwc

Ф
?

P(t): PLФ/z PjGl
*)

Эдесъ
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i,сли при отом оказцвsется достЕкимым значенЕе t=! , rо
{ t'}=ý(Ь.)ПЕ(&1rи }д паццаем шскоttшй вектор равновеснцх

цен.
Пустъ прm изtlенеIIии t поJтучено значеЕие L = L*, п даль

He;lreMy измеuению f, прпятствует одно из fiерoвенств ( Т9). Это
оз.начает, tпо тоцtа PGl лостигает прI t =!* тIжницц tяо-
жестl]а _SД (Е*). В этом слусlе перходим к B"*l, , псмючая
I,tз .Bк э.цемеIlт ( irrJ), соответствующдй лиlлитирDrющег4у из
ttepaBeHcTg (11)): ,Ъ**7= З"r l(й,/i$. Это привелет к новш"1
;,.1lо,тествапl SL(B..J -SL(3*), Ё i .B".n) =Е ( В") .

.jсли же при изl,{ешен_иЕ Ё .шtдтшрующее неравенстЕо оказалосъ
D СИСТеме (Т), то h""l поJц1чвом п" В. попопIенпе}.{ соответ-
ствуюцс.li пароli_ (Ll,tr| 2 J3.,g= Е* U L(i..,CiI . Это прш-
водтт lt SL(3*.r)>ýД(3.)и Е (7Ё*.t) . Е {В*;.j любом случае имее},1 9"'t =9Gi е Е (8.nr) , Fu'-ilt*сý(fr*ъ p"r=j.u *t i. е, dpn Й.ч=t*c.. IЙЬlец,'по_
лэIае[1 Л**r=-lк и перехqцим к шед}mцепýr ша]у процесса.

З. 0босноьэнио ехолшI"lостп

ilо.гучеlше состояния равновесия по отисатпrоii процедуре мФ-
но Iаранмровать лиiц.ь при спеlцалыlол.л внбор пачаltьного т.лноfrе-

ства ь.; g , о котором булет сказано HиJKe. Дпя доказатель-
ства основIlого утвер}цевия потрбуются некоторше вспомогатель-
ные утверrления и понятия.

-illo.дe:,;, квк и в работе автора fZ], на мноr(естве Со cTpyrt-
1уру лrfi]е;iного простр}tства, оЕрелеляя опсращп слоOfiения и

у}пножения IIа всlцественный скаляр. 0бозначплд для краткости SL=
= ?bt Ri= {peR"/P>O). Буделr рссл.:атрI4ватъ точtи Р е SL
itэк прецставителе# соответстБ}пOщих класс ов эквивалентностп Р
(лучеii), IIороJff,цаемьD( таки}d отношtеЕием:

b'nD" <+ f'*tf" , t.O.
II

ialt Паr: l,:efr1ly тоскаьм f а 6'О ш введе}п{нlли масса},и эквива_
лентности uliеется очевцдно взаимно_олнознаtIное соответствпе,
то tjФfiIto ввести требуемrе опе;вrии в }.fiоffестве массов:

i) :tля tс,цассов Р' и Pn под Р'о { пониIлется кпасс
Р, IIороfrпаемшй векторопл р с кол.шонентаI..м

r;=?ir!',1,т,
T:rc Р1 , F; - *йо*."rо какшс-пибо представителеп 7,<Р'
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п Р"е P"i
'2) 

,r.lrя -tacca о и веtцественного Iис.па d- под а(@@ по-
ниг(,аетсfi кдасс Р, порощпаепшit вектороrл Р с кол,попеЕтаlи

Pl=1i t jeT,
где f,; - колшоriеЕты кекоrо+rибо 1, 

a а .

Неслолсlо проверить, что рсзультат вtsедеIЕIю( такиlr оdрэо;,l
опершлй не зависит от выбора Itонкретню( представитеJtе]'i ltлас_
сов и что все аксиомн линеfлого пространстш дJи вве.|1енню(

опершi: внполняOтся.
0бозначим поJrученiIое линеiiное пространство через ! .l'олъ

НУЛеВОТО ЭЛеП?rеНТа R НеМ },iГРаеТ KJTaCC, СО{е;Яаl,И;i ТОЧI(У
(tr...l!) ё R* . {jбознаtпллл его через ОЕ

Е .цалънеiitцеtl, paltlr краткости l,tз,то)i{ения, }Io Ta!.,r г.,lе это
не в учеф ясности, будем
ветствуюllиlJи иt 1 luaccatM€ý о разности Р'оF''.

отоfi(,цествrlять точки РG е
Р , говоря, Еепри:,tер, лля

с сос:-

Р' ,р",

Вернегиея теЕеръ к рассмотрнпю вопроса о сходи}lости olиca]I-
пото алгоритма. }1з (17) и (Iii) сле.чует

p(t) - 7 lL)= (l- tl ( р^ - ?^)= (1- d)c,a е 1 _ ( :I)
ЭТО Означает, что элеп{ент P(ёOg{L) llsходктся в Е на
лучеЛ , исходяцемиз Og в *uпр"Йении элемеttта ЛaZ ,

порхJiаемого Bel(Topo}l Jr=(lrlr..,l!) е Rn , тде о/>!
С ,цругоf. стороIш, p(t) О q(L) лрина.п.лекит },:IoxeL|TBy

sд("B*) о Е (з") = @( в*) с Z, .

Заметим, что в пространстве Z .тинеi.iнне iушtционалш и}lеют

впд hcp =Т Ь;uрi l

"л" 
fi,; - веществеuные tисла, удовцеfворfiощие услош,lю Z. hi'| .

Поэтф многогрнникп Z, (Ъ)'5Д , pаcctlвTpиBaelrнe как
мноrкества в Z , TaItJ(e ,IвJIлOтся )JlногограЕникаLт , ибо задаlотся
системамп .lртнеi.,iнъпс неравенств впца fuP"- bPj " соп,s!.
Этого, одIIако, Еелъзя скаэsть о мно.шествах _SД-(В) : в про-
странстве Я онш явrиются крвогранникаьтt. ]] рзультате кр4во-
гранниками будуг и шtoкecтBa @ t В1= -Sa ( В) Ф Е (7З) -

JII}йМАI.Пересеченrе луча Л с лкt-
бнш пз кривотраЕнЕков 0В) яв-
ляется связнЕм множество[,

6,7



I,]пнпц,t словат\м, утверкдение леммu состоит в том, что.rгуч А ,
пОкпнув Qп.наццы какое-rмбо из мнФкеств @ (В) , ]rае не "возв-
рцается" в него.

Л.O]аЗАТП,ТЪСТВ0. Рассмот;им .шнеfшне обоltотси L(8)и М(3)
соотRетственно многогрнн1,Iков я (в) а Е (Ъ) как мно-
JKecTB в R* . Покаже}Ji, что tJIЕожества L(B){l9a M(J3)OSL ,

рэссмsтриваемце как множества в Z , взаиt!но допоJняот друг
лруIа в след}rюще;Jt сI{lJсле: лобая Toцta S € z оJшозначно пред-
стамг,iа в ви.Lе разности РО9 точеlt Р€ L(3)П la и

1е мUз\ п 9.
liначе говоря, н}пкfiо покаэать, что систепла ypaBHeHиi,i

ar.=r, , jeТl (22)
1i

t r; : Ъ с 7, dL) , ), ЛГса) t;:rl
)еТе' 

О i.eTo l

# = # 1 (L,l)|Gjj,,€В 2 :4)

ИмееТ ЕРи SjrO единственное с тоqностъ!0 до мношителя поJIо-
,fiителъное решение. lигурирlрllце Эlесъ }яIояества 7о , fi оп-
релеJяOтся i -й копшонентой связности грф Г( В) аналоIич-
IIо тошýr, как это бъио сделано при оIиса}lии системн (r.2)-( jЗ).
Дрльнейшие расс}цденшя следпот схеме, использованной прt ана-
l:l}13e разреrдимости системн (I2)_(I3) с тем лишь отлпIием, что
условие нормровки на tsеличrнý Xi , j € Je , вводится тедеръ

Jlsy= t

iJ итоге снова приходим к систе}.,:е вида) (16) и, испоJlъзуя теоре-
пу ileppoHa, получаем трбуеплое: систе}rа (2;J)-(24) имеет едrн-
ственное с точностью до пололительного }.{нФпителJI поJlопптелýlое

реlшеЕ![е.
Вернемся непосредственно к утвещдению леммн. }iз доказанноii

однознsчности представJIеrшя лобоf,t тоqtи S€E в виде S=

= р" @1" t ф Д(S)пSё t |sе М(В\Л 9, поJryчаеI.t елинствеЕность
такоро представленfiя и дJIя точек луча А' Z, . Слелует под-
Че!ККУТЪ, ЧТО, ГОВОРя О ед}lНеТВеННОСТИ, ИМееI\,l В ВПДУ еДИНСТ-
венностъ Р" " 9' как элементов пространства Z , т.е.

равенством
ý-ъ
j'Tu
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е'! инствеIпIость с оответствуюi,lих lt.,Iaccoв аквtrI]аJIентностя в ЯС R'.
lottKpeпtHe хе предсташлтелп этпх классов опрлq,Imтся, естест-
BerIHo, лиlllь с тоlшостью до поrtffiптепь}лого мношптапя. Попlrwт.l
qцIlознаtшость к в выбор прсдставптелей, ес.ли, рассм€lтрI4вая

Р'" g' мк элеt ентц из R- , потрбуем доIIоJIнЕтельшо Pit"e
€ d . Гри этом уаловt{иt аllмизиIrJrя равенство ('l:T), прлходдм
к закltюченпю, что пЕ&t прqдвиfiецпи S по лучr А соответст-
вуххрtо топfi р'r1'- а будут IIерi,:е]]lатъсл по вокот9Еьш Jгу-
чаг,l РеL(Ъ\я h,-M(B) исходяlш}л }lэ TotIKB персечения
L(J3) П aП(В) П С . Несловtо прверяется, ttTo упорядоченность
тосеи S на .цrче А согласуется с упорrt]оченностыс точ_ек IIа

.rryчах Р ц Q. : sr}St ыIечот i*>p"' ,9'' >9".
Itодчеркrем, что Л - ато.туч в Е , t, f 1 Q'- ",ryui в R' .

.'IcHo, чтодDщцдrc,я TщascA тогда и топыtо тогла
Еокддает }д{ожество SД(В)еЕ(В), когда ли<tо то.пtа fs
пОкпдает -SД (а) , лвдгаясь по Jгуw fJ , .mdо точеа 

'!r'
покцдает Е ( f,a') l двЕгаясь по Jгучу Q , ;шбо то ш дFугое
присходит одновременЕо. Iiщtпляя во BHE[rEHпe, что iiElo8eqтt]il
Лс al п Е ( f,}) вlrmтся многогрlЕнЕIt'}.и в R', " 3,
а - лучп в R* , Еоцrчаем утDеIIкденпе Jte}дjш. Jешя докаэана.

PaceMoTptt. транспоршут задачr (l,,)-(S) при Р- €r . ]lри
таком Р зацача 

'Ъ:? у&т:Ёе доцrстшlое решlеЕпе:

al4 -О , j{! .

0пшцлвлыпrе знаqенпя двойственнъв перёп.€нЕю(, как легко ш-
детъ, опредеJцются.по :рр,ýrла,:

лГ1 =о , ^i
\=ry а,* l j?t,

пр!!чем шшtryш злесь, BвlIJry ус;Iошя двоiiствекrlоii невнрж-
денносял, ,цостЕгается на еIипствснном алементе L- ij . '!'еtл

са!.,!цм fiоцrrве[r в качестве опплllвлъвого базпсвое мко,Еество

fi= |ci,lti.t}u{G; i)/;e Tr tr}}. trsl

жJ**n 
z?i (.pl, порmлаешю( этипi базксннt tцIОrвеСТБОlrr,

Ъiiq)=Рj , i>l ,

бs



ztt (р) = (Fr&')-;i.. р , LеI .

IiaK лежо эйдетъ, эти ,tIrBKIш ЕрЕпЕ}Еmт поJIоштапъпце sва-
qешtrя дJlя эсех Ре ýО , достат9Jво блпзlшх к Tolшe €r. Ць
этс,ry дJIя таttгх Р мв@ество В будa, qддIствеЕпцlil оптЕ-
l6аJlbпH]t| базцсrпш lдншеgтц)лr. o,rcцца слqIU€т, tTTo тлfiе тоЕg
Р оудут прщsjlлрlisть тоtrtко KcecтsJr -Я(Я) п не буауt
ПFНаlЛеИТЬ ЕХКаКФЦr ДПrГq,V ХЗ ШmеСТВ ý.( В), Ъе Ъ.

.'titf?i.l 2. Дос та точно дал екIе точкп
луча А прIведлеtат только одно-
чу яз_}lвоаеств @(В) _ мЕоаест_
ву @(fЪ)

дс;'дlАп,lЕсШ. для эле}ЁЕтов лJпа А<= в качестве
црjlставптелея огIЕшчЕlФя рссltогреЕЕеrt ToEfi Scý . тоIь
да ,lля достЕlючЕо далеtш а.Iе}rептов .'ryча бу7еш хиеть: S,+ €t,
т.е. ji rO , Lz/...Sr
Jhя точек Р'r?'a 6-, зя,lрщ, пIЕдсташенпе S в щде S=

= F'Оlr' , это озваrиgг' J 
#.#._.,i.!. (26)

ГсJп qiс Е (В) пIп век(ж)prш ВеТ-, то j", / j'e
огIвшчЪно, rбо Е(в)- 9а!rФое rвcecтBo п Е(Вlс6'.
Теr catf,nr, пз (26) qtteдreт, что PZ/Pi -О пр.шбоl
L>! f,, gваtпт, Р'* €r .'}io Tor1a усrовЕо pF€-Sa(q)

lлfe' вшп(цЕяrця, gогJасно IзлщеIяrry Й;, *r" ip Ь=Б.
;'Ietaя лФtазапа.

Iiрqцояrш рассшогреше вопроса о qrqщlФtш прqддGеЕЕою
а.пюIlпrа. Будеu вазtватъ паду тоуы Ptle ýО д о п у с -
т х ri о й , есш пIп неко"орФl _ЬеТ. алеtЕвт p@n
пryriад.пеrrrт rЕ(Iостцr О(В) П А

jIля j€ Е rв) вв9деt! вепqппн

lr-"|/qi , (i,j)eBt
в, IспоIъзуа Ех, перепхшеч схстецr-услошf, (I0), зqдащ lдь
lестю Е(а) , в шце

ю



xeQccci 1 (L,Cl+b. Q?,
tlепошшлlt, lпо ляGесгво l2(B) с 6' эqдsется спсfыой ве-
р8вевств ъъiсрl>о r(L,jrев. (д)

ПГГЛ[СйO:iШIiШ 2. ЛJ,я JФdоfi ,rоryсшlrой пар точек Р ч Q
в Ееравепствах {й) ш (2-8) разве лпшь qцЕо недввонстк) вш-
поJIЕяется каа равонство.

на rдrсестве jб естествеtшлшt обрвзоl ввод[тnся бппарвое
oПIФteBEe ПсФqдства' S , оо *с."r* Si de jВ яв;lшт-
ся 'coceJ$шlв', т.е. обраsувт пару ( В', а'1 е ý , есJIи qд-
во Ез нFr Ео.щrчаегся пз дрrгого добавлеrпеш пJlE искJmчеЕцеr,
одrого 9ле}!еЕта.

Paccr;oTmrr суаеЕпе Sл отпФIеЕпя S ва ,яо."ство J6r.=
= [а€Э/@(В)лл+У} . Для эюrю опtошеЕхя frBa шво-
вsпЕп лешш I д предlю.ltоIеЕlя 2 шшtо утвеIцдатъr ttrfo:

I) irля кацдого .Rе jблв lшoBecTBe :&л ш€ется це бопее
дцв "соседеf,".

Из леш 2 поlr5rчаеш допо,[цЕтолъво:
2) у шшества .f; , опрqдеltяеrюю в сооfветствцп с (25),

В jбл ЛХШЬ .lцпн 'сФqд'.
Теперь ;яссlDт!пк ЕФпедоватепьвость }яшеств В-СЪ ,

порщ,аеlýт Б соогветствпЕ с оцпсаЕццх шI!оIЕтllош lсIодя пз
Еач&rlцlою rfioвecтBa 8.* Б u 

""*"rrшоrо- 
ao-:L . насапь

шrй.еtстор f . r Еоrýrчавтся qддо$rачво нодшрвсоfi векто-
Р !,i с пошовентаrш

i'^ = !,
о!_-,-с? irt -Ij ,

В качестве Р" шrzво взять.шбоf, в€Е(тор дха РО-{+СоG1, t!,8
Со НаСТОЛЕ(О ВеЕПýО, tПО ВЦПОЛЕ.ШТСЯ ;еIВЕПСttsа

tр',4i), ffro| , iе r ,

ýсrтс, что на наtlЕцшоl.t шаге флен пметъ а'-$ , }t, ввяду
внОора начаIIlаоrю А.= I , процесс обоlвется нs этФl liiaI.ie

лrшь в том с.щrчае, когла $'явrцется равнофсЕц, BeкTopoll
цеir }юделл.

п



i,Iз ошлсаuия алгордт}JЕl следует, tпo пощrЕшцаяся в резуль-
TsTe последовзтельность IчяФеств В*е Ь оФtодает cBoitcT-
tsоif (8., В*и) е Sл . Повтодlяя вшitпадки, прIведеннне в

fal прп расс}J|отреЕип алго;lЕт};lа лля модоли ocjMeнa, ноfiIIо пока-
зать, !пго если пз парЕ неравенств

Ё;; (ptt>)2ro l ylqift> < ci
Одно Ок€lЗsлосъ ли}литпр}rюllим при опрвJ{еJIениш ве.rш.мнш l. , то,
Фtагодаря пIЕIзЕJIу Д**t=-Д., npy"oe из нервенств этоfi па_

рн не моает оказатюя JJиt{птир}rю::щ;r па следуючек шаге, и тем
с8}Енм

Л,B.z # Ъ. (ff))

'l'l.cl;E;LГ.. i, ри вш по лЕеýши пр eJl п ол о -
пellлil I и 2, п Еачаль}lнх J3o-B и
до-{ процесс заканчпвается полу-
,iсниеl: равновесного вектора цен
:.: о .;l, с .I l! .

;:.]::i.l.tj.TiilЮTЮ. "leTKo вRдеть, что ,Ъкт поrIучения по oIц-
сзlн()},ry прщессу равновесного вектора цен равпоси.леЕ ковеч-
ности поцrчаемоfi послеловательности i.,яоOпеств JЪк .

I: ca;,ioti деJJе, прцесс l.{meт trрерват}ля.т1ll!lъ по той прши-
не, что .ибо на опрэделеЕном шаге бшiо достиIчrто значеЕие
t*= ! , лшбо у имеющегося J3* не ЕацlJIось второго "соседа'
(кро"," З.-l ) по Toi{ прIдImне, что P(t)o1(t) прlнедJIе-
)flит .- ,.;J*) пtrи любоtм отрицатеJ]ыIом i . lio леглrе 2 ато во-
з}tоlкно лпць для В*=Ъ* В.. Уитцвая пlиведеннше вшuе cвoil-
СТI}ё ОТНОШеItИЯ Sл1 ПоJl.fчsег,{ .J}.-1-3r, В*-а'В"Я Т.Л. ltЭ
са:;ого хsра]tтера перехо.ца от 8* к J3...r (либо добашtяет-
ся, Jшбо исJi.лючается од{н ыIeI.{eIlT) следует, что К зJlесь мо-
.кет бштъ лаtь четЕцм. iio тогла в результате поrýrчиI!,!, что

si_.= Вl*t , 8 это противоречит (}j).
'li::,!i:,: обгrзоI.:, остается поt€зать, что послеJiовательность

Е, ,:oHcTHl,. lрелполо;tш противlое: она бесlсокечна. Топпа,
рI$fгу Iсонечноетll оrj:,tего lиcJt;] ;1Iол(еств ЪG Ъ r сре.{и tдIо_
::;eeTll .B" !t\iеl]тся IlоЕто[)л0|,иеел. ilустъ оС - ш:lu,r1.1i:лыlнй из
Iro; ,ei)oв поIjторя!,]!:Е:хся ,].lo:IcnTB 3" , l{ .B" повторилосi, на
I::r€ С НОL;СРОГ"1 f, , Т.е. h*= Btr,_ tr>&.

9сно, что 4>О , ибо у Во=h лиl:lь qlин 'сосед", а
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у 8.*86,шх лв8: 3rr{br,. по (iI).I.jlmecTBo B.-n таюsе

яц[яется "соседо},1" для В* , е знвчит, доrDцltо совпалать Jm_

бо с By-t , либо с ХЪу.l . }io это Еротиворе.мт ToпIy, tпo
3а - пЪрвое Ез повторпOlцI,гхся \rIHoaecTB ,fЭ* . Тем са},я},; по-

.цrчае}d конечностъ ЕосJIедомтель}tости 8*. Теорпе доказ|_I.. .

r.. IipпMep

T-i качестве пJIлOстtrвтивното пIммера paccir:oтpЦ}.li ll:олеJI$ Itоопе-

раI9lи., в котороfi тр товар и четыр€ учsстндка. l-iycTb векто-
рн С' и dn таковы:

el = (2, I, з), d,'= (гt,3; 0,т; 0,!),
С1 = (3, Т, I), d2= (Q,2,,0,4; 0,3),
с'= (I , 2, 2), ё= ((},I.; 0,I; 0,2),
С'= (I, I, 4) , dq= (0,4; 0,4; 0,Э).

}iнйормаIцю о теi(ущЕх мЕФествах 8к будем заIIЕсцваь в вщ,це

}латрЕц ,ixl}, отмечая Еозиции, ооответстryшцде элемеЕтам В*
крестом Х, 8 остаIыlше эJIементн токtой о .

"Цетко убемться, что l[итурлрушцее Е оIисаЕиш алгоIитма
MHoJKecTBo S= Во в данном сJrучае будет таки..r:

я

В результате вектор $" окаэнвается пропорщональннм эек-
тору С2 z ?"= (о,о; а,2| о,2). Бектор f пuеет вцц р"=
=g"+йQ1, где do в данном сJIучае определяетсяJаскGrIыtо
бопъпDIм, чтобш бшlа Ееогрцателъноii ве;шrцна Ъfi (Р"). iiмееп,

rt, q'lr(p,d})-p-Pr=92pr-Or6p.-9?p.. i,lожно взятъ Go = 0lg,
что дает р" = (I,5, п,2; 0,2).

Иl'ЕРАlР'jl 0. Имев,. ao:no l flttl=f ,
р(t) = ((FЮ,9t;О,2i o,Z) о nc

Так как l._=1 , do Ё ну:rно у"Й*"ur". iiри l= L.=Yr=€
велитмна ъý cpl обрштся в ноJIь.

pt= (r,з1 o,zio,2, ?

1n = (O,Bia,2i O,Z> 9 ffl='t .

I
=(i

х

х
х

х( ;)
Вr=

l.

п



иТЕРА[ия i. fuя оЕIвдеltения кол,lпоцент воктора ?,i пмеем
СЕСТеW 

\ъ + аэ: (ъ loL.\ ,

+=+ 2

т. е.
f оrь z1 - 016z.r. - orlLg = О l
L Zэ:аэ,

Уgтцмя трбоваше ЪСе С , поцппаем Z'=*(ВrZrz).
В рзулътате

1(t)-(r-t) ф *LrL = (go+qtot+t7o,z -qозlЗs-l)о,z-орЕzъф\

Так как ZJ с тоqlосsью до поJIштелЕlото мнФштеJIя coшrаltaoт
. Р' , то усJIовпе !,(Феý{в) вв булвт лЕlптЕIryшшцr, пI5 оЕ-
ределеяtrц ввлиtlицш tt .

Так как hr=-!, то на давЕоll пlапв зЕачецпе Ё rгу:кпо

у]эпшаrъ ог t-o . JIшшrтпдцвшшл, дJI'I fa окаэъшается усло-
ше 

^L n!

,ЙЪ>/f,са ,

_L
q?, -о,оs2zs L -' q6+orLG\7 t

llогучаем tl= - 0,60?2. В рзультате

"=(i :l fn==::,,;::;:x, \z-1.
ИтЕРАlия 2. Систеав для опредепеЕпя коIi,Iпонент BercTop ?'

Емеет вдд

t
?,

т
L
-2

/
Ь!

L
s29z

?4

,



Отсцда, с lпвтом трdовашrя 1Ъе t , п!леем t1=(0,5; 0,25i
0,25 ). поэтоlry Q ft) = ф, p(t) * ( !,Bz1,1,12gL 1 ozs 1 9,zs) .
Ве.lпчшrу t ва дашой ЕтераIщц следуот Jвеппtшвать (Дt=/)
JIпшшрушддм црд опредолеlмп tb мошет оказатБся лtrшь одIо
вв ушЬвпfi: ъI сра>о l ъ?;-(рft)')>zо э z!1 QФl>.о.
llMeeM

€; Cpl=(p,*)-&- с'zp, +qчр. -о,?рз ,
Z* СР= fztfз-Срrd')- -olZft +Qбрz+Оlар" ,

zt <рr= pl - ( р1 ёtё1 = с'ýft -c"ip" -orSfl -

Летто провеIшть, tпo дЛЯ Р= f(O=ZL всб JкаэаЕнше условшя
ЕlпоJIЕяются. Тем саlдпл p-Z' ,Iвпяется пскомцм равновесннм
вепторошt цев !rодеJIп.
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