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}rАгисlрллЕlнЕ сюfiсlвА б -оптtалдlшлл,гх
трддпюрй в шOJIЕIItr экO}юмI,тIIЕскOJа шццпшшg,1

К.Ю.Борсов

В лятеrдмческоfr теощп sконФrпческой дднаплцtд обышо рас-
сrrатрваm (см., папршrreр, обзор в E]l траекгорпп, оЕш}tаль
нце в сшнсле тер{пвалшlого плп пmегрsдъвоIю целевото (уlпtщо-
нала. В то fie врешя пIвдставJIяет Ептерс п зqдача о постреппп
тректорпfi, коФорше обеспеwварт в lсацдd }лоrвнт вIЕшенп oEI}e-

делеЕ{ое внаqOвЕе пекогорого целевого помз8теля, напрпшер

уровня потрdленпя пJ[п т€мпа рста. IhlerrBo такпо траектоFR
в этоft статъе Е псслqшmтся. Рассrвтщваеlсй пщщ оптшl[аJIь
lrостп пспоJБзовал А.Н.JIшутrов Р].

ý I. мqдель ра!rсеевского Tllla

Рассrятрпэается шqдаrrь aкoнorlntleoкot дшаrдшп lulo , *оrо-
р8я задается вшпу(лц!, коlrпаашш, техполотЕtrескш мвоrвствоlji
l с, Rn Х R' , персек8Ещдrся с мно8ествоп{

Q : {rc, rlе R ', R^: * - |l,
п непрерЕвой квазпвоrтqrтоfi (Рувспеfi полаэвоотп

lLIx. --+ (.
Щол тревторпей атой мqцаш понпЕется последоват€JIъшость

(O*)l ( Г копеqво пл бесконешо) элеlаевтов Д' , дJи кФ?Ф-

рй 
-{Зt 

, Поrr]1еr,rF воех f . Обцwо в такtrх моделff рас-
сшат;шваrтся задачи о !ЕкспмЕзаIЕп велЕqЕнц српвщой полез-
постп
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r.|

|iu,{co, s*+r)

(пшп дпсконшровашоfi сраврой шолезвосм) (сш. fТ,3,Д) .

В шастояцей статю задав ставЕтся EBcKoJlыto шIая: опtr-
сатъ устрf,ство траекторпfi , обеспеWваЕщ( доотатоtцо бо;tъшоfi

уровеЁь поJIе$Iосм в кщдй моiiент врмени, оЕределtrв заранее,
каKEI, этот уроюЕъ чоfiет dъпь. Такая постаЕовка задаtlп оЕрав-
дана, в tIacTEocTE, потOшJr, чт0 эконOмпческЕе пФtазател]Е по
врФiеЕЕопry црпвмку делятся па пперваJIъпше п молreптшrе. Ин-
тервалъЕне п,оеазателп пзмеряDЕся эа Еекотоgrfi прсмеlпулок вр-
меЕЕ tr для HtD( "прволврна опеFащя су-!шЕрованЕя прп перходе
от шеиеЕsарвцх пEтepвa;toB Е пвтервалаrа болъшеfi дпителъшостп"
Б, с.S]. Д,пя моментr*пr цоказателей операЕtrя слоfiеЕЕя во вре-
шонп пе яыиется правоюроf,. В то ,е вIвrя нет Епкffспх осяо-
вашfi щlедполагать, !mо ЕолезЕостъ, Езlýдвеmя с поriощIю Фуlrк-
lEE пqrlезЕослтЕ, явrlяотся пЕтервалыrцм Еоказателеш.

Пусть С -;вшешезадачп
utr,о) * rTlд,oi (цfu)< L,

4 _arl л сa.!L - ll:g,.ic) . Буцw предполагать, что ш< rпаL|u@,f\:
(СrУlе t 

' 
. _В этош сrýrчае сJществует лшеfrцй Фтпgцоilаrl

Cqr,P)< Ё' { , огделЕпцхfi шопество Q ог мнйества
{b*l, |,| uч) ,- Ь ) , т.€ .

?о + р{, < 0 ((о,у\е r, цл,у)>- i\,
qD + ро >- 0 (ле R").

Сразу,е оп[gгпlr, ч8о Q: - Р , тоrЕа

Pf < ео _((o,yle Z, u,(I,f,)r.a).
Тректорш (Or)i шоделп М, Фд""ваэЕватъ d-ц-

тцвлъшоfi црш Eeкoтopoli чпсле 0 , еслп

|l,(Ot,Ot+)> to - t (t^O,/,...).

ПРШШОfiЕtШЕ I.I. П рп к а rд ом 6<0
ствует чЕслопа Т лпбоt 0-
торпп @t)| Ее

Tr такое, что
опт!мальноfi

превосходпт

сУце-
длtr_

траек_
Tn

т1



дO}(AзАТЕ.пю ТЮ. Попохпм

В : rп,а,о {р* , 

", Рrrх*' \,
6 = rпiп |рс l се Pz."x|,

0чевцдпо, то посколшtу 6.0 -п ' 0,- 6 r 0, , то

t: rпао\рrrt-о):(а,ч.\еL, lL(ц?,)r,а_- бl . О.
Следомтелшо, дJц лобоfi тракторпп " (оr)| спрведлпва
пр}r С< Г ц€пчtII€ неравенств:

i - [о * р%- trc -< роо< В.
Итак, c ( в, h/(P . IIрдлm,енпе доказЕlно.

любоfi бесконечноft
@t)7 внЕолняется не-

И *@,,",r" 
" 
i,

0прдеьм м{оfiество М сJlод]rвщдм обрвэом:

М: {ое R":\y:@J/,)eX,tl,to,yl>a, pt: pnJ: PtrZr,
Iде

1,п:|tс,ч)е Z: u,@,t7)>i,lП {rn,ylcZ, pt: рпl.
ОIметим, lпо если {уtпtlпя {,t, строго квазпвотнута пJIи

представЕма в вцде

ч,@,|): Fcol - C"trl,
тде F - стрго вогrфта", а } --въшуrс.пая {уtяцrя, тогда

м* {i|.
Пусть

N(цМ\: п;п|llо- t7tl: 
уе Ц J .

Нес.похно показатъ, tTTo пмерт место следrххщrе два утвещ,деппя.
пРЕ[IлOýiЕниЕ I.2. Д л я л ю б о г о. €>0 с у щ е -

ствует qпсло LСф такое, что для

слЦсТЕ4Е. Д л я
траекторЕи
равенство

всякой 0-оптпмалъноfi траекто-
(е*) трии

LL, д

*) Псли А с ДП, Pn, ro РlrД:{ЛсRП:lу,СЛ,7lСДl,

Р"rД = ly, Пh : 1л : (п,lFr. Д }.

моментов времени
N@r,й)>g , не Ере-ля

qпсдо
0 которцх
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в о с ]с о д r т Lсс'l
Jlалее, в этом параrрфе будеш сwтать, ltrTo вшпоJIняется

следушlее рловЕе:

ро: ра @еМ). (i.I)
0казнвается, что в этом слуsае магистралшьй характер п9веде-
ния ý -оптrмальнЕх траекторпй яыtяется устоftв,tвшtл при мрьк-
рваниЕ варал,ютра 0 в ок;встностп Еуля, а пменно, имеет
место

ТюРIIиАI.].Для люоого €>0 сущест*
вуют такtrе 1п сла $>Р, \,Ц , qто
для всякоfi 0-оптrмалънЪfi траек-
торпп@)[ прr Ц"t.Т-\ выполняет-ся неравенство l(a;,M)<e.

ДOItДЗАlЕПЮТЮ. Опрде.тш {рпсЙm ql: Z.--R след]/щдл
обрзом:

q@,(tl - п;n{u,co,yl-h, рtr-р*J.
0чевцдно, то mдла.qВ.,trr:0 , пlичем qrc,rl<O
прп I/ и, 

(a,lt)c1

ilaM трбуется сJIед}щдfi варпант извествоf, летtплr Раднера.
ЛВlltilАI.I.Для любого е>0 на Йдется

Лrе>>о такое., чтd пз соотноше-
нпй

т(о,И| > е, @, ?)е Z
сл е д у е т п е ра ве н с т в o^(|(a,yl. -0{е).

Зафкспррм е> 0 , поJIопЕм б- Лr8l п внберем
с> 0 т€жим, tпо Ез сояшtопения thrl"l) <е _ следует

нf)равенство l рл - ро I < 6/Ч 
^. 

i П*о*l д&lr€е, 6- бrГ)r0,
0 - |,l,- rraeJU,@,Y): Р! > РО+ 0/Ч 

'> 
0

п зададДм D > 0, " 11 , l; следпOцпrд обрзол:

6 < пiп[6, Г, б 1,

7 _в- срА+ бь .
', ---г--,

ц- pb:j/1-6 *,.
п 

l ,.

?9



, .Рассмотршr теп€рь цекотопр б _оптппдалъптут траектоDпп
(Ot)b , . Сразу ае оп[егпм, mо дш траекторш (q)j прш
всех Т вцпопцяDтся слодrrщде вер9венства:

lr(ц, ott]\ , а, - 6, (I.2)

u,(at,at+,;, а;б, (I.3)

P&tr.,. раt+б/q. _ (I.4)

Нервевство (Т.Ц) вьrпошяется в сп.lгу внбор .исла Л
Покавем, то дJIя каддоFо f шцолrяется таме по крfilей

шере одrо пз двут сJIедупщд( веIЕвеяств:

рh-6/ч < pФt . рi t'd/,/ , (I.5)

Pat+n. Pat-6. (I.6)

Действптелrяо, еqllп t (Л*, М) < g , тоцtа lýlполЕяотся
(I.5). Ес.rд ве N(ПtrM) >Е ', то вшЕолняется BoIEBвEсTBo
tl(Ц, orr' ) ' а знаtит' в спIry (I.3) И оЕределеЕпя {уrf,t-

щц (| , вцпоJЕrяется (I.6).
TiycTb лля некоторго { вцпоIIняется Ееравенство Ъ(ЦrrИ).

ПокаЕеш, что еGrIп 
л А ,

t т Р),> Ра + Ь/2, (L7)
тоIЕа tr4 l, , а если

рrr,* pb+t/z, (I.8)

тоIЕ8 t, >- Т - Г,,
Прдпо.помм, qто вцполняется (l.Z). В cв,lry (I.a) для

t-t,,-l в}Jто]пrяется Ееравенgгво

pat * рА+t/ч,
(I.9)

а знаqЕт, и пeIEBeHcTBo (Т.С). Следовательяо, (I.9) Е соответ-
ственно (I.6) вьшопlяудся дIя всех t. t, . Суlлшруя (Т.6)

цо всем f, от О ю tn-y', поryчаеu

рцl<рло- Et,,
Итак, плеем цеtrочку неравенств

pi +67z . pot 
n< р ?,-Б!,, 

< В -T/t,,
откуда п вЕтекает, tmо tl 4 l,, .

Пустъ шпо.шяется (I.8). В сп.lry (I.2) п опрлелеuия /
pot,+o. prt,- 6 л ph -t7u,
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Следовательно, для t -tt+4 , а знаtит, п дJя всех

t, t, вшпопяJются (I.6).
Возыrcлд пропзво,IЕIое f такое, чго f, t,l <С< Г . Пр-

с]пдrпровав (I.6) по эсап t от tr+ l_ ло а , поrIJЕIаеш

РФr< рLt"rl-(t-[г1)6.
Итцt, ес,ш tr+l .r<Г , то вшпоJIняется цепоска tsеFвеЕств

8 < р ео< р;r,,,, -(с - tn-,.)6.F -6/r- сr- t,-l)i,
0тrсупа вцтемет, что f - t, < Г, Теорша доказава. lс)

СЛЕЦСТИЕ. Еслп для т ра е кт о рпц (&tlo
вшЕ олЕ яе т с я ра ве н С Т В О 

ftЧОr,аffl)-а,тогд а Z(аr,И)r;0
В моде.ш Ип мmно с!штать, что в качестЕ ЕзЕачалIfilо

задаЕного бертся не f,:л{кtия поtезностп & , а сгЕошеЕЕе
прqдпотецЕя ?(>) , опрgдаllенное на L , щдЕкаторм
кOIорго яв,Iяется ffнкtия И , п все утверiценпя сфрryлпр-
в€lть в TeImEBax этого огlrошенпя ЕредпоtmенЕя.

НепосредственЕнм следствпем теоремн r. Т .вllяется
пРшlЛOУJ,ниЕ ].3. Дл я л ю б о г о е> 0 в е й -

дутся чпсла ДrСе\ пLчсе\ такпе,
что для всякоft 0-оптпмальной
т ра ек т о рЕЕ bi при /.пr€)<t<Т-Ьrсс_l
вшполцяе тс я с о от н оше яп ez(al,M)<e,

Это предлопенде мопно домзать Е ЕепосIЕдственно. В свя-
ЗП С OltsI,i Н.П.Демеmъев заlвтпJI, tпо теорма I.I явпяется, в
свор очеIвдъ, его Еростýм сJIедсгвI{ем.

3АМЕЧАНИЕ. Пустi Х - *оЙ*т 
"з 

Д^ такой, тго Zc Х , Х ,

Рассмотрпr шtФiество S' вс"х такпх непрерывЕъоr ФWкцпоналов
ъ:X-R , qtо b(.t\<ь(О\ дJIя тех (а,Ц)СZ" , прд
которЕ[х ltr@.t \>-ff . Поllоmr д.пя ье У

у= {зеХ !Зу,в,tl.,,еI,, ццtп>il,, Оtt|)-6@|!
п возплем 

':^!r 
rо' , омЙв, ,rо uИ 

=I.\y', . Можrrо

помзатъ (анмоrтщо тоilOr, как это сделаЕо в L_6J щя мqдепп
Ноhлава - Теltла), тдо наfiдется фуЕкщонал Бе S , &пя ко-
торого W; : W . Во..всех сфtrryJцрваннц,( внше гIвеIщде-
ЕпФ( мФво tшовество tl замецЕть мновеством ly' . Jия этого
в доказателютвах вместо ф3пtrщоr!ала р }IJreHo цепоJIьзоватъ

8I



не
дOкАзАТЕJIюТф. }1меем

ts paMtax моделп Неfhлана - Iеflла обшт+о расслrатр{вается
задача о построенtrи тректо;иfi, макспмиtпtупцIDс пекото;нfi
терtшrаllыd цепевой фунlсltионал (прп коневом интерваJtе
шIанированЕя), ил{ о построецrи бесконечrъос ффкт}вню(
тректоршfi tcM. fT]).

Рассматршвается сJIедутщая зада чs : как устроеЕа траекто_
ря (С* )] , обеспеWмюцая эа кашtнfi бдинтrдffi промеауток
временп Tt, ttl ] достатоwо болнпоfi тегчтп рста, rзме-
решrft с помоlцъю поJIопитеJIьноfi однорлной вепрервtlой фвк-
шм /: R| - 4; как tгаcтHoe |(orr,,\1 |tcrl.

Пусть mлеется модель Неftмана - Iеftла /n/, , коrорая заца-
ется Hopn{ыlbHHM супеlлпlеfrнцм отобрпеюпе"' 0,, Rr - Ri .

с теорпей моделей неfuлаповского Tпla и соOгветствуrщей тер-
лянолотиеfi можttо познакOмиться по работам E,O,Z].

Будем прелпоJIага,i,ь, что у этоfi моле.rm имеется неfiдлановское
состояние равповесця (d ,(Е,осЕ ), р) , пIичем Р r, 0(т.е.р'>0 длявсех Lеl:п ).

Под тректорвей этоfi модаrIи поЕимается последователъностъ

@)I ( Г коgе.пrо шlш бесконечно) такая, тло

h+l е Ф(о) (t c_O,t,,..7,
Пустъ задана фркrпя l, Ri * Д+ ; предпопатается,

чго она непрернвна, IIоJIохительно о.шrорблпа (l( Лf,):ЛlW)
дJIя всех 2>_0,oeR| ) п монотошrа (пэ соотношемЛ{l>-{L
&IIя всех ie.l : rъ Jrr.*ч.r, что /r2) >- lctll\ . Будем'

lacc}ElтpпBaтb толъко те тректорш (сr)] 'мбде,ш И , для
которID( {Pi > 0 прп юех f . Тректоlпю (Фf)Ь Фдем
назнватъ D -огттшлалшоfi, есл[

l@*,,,)/ |(с*\ >. (4 - бla (t-- o,1
По.lтоlим "'c,t= rпhо {|Bl: рв : а l > 0,
пРЦL]IOfiЕниЕ 2.I. Для лю б ог о

Глюбой 6'-оптýмальноft

)

6r.о длЕна
траекто_

роо И){ превосхохвtlп( СlР8о

Д*r. сlра(gе R|),

82
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зва!ит, дIя .пOооfi траекторип (")'"

/r*rl a с,, pot< c,,*tpa (t: 0,1,, , .) ,

В то же вреIi{я для б -опммальноfi тректорпи
няется для всех f, первенство

|rcrl > [tz- ы)*]*дrсо,,,
а значит, п

( l - б\tаt {rло\ < c,*t р ro ,
откуда па,rуqаем трбуемое, заметив, чго эдесь U- б)> t,

СЛiЦСТý4Е.Для любоil бе сконечной
траекторип @)' внполняетс.{ не-
равенство

Ш l=@tr,\ . о.t-ю $rсбl

Напошпllал, (см.[61 J, ,lTli непрерывный MoHoToHHbai по,Iо]Еи-

телъно однородкшfi неrулевоft ФЕlкlиоЕал hr Ri* Rt на-еý-

ваетсfi равновесннм (относrтельно темпа роста с( ), еслп

tцl<*hсо (пе R|, yeata,il.
Itrfuожество

{л eKi '1ус Ф(о\: ht|l:*lrсоlj
вцделяемо фппtIцоналом /l

Далее будем сtштать, что Е> > 0 и неfвдаllовский лу,I
(Li\ х"о я&Iяется м€lгистралью. lJ|атистр.ltъ&lостъ неi;маноа-
ского ;rучЬ означает, чго для всmсоft траекторш, @)r ,

удов,IетвоIжх}цей условпю Цmit ро* , 0 , Ыеет ltecTo

сходт}lчтр P@t,E) й:?','"о. frc,t\ : ||о/ ttoll-
- */ llrцil.
' IIеhлановскиfi .lryч яв,IrIется мапrстралью, есJIи, напрDпйер,

пеfuлаповскш состоЕIпе яв,Iяется стртим, т.е. равенство
&рr=Рr пра |€а@\ возмо,trlо толысо дм л r лемших
на неhmяоюком'.lгуче. Неltмановскпй луч явпяется IifаIтстралью
п в Jtпнамичесrtоfi модqllп Леоптьева, когорая задается следую-

щпм супершgеlЕшr отоdрле"uчr, 4,(О):{3, R|l Ду<лl ,

IIе Д - неогIшдательная ЕераэJrФпuzrя пlишйэпrаh [rЕlтр,rца.

Из rагпст;влцIост[ неfhвповского луqа сJIелует (см.[В},
что наlhется равновесньrfi Фпtктпонал б . вtцеJIяmий lteiiMa-

(rr _1t,llo"li_):

вз



новскцfi .,ryч. мйно счптать, tпo равеЕство 6(@) - 0 цIпоJl_
няется топыtо прш Л- 0 , пбо в проrпвяом случае буцеи
f,споJIъэоватъ равноэесннй (!рtlсцонал д'(а) -- А@\ + Рс,
тохе вьцеJIящfi gейIаповскиfi ;уч.

1ТЮРЕмА2.I.Прr всякЕх о^еf.,:, €r0
найдутся qисла 6>0r\rТ, такпе,что для любоfr 0-оптпмалънойтраектор""tлl)То, псходяцеft "" ао,
при l-.t<T-\ выполцяется неравеЕ-
С Т В О iP@sla)3€.

ДOК{зАТвIЕсТЮ. Не пiаляя оdпFосп, будем сrштатэ, что

{rЕl:ьrlдl g о(*/ , тотtrа

бftt') < д@) (е< R|, tе Ф@)\,

Atf,l: /J@r, ltc Ф(л)= >З 
^ 

>.0: 2,a,=l,, (2.I)

Испоlтьзуеи следrшув лемлry.
JIIа{Iи2.I.Для всякого 0>0 паfiдет-

ся 6(elr0 такое, что пз соотвоше-
нпt!(э,i)>€,иеФ@) вцтекает Еерs -
в е в Ь т в о,r(*\kU-0lсеiьСО\,п

3а(шсспдlем Ъ, 0 , Еоrlmпм d: 0r0l , вrберм
такое чпGrIо Е е (0rе) , qто пз церавешgгва р@rЕ><е
Е!текарт сOогпOшенпя

_ а -i l/'" |wlf асаl<ч-t;'fq
п цrстъ ý: frбZl > 0.'

0прделш шсла 0, 0о

6< пdпfl-ч-6f/| -El*|,
Tn, Т,

|-(r
следrщt{ обрзоr:

т,

т2

IЕе ý - mас
Пусть (Эt

Ее заметпм, tпo дrlя Еее дJпоJвяI}тся сJIедrщо BoIEB8Eo.IEa

_ t"lч-6{'/рА1wЕ_,
- lпLц1-8y'/q7
@,

{|о, лrо):f ].
)i - Л -оптша.пtвая тр9екторпя. Срвзу

( t- 0r1,,,.):
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i(.q' > u_ 6\,lr. (2.з)
@-t, 

wlo

Црqдпоllояшrм, что p(лtr, бl > е ддя некоторто t,
И покаfiем, Iпо еслп

ltonn\ f ьwа,\ < U-t\'/: Q.4)
то trrT., ,аеслиl ' irc*"lf ъ(ц,,\ > ч-Ьl'( (2.5)

тогда tn >-Т-Ц,
?accMoTpl.tM сфчвfi Q.4). В сшгу (2.]) и (2.2) имоем для

t:to- n, Рц . М;, < U -; \'/",

ош(уда, с учетом внdора Б , о*r""""
A('trll) < ылrlQ -6\,

fu,ч-t|lч,

t:tг'|

ffi . (п- 6\'h lcпu,> /a(orr,\ ,

Прпвлемя (2.3), поrytmем что дJIя
}repaBeHcTBo

(2.2)

вцполцяется

(2.6)

Тоtшо так.доказнвается, что (2.6) веrно п дJIя всех t.t, .
Следователшrо,

ffi, [r,, Г;/]t' |toolfo{пo\,

огкуда, с учетом (2.4), по,тучем

tt -i l"|' r. lи -6 i ф]*, 
|cool f а{оо\,

tпо п впечgт неравенство t, < \
Теперъ рассrрrрп't с.,цrчаfi (2.5). По лел,пre 2.I влрем

4(сЁrt r)< u-tlol,,rl .

Пдив.темя (Z.Zr, поrrytвем цепочку нефвевств
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ltnt*n\
Ь(цф,)

(r -t \r'/'-''l" |,о, -l/цд
> (t- 6)

,То . Теорш дФа-

для вовотороf, тра-
вшполвяетса соотЕо-

ъ(ооr1

Слqдователдпо, EtBoM, в сп.ry ввбор ý , для t=tl+ t
HeIEBeEcTBo

цorrn\/tlиr)<(r-r),
а с учетош (2.3) п веравеЕство

{_(Сt+r)й(л.r+r) >0_Т;!' (2.?)ltзrl/ъ@1) -'l v"

Двалогrgо дша9нвsвтся, Ето (2.7) шшолпяЕгся для всех
t , t, . Отоща вштекаgг, что дtя всох 

', \ внполняDт-
ся веравевства

t, Ж, [cn- 51фt-r++п' cl -i;!,
}tTaK, ес.Е trt,

запа.
CлriIPlElB. Всдп

октовх, (ar).i

ШеЕtr" *ff-* r ТОtl,аlа@6tЕ\t4.

В заплчеш9 clIglEI, tпо ддя Еот цtпвqд€ЕЕш утвоIв-
дошf, шеDтся подЕgs авалотЕп в IоделяI с ЕoцрIЕщtц вро-
rEEan.
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