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OIIEHKи схOД/шOсти 0пТимАЛшю( тЕ'АшtIсРиr{ В
lфдЕпrш экOнOмичЕсIФfi шrшпмкt

Н.П.Дементъев

В работе цредлФевц условия, при которц оптималtаtо тра
екторпtr в моделл( экономtrqеской дгнапmси сходятся друг к дlu*
Iy с геометрческой (экспонещпалы{оfi) скорстъФ прп l * и,
Пршленптоlтяо к cTaIEoHаpIHM модеJIлIм с дпсконтпруомой {yнi{"
r8аей поIезяости такие },словпя рассмотреЕн " tI,Д. В [| Ошi
Еримевен спектраJIъншt ава.ппз лхнеарпзовашой систешл двойст-
BellнIdx, соопtоllенпfi, а в fZ] - аIшарsт (уlжцшй Лятrлrова. В

обоп< стlгlая,( суцествеюlо испоJIьзовалас ь стащоIlарцост ь мо.

делп. В нашеft работе изучаются моделtr с IteFMeEBHlttT во вре"
менЕ техЕоJIогЕческшмп мнФеств8мп п {рtкtцяла поJIевЕOсти
Прqдлопеmrцfi подход ба зяр}rется на устойсгвос тц дЕн8мЕческ![l
.mrefoboc сЕстем Rпла

ArV, + Br,Vrn,* Aio,Vr*, * 0. (,*)

тве. 8*- ЕевЕроцдgцllая спммёгрпwая матIшца , а At - вообц*
ювоFя, вшроцденная !дTpпIIa. Наш утазаяш достаточнне условtrl
Ерп когоро( сЕстема (lе) устоftчтм g gдgдукщей смнсле. Сущест_

црт Е[сла С> 0, qеL0,1\ такЕе, тIо для шОоrо решеЕпя
(V1) спстеш (lэ) и iля .lшоъв tt,to, tr, 0<tr.to. to. n.
справедлпва оценка

llVtrl|< Cпoe|tlv*ll, llV rll|, 
паэ { qb i', qt,, t о 

\ (вg;

Ес.тп (Vf) ограЕЕqено, Tor пOлагая
предеjгу лw tz-ф , поЕуtцr.:

t.- 0

llVfoll < Сф' su,p ll/rtl.
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Пусть (r|), Q'i) - лве оптимальпне тFекторип в мо-
делU экономичеЬкоfi лпiаrшки. iiplT рце прдполоуоUиti чдается
показатъ, tпо тIЕеIсториrl Xr: Qi- L'r, л;_ h;,, явпяется
ограниqеЕншм решевпем ддq HbKoTopfi устоiiчпвоii дпнапшческоfi
спстемц шда (l+), тте Х*, хо* - двойствеrшIе пеlямеtl-
нце, по?то:т/ Ъi- ъi-6, Ё;- Л';-О с геоlетрическоi
скоросты0.

I. Лормl.шровltа осношIого д9ýшдщ. Рассмотрил,t сташIарт-
ную модель экопо}шческой дпашшtи

Q{ar, yrl < 0, t= 1,2,...,

tt'- atr,, * Ot, 
Yt,atr.l,Ct е Ri, t - 0,1,,. .

"Попезность" доrrустпмоi траекторПп (f,6, ац1, С)?- о
вом промеrутке [4 ГJ 

, 
пэпmпвется вЫпчйЪi.t

Z U,^(cr't,

где tt,, R|- R, t lb,ri . !._
ЛоцiстплЬя твектоия ( yj,

оптmвшной, еслп
т

d,*nt+1'

(т)

(2)

t Ф
)с

ка конеч-

назнЕаетсяt t-o

fu Е(шlrсj) - urЪо\\ > 0Гп qt-p-
ди всех допустrмъгJ( траекториfi (Yt, rrrl,Cs\|-g Taкltxr
*о _|о: у;'Бiдем fоЬрпть, (по траекторпя ki, Yi, ei\ догvс-
кает xapаtcтepпcт}lкy, если наfiдется последёвателшlость (Pt\
такая, что для призваIыrого l|олЕнта t в}lпапняется - РrЬ1+
LPtn.,Oirr*ч(c;)>--PtCtPt*tq- q+ u,{с), есй
Frco,yl<0, 0<С<r . Прп этdм помедоватеJI_ыость (Ps)

нdзшйется харктерпЪтшсой траекторпи (Э|, yi, ci \.
lhпKe для удобства пвyy @r, f,6\ шrотда будём обозна-

вть через \
л, ПIч} сушестцrшт *ч е; >- Q, е!> 0, еrr0, ё,,>0, €ý> 0,
6 i r ri, 0! r r'., бзr- еу 6,, > е ч, 65 >- Ь 5, б > о', i -,l,.'.., 2n,'j : 1,...-,п,
такпе, что вцполнеЕн:

ПРШIПOJЮ}IЕНИП I. Щдщпя F*Crl дваiцlJ непрершвно

диффрн.щrуема на мнохестве Д:lеi,6jJr....^Lе|? б,'ПJ ,

neo""n e,<ll#rzllf, llft*\11",aiý"l*i, фсь>о,ffiэ il,ll обозначается ен{.л}tлова Hop':l.
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ец< s' #(z)s -< Г, для воех i е Д , se,Q'j ! ýll- 
',t = 1r2,...

IРЕШЮJЮ8ЕIИЕ 2. Фушсцдя tl.(c) дв€lJýдн вепрерчвно
ддферёпппrеuа на шGестве " 8 - [е1, 6;.]- . ..rtrl, бЛ,
ЕFчец Pcqro, c"sfl Pcrlff< [, -Ыr" ,;ffro, i о-
ддя эсеI а е В, sеR', llSll:{, t: O,t,.,.--

Реззrштатш рботн содеIпатся в сJIедпцЕt TeoIElяx.
mOРаrА I. Пусt ь внп олЕ е.н Е п редп о -

лоаеЕпя I,2, IIрЕчеuQЬ.>0,а!>0 ,

L=l,...д,i:1,...,п . П у с т ъ {ft,'4rr,"i)Xo,
(Yi,'i*r,Ci)Eo - двв оЕтЕн8льнце
TpaeKTopEEl леIащlе s ДХВ .Тогда
существуDт чЕсл а C>0,4e[qt1 такхе,
" " iЦИ.л ti,*r,_oir,, ci_c;)il<csi t= 0,1,...

ШЮРtЛА-2. Пус т ь энЕолЕ'еЕш trредпо -
лоlеЕпя . п у с r, (ti,nir,ei,l\f-o
(ti, nirr, "iтраекторlr, удов
следуDцЕu своiст

ol fqr0 . такое,
лля вс qr b=l,..,,fo,

6) т р е е к т о р о , (Yi
кае? огранпqепну

Е

- две оЕтпмалъЕце
лет
ваш

чт

т.)L|.-

)io
воряDщпе
:

a L 
'rL 

,rL
О fsi at+t, Сt rЧ

) доЕус-
актерпстп-

Е у pi?er> 0: ffpit <62, t: l,^2,.r.). т о г л а

суцестЪувт- чЕсл а С>0, qe|O,t\ такхе,
чт о1 а v 

Kyi-yi, ar*,-oir,,ci-cilll< сt,t: цl,...
2. YcTofttцBocTb Фtпоi спеtвалъвоfi ;шеfuоt дшашческой

сЕеFеf,ц. lIше Фдеш ЕспоJБзовать следrIщIе щ)оетце своf;ства
спшег!Еtшцх r€трrщ. Пусть S - сп}!rетрвIЕая lятща. Вве-
деil епеIryllше обозвачевпя:

lls lI 
:,ffi П 9oll, llýll,,, :,{:,i*llSo l! ;

.Рrrr".6\ - tJвксП}вл5}tое по модулю собствевное gосло S

__ }frCSl - iiцнпrапýIое по модулl0 собствеlцое чпсло S .

raК ВЗвёСТНО, ID/ЕЮТ UеСТО СЛеДУПШlе СООГНО!ПеНЕrI:

а) llSll-Иr,*"(ý)l ;

t = !,t,
, \+tюх

... i
,Ct
ар
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d) llýlldo - lл.r,"СS)i ;

в) l/,,*r(S-')l -Илdr(S)l-' ,еслд S -невцрощден-
ная спrilетFчltая }Еlтщ ;

г) р,*( S\: llS ll : W, С' SЛ , рл;,($-llSl*- fu"Ъ,
еслц S - цоJI@птелшо опрлеленцая Maтpшla

Итак, рссrютрлпl лшеfrryп ддlашческчт спс$еlry 0педrшще-

го вПЛа:

- Sr_rуr_r+(Р/'+Sr_)Х* + Р!'yt+н|ц:о; (з)

еll хr+ (р+'+ s*) yr+ н!л, - SrXl*a -0; (4)

CH|lTXr+ (HhTYt: 0, t=l,!,... (5)

здесъ Хо , Yrc R| Лrе R .
0бозваwм

а
pt] D12't 't
р;' р:

Нr: н:

Ht

h

IРЦЦIюJюfrЕмЕ 3. }Ьтпшg { п'S, влmвся Еолоштелъпо
шрделешоf, l ЕотIrщдтеtrшо опрqделеЕпсfi втIщаrg coorвeт-
g!вевпо.

rРЦЦIЮ,'IOffiИЕ 4. СуцестIJутт поIщтелъцне выа \rlt,6,
таЕпе, тп0:

al Фп< пГРrл
6) лTSra <6
в) llНЁl > h,

< Ф2 ддя всех л,е R'|lЗоU=l, t- 1,2,.-;

для mех aeRifroШ= l, t-Ц!,...i
t - |,2,..,

lfu хmшr цока9ать, tnto ecrl ограпгqеЕrая послвдоватшь_
Еоcгь (Vr, Itr,,, Д*r) oclb IЕшепIе (3)-(5), ю (Ys, Х**r,
Д.л.,) * 0 с гешт;ычесЕоl спорос"ш прп Е-Ь ."'

'Ёсть t,, f, - дЕ целIfi tIпсла, 0<trat"a о. Тогда
Еелхtцпц Yirrr-:,X.t,*r, 

^t*r,",, 
Ytrr, Хlr..r, Аrr_, ш(шо вu-

IЕЗПТЪ ЧеРеЗ Yl_,Ц , еGll Д(Жа9аТЬ ВеВЕIРq!€ПВОСТЬ Сf,-
o?еuц уршеlШ"lЪl"1tS) ,rrп f,- t,+ ,l,. . ., t.- / о,tвосп-
nеЛБЕО ВеХЗЕВС'Ей 

Чr*r, 
Хrr*r, 

^tr*, 
," "Yir-r, 

Хrr,r, Аrr,,,
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l,,iатршlа этоfi спстеlш после перостановкп стрк п столбцов
моя:ет бцть прдставпена в вшtе:

Xrryn, Yrrrn' ",, I trпаr Yц- l Дrorn " ", Atr-ni

Иtr,tr). =
Pftr,tr\ + s(l,f2) HG,,trJ.

HT(t , t,) 0
I1e

F(f/fr):

кtф -

Hrn,

Рrr, 0
D
't,+7

0 D
't.-,

Hrrrn 0

H(t,tF

0
Нrrо

0чевидво, что ff#iл'Ц{,t)а.m, n,Оlftz'Q-t\П .

PaccMoTprr: Фтос

Rt- (tB)
l€трпi{ш s(t"t,), с -t, t l ", ,, t,-' ,-r"па,"iff*.у:{i!уf=
;Sl'#;;{,lэý2'Н!,'#ilт,Б,lоt.",;;f, ;

92,

S"., &r.
-&*. Satl

$.*l -Ь,
-St+r St*l

9._rl-b,
-&.zlýt.l

,



!дlтриllн P(to,t) и S(fr, 
'2) 

, по,гJrtIпм

лаз a'(Ptt,t)+ S(t.,,d))о з Фr* 2е, ос Дz(t;t,-l)'rЪ

Лп/frчlдI.Имеет мес то оценка
шOlq,t)ll<Lm,п{по/z,-(Фr+zаVz+Vспr+@ц@уjl.

ДOItАЗАIТ.П}СТtsO. На протяженшп доказательства мц для прос-
тоты вместо Ф(Ч,t2\, P(t,,t2\, S(t,n,tL), H(tr,t2\ будем rвпсать

Ю, Р, S, Н . Так как S - неотрпIательно определенная }rат-

рЕ{а, а Р, PYS полоrмтеJIýrо опрделенн, то согласно пред-
полопенпю 4 по;rywш р^,^(Р + S) - rпirъ aT(P+S)a>
,. ,шдсТ 

Ро2\. .rЙ-l что llНll . 
l|*П"7Jо,ЦНДll>. 

Ь.
*rо'йi 0 слпшетрчная. f4дц * u.r."d'ffia, wrо lцnntb\lr-

у, п;п{х,fz,-цr;С WI то справедлпвостъ леммы булет
BHTerclTb иэ соотношения в). Пустъ, ог п!отпвнОт.ОrlР*r(Ю)l <

< пiп|r, l 9r- 
сц + ze>/z +!@/ чТF- } . оо о, 

".,Ы 
j : удю),

а череэ Q,rЛ) - соответствушиft обственнd вектор:
(рtS)Е+нл -FZ,

н'Е: F^
0тсцда T:-(P+S-VEi'H Л . Матщrа
обршая попФпsтелшlо определепн, так K€lK

,;n, оТ{ Р + S -Р Е) а >, tпiп аТ( Р + s> о - ц l 2 >-,lt 
1 
- ч /2 = ц / z,llcfr./ " l|з|l-,' _

Подсташlяя поJryченное для Х вшрапеЕпе в (7) и умнопая ре-
зультат слева на ЛГ , по.rýrwм

- ATH'(pr s -,рЕi'нл :Fllл|lo. tBt

Так как Р+S - РЕ - полоftптелъно определенвая lвтрЕца, то

F< о . лпя мЬтрлпlц (Р+ S -FЕf' !меет место оценка

mirъ.оТ(Р+ s-f ЕrЬ : р*о(Р + S -jЕrl ) *
llcll-|

-, (,о t s -F Е ) = ( 

р,уоп'с 
е +S 7 Д )с ['>- (йr+ 2о - р s.t

0тсцда и из (8) вытекает веравеЕство

(6)

(7)

P+s-?E и ей
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-{,t2+ 26-J.llл il'шнll;,>/ llлil'
пJrп

_ lъ'r-;F (й"+ 26-l ).

Из последrего неравенства и из того, что Р * 0 , полуqлм

F._@r+ 2ф/2- + 2е)2fц + h2

Это противореит дотутцевпю. Jешпв доказана.
Итак, lvl,1 действительво показ€L,Iи, что tsеJIичины И *r,Х,

л., _'; ; :, .," \/ :"-;:, х,;,- ;];; "ffi ; ; ;;ж ;.*'' " i ro,',"t* 
|'

Дli этото вектор (Sr,YЁ,, 0,,.,.:О, StrXtr,0,...,0) следуЪт ум-
но}ить на лr€lтрlдýr 

-Ь'|(t.,Ё,) 
. Иэ iеЬп* r следует. что нор-

мы матрrг.I 

^-l(t,,,t) 
оiрfoче",r, равномерво по tr,t, . Fс-

JM ограниченная тре'кторяя ( Yr, X*rr, Дr*r) mляется'ршеrш-
ем (3)-(5), то лз ршwерноfi"огоДЙчешrосЬи ||ý'(f 1,t2)|l п

ll Stlt, t:0,1,... }tемедлеtsно слелует, tпo для всяtЬто € > 0
еуществует Koнeiиoe число тOчек t , в которъ8 ШЧ,Хt,^t)ll>€.
Нулrьй нам более сплшьй результат сqдермтся в следующеfi

у!:лй

лемме.

ниченное
существую

ll lr - (п2+ 26)f2t + эеf,Ц+h2.

JIШn/lA 2. П у с т ь (Y1, Хllа, Дr-)iоесть огра-
(3)-(5).Тотда
,r) такие, что

DеIпениеi о, 0, gc L0,

ll( Yr, Х*, Лd) ll -< Сtо*а"{;и tt V, lt, sир ll Лtil ] .

еличинн С,q не завхсятв от внбо_
ра решеншя

ДOКЛЗАТЕЛIСТЮ. Поlехем сначала, qто суlцествует Т > 0
такое, qто дJи всех t > Т спраэедлпво Ееравенство

ll(Yt,хt,дJ||< f,*ao{fiYr_rll, ilxt+Tll}. (9)

В качестве r Moк.lo ш,lбрать мпнимальное пз цеJIъо( qисел, пре-
восходяцЕх tшсло бц l,ц сч + Z ,дч h,: mёfu{'tr/ 2,

'ч 
+ l,ъ- w2+ 26)/2 t + 2о) . Докахем это. Срдп чисел

2 r...,t-l наfiдется /' такое,
}

{-T+.t, +
l,

94
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< пL,о {л 1_rtt , 11 x,*rll 
I f ч tо Прлпо.ltоплпя прти вн ое

Тогда

0.r-г+ 
'

l-.l
д Y0ll т. ( плл {llyt_ IlI, Il xt 

+Tll \f f l а L' е'
q

>/

i другой сторонн,

>- 8 &'G'^oo{ il Ч_/l, il Х, 
* rfl Jl ч L е : 2 la rMo{ll 

ч_тll, 
ll Xt 

* Jl J .

0 =t-
ltY ll

I+l '0 -t-Tlt
ll( УO,ХO,ЛJl2€ zllýl(t-T,f + г)lt,

к G rпд L{tl Yr_.tt, fi х, 
*ril } < l L о,,*с 

{ Il Y, _ rll,'l X,}Tll J .

Из полученното fiроти_-,{ ll,rlr,, сJIедует суцествование t' . Анало-
гпýно Mo)ttнo показать, чIо средп tglсел t+4,,,., t+T-|
найдется f " такое, тго llXt,,ll< по"с|tl Yt_гl|,1lХЁ+г'lJ/Чrа.

Yr,*.,, Xr,r1, At,+.t ,,
, поJryчим оценку (9)

Спрделяя величrнн , Yt,_|, Xt,,_,|, 't"- r
через Yr, , Xt,,

ll(Yflx*,лJll: ll(Ц, Xu, Д)ll ? zLепа* {llYЁ, ll, Jl Nf ,ll } -<'0-t'+l

< t lo mаа{// yr_ 
rll, 

l! х, 
_ )l| / ч Д,о - по* t!!v, _|t, ll Х, r|I! / z,

пусть М : ,*ot|yуllYrll, su,рtl\Ц,*" (Иr,Х**о,Дr*,)i, -
огранпченная последовательность, фшгурирующая в форirулиров;:с
леммк. IIрпменяя оцеку (9), поlryчаем последователы{о

m а,о 
{ 

s g llYrl l, sиg Il X 
rl 

l } " 
2- 

n 

М ; п * 
{sup ttVsl, 

;gItX /P 
2-' Yl,, . . ;

,**\;yrllY/l, slp.rllf,Ёll } < z-i М,. . .

R каqестве 4, вшберм 2-' . }Iепосрдственно проверается, rпс

Ф, С = Цl.О' удовлетвоIжют трбованяям лел/мш. Лемма локаэана.'' э/\мпи.шп I. В ходе доказательств лемм Т,2 величинч l,,Г,
q,C бъчlп непосредственпо оцененн черз @,, Ц, с, h из

Й. а)-в) предпоJIоfiеншя 4. Поэтолry tпсла q'eLb,l\, С> 0
Momro внбрать Одновременно лля всех линейных линамическRх спс-
тем (З)-(5), удоыIетворfiOlцш прдпоrIоfiенилл 3,4 с обшдшg

\,Фr,а,h' 95



ЗА[lIPЧtМЕ 2. Из леrдш I B,lTeMeT устоfiwвость системн
(3)-(5) в том смнсле, tпо

ll(yt, Xt, л)ll < zh"9 rао{шy*,ll, llxJl}
дIя всех tort,t, O*tr.t.tr. -' -. 

Пр,тменяя rу ж,е

леmlry I, можно без ософто трудЪ установпть устоfiwвостъ (3)-
(5) в бо;ве спльном смнсле (см. оценку (не) во введенпп), пз
которй немедленно слеловал бы реэультат леммн 2. 0дlако до-
каэатольство лем}ш 2, базидуlшцееся на оценке (9), прдстав.тrя-

"'"r1'Ioil;^iffi#";ffi* I. тректорпя C,7i, 
"i-,,rr)ri =|явJиется оптимальннм решением зада.м

Еr*r, !t\< О, t : l,,..,to- .|,

ц+ ц. trr, t: 0,.,.,to^l,

ro* У:, ,:!f', "i,, 
at) 0, |s" 0, с1),0;

Д и.lrсР + пlаt

длJI проtrзвопыrого tpl Булем обознаsатъ чеwз Xs,ps
соответственно оценкI ограIfrченЕft rt@t,|t)< 0, Лr+Сr 1?+,

Jl.пя )rпршеrпя запrси введем еледпЙ6' обозпа iевЙ : 
\Lgt' -С;,

у*: Ц- i;, €, = с't, ф tr, r= t6- fo"s, ф 4, yil, oi = r ei, Ni l, Zt= ъi - r i.
Сйорл7ларванная задаtв удовrIетворяет условпю Слейтера.

Действитапшо, догустпмое решенде

аr: Ii,.. . ,rio_r: Л'to_n, oto- a'so+ cro, /Ч,

?,: Уо- Сi/Ч,..., hu,: 3|-n 
- ei,- 

n / Ч ;

ео : е;/2,.. ., Cto_2: ri"r/r, cto- |- С1_, /Ч
удовлетворяет всем огIвнЕченЕям задаW как строгпм ЕеравеЕст-
вам. Въппшем двоfiствеrнне условшя оIlтЕlЕlлъностt{, уtитцвая, что

ГrЬs,fi): О, И: "'trlt 
ci, t=0,...,t;,l, ai, О, 

trr, 
0, еr> О:

Pop:pi , t-0,,..,to-1; (I0)
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{аЕ
"t Do

,,+'
ш;\:'Р;-| , t = l,.,'t;1;

t : ,l, ...,\-t:оltd)

(II)

(т2)

иJlБ

rrýcbP--#"rr;_n), * =.l,..., to-.l, (Iз)

^;ff 
0,;\ : Рсr1l, t : |,...,t; |. (I4)

Уравнеrш.вл (iЗ),(Та) удовrIетворяlOт TaKJKe веJIичЕнц о; , tr;' ,

о; , 
^; 

, р; . Поэтоллу вtsIIолнекl соогношеш[я

lrýr4l- ir*щr=- ff-c(,_,\r Рсч_у (I5)

^rffa,rl-X;ff,r;r- *,Ср-ýсr;",. (16)

М ВСеХ &')- 0, 4-О> 0, oci а,"=/ имеет место тоцдество

Хr#цr- ir#rЦ)=(<'^|+ iЯi\ -

^ 
(**r\-#,a,)nTrP#"irrtY,"i), (I?)

Так как F, - стрго вЕIrJпшая фшrкщя п FrC\l=0, |tъi'l:O,
то #*;rf,t, 0 " ýtt$ti, . 0 шбо Zt: о

В боих сJýrчаях мошо шбртъ &|>r|, *i>O,ei+*i=/ такrе,
тIо

Fih?,Ц, +*iffcri1,4) - ,, (Is)

Ч1,_11*: :l_Tlft ВеJШЧпIry *i ffсф+*i ýcziil,Еоrгучl{и равеЕство
лтlr7r:o . (IB')

Из прдпо.лmенпя 2 сло.rygг, rпо соответствJrще компонентц
векзоров #*", " ffсъil пмепт одЕн энак

9?



1'l ,1ро"! ,о"о, || ffrфIl,Il{;пil |l > е,
ll lrll >- е,1z .'' ;,#; е @r ir+ +; i)(*"еirýr";)

, поэтоп{"ч

в првой части
( I7) мохно мть в в!це

Iде

где

прдста

;{t* (4+ OEI),T)ao = хrGrъr,л

1

лi: a,rir+uitr, ,r: 
[ *фrоi+ пTt)do.

},iэ прдпопокеlrий T,z " рrв&ства l r"*[ ll{;cъ;ll=ll- рrrc;_ r>,

Prrcilll _ (см. (I3)-(I4)) *ru*ru, оцеlша,, ео/бr< z;о<
<?_6./е, . 'I'акая хе оценка справедлпва для Х* и, следова-

телы16, :ri,я ,ti Из п_рлпоltоже}lпя Т следrет, iто С,=< S'4*S<
< 6, .чля Bcei s е R,'\ llS[=r, t=l,L,.., Тот,ца еч€,/6^'< u

<,li i'4*s < z616r/e, дJlя всех s е {'l llSll= /, 
-t"- 

i,2, , . .

дналогипrс

ф <";l -Рtс* l = V/*q = Wrtf; 
* 
- ir\,

"r" v/*='l#'Gi+gёrl49 Из прлполоfiенпя 2 следует,

что 0>s/tr'rs>-D, ллявсех seR| llSll:/, t*0,4,..-
L{TaK, урвнениа (I5), (Т6) мФшо эаписатъ следуmшм обрзом:

wr_,yt_,r(oiЁ;- Ц_.,)а*r,r; Цir* llbt: 0, (19)

4фr, +{tr€i- wr)|r+|itr**Wr\,,: 0, (20)

(f; )-,-)=,*

(ё;
\ ai'

Е,
0:

Последlше уравнеЕия вместе с (Т8 ) образутт .lшнеfrтро дпнампчес-
кут сиете}rу вида (3)-(5). Достаточrо IIоJIоапть е: Л|_еr,

ýr: _ Wt, Ho=lt,\= еrеч/бr, \,= 2616r/er,'G -оЕо',
h = Сr/2,, Xr- is, Yt:3t, At:,Яt . П9этспш(с, , fl,T1)-0с гволrетр,Iческой скорстью при |+Ф 'l'eopena доказана.
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4. дOкАЗд.ТппIст30 ТгOг'Е,.|ы 2. Двойственlше услош[я оптцмалj,-
ности лля траектории (

-ffirce'rl+ р: >- 0,
У;, nlrn,"i\ имеют вцц
" 

'i(H'";l+pjd )- 0, (Io,)

L:l,...rfu, t=Orlr,,.)

Xrffiql+pi!_.nr-l, r:;(trffurl+pil,)=о, (II')

t,= 1,,,..n, t = l,Lr.,, i

t,ffus-|ii|,..ii!;,#,o,,-p;) = 0, (I;:,)

IIа тректорип ( ц|, л!",, ci') внполне}l уравнен!Iя
( I0) -( 12) . Зафшtсflуем ЬЬла " d.'r- 0 , d" )_ 0, 4'| &,"=.l . Из
(т0'1, (]т'), (I0), (II) прm4о слеIryют равенстtsа

G,л|+ *" l'il(ffytril - ff,cxil\ +

+(*'ffyъ;l+*'ffirdi)xr+
lt цl+ Е!+t

r.ry с;!о + (# n;_,,r- fu' сr;_,,\= о, ( ;I)

Аналогишо, из (I0' ), (12'), (I0), (11) вытекаi:д раве;IстDэ

@,4+ а" lф(ff,с-' {irr;l) +

r(:фо+tfftъ;\Тt- ry*# n

rhi'ii; е;' i;, r (hn;l - $.р) : о (;::,)

Полохим \, Ui' такими, чтобы вшпо.,шя.лось (I8). Сп-
ределЕм вектор ,(* , чуIсJ!о Д't , матриlщ 0r, ||t так че ,

K€lK в доказателъётве теоремн 1. Кроме того, опреJ].елIfм !lатри-
цц А| , Л{ , Лi размор{ости п х fu следукrпиil{ обрзом
элемеЕтн эСrх матриц с ицдексамп (i,i) равны соответст-
веЕно tшслам

lL
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(toý rtrl+ pi!o\ /о;; r- о' (Uff a,s - Pi' ) l р' r- О,

(futrp-p;'\/o{'* о

(ц_о+ л|r)?r_,+ Цеi + л? - Ц_п -4_,)4 *

+ \е'r'

йСirr + ( лiai'+ 
^{ 

- w, - txi\ 
чt +

+lil, + (|/ttzr!)q*' -о.
Этп урввешя вместе с (I8') обрзуют систепry вцца (3)-(5).
JLпя этого следует поJIоfiптъ Pr: hi G, + Ai , S*: - Wг Лrt ,

h + tiTt: 0

Ht=i,Xt=4,Y=3r,

Тогла рвенства (2])-(22) моr:но переIисатъ в впце:

IIокакем, что

en/6r< лi<поп{е"lс' z6r/er!, (2з)

Действптельно, из (I0')-(Tz') внтекает, *о t|ffCz|![r_
,ll#Ч,ll, r*||ffic4lll< ilр,_,ll . оr.од",' /.о*"rщ
предшолояеЕие I и условие-0) теоремн 2, пtюем€g/бr.lraЕ/rr.
Так как в доказательстве теорешпi I бшtа устаномена оценка

ёr/6r<Яi<Э6/е, , то спIЕведлпвш нервенства (2З).
Имеем таlffiе следутпие оценкЕ:

o"(trýtr1+ n|_)loi'=pi'_,f ni'.e,/q, (24)

0 * (^i 
ff,оч-rrY tr;' 

.

тЕеДо=tr, ,

lлi 0
l

[0 л
\yl

t,
л::

I00



F

, toffioir/tri' *c.6,/qe,, (25)

0r.(Pr,,n?-p;\/ri'r-Pr''/ri'r- -е,/Ч. (26)

Лалее доказательство сFцествования lисел Цr'lТ2,е,Ь с пс-
ltользованЕем оценок (23)-(26) становится рутиЕннм и !ц ето

оrrускаем. Теорема 2 доказана "
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