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0 1шраrАх м.г.кЕЕftlА и г.JшлЙЕollА

А.Т.ýсрвв

Jo. Oдmr пз вапdодеg раЕвЕх п зЕаtптоJIlвlD( IЕзультатов
Teolпl 8щсоЕ в 8оIIпрЕанЕцl Ilpoc,lIEBcTBax бвл с,лqдJщf,
{9кт.

I.I. IЕOРЕilА (ll.т.Крtп [l). П у с т ъ Х - у п о р я-
дочепЕоо ЕоршrроваЕЕо0 простр8в-
ство. Ддя того чтобц лрбоf, JIl-
нейнцЁ вепрорцввцй фувкц!оýал
бнл прбдс?авIш в вlдо вазпостп
двух полоrптельвнх ЕепрOрнЕпцх
функqrоналов, пеобходЕriо х дос-
таточпо, чтоdш полоtптелъвшЁ ко-
вус Х* Онл ворtrальЕцм.

Норв,llъпостъ коtуса 
-Xn 

оsпачает, tпo (tt t Х") П

Л({,t-У*)-8ilдля новоторого .8 rО , тло Ц - едшшf,
шар прост5Евства Х . Toopana I.I оdобщgласъ в разнIЕк паправ-
лонtrЕ(, qдво Iэ BoToIEIx св*,аво с IЕсlшрепOм ЕонцоЕIIr воI}-
лaалъшостl.

Пустъ Х - лшаllъво-ЕlryкJlоо пiюсrраЕств.о. Iово;lят, то
Kotrycц Krr..., К,. в Х пахqдятся э ЕоIшJIъЕоII по,lшоЕхl,
еслI для .шбоf, окрес!цосп ryля 1L С Х с!rцествует такая
шроgгвостънуля VcX , ч!о

(YtK.)n... п(ч+к,) - Кrп...п к**&.
fсво, что воIшлшоGl" Х* 1вшосшъва топry, что конrсц
К.'= У* п К.'=-Х*вшqцmся в воIшrцlш попоЕоЕlп.' 1.2. IШРmП- (!.Jhеhmш [2]). Конусн К.,...,К*

локально-вцЕуклом
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стравсrво ЕаIодятся в воршалЪвOш
полоtввlI в Toll в то!ьво в тош
случао. еолl rоЕус К!+...*Х" сдабо
зачкву! Е для лвбой оврOствостпВУЛяU ваfiдется такая окрвстность
нуля V, ч!о

(к: -... -к;) fi lli с К; пv' +.. . + Ki nv'.
Здвсь п BrIe сшвоJIоu 4l" обозвачвсlся поtrяIЕ шойества

1lcX :

Ф-Пr=t*r.Х', <rc|т'> € 1, хсU} .

Цшъ настощей зашеткl - попуЕтъ операторшrй Baplaвt
Toollellц lt.Т.Крf,яа I аЕадог теор€xц Г.jlrвйrссrа дrrя ЕryfiJпп
соOтветствй.

Zo. Вощу щg f, п Y - лщадъпо-Ещхлце прстраЕства,
а Х'п Y'- ш сопвБеяпце. &.lпrвеfhпде фрдl сооrветствуtпцдr
двоtствеrшостей обозсачаем одJrпrl а тош хе cпrвo,loi,t <,|,>
Ь!дем сwтать, что шрстрвuстве X"Y s Х' xY' пЁведенн
в двоfiствеlпrость Еосрдство; бп;шеrfiой фрfir

((E,x)l(tlu')> != <IlT/> -rо6|1',
Вщт.шш соотвествпеl, lэ Х в Y 61цем навнвать вшпуIIJIое rшo-
8ество 9-Х'Y.Пршэтомдлях,еХ п дсХ поIа_
гаем 9<T),=[t.Y: (эс,ъ)€9\ о 9(А),= U tQсъ): TcAl.

В свшу чашш соглашешfi шеем

Ф",= l(rit') eX/"Y/: (эсl*'7 -.ylB'> <{ J.
Коrrпчесttпм отрезком назцвашт всякое вшщrшое мвФiество,

содеIЕацее ноlъ. Дtя коЕ!ческЕ огрзков А ц В Eq,IorмM

А*в,- U (/.А)п(р.ь\,
ol>.<
o(+G

Itro о(.дt=zо,= 1.,j',f1". ^1 "* u > о Е о. Д ,=
:=п [€(A-a),e>qac4. Потребуотся покотоIне щввппа вшtшс-
леЕпя чоляр (см. [3]).

2.I. ПРГДЛШlЕlИЕ. Дл я л вб цх к онп ч е с к пх
отрезков Д п Ь шшеDт шесто пред-
ставлецЕя:
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(а) (н+В)": д'+ы i
(б) (A+BY=TPIg; ,

rд€ черта озЕ9чает замнканЕе в
слабоfi топологпп.

2.2. ПРЕД[OШШlИЕ. П у с т ъ 9 - в н п у к JI о е с о-ответствпе шз Х в Y , Ерпчем
ое9(о) , п 4L - абсолютно внпук-
лая окрестЕостъ нуля в Х. Тогда
справедлЕвц вклDченЕя:

(а) -9"(Х) с9(о)";
(6) _ q>(1-1,)' = U [ *9'( },Ф") : oLrJ;>o, .t+9 =4 },

где пО опрОдеЛенпк) о?'(* *")::(o.9')({r').
соответствпе 9 вазъвают цощгнепрершвЕнll свер]rу в точке

То е Х, еслп для .mбоfi окреспIосlи Еуля V- Y наtдет-
ся такая окрествость куш 4L - Y , tпо 9 ( эс. + tc) -с q>(т)*\/

0казьвается, tпo нор}в:пъвое Еолойевпе коrгусов явJIяется
специальнЕм сJгучаем поJrJнеЕрерцшостд сверry в тотtе. Рас-
смот!шм набор коlгусов Кr' ... , Kn в EpocTIlаEcTBe Х
Ьедеtл соответствЕе Y пв Y,= ХФ в Х рргулоfi

У,= {tт,lr...lх*, f,,). Y,X : It* 4,. Kt, e,:,Lr"..,ru}.

2.3. ПРFДIOfiЕНИЕ. С п ра в е д л п в ц с л ед ую -
щпе .,,тверfiдевпя:(a)Y - вцЕуклое соответствЕе.(О)соответствЕе Y полувепре-
рнвяо сворху в нуле тогда Е
только tогд8r котд8 конусн Кtr...rК*
находятся в пормалъвом полохе-
нпп.

d Утвещдецпе (а) очев8дЁо, дока8е!д (6). Заметшr, что

Y(оr...rо)-КtП...ПКо_. Еапп Vc Х - сЕrдrетрпчЕое }fiо-
яество, то вклDчеЕце k€ Y (Vru) раввосшлъво спцествова-
нuю таRIDкл &n. Кrr..., &r.uK* п trп, ..., то. Y_, tпо
To+lu= [е, С,= 4 r... , lL . Теш саrдш {,u Y(V")в

том п тоJIш(о в то}, слJFrае, еслх fv= Re- te . Ko*V дtя всех
0={r..., Tu . Это озвачаот, что Y(v*) j ( к. +V) П

т36



п... п ( к. "V) .0стается сопоставшть оцределенця по_

ryвепрерцэностш cBeIDry r ворrдлшrого IIоJIовенхя конусов. }
3о. дадпм т€перь двойственщm хаFактерзацш0 по.lIувепреЁв-

ности сэеЕt{r внтrукJlого соответствпя в lтуле. Достатощо ограпЕ-
!штюя этпм случаеш, пбо ecrrп 1" еRъ)п_ 9.:= 9 - (t", Е.),
то 9о (А) = Q(t.+А)-t" , следоваЪелъво, 9 по.ryтепрершвно
евергу в тоЕtе Ео в том ! Torlшro в том сл!пае, вслх е"
поrг5деtrрершшо свеЕу в lryле.

3.I.ТШРВJtД.Пусть С - внпуклое со-
отвбтствtrе Ез х в y,прtrчем
ос 9(о) .Тогда рsвЕосЕдъвн утвер-
адеЕЕя:

(а)9полуцоtrрерцЕво сверху в
вуде;

(О)мво8ество 9"(Х') слабо замкну-
то ц для каадого абсолютЕо вц-Еукдого аквпЕепрершэЕого B.Y/
наfiдется абсолютшо вцпуклое эк_
вднеЕрерцвýое мЕо8ество А.Х' та-
коеrчто

".*U.nd 
q"( ТА) > (eg"(Xl) п (l-e)$,

каково бц Еп dнло чхсло O<t<t.
{ (а) :) (6). Воэылвм 1'е g(o)" n полйпм

р(х):= *.{ {-rпtlч'> : 1с9(х)} 1теХ).
Повяшо, tпo р:ХtR. - вшпутлая Фlшоця. Пусть V - та-
кая окрестцостъ нуля в Y , tпo l(^Г\t'7l<l для всех rЛеY .
Подберем окрстяость Еуля 4L. Х , для которfi 91tt) с
с *(o)+Y. Тотта для mбж эс е1l п geQ (х) фдет
4l= ц +^r прЕ поддодяцшс ,rд с 9 (о) Е ..u Y . Поатолцу
<ЪlЪ'> =. П^lъ'> * <пгlп4'> . ?_ в рrж) 2. -2.

Итак, вшryт.пая {ушсця р , Х - Е. огIЕнпчен€l снпзу па
oKIlecTEocTE 1/, . Поlшш

$(т):= Lrъ| |L-t ( pcTtl -р(о)) : t>o] (-е Х) .

НетЕпдво вцдеть, tпо q, ,

щоЕш l 1(Е) > -3 ддя всех
Х-R -сублrвеfяшйфщпt_

,с е t{, . Последgее оле.ryет
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gз того, tпo 1(х' >/ р to) ; р (- эс) 1 хе Х) . Из отр€lнпqоннос-
тп стпзу фупкrщопала q, *'е следует чr, -1д(И), гле л(Ъ)-
фуrдtrшоцап [йнковского'Ф . Супцествует 'x-'eXln , дм котЪрго
(Еlэс/> + 1ст) trрl всех r с Х . ItaK шдпо,

< тtэс/> < tt.) < р(т) _ р(Ф < р(r) * { < -< чlt', *{
для всех *€Х п че 9 tэс) . Отсрда шlTeKaeT, lпо
(}1-t') е 9' иJтп -1le b"cT,l) -9"Сх'). итак, 9(о)"- -9'(/).
0братнЪе вкlIюченпе Йедrот лs 2.2 (а). Тем саmпr 9(о)" -
=-t"fi)и доказава замквrlостъ мно[ества 9"(Х') . Пустъ те-
перь Ь - спмметFчIIое аквпвепрIнввое мнФество в Y' . Тогда
ý - окрсmоотъ цуля в Y . Ста.по бнтъ, сущестIует сrм}4ет-

риЕrая окIвстностъ Еуля 4LcX х tшсло 8 > t, для кото-
рцх T(8t) -t(o) tý . Перехqдя к цолярам и прrв,Iекая
2.I (а) ц 2.2 ft), вцвQддп

UJ>o, р>.о
o(+ý=t

d 9" ( * tl"l э 9'(х)+ъ- >(ct"(x)) п ({-€) ý,

где о< €< l . Пустъ ч' . (о.9") ( * Ф') . Подберем ce\l
так, тlоdц ru/сrъ-r)< 8 -. ВвЕду зашсrrtrгостп 9" шrreeм 0,?"-
= Л te9": o<B.tJ. Следователыlо,

gЪ f т.t * tr') - {,e"t " 
t t -#) ц" ) - х.t/9,( 

(!-з) ас").

тем саллu ппЕrqдпм к соотвdцеЕхп

".9.. "(9"( Ytt") = 1et"(x')) п (t-e)b .

0стается эаметЕгь, что !шоilество 7L" эквпнопреItrшо.
(б) :) (а). fuя сплшетршшой окрестносм Еiля W с Y

п tшс.ltа 8 z t Еqдберош зам(lrylyp абсолотво шдryriпуD oKIlecT-
ность Еуля V с Y так, qтобц 8v * 8v-W. Согласпо
(6) суцествуот абсотюtгtо ввпуtшое заtлщrтое акЕвнепрерншlое
мно;ество д'-Х' такоо, tTTo

C'=oJ.,*?'( ?дl э (а9"(Х/)) fl tl-eltV"> с9'(Х') П (л-с)\Г
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пF юех о<€<t . Ввцдr экшшепtЕFвЕосTт }ffйоства v'
Оуд.т O,V"= [о\ , поэтсry 9"(К) (\ (o,Y") С С . Иэ заlл-
Еутост! lлGества *'(х) вЕтакаот, что о,е"(/)=п[сЧ"(Х1:'o<e<t} 

. ВозьлЕш 1'e(o,9'(rll)ПY' l пqдбереш rLeN
так, чтобн о/(тъ-t) <Е . Тогда rв+а впrdор шрествостп V
п tпсла 8 ФдеТ

t'. t т"( yJ) n *(#nv'). * т"(х') п ({-t)8vo с с.

тем саrдпr (о,t'(х')) д Y'c Q, l пIЕхqдЕи к cooтtlomeнEю
С =t"(X')+ V' . Пер€хqд к поJIярам с rrcтоii фрryл
*.:P'(х') - 9(о)" , 2.2 (6' п 2.J (6) давт

- Т(ý) с СО с q"(х') +V - -9 (o\"VtY- -t(o)"w.
0тсщда получаеш +({r)cf1o)+W , IEe 4{,= ý - окрст-
ностьryляв Х.D

3.2. 1ШРПrА. Пуст ь вц полненн условпл
TeoperrH 3.I Е, сверх того,9(О)-
конус. Тогда раввосхльвц усло-
впя:

(а)<Р подувепронвЕо сверху в
Еуле;

(O)raHoreeTBo 9'(Х) слабо замк-
вуто п для ка8дого абсолютно вш-
ttуплото 9квпЕопрорцввого B-Y/
ваfiдетоя абсолDтно вцпуклое эк-
винепрернввое iiEoaecTBo А-Х'
такоо, что

9"(д)эf"(х')пЬ.
4 ПJя домзатапtства rylвo лпшь ваt@аптъ, что для вовп_

ческого отро9м АСХ/ спIЕводJIхЕI к.,пOченпя

9,(А) = y*.t ,(.?( Тдl = } +,сА) ,

п IIFНЯТъ ьо ЕlпмаЕпе, tmо прп }rкsзанннх условпФ(9"(Х') -
ковус. D
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3.3. ДоказатеJIъство теорФлц Ддеfiмсона. Этот фкт поrццает-
ся как спецпаllъвlй случай теормн З.2. В самом деле, тустъ
К*,..., К* -конуснв Х , а Y -асссrшрваЕвоевщпt.тое

соогветствЕе Ез Y,= Х' в Х . По.rяр Y пмоет пrц

Yo,= t'*{, ...,T!",|u'\.Y'"X': т{с К; , Я.'* **{=о}.
Деfiствдтелжо, 0сдЕ ( t{, . .., х'., 9/) е Y' , то

fu

0=l

IIопагая lъ = О , поtrJваем '.{ 
с К| , 

(,,= L,..., rv . Есл[ хе
;в l= - f , то . tr fi */*NJ>=O, поэтовry ь|*ýх; =

=О . IIаоборот, доtrустпм, что Tle Ki , (.,= 4"r.|.rw , п

9"' . Х|, прчем Р"' n *, r! = о . ТотЕа
,u €'{ ' ,u

)-- <.c.lэc{> * <9rlf,/r: )-. .*L* и"t*/> <о ,|.=t e=t

КаК То[ы(о аa* f, € Ке, С'= ,tr..., ru . 3аметш теЕерь, ,по для
с с y/ будет -Y"( c")=King+...t(ФEl в tиствостЕ, -YТY')=
= К;*..,* К: . 0стается Ерпменптъ 3.2 в соответствm \/ .Р

Ес.м 9 _ лдsеfud oEeIETop, то 3.2 преврацается в хор-
шо пзвесткъй резулътат.

3.4 "ШРаrА.Пустъ 9 - слабо певре-
ршьншfi оператор пз Х в Y, а Q':

\'/+;qz _ сопряхевЕнfi оператор.
ТогдаФ Еепрерцвен в том Е толь-
ко в том случав, еслЕ MHofrecTBo
е'(В)ак вЕне IIре рцвЕ о дл я всяк ог о
абсолртно вцпуклого аквхнепре-
рцвного мноfiества BcY'.

аО. Прп дока9ателъстве теоремц 3.I бцло устаношево, в
ttrастЕоетп, что есrп внtrtдJIое соотв€тствше <Р поцrнепрервно
сверху в Еуле 1 о е Q(о), то <PСо)"= *9'(Х) . Jия
соогветстшя Y ато озЕаtает, в сtrлу 2.3, что еслп конусн
Кrr..., К* в лоIсаJIýIо-внтушом Еросsр9встве riахQдятся в
вОI'lrалзво}/l по'Iо'iенпп, т0

(к.п ...пк*)"- К; n ... -' К;
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Перйпем теперъ к устаЕовлению оперторrого варпанта это-
го Фкта. tsозъмем ЕропзвоrIьное К -прост;внство Е (см. [+]).
JIинеfячй оператор Т, Х *Е назнвап)т о --огранпчеяннм,
есJIп суцествуют окрстЕостъ Еуля 1L -Х п элемент <r<ееЕ
такпе, что lТэс|- е дlя всех oe1L . Спволом 4{хrВ1
обозвачпм мноЕество всех о -ограничеЕншх операторов из Х в
Е . Ясно, что Те ;G" (Х, F) в том п топько в том с;ryчае,
если с)rществуDт алеirент о < е€ Е ш вепревцвная поJцrвора

P'X._lR , дIякого${х

tT-l < ер(эс) (хеХ) .

Jfuвейньй оператор Т 'Х- Е назнвают проскsл{рЕýм, еслlr
суцествует семейство проекторв (Гз)l.Е на попарнФ-дизъ-

юнктЕце коrшовентц в Е такоо, tпо flзrr=Тa п Zr"Tc
. Е. (Х, Е) л.пя всех з € Е . пустi ..;6р(Х, Е) - про-
cTIEHcTBo всех ЕроскапярЕю( операторов шз Х в'Е. Д;lя ко-
}ryca К-Х по,Iоffпм

'r" 
(К,Е),= {ТеД" (х,в) : Тh < о, L. К} ;

,rр( к, Е;.= {т. Ч (х,Е) : -ГR.< о, [. KJ .

Ясво, тго 
'Г" 

( К, R) = JE-р ( К, R) : К" .
4.I. ТmРБ{А. Е с л п к о н у с ц К.r...rК," н а -

ходятся в нормальном положенЕи,
Ео пмеOт место представленЕе

п" (Кrп... п Кr, Е )= JE (Kn, E)* ... + л" (к,., Е).
( Возъмем Те П-. (К,П...п К.rЕ) Е пGrIох}tм Ео опреде_

ленпх)

Р{т,,...,Е.) ,= inl [-Т[ , ft,e flTr,..., х*)},

тле Y - соответствдо пз 2.3, ассоrиtrрчщ{ое с конусамп
Кlr..., К* , я лшФлrryм вшчпеJIяется в Е,=ЕV tt*}.
IIусть окIЕстностъ ryля V- Х п мемент о < eGE тшо-
вц, tTTo Т(V). t-ere] . Подберм абсопотво вшrlд.ryт ок-
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рестноеть ryля tl" .Х так, чтобц Y(t")- Y(q...ro)tV
(см. 2.3). Так к* Y - внщlltлое соответствио х Y(d(tr,...rq))=
= aY(Trr..., тл) пpяп а>О , то Р - суФшшейпъй опе;втор
пз Х" в Е (сшr.LзJ). и",тп R. Y({r"), то &= {,*.'г
для некоторD( R- q Y(О, ..., О)= Ktn ...fl К* п "г 

eY . Поатолу
ТL-Т[+То-<Тrл<е, а зЕаtшг, -Тft,>.-ё . Следователъшо,
Р (Еrr-.rt,.)}-е для всех х1,..., х*е 4L . Отсцда Еrmе-
КаеТ, tцo

P(T.r...,I*) > -\е ( tt с tli , 8.,-- !r...l & rXro).
ilереход к сf,пр€плрýr по указашrшt t дает

Р ( rr, ..., t*) > - Q, (xrr..., х*) (I12...: I.€ Х),
Iле o(Trr_..r!.)rE q(Tr)Y...Y q,(т}).9, 8 1 _ {гrпсщо-
Hд;l ltrпrпtовсRого !вФесЬа t{, . llo теорме о сэtцЕшче (см. [3l )
спцестцrет лпоfrtцfi оператор Г'Х*- Е таtй, что

-а(ф<Тqл< Р(r,.) (-сХ').
Полопшм \т,,= Т(оr...rОrтrО,...rо) , rле t стоtrт на С-м
мосте. ТотиЬ Tg - лшеfi.вrй оператор цз Х в Е п шешт место
неравевства

-е t (х') 4 Т. т, . Р( о, ... rо , х., о, ... , о) с эсе Х).
Фтсцда шлво, lпо l\*l < 91(I) 1а.еХ), т.е.Т,еЕ.(ХrВ}
С дцроfi cтopoвr, дJIя 1,= ft.e Кa Оупет oeY(o,|-.,orh.ror..ro1
trо}тоlry \ R *о . Итак, I u а"(КсrЕ) в -Г:\+...+1,".
Тем саппдл }rcтаношево вIUmчецЕе с . ПромвополоЕIое вклDчо-
ше оsевцдно. D

4.2. ТЮРША. Вслх конусц К.r...rК* Еахо-
дятся в нормалъном полоЕ,енЕЕ,
то справедлпва формула

Еr( Кrr..., К., п.Е)=
4 BroBb {дксЕI,у€пl опеFатор

fip
т

(Кr, n"B1 t ... t л, ( кп.rтпЕ).

rз левоfi часпп требуешого

р9вевства. Пустъ ( 35) 1е g - семейство попаIяо-ддзъDЕкт-

ню( пIюектоIюв в Е такп, что Z 3:tto Sт.ТеЕ"(ХrЕ).
ПоняпIо, что 9т"Те f,r-o( Клп...пк,rr-tъ Е) , ъоэтолry в сп_

Т,.:=,i,::Ъ 
i;. Т;*; i; J },,iЧ,},'.'ijý; *=)

\е ftг ( Kt,mE) rT= \*...*т,"'.'О Ё
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Прелпо;rожпм т€перъ, tmo Х - упорядоtIеЕное локальЕо-вц-
EJrIФoe прстраЕство с полоЕптелыIцм коЕусом Х* . Пусть

Е.*(х, Е) п 8; (х, Е) - коrц,сц поJIошгелъпъск о -огIЕнпчен-
шю( и цолФЕдтель}lцх проскаJIярпцх операторв соответствеЕно.
IlрпrешВ теоремЦ 4.I и 4,2 прШ w=? к коЕусаМ К.,= у+ 

"Кr,= - Xn , поlцrшм следукцее обобщевие теормц l,,l.T.Kpfua.
4.З.ТЮРmД.Если Е+[о1 , то равно-

сплъвн утверхдевця:(а)конус Х* нормален;
(б) .U-" (х, Е) = )&*о (х, в1 - js: (х, Е) .

4 (а) :> (6). Это вцтекает из .1.I.
(б) 

-> 
(а). i'оэьрвм х'еХ' п о<е еЕ. ilо.по-

ппм Тж,= <х|х'> е схс Х) . ]: ешry (а) шлеем Т'=\-\,
где IrЪ € ;С: (Х, Е). Пусть F - г.тавннlt идеа"т Il Е , со_
деркащийобрзн операторв\" \, з таюfiе элемент е .Дс-
но, tпго F - ото К -прстравство огрниtlеннш( ыrементов и
суцествует такоfi поllоплтатьвьй ф1пlкIщонал / на Ё' , что

{C.)=,l . Поllшпм -i.= |"\, C={rz. Тогла х|rт!>.о д

< эсlЕ/>:<т\,:с') {r") = { {т*1= f 11-)- {(ъ})=(тlt|l-qа1.1r,
т.е. т'= х{ 

" 
x! . V
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