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глOБдIIýIАя схOJрI}Dстъ нЕlOчнOю мЕlодд нъшO}и
JmrI рЕшЕII1,1я зАJцч дOпOлIIи,IЕIIы{Фти

В. В.Г,дзlащпtов, Н.И. I(aлавникова

Рассшотрпrr вешноftIуD задаw доЕопнfтелъшоств (Il3Д) :

Еаfiтх векторt.€ Rfu такоfi, rгlo

1>.о , !(*)r,о , z"/(*)- 0, (I)

где /: Р1- R' ц f С С'(R"), Метqдоя Нrотоца ппýrт решешв
зад9tlп (I) с,Iедутщдм фраэоl, [IJ: пrвя т€sупре п!пd.шпвrпе
z* , опIвделшт *!+! кав (ToTroe) рsшвппв .шнеfiпоt sа-

дstп доtIоJIЕrтапьвостш (Л3Д) :

2>о, 1!/а!{*|)- /lz|)(*-r*)>o, /'a1,o, (2)

Пдя опрепепеЕшIх црqдЕолшsЕrя [2J воследоватешоо""ь /z(,Д
коррбктво опIвдаIбна Е локшыlо сходптся к IЕшешп задаq (I)
с ввадIввпtшоfi свороотъо. fuя rсследоэаЕ!я Еовэдэшя Boтolцo-
го llотода Нъптова Barr повадобЕоя Еевоторне оцоЕвп ддя ЕDш
ошбкх ll lh)l , где h/*1=-6п1., t/*)) - цщзбшбgguтtilf,
,@rпryr, векторв ' п t(r) .

JIВпrА I. Пус т ь от о бра8о Ед е teC'(R")
яЕляотся сlлъЕо uо ноrовЕЕU;Е.о.
суцествуот скаля9,r4>О TaKoil,
что

(лr)- lQ),r-ф>.7flr,уl2 (з)

для лэбцr-а,У пsRО. Тоrда для
авхчеЕного вцЕуклоrо
Rn ваf,дутся волЕ-

всяког0 огр
IBOtOCTBB ИС

TaBlo, что длячlвн ц >0. t>0,v
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лЕбнха,у цвУ хмеDт шбсто но-
равенства

д"tlr- ytt<ýkh)- tQ)llq 4 l х- yll. (4)

дOмзАlЕп}стю. Дпя ш)оп9вапьпо* товЕ .х е Rb оЕроде-
lM /@)= r- h/z) , tlr)= /(r)- h(Z) . Нетрулво пи.rIоть1

сто Xb)?qt/r)>O п J{'T= О ддя.lвбъос а е Rn . рас-
ciioтptrM ск,аляFоо llрЕзвgденЕо

(lИ),fi(r)- t@* t(y), r, h(*)_ у * А/у)) =

, (/(d,Iу),r-у)- 0,.(а,) , r- !)+ (АФ,r- 
у)-

, (/(r)-/(у),h(r))- (ilrl-/@,П[il)r ll lh)ll2r

+ ll tlp l? - е ( ta{d, AQ)}= ( th) - t//, а- ? ) -

,fth)- А{у), r-y), l{rr1-17y1 , l(r)- ПQ|"

о l йh)- tlyltt' >,7{r- yt/'- (д(d- д/у), z-y)*

ltЫ- /Q), t/r)- й/у)) , lllzl- tQ/2.
С дддrгоft сторонЕ, дсхqдеое Bнpаleпno lкtшo порцпсать в
ВЩДе (th)-т/у), //r1- //!)) = zИг/z) -

- 7Т{*)т/у) - /7рr/z) - iy)T/y

= -,{'/zST/y)- /7PTlz) < 0

0бъqдпвяя атg двs цеЕоtкп, поцгшu соотЕошенпе

у //r- y12 * ltllil, t/!)l', / tlr) - l//, z- у) +

n ( th) - //у), Ah), n(y)) < ll l(r)- t/у)l // r, у l/*

r l ttr) - lQl lt lИ- iQ){. (5)
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Дшее, в сму усJIовЕя / С C'(R') b9oae}r для Jщбого огра-
Еаченною мнопества Т. R' опраделсть ввлrwпry

L.. = tпаz ! /'(rl ll, о.v rсп
Тогда

|llft) - /ly)l < L" [rtytl
дlя любю( r, у пэ V . Испоltьэуя (6) в цепоке
q8тельво llоrryчям мя 2, У хз У, что

ll Ah),l|yll'- (L,*11,u"-yll //й{r)- i(///*

, ч l/r- yll? < О.

Вшоlrнеtgе ilгого EeIхlBeEcTBa вдечет оцонкl

/lr-yll ,,ll ftb)- П/Рl < (Ln"1) 11t- y/l.

)"= h q= /L"-l1 , по.пуrmм утввршленпs

тся скалярн
для лпбого
равевства

(6)

(5), окон-

>0 такЕе, что
Dт lrBcTo Ее_

J/ц

L"t l
По,ловsв

лвlдrн. *
сJЩДсIВtЕI.Еслп 2 _ решонпе нЗД(I)

с сrльно Mo}loToшHHl, отобрааевп-
ем {ect(R") r то для проЕзволъЕого
огранпченвог0 вшЕуклого lrHoT€_
cTBaVcRn , содер;ащогоi, шаfiду-

лv t">0 lVrхе мв

)". il*- i{ < ltfih)t< d llr,z*/l. (?)

Доказательство пIию следует Ез леммн I, Еооволшtу
hE*)=o.

дшлмА2.пует,!еC'(Ro) - с!лъно t o_
ЕотоЕвое отобраlешпе с парамOт-
роч/а>О . тотда для лпбнх 2,ц
lз R" ваfiдется одtrнственнцй Ъек-
тор z/?,ц) , рашапцrf, возмущеЕпуD
ЛЦ:
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Е>0 , tr= //r)-!-/lr)h-d>O , z'troP. (s)

IIрп 8?ох для лпбцха,!r,лz чsВП
вццолЕ8Ео вер8веяство!z(z,$)-z/r,yrlll<frlд-y,tt. (9)

ДOМЗАТЕ[IСlВ0. Для лrбого ifrвсяровавпою r е RП п
ЕРtЗвОЛЪЕОго Ц С R" кЕЕо Е{Iпсатъ цвЕоtшу

u'{?du - fulab*ta)- //z) , а) -

= kbt,//r""M)- //r), tt,l) > vlutt' .

ЗВаЕТ, для mбоrо t е Rn ЕЕFшца !'/Z) ЕоJIоrr!елъро
оЕрдsдеЕ8, ожута с[Едует сушlсствованпе д.q лобъпс r, У пз
едЕЕствеЕlого ршсЕхя z(r, у) Eoзtl}цr .ой задаw (В)"
Зq6шсr5усч црЕзвоJ!ьЕое iе,€П Е tвcclro?Ilпн
Zr=z/Т,Д) , Рr= z(?,!r/ - рвашя зацsltЕ (8) ддя Еако"орtлr
-Уr, 

У, е ff . УIшсат юсто соо?попеЕ!fi,;r;;, 
iur= //r) */fr){z,-r)>ll , ,irr,'rilrj (ro)

за?0, Рхrэ f/z) " J'{r){zz,r)> #а , z|Pzr* zilr ,

Rерашпства яз (I0) вЕсЕут gорввпствs

-z{P*r r-o|lu, -z!Р1 * -*i!r,
когоЕе в совоRувостl с р9веЕстваuп пз (I0) дврт соо,|гýоllIсЕIе

1zr-zrf{pzr- Pzr) { /rr- zrf ryr-!) .

Ловая састь здось ра:яа ;,";"; "irr-zri.lidlzr- zr).
iroэTolry rэ по!оIrr.'вjlэвоf, опрдOдаЕЕосlr lTri вцlаЕаот Ее-
ръевстьоf llzr- zrl'< llzr- zr[,|l!r,!,ll , тв ко!орго с'сдJrе"
трбуоlшя оцоЕка (9). Деrша доказаЕа.

I. Глобалъв8я сходlrостъ re?qда Еrптова

Рассrоtрu JrсdоЕgа, гарsвlтпу: I с схоЕIоq"ь rртqда Еrэ-
тоЕа trIl лобоrr ввчадьЕоI Едrбrпrсrrr t'e R' .

шtэцдвшшlв tзJ. квsдрlrая ЕтDща Ае хR") lавц-
васrся // qтвцоl, сс.п Оу rО пtl i*t , Д - воосо-
бсшая. l Д-'> 0
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ТЮРЕiДI.Пустъ
tсс'(ftп) ,схльЕо

отобра8евпв|,R\R",
повеЕf Ео BlI
точк е rСfl|,
М-lатрЕцсf,
чалъЕо!о пр
доваталъЕос
поцощьD чOт
ся к а.е - ед
задачп (I).
!ес'(ftо) , то
квадратЕчвоf,,
с т а в т а Сr0
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лlвЕ оц8вкх
l,L'- 2* ll < С, llr| , 1* 12 , l - о,7,2|.,. (II)

ДOКАЗАltsltКltsO. Прть Тoe RП ЕрЕзкIrъпо€. Тоwш rro-
тодоr Еъвтопа rt Еsхqдптся к€lв рошеЕЕо задаw

х>о 2 лга f(rО) + {'(аО)(r,zО)> о, а;Т,tt-g.
поэtоw rt > о,, Il)> th') * f'(ro)h'-zo)>oв сЕдr
вЕпут-Еостl l. двалогrrво Еок8внва€тся, tпo ЕеравоЕствs

zi>o , {/z|)>0 (I2)

вЕпопЕеЕц Julя всех_ l- /,2,...
Рвссrrоарч z(" прп EGBoBopoil _ l >О п офрярусш

IвсЕсOlво d|={L:1< L<п,r!'n>OJ. OTxeTmr, !]то еслх
оtс*Ф , то в сrлу (TZ) цроцссс вавсFев: аЕ'7-Q*r'
йошс 9адаtц (I). Пусть Ц*о . Тш кав ,r'l _ роlс_
Ехс ДЦ (2), суцоствоваЕс l одЕЕс!воЕЕос?ь которого cJtaý.nт
rз спльвоi rcютопостя f , то справсдлlш раваЕстза,i*'-0, iЁаt., (Iз)

-rl,r, 1/rll */'d)hhr- Il)o 0, L с а2.

Оdоsвацв для EpatвootT о|-С| , i-{t,... ,п}Ха r ЕорGттrпgц
(I3) в BQatoIlвoI вцдс

,!, -0, ; (I4)

-!n = tb\, {,r"eltф,-z!)* t|Ёl"У'-r!)=о..

ю



Извсствс I"1, гл.6, теорнн 2.З п 2.4j, что всfrая главвая
пqдшtFца Д -мтIьщ Taв]ie являаqся /у| -хатргцсfi. Слодо-
ват8лъЕоr Еl8lrг чосто Есравсвсlrва

[{ihЧl-' > о, .{"'"{r|) < 0

Уrв9пн обс чаоЕ (I4) ва [/)brlt"
I}" = 0а . В rтотъ IIоЕгIII раDаЕство

a^-IL{"l|'1b\n n!" - r!, г/i" F9],' {J: lzl)zt ,

х8 Еогорго вв$lзпu 
'lu i

.:' = ,! - rбkt)J,' fh9 - t{)/r9]''l"rlrl)*!.гlrl

Из (I2), (I5) п (16) gцт,сЕfl}т ЕgtrвэsЕства '!'', *! Е!п
4>t . А так в4в r!l.=0a < aF , !о сп;)авсддва цспо!аs

ЕераэаЕств q< du < t* <.-. а! пр. *./,2,... Сладова_
тельЕо, {rrJГ, - uоЕо?оЕпо Еевовryстшцая ограЕlчsl-
Е8я llосtбдомтелъЕостъ, llоlЕl8я Ердол 2'> О . KplB того,
оtDвкддо! что d1,, cdl , |-0,t,... ПоЕтоrry, ЕаqЕЕая с вово-
тоIюrго ["rt{* ,юваI-dR"*d .Fама=Ф ,то
aKo*O*Z* - решвЕп€ задаtIЕ (I). Ес.щ Ze ^ф 

О , ТО,
Пеpe!дЯ Е llродо.ry в (16) прп f* * Е хrlц?!{вая, то

'ý 
* Ou t tIоJцпшш соотЕопеце

оr= -[ l, ll)]-'. /rЁ) * [{:.(l}T' /!l lz*) * -

= - Ur^ rtil-' !"(r*) ,

Ё9 Еоlорго сдеryот, tпo /"lz')= an . В rтогв Eoryl*ol,
tпo

t>o , !(r')>o , {r*7'{(z')-0,

t.в. а* _ IвшоЕrо вадstц (I). hо бдlвсlвsЕЕос?ь оIо.ryвт ,з
оrдrвоl ювоtmвооtв ./ .

Для rсслодоваЕя сворооtп сIод.rюсrч раосюrрtl свsrfiIвоо
пц)l9вrIапб'1rbt-- 

z*)'k!|*r - аг*)= - r"ý+l1ТаI' - (t')'цrl'' <0.

( I5)

слова Е ]меu, что

п



С другоf, GгорЕн,

( LЬ, _ э* ), 1 -**t 
_ аr* ) = 1 .1*, _ а* f I lb! ) - ! /z* ) "

r 1'7zа)ЬЪ. - ,Чf = (a1,1- tI ( !rcIr)- lz-l)-
- 1*lB- z*)' [ { (rI"1 - !rt) - /'7z4lrt+l - rI11,

>.р l rl,,- .n l' - 1*l* - а*)' [ !|zl,r) - r/rý)-

-/,ht)(rl,, -,I)],

0йеДrПЯЯ ЭТП две цепоtкЕ,,Еолуtшм нераювство

_,u 
1 .1,r - z* ll' < 1 al, t - z" ll. l J /пh, ) - j/rl ) - 4rI)/"Ъ,- *r )l,

ожуlа сjIедуOт оцеЕ8а

l al"- t l* ;, i ltrt,r)- /|9,ý) - l|zlуаЪ, - *0l. (I7)

Есrпl .t с С2(R") , то, B€tK ЕввестЕо, для .шбого огр-
ЕЕtlsЕЕого вщтлого rrвotrecтBa V < R" сшsстgует скаляр
zur 0 таЕой, тIо

lt lh) , !/у)- l/y)(z,y)l < ц ll *,ytt2
ДЛя .Шбц Z, У е V . Рассlютрш,в качестве У пар с цеп-
!рм в тоще 0-,Е IIадЕJrсош .Р . lr![ . Из вrшепэлщеввого
с.полует, tпo 2t е V, l.!,2,... Тотда пэ (I7) поryчаош оцеЕtrу

lrд, _ ,Jtt < L l nl,r- rI lr,
вагорая впечет 

"#Ф.rrо. 
ЕвравоЕство (II) с С = ? , тgп RвЕ

у ,|l - zI t 
', 

! r-,;rl S, ъtа,-, в crJýr rrоЕоrоЕЕо.,гп посЕе-
дов8тельвос* II^ JL, . Теорш доказава.

Рассuотlпrr тепе!ЫЪопее rошретпfr класс отобрахвыП l ,

пр€дставпщfi пптврс ддя цра8пtтесвц цшей.
ТmРВiА2. IIycTbar*e,Qf - решеЕlо 9_а-

дачп (I) -с !(r)-Аr*'y(r) . гдеАсt(R")-
полоlх?8льво опредOлочЕая ш8т-
рlц_а с Еарахбтрох ,rr0 (т.е.
ц'Дu >1 luiz дrя всох uеRО ),

т2



отобракеняеР:R"*RП я в л я е т с я в е-

здее1 i?< ? "/з тэгда для любого
нsсалън_ого УОЁRП поеледователь_
ностъi'.Сr;, [остро8Еriая по методу
Нъютона" схýдЕтся хjf*- едшRст-

прерцвЕо дЕффереsцяруеtдtsш е ог-
рsЕЕченяоfi пропэводЕоfi :

||v'&)il sq,y для всеI z€Rп; (Is)|,

{ l{z] - /(у), а -у ) = (g- у)' А tr-, у) + {ч{z)-rQ), п,у)>

,. .J
>l / ll r - у /l - tl f/*J - riyl tl l л, у ll > 7 ft , 

р), l r-,- 1l 12

uтсцдs, как Езвестно iЭj, в}п8Еает существоваýЕе ! едЕнствен-
НОСТЬ РшенЕя а-*t, Re Далее, *оррвr"о оIIредеJIенg (в силу
IIоJIшптел}ffоfi опрлелеБ,Еостц rвт!пщ* l'/z) = Д * Y'/*)
ддя лDбж Z С RП ) последоваrедъвость /.z! , постро€}lЕая
мет9дом }]ъпп,3119. ИмеЕно, rО q Ro _ проязвоIьво; еслв trrilеется
х.| е Rn , то gтроrтся ,Lll , ВП 

' 
ках (ToTtoe) ршешв

-:Qтт.

I>0 , tг{z)= At.nv(*l)n r'{яt)(х-rl)r0, z|uЬ)=о
,ilпя ршвнпя af 

"адrш 
(I) вцпоlrsеЕч соотЕоIlапЕя

z*>0, u*= Ах* rylz*)>o , li)Tar*-0.
полс-гц -l+t, ^ ar/xr9 . тогда l1,1" - z*lТlцr,lН - ar*)^

= - [zl" )Ъ*-/r* )', Ь! о. с ддугоl сторовн,

венЕоlбу решенпп задачЕ (I).ЕслЕ,
кро!де тоIо, Р€С2iR'|), то сходf,-
!rость dудет квадрsтхчной, Т.е.

"1C}iAi:n]'iJ]KTBС. Нет5гулво уOедатъся, т!о услOвпе (IB) яв;и-
ется достsточýýх д.Iя тQго, чтоdн отобрвяеппе -f бнло сялъяо
l,юн(угокянм. j],е*стштелъво, для прФ9волъпюt х, 9l пз R'L
сýраведллвg цбпOtIк8

в



lzl"- l)'{-lo-**)= l *l*' - *" )' [ А {al", - z*) *

,р/tt)- р(z*) * p'(zl){zlu - 
"I)J 

r,

,.F.l!*tt'- z*l!2 * (zl,'-**)'Ir/*t)- rrt)*
* p'/zt).(zb, _ zr)].

0&едПняя а1, два Ееравенстэа, поrytцм оцоmу

F, |l zln - z* у'< 1 aQ"L t )' tч/ц'l -,р lr| } - f rgý l цЬ, - z& л,
вэ KoTopfi следует, то
llzlu_z*i*fr lrril-pltl)-p'{ze;i/''-otY. (I9)

Из усломя (I8) внтвкают вер8ввЕства

l е@" ) - rlrr ) ! < у у l,.ci- ill, ti r'7rr1. 7j "- zl ) l < 2у. ! zЬ! zll
0тспда r иэ (I9) слвдует оцеЕм

!лlt'-z*| < ?,l*'-it, N{lztu- a*/ln 12l- f tl1=

= 2r.fal- z*l n?.l*l'' -llt.
После в5чведешя подоdвlа ЕоJгучаеч

lrl*,-r*l<#l}-fl ,I-q!,..., (20)

огкуLа пJтоквег сходiIФсть ЕоqтедовsтеJIоп- [*l} 8 Z* ,
дбо29/0-Р <! орпл9.9. t/з

наконец, ес.ш 9 е C'(P'i, то для всffiого ограЕЕчоЕЕого
вшумою шо*есlв€t V С Ro суlцвстЕуот скаляр Z, > 0
таRоfi, сто

tfla)-v(y)-v?Plz-yl! < Z",lr- Y/l2 ддя лвdrпr z, уеV.
Возцвх 

" 
качест"о У шар с цеЕтрrд в точке. z* п ЕдЕJrсоrа

Р,lrо- z'l. тогда вз (ZЬ) cJrerybT, то zkеV ,_I=Q!, -.-

бваит, l Y ft' ) - v/z' ), ч'/zI ) (z' - zr )l s zr. l zE - z, 12,
k=Q!,... , ! !з (I9) свопителъво Еол:rчаеu
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ilz!"r- iil,rft flrt-ll'* g,l rl"- r*l,

f = 
?', 

.F/t-L)

0rшлом одщ rз ва;павтов lстода.. Пусть
Щая ЕтераIЕя, lr,0 . пострпм ,Elr
ЕtrЕвЕлоl\{

ý frп {a&-o)il < {l - эч l !./*Ё)lt , ýе, о,

отк]гда sпедуот трdуеmя огtrЕка (II) с
доЕаз8Е8.

2. Нетоwtй rcтод Нъrтова

Теорма

t ,a.а сR току_
в соо{rветс?вrп с

( 2т)

п ýl,g
булет

с Ее-
соотЕо-
одI-

т.е.
II) с

'{*lJ 
, по-

с trрlзводъ-

где frrtr)= пiп/i, /7z{)п {'/zl)/y-re)),, /ýд.}
последователъtrоеть ЕоJIояятвдъýж Iпсел"

ТЕOРВ,{АЗ.Пусть Х*е R| _ решенде
9sдачи (Т) с отобракепяем//z)эдgо
+Е/ж), гдOвлетgорязоцям условЕям
теоремц 2 Тоrдý для л}Jбоrо на--
чалл ьЕого ?О€ Е" ilослёдова тельяост ь

{rOJ , псэтроен}t&)ф8 ýо правýлу (2I j:

(а)схOд.итсý а:Е u еели

Sn.il-tla{p'kýJtt) ii * lAl/* qp< r{t-?-{,t-P-ellv7*l1l (22j

Ё = o.t,
для неко

(0)еслв
ЕрЕ Ёп*
еверхлf,Е

{фпln- Гrt - z"l
(а)

тороlо
к тOшу

о ?о с,
B*Hofi,
lrl"'* t*l

/- эs€rа, ё<;v ;

а е fe С2(R")
ходrмостъ

U

(в) еслп вдобавок, н8чпЕsя
котоDого l^el вýподвеЕо
щеЕп"f1 t y-,|A|xl)|l ХrО ,то сх
шoc?b dулвт квsдратlчноf;,
справедлшво Ееравовство (

ýокотороfi коЕстаgтоil Сr0
ДOКАЗАТВ[Ю ТВ0. Рвс сuотIхш Еоеýодоватед}вооrъ

стровЕЕуD в соотвотстшl с п;ввr.пои (2I)! Еаtцвая

ъ



вого zo € R" . Пу"rъ *R" о gt повrIетвор.япт условЕя?й
(?I) п (2?). 0бознвwм чеуеэ yL| точное ршеflиа следующеfi

!'.0 , tu2Q) = Ау * чirl1 , p'/*t)/y-r€)r.4 y'ч{y\zal
0тметгм, как Е в докдзателъстве теоремц 2, что в сплу (Т8)
отобрапеяпе / спльно !доЕотовно с константоfi D^=v 0-N) Е,
кр}& того, удовлетворяет уеJIовm Лпшпtцв на К с коrtстsнтой
L" lAil" !,/ . Аналогвsно, аффrшое отобраве"нпе tb2 /у)
сшIыiо r/юнотонЕо с Еарstвтроu й = tr-tl P'hI)// Е )цовrIетво-
ряет усJIовm Лвшща на ,?' 

" к6"..Ъ"rой Ll = [А, r bt)|.
Поэтоцу мн MofieM прпшевЕть Gтелствве Ез JieMMH I к зацаче (24)

Е оOrгrq{ть ЕераЕнетво

IrI"-yL,[ * ;###.ll/zr|*t".ll, (25)

Далве, пспоJIьзуя оцеЕку (I9) кз дOхдзателъствs теореuн 2, Еме-
ем соотвоIпеЕЕе

l у'"- *-r "i, Iqd)-р/"t)- vr"r){yr,, - z!)l
Снова с поцOцш ус-повпя (IВ) получаем" tmo llР/z")- p/})|l<
-< |у /lrr- z"l , Е так KaKlly'/xl)(yt" - z.l),|,< lrirz\ll,
, ll zl - Yt" |l , д!пходЕн к Ееравекству

l yn'' _ i,, , ! l z|- tll* l!@!! 
(lytu- а*//* llxl- il).

Приволя подобшlе, Et€eu оцеЕку

lyo"- z*l <
ltp'lrlltt*

/ *t ^ х"//.р-lr

l(t * лдлt" +|/+ y|r ,//

ýr,[zt- z" l.\< / - //v'1,tllJ
}tспопъзуя ЕервеЕство труýо[ъЕЕва п ушов&е (22) ва ваJйчп-
Еу \ t п.вод!мщеЕIrу

?6



йч- ,*l < tlJ"- gа"I*I y'u-i{ u ,rt ( ! - g- q - Q - е l l ч'(*l п
,р - lq'(rrlll

Пo'IytlEli не;в венство

llrl*' - { ll < с. llrl - о* ll' Irto,
тде в качвстве конст8нтЕ мФЕ{о ц}ять

+

-ffiJ,O"'-z*I- 0-€)lz|-r*|l, (26)

Ез котороfi следует 
"lол*,о"r, {rl J * L* .

дсли /е C'(R') , то для всЕtого отраниченного вшттyt(-

лого !fiокестэа Vс Rп существует такоfi скаля9 Ъ"> 0,
что

tt P/z) - v(у), V'rP/r-!) I < zn,//z - з//.' о* mбж. z, у e^V.

ВозъмеМ в качестве V ,rР с центроМ z* " р"д"Jrсом j=ll20-а*п.
Тогда пз (26) вцтекает, что всеа* леfiат в V , Ё=0,!,2,...,
Е, с.rIедоватеJIьRо, епрведлrво ЕеравеЕство

nyl"-a*l ,< ? l"'-,.*|l'* |,lyL'- z*l,

Елп

/ly'" - rll "#9r. l zl- *r tl'.

Но ec.lm €р- 0 прп !-r*,_ , то в cEJry огранпченýостЕ
последователыlостп 1 l v' rz\f Ji о велrtмнн

о _ (!n l Д*ч'lх|)il,0 +lдlt *q/)Рr-W,зl
стреl,/lятся к ЕуJп0 пр l- * . Следователыlо,

ilal"- '*I , 'u :i |l:"t- i lt * Fl- 0 прЕ !--.
йF:;1t 

ýyp7ltlfu nu'fl,

накошец, есм tl< ж. ll flhl)t , х >о , ,,рп l > !" 
'то, Еспо,Iь9уя оцекtп" мп l frk|) l пз спедствия лв!плl I,

Tl



^ \,* )е.(t * llA11* g./u)'с=@.
Теорма доказаЕа.

В заклочеlпе рассмогрим еце одпн вrлавт нsтоЕпото }@тода
НъilOтонs. Пусть шяептся последователшостп по"]лýительЕъхк чпсап
{Q! п {ýt} . Тотда, начпная с. прошзволъяого з9 с RП, по-
строtrм посJIедоваFе,Iч9cть точек [ a"rJ . следуюlцдм обрзом.
Еоlr п;еется *t е R'' , находпм *"' иэ:,словrя

l Дr {rl-')/l ý Xl = lT,jJx ( еR , ýt , ll l {rЁ)l ). (2?)

1,Iзвестно, что еслп [,ЕтIица А положлте-l, .-Jgрд€леЕа, то Г3Д

a7zo, Ф*2*Аz>О, *T<u'={' (2S)

обладает, r прштом едRцствеflнЕм, pell,eниeм. Дпя псследова:шя
указанното вstшанта нgгоqного метоIа Нъmопа нам потрdртся
непрернвная sавшо,,t]ос^ъ этого ршения Фт лЕtтршпr А п свободно-
то чJена ? . IIрltварителы{о отметпм осевпдяыft фкт: еслл пос-
ледователн{ос?ь поJIоfiителъно опрделеЕвю( rиатрич 1AlJ схоJит-
ся к полопительЕо опрделенной rвтрпце А, то парrлетw Fl ш

/l, хаwктерязущIе Еоrlокитель}ryю опIЕделеЕностъ указанннх
матрпц, можно внбртъ TaKi чIоба Р2-+ Р арп l-, о.

";В/Л.л З. П у с т ъ Д, Др(fl R9,k.1,2,..., _ п о л о _
fiптельно оЕределеянне матрЕцн с
параметрамп f>0,&'0 соответст_
венно, а Q,9,1rI=1,2,... l - векторц пз
RoT u ки е l'чiЪ Дr-,Д,9l,-N, l--.
Тогда ,еслп /*- решенпе задачп
(28), а аК - решенЕе Л3Л
Z>C, а1= Дlа*?l>О, /Тurр=Q, Q,1,2,... , (29)

Toa,I ,-а* прп l**
JiOКАЗАrдJIfuT,дJ. нетЕ,удilо вцдетъ, qtо Z+ ,в,шется IЕше-

нпем JlЗД:

а >0, u = At, - h2- Д)r- (9l-r) - tt 2 0, zЪ= g,

когорая прдсташяет собоfi возIt{уцеЕцр задаw (29) с возW-
щенпем

у, ( Дl, il; " 
(fu- /,

в



Следоватвлъво, моЕно прmrенпть лешп,ту ? п поJryить оцеЕку

[rl-z*ý"iо,пуu,
пэ которfi qltеryэт перавепство

|l пl-iо ,h.(ttд-дRt,llп*ll иl).
И тап как rлr rюпём выбг€тъ /,to "./Цt 

такп}ff, wО{1-+/ ,

ln е , то найдется Hoaep'lo iаfiоП, то прш l; I" им8ет
место оцеЕк8 .

I zt- t tt rfr ( lN- gntl - ý A-Apll, llп* l),
пз которfi следует утверценпе лоrмш.

ТЕOРЕ[r4А а. П у с т i о т о б р а п е нП e/:,(L,t'
спльЕо монотоЕЕо с IIарам€тром
.F'о ,

прер
того
летв
с ко
тоqк
l'| -ма
дова
Еомо
волъ

ша0:
у'Ео
эт
{"I

поком
цвЕо д
, пуст
оряет
встаЕт
g Z,еRП
трпчеfi
телъно
щьD IIр
ltHM на

онеЕтн
Фферев

пропз
словпп
yl а>0
матрхц
Пчстъ

т ъ-{ztJ ,

ЕЕла (

альннItб

о внЕ
цяруе
водна

Лппш
,пв
а {'k)
l Д8Л
пост

27 ) с
zo с ft.o

}I не_
роме
дов-
aRn
fi
тся
осле-
ая с

вле_

Е
tr

ь
у
о

с
а
ч

у
м

я
Е

я
е

р

,

о

6

я

н
о

д

к
у
в
о
е
п
н
п
о

кл
о.
!'
ц8
лю
вл
е,
ое
Ер

утворяет условЕям:(а)сущоствует полоrптельное чЕ-
сло S такое, что

Е ,i.lt*ll/(}) I)' < S ;l.t k

(6)для BcexP,Qt,... внполпеЕн от_
рsI п чен l, Sl.(r*tlt-,t|})tl)<S, тл е 0<!<

,/
'#, зд_е_съL=g'Ц-ll'(*)ll , а uвохе_
ство wcle" Ередставляет собоfi

рсц
ц рад
одво9
е ре ш

ош сл
Jсхол

ент
пус
ваq
енп
уча
птg

Dori! в Еа,{але кооDлЕнат
Ь" P=ly'l-ff"F t".*.op
Ео оЕределев как точ_
е Л3Д (2) прп I=O ). в
е пOследовательЕость
я к r*eR| - едпнствен-

ъ



Holry решеЕяD задаqп (I).
_ !J сли, кроме ToIo,ý1*0 trрпt-*, то еходЕмостъ ата будет

сверхлинеfiной, т.е. внполнеЕо
равенство (23)

Након€цl еслп для достаточно

большпх k имеет место соотноше-
пие

3I<* tl A(zl)ll , ж70,
то сходпмостъ квадратпчЕая,т.е.
справедлива оценка (ТТ) с Ееко-
торой константоfi С>0

ДOКАЗАТВПЮТВО. Иссле.ryем ,{ -й ,u"" прцесеа. flустъ
имеется xQ с RО ,lr,o . PBccMoTprM ЛРД

!>0, lr;l"//z4)* /'/aRSly-rl)>0, у'tr= 0, !30)
прпблrпкенlшм решеIпем которой, сотласно, (27) вllяется 1|*! ,

а ее точное решенле обознаим через y*'n > 0 (оно с;пцест-
вует п едпнQтвенно в сиJtу IIоJIомтельноfi определеЕЕосм мат-
шцц l'kП) ). Из вшгrygrосм l таюке па,тучаем, rпо

! |yL') r. //it)* l'1*l)(yI" - 
"l) 

rr O.

Лlпмешв сJIедствпе из леммн Т к задасе (30), поrучаем ддя
1.o!,... неравенство

н.
" ,.llalt'-yl-,ll *!k{a|-,)tl ,

1 * || {'ftl!
а ТаК КаК В СООТВеТСТВШИ С ПРаВПJIФr' (2?)

llйrhl")I.. сд , l= 0,,l, .-. ,

окончатеJIыtо поJгуч9ем оценку .

llz!"-yh,ll ,# ,l=qt,
РаРС},DТЕПм !яшество at , 

"! 
С !!,2 "",П !

У!"=О прп jQd " у!",о пр
мш знаем !э доказателъства теореrбl r,

iea

(3])

тако0, тго
. Тогда, как

у:" = ,! -tly"')1-',/"hl1* S1"',/rt)i.,6rz1 r!

80



Преоdрзуоrr последнее внрsJкенЕо к вцду

!!,, = у: - tl:, (r\!,' ,!.(yI) n

+[ {,|d h,\]-'. l)* lr') у! * B^{rk, yt) ' (з2)

где

\(rr . yr) = {r! - r: ) * [ {,i,, rr\i',
, I tпUЧ - f, hI) - 7'о (*l) ty: - а:)1

I'ffi,ш образом,

Rn { rl, yft ) = [ lj^ ha У' ! 
У /^ l yl ), {, /*I l - [ l lr9 lyl, rt у n1,. 

gn

в сЕJIу вшryмоста / Е Ееогшцателъности *,tр*,н[/*/rР)ГП.
Кроме тото, пз фрryлr,(З:;) ввцду Ееtrол*r.r""оЙ /j,-/zr1,
ЕеотрЕцате.,Jьностп,-/* (yr) ry ,g! \прg l >. ! ) следуБi нера-
венство У:*'< у!* Rnhr,{i . Латее, оqавцдно, что

#"=Оо *уý trрш Дr.l.
IIоэтоr4у справедлппr двуgгороЕIIЕе оцепкп

0 " ytt' ., у| n R(*R, уt) , |= /,2,... ,

где

' ?" lr', у') lR(лt, у\ =l- -d; 
l

0тсщда поrýrtЕем, tпo

о u у'" ,, у'*Ё R(*",у'). (зз)

llсЕОrlьзуялЕIIIмцевост, /' 
"ковстантой 

QrO , оцеЕпш

l R,d, ?I)ll * tttlj"hl)\-'l il l^lyl) - {^/zI) -

-[l'lr\ r/- or)]nf < а мdrАг'л,tr|-уОl'.

8I



Извество, что любая глаЕlая подлятрща А.. поJIоrпtFвлъпо
опрделвнноfi штрлщн А такае Еолоfiптелъпо опрелелепа. Kporrв
того, длrI ЕолФЕтельво оЕрэдапешоа матщцr { с параuетрм
/r 0 (т.е. ч'дu>7/lu//2 для всех uс Rn ) спрведлп-
ва оц9вка lДil < Ц' . qqеловаtзльЕо, Ез по'ойптелъпоf, оп_
ределеЕвостЕ rвтрЕцш /'/rk) Е пз оцевЕ (3I) вцтекавт
нер8вOвство

l R(rl, y|)tl= l Qht, yrltt , #. с;_,.(!" ttr'(z|-,ll )".

ilgalцT, ео, ршr8 e!-{t-ll'lze)l/)? сходвтся, то пв,оцеЕок
(3З) вцтека"т ог$ЁfoчеЕЕосгъ по_сл?пfвателъвостп (Y'J , а

зЕачЕт, Е trоследовдтелъвостЕ lx* J . ts самош деде, па (3l)
Е стреiшIеts!я к цуm офего trпеЕа сходяцегося Iща

ý, eiU-l/rrklttl' следrет, tпо

llrl-ylil-*O ЕF l--. (з4_)_

Внбером trроЕзвоJtъЕ}пo сходяшJпOся ЕодIIосJI(

п обоэн,аилt -,= k !*, . (дновр€ме;::i'ffi:;,{*k;
{3'-'="1".3 . ]rоrя" цо Ееtrрер{вно"по | u /' поrгучаем

и l/rt)= l(Tr) " rз /fr*с)= /Tz') . но у"r*'
явпяется точннм решеmем JIЗД:

! r,0 , аr = flatc)- l/rarlty- 7l') r, 0 , g'. аr = 0.
*/'J 

сходптся лр t - - кСледоватФтъпо, Ео лgrrе З
d?>0 -решевпшJI3Д:

{у

а 27 0, ц1 = //i!) - t'(a')/t-ri'r:"o , z', аf = а
НО ТОГда, в сЕlгу (34), Е Х' - 2- прп t-n рассул-
дsя аЕалотуtшо и дялее, мц поJцrчаем рэбпенпе Еоследов.lтелъ-
ностеfi l ц* l в l r' l Еа счетное !шФ,Qство Еодпооледователъ-

ноотей ii lri;,ir=" " [ { "4--JZ, 
|;," . пр фm-

.opo**"oJ -, i' пqдЕоqrlедовате,tыlостu { y1"'J tr

{"*''^J сходятся ц,п t-o, * i-" _ решеmо .IЗД:
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Но из теорш ] лш эЕа€м, тrго последоватеJIьЕостъ { ft^J пзе-
ращfi, полученн}D( тоqвнм методом Ьютона, п;я сдолаюсЕ пред-
поIокенRю( сходится к / _ едЕнствеЕЕо}ry ршенпD задачи (Т) -
Ept! t7l+o . Следомте.пьпо, ддя любого началъцого прIбJпmе-
нg.я аО€ R" и mбоfi окрестfiосм V 7оq:у! а* паfiдется но-
мор *оС ,У такоfi, qyq а!ОС V . _fuiя завершеЕ!я доказатель_
стэа теоремн мш, }педуя в осЕовЕом [2J, построrм такую окрест-
ность И тотtп 2 , попадаЕп8 в котоtrцm при соdlщпеmя оrра-
ничепгй (6) на парауетры ýр , тарнтпрует сходиrrостъ пос-
ледователъЕосм {л*J к 2Г . IИя атото снова pgccMoTIпM
4 -t шаг процесса, ваклшчапIийся в построенIй а**' в соот-
ветствЕх 9 правЕлом ( 2z1 . 66оr" а.wэ ц|i . Al bI" ) , 7/ I"'=

= ТL'- ull! 
-, 

мн вtrдпм, что аrll удов'етворяет условЕям

ul'n> 0 , ,{rrl' 
= //z!) - rr- l7rj)rcl" *

*llzt)(Tll"'-,Q)r 0, (ul,r)| поl,r _ а
Аяалогrтrо, еслп введем офзначевпе

tl = //n") - ilrt) - /'7zt)/r"- rt),
хо 7* , очеппдЕо, ЕовIIетворяет соотпошенпям

f> о , l,r*= !/rl)*iЕ* lrz9/i-ф>о , {tr*)'.tог*- Q

Дигллтl,и словалm, в обозначеlшЕr лешш 2,

|l rL'- z* lt < 7| 
. l ( t - !'hr) цl"* tt ll.

Таспм обраэом, Ео лвlдв 2 сп;введливо Еер8веЕство

l/ц-r*r-. ifflt- l7zl1,1чt" * lkl. (з5)

По нервенству троrлопънЕка

l al"- r* l = l al"' - i - uL' l, l rh'- r*l - lul" /|.

0тсцда п Еэ }IepaBoBcTBa (35) сJIедует цепова

lrL'-f l < !чL'l + l{|"-itt <

,г,t * lI-1/zrV luL'// +l l/tt.
.F

з лиrmпцевостп

8,1lrt-i[', о

пIюЕзводЕоt -/'* ооrу*м, tпo

поскопжу по првппу (27)

{tt| <
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lut"lо4 ( з,.llbe)l , I-о,/,... ,

то Rз вшпепзJIсBеЕЕого внтOкает оценм

у"l"- *- il, f. ll r!- r*tl',' -'i'^||o. 
rn . . (16)

Даlое, Ез оцеgкЕ (33) п схоIIвlrостя *" ý, ei(t- ll?r9tt)'

мý эак,Iючаем, q8о trооледоввте пъ"о"r, I ylJ цеJIпком содерmтся

в шsре с цеЕтрм в тове 0 
" рrооу"о" 

'n 
= пr'1* \$,

Тотца, как c.rlедует пз. (34).наtшнsя с кекоторго€rеl' , Ео_
следовазелыlо"тъ {lk) сЬдерrптс* в мпоаество l! С Ro, опр-
деJlенном в цупtте (6) условдя Teopelm. ТотЕа, пспоrIьзуя введен-
}гуD там ffе констsвlт L r 0 , мохем запtrсатъ бо.пее гдубую
оцеIffу

*l/ ..zаll
l*l fr o"'-il'* Sэ ,о

ЕJIп

I,!*'- **I < i.lоI- tr*l'*fi,щ,

Iде rt=a/,n , Й-ft*t+r)/f .

Наконец, заметим, что в cllrry правпла (ZT1 u следствпя лем_
ш*I

tl , эa,tl/rhl)t/ < €r,k*t1,llzl- z*11 , l=ql,...

Поэтоп4у ес,ш

з, (F*l I- /'/rl)l) < з, |=о,/,,...,

то из (36) очеыцна сходпмостъ поqпедоватеJIоо"* {rlJ * z*,
eCJn ДЛЯ КаКОТО-ТО НОМеРа Пое ,{ буzет ыrпо.пноно Ееравев-
с1ъо ll хmо - x*l. Л . где Е, О т8ково, Iпо

fta"ý5!-=6<!.
Но, во-первьЕ, ясно, .пго БrО , удовлетворяшlее посJIедне-
п(r ycJloaпю, суlцествует, так как ý<r/rЬt), а во-вторЕп,
как мЕ показаJIп раЕее, лля .шбого ФпсЕрваmого f,> О та-
коfi но}rер /r?о , что // tr-o - fl, t , обязателъво найется.

Еапп дополпuтелъпо t1- 0 прЕ ,(-n , то сходпмость,
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как это слеJryет вз (36), бJтет cвepL,fп}refuofi. }ю,m fr,е, нако-

нец, мя достsтоIIЕо бопrдlж l шmет место cooTEuIleKRe

ý* t аt l П{пЁ )ll , Ж,О , то из бо;lее грубой оцеtпtя леrко

поJIучЕтЬ не;ввенств0 rвqдtвтяqrоfi сх,эдпмости (ТТ) для дсста_
тоWо dолнЦ* l ,, 9дsсь в качеотве KoHcTaHTr,n / иокl{о взять

Be*ETInHy

_ а , zc,(t,L)'1ttt*7)L=T
Теорма пOJIностък} доказаЕа.
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