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Чсслешде шетодл

уJIк 519.8б.6

зАJiлчА 0 тАыIицЕ

А.Б.Грябов

il.:з.а,д;: преiлоJiсена И.В.Роtяашовскдм в связд с sвтоIшатltза-

циеi_ полпгр"ltческото набора тафlпt. Дтя табппlн, когорJm на-
,,io раопоlо,iilить lla страЕffц,е шэвестuоrо форлата, следует шrб-
ра}ть xlllptliy }:олонок и вшеоту Еолос т€к, wдоdц ппощадъ I€Едой
ячеl,fiси таФrицлi 0tшз не менýле уъазаttяоft для нее грнЕщ, а
табшпrд в цеJIом и&lеда мдЕима.rIыIо возмqш,цrю вшсогу.

Фор!,Елэно заданн пвтрлща týil ( i е .t , *, /, l l rъ ), 
"о_"-ТОЯЦаЯ ИЗ ЕОrIQМТеЛЫrЪD( ЭЛеlrеНТОВ, tr ПОJIФШТеЛЫ{Ое ЧПqJIО 

'a, 
.

ЗДДАЧА А: наfiти Ii20, л у;> О , п,Oл}шlrизпзушщпе Дс;
пвш условпrц a:, l|, 2 S,, п Zi,": Ф

По суцестф,' бребу'6тся пшоffi^лпзирв"тъ Iшощадъ та6.лrrт.l i
вЕачеЕде параметрз ь Ее вJIияет и струltтуру решенпя.

ЦДАЧА Б: наflти al 2 0 м th20 , мЕнпмЕзипrЕщ}lе S=
4ZэХZй пр усло"fо пr, аО, ) s,.; .

ПоЪятffо, тто лоryстmшdi'пiбн {i!,y;J эадаlш Б пробро_

-Jгн,гх#;t f," Lфх{,: , где"пс **yi/a , в доryстш-

llршведем эквпвалентIryк} постановк}r
ЗlчИlН ts: найти at,>O " tia?

при условию( оi-Ni>sц п Zor=|yi
]loHmHo, тIо доryстшдtrt шrан (q,

ется Ерш Еl:С.О, п !;:f,l/c , ПеС
пустипл*й шIац задаtm В ,а ,(- Iý

, не зависщJrо от а .
е, миндмпзпруlоllп" {*Zg

задачп Б обрэу-
в до-

Следrшцая задача двойствевна залаче В.

5

)



;JUrд'{,i _|

при условиях

Еши [с;,
тtустимый шIан

Де;lствителыrо, IIоJIатая

? дl
s. 0..

ач

- до-|oi)

получим

'i <llaa,lllLil.
Drl,=
l,

?"+:Ел.-хе,-.С ш
lll L L:

Здdсъ е =(YЛп,..

=tllLll-q , т

.,[т*) v, Ц:(
L

Wо ,.. ,W*\ . Так как||з,l|*

Слеlовате"чьно, ecJи 3*| ,То
о поцrýвет-t требуемое

?- ,P!,trl

ilазовеtл iLleTKy Lj , для ксrорой .8l ,tj = sij , лиlwtтноfi. Бу_
.],eI,{ считатъ, что каJкдая стрФса и каfiдьй столбец сqдеркат лимат-
}IHe KJteTK}l. Ijсли ш< нет, HaEIяMep, в стрке l, то, уменылив
Л, lo пЛл|srr/уrl , пвtlчим лимптную Iиетку и одновремонно

уJг/чш!п,.l ъ:ан: уМенышм тшщадъ таФtлцн.

iiycTb Х:До;, Y=Zуj, Li= оr/Х, 6r-* у;/ У,
lipjlltц jI: опрелелитъ НЪ лппштюпс к.петrtах перемеЕнце Vl>.o,

связэнные условпями ?*i=o, " |-rj: бi _. 1

J[otta"TeM, что еслЕ cyuecTByeT набор |*i;t ,.удоRпетво-
ряоrиГ: уеловияil, эадаw! Д , то допусмпtй тиан |.r;,yjJ зада-
шл Б оптиля.тен. Задамя зн8чения vri на кпетках, itoTopнe
не явJIяются ли}rдтнцмп, ýуловшми, Еол-оким Оr, *wr1/6; . Тогда

f,'о " |0rj*,/ , т.е. {or1,1 - доryстiадй шrаш задащ Г

3=т s,rwrt6r*|Чi Jm |о;УF _ К-.

сзоих зацачох. Имея в вцдr допусткtчtлii план эад8ýш
.ь заRп})чим, что он оптпм8лев, еслх

ile рефорtулпруем к;мтерй оптилйльности в друfж термЕвах.

0тсщда следуот оЕтималыlостъ.
Проязвольнопry шояеству J столбцов сопостsвllм мноЕество

/ всех строк, кахдая иэ кOгоIЕIх llMeeT общпо лЕмиткур K,IeTtry
хотя бы с одlпдм стотФtом пэ J i будем говорптъ, что r ассо-
I.шировано с 7 И;ш Д8, >ZL,, то мнохество J назовем
неудоыIетворяемшл. Jl I L

Uсли задача Д шдеет допустпiдd' lrлан, то неуловIIетворяе}GD(

мнФкеств нет. Верно п обртuое: если з8даlЕ Д не имеет доrvс_
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тЕмого Iшава, то неудов,Iетворяемое мнФtоство ЕаЦется. Это

утверхцеме есть обобцение теореilш <i.Хо.шlа дJIя системн разJIлч-
нж пр€дставптелей. Из сказанното следует, тго ecJM прt лоrус_
тимом lutаHe {ai,y/| задачи Б не существует неуJ,оыlетворяемо-
Iо мнffiества, то Iшан оптцмаJIеЕ.

Если неуловlетворяемоо мrошество 7 обнар}гкено, то шIан
ldofi,Ho уJlуttшrгъ, напIшмер, следrшщим образом:

]. Гlаfiдем а:плоlsrr/rлi.учl iеГ, j rl l . ],iHcxecTBo

(лОПоlшеняе к / ) не ryсто, поскоrlЕtу Zа,.Я,6..l , 
"r l, J_d

шrтнID( IUIOToKI с< f
2. Опрдолтм 1t =па,о{п YJ]'(Хr Y) J . Через .d, обо-,I

значена сумм | а, . 0стальш*е обозначения аналогичны.

так как X/x=$ar.|,6r=y/v, ю XryrX|YJ<xIyJ+xIyJ д

ХтYэ< Xf У, ,',."." fr."'t Jл лl J- -3. Скор-кктЕруем птан: умнffiпм # * i.Z на /L п

е, лм i е [ Еа '//" . НовШ ЙЬн догуётпм. I1ри Еем та6-
лlща m{еет wfiHllyю тиощадъ. В caMo,1 деле, (d,+,{,).rY,t У-)-
- ( 

fux r+ Х r\. QuYr+ b')-x!ra - i\ + xr)O-pl > x 
ru, {'f,- i )', i, J

наfiти неудовлетво;яемое мвоr8ство пш убедптъся в вго от_
сутствIп{ веслсmво. Решпл траЕспоутryю задаsу лшейного прог_
ра,чпдпрваЕtrя: наЙдем пеlюмеЕцне w;; 2 0 , связаЕЕне условшя_
w|-ц=аr " ё*ri=6i , ""# в качосgве кое{фшrlfiептов

!,ЕlксЕ[dазЕруемой фуlлсш едЕrrшщ для лЕмЕтню( шеток п IryJш

для осталЕlж.
Ес;ш шкешryм ;ввеЕ едпlшде, то зФiача Д шtеет доryс-

тпt*й тшан, т.е. Ееиов,Iетворяеrб{х MIoKecTB Еgг.
.b]c.lm lдKcnvTyM моннпе едиЕЕttц, Ео пмеется *ц ,0 Ерп том,

что метка ii н8 лямитЕ8. Пероrределша все тdкие ýеремен_
нне, поJIож8в пх ;ввrшш куm. Тотда наtцется стоllбеч 7 та_
кой, что 

F*,o. 
. бj . Будем стропть tдoxecTBo J , tiocTe-

IIенЕо IIопоJIвяя его. Внавле шimчЕL найдетшнй столбец. Чтобн
сделать очередЕое попоJIЕевlrе, рассмогршi, мнФество .Г , ассо-
rпrпtrювапrоостекуIцЕ!, J ,п вкrmчпмв 7 веяqfiстолdеш7,
для которого в r естъ такsя строка l , что *i, О (к.летка
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ii обязатепъцо лпмитЕа). Процесс остаЕоэйтся, когла очеред-
ное попо,Iвеше Флет цустнм. llрп этом Еолучим неудовrIетворяе_
мое MнofiecтBo. Чтобш доказатъ это, уdелmпся, что для каацого

i, е I пмеет место равенство 4 w;; = fu; . Прелвоtоmtм
Jоd

обртное: пр{ некогором пополненЕи обвар5дпласъ строка i, ,

для котороИ Ец. . < Ф; . Восстановrт,л с коIща цепочку строк- J til о,

п стоllбцов i,ir* jc\l ,,. . ,i": ivr_r\, f ,= f С ir\ ,

доtЦя до исходного столбца j, , с которото Еа.tталось построе-
ние пшош,ества J . Эдесь jril - столбец, ttoTopbdl иЕпуIщро-
вал вкпючеrпе l в .[ . АнЁлотипrо обозначеrие .irl, . Если

-:"j, прИ Ках(цОм ,l € ,l: r УвелИчllТЪ на f - уллfu l Ф, -w. . ;

6rr''*ri", пi"{-r"*,j,,|п.':г-lJ} , а *ru*r',j" 
ООо'*

калдом ! € |: г- / ул,/!еншштъ на € , то поJгуЕим новнй доtrус-
тпlчя,lЙ план транспортноfi задаЕл, IIр котором значение целевоЙ
й}пrкIлffi болцtе (на € ), чем оптилвльное, чго невозмохно.

Следователыtо, F*r-Рr-,i . А так как w,. поJIо]кдтелъ-

нн толыtо на лимЕтЕьD( tUIeTKax, а все лимЕтпне кпетки столбцов
из J располо8енн в строках пэ J ' 'о Д*rj . ?6i . Зна-

*r, ; "i. F6; , т.е. lJlнoxecтBo J неудоыrdтворяемое.

Сказаrпrое позвоJIяет переходить с улучшеЕпgм ог одного доryс-
тимого Iиана к другоW.

Чтобн г9рнтирозsть конечцость процесса, вц]].еJп[м в мнmо-
стве лоryст5мъD( Iцднов такие, которне н8зовем сбалаисЕрован_
ннлм. С доryстимнм шIаЕом {Ч,и.J ."о.* грsФ, в которм вершП-

намп явrих}тся cтpolm х 91otцбтl,к Ьвdлшrн, и каЙоfi лmштяоfi ILПеТКе

сопоставЕено рбро, свЕзымюцее соответствушlие строку п стоJI-
бец. КошшонеЕту связности граФв назове!d сбалансировапноfi, ес-
lM \*Х, ; здесь J -мно8еетвостоllбцовп I - мноffество
стрit лаЙоfi ко!,шанентш. Догустиrwй mIaH эатIачи В назовом еба-
лаЕспрованIIнм, есJIЕ сdалансированЕ все компонентн.

Oптплвлышfi Iиsн залаt!,l ts непр}rеIЕIо сбаланспрован. lфли
нет, то по крайней мере лля одной из компонент имеем У,'XI .
дпя шtошества J всех стоlrбцов комtrонентн ассоцirпрованнъп,r бу-
дет мноfiество / всех строк Toii по кошIонентtл. Вцrисанное не_

равенство означает, что rлrожество J - неудоыIетвоIяемое п

Ytо, сле.тlователъно, шIан можно улучllптъ.
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[hmество сбалавсированцю( IIJIaltoB коЕечно, rбо калднй

оdалансяровавнd ппан одЕознаlпо определяется соIryствушц}rм

епsr мнФкеством лЕмитню( кл8ток, ЕоскоJIы(у все относщиеся к
одноЙ кол,шоненте перомеffiав э; ,д 

у/ мmно выдвэ]лть через
любуп из нrх, ксугоруп, в свою очеIвдъ, моано определrтъ пз

условия е балансированностr.
чтобн пдти по сбалавсироЕннцм IuIанам, прщедуру уlгуаше-

}lия надо немного модиФццроватъ. Пустъ {oi, у;] - доr,у"ти-
т,шгfr (MolreT, и Rесбалапспрмlпсгft) шlан задай В Е наrhено

Черз d, оdозначена сlrlала } с; . 0стадънне обозначевпя

аналогЕчнн. Имеем ,dп . У,, , x|L Y2, Хо* Х"= { + {. поэтоw |t, < ,| ,
Л> 4 u 7.|L. / . Допшошrм 4l, лрв.- j cJ.' на 

^д, 
, а

gw /f Jr_ ".'Л ; ,z; прп i с?, лоrшбмеiна y'(i1l,) , а
uри t с r, - на /А . Нет;ryдно убеддться, что вовнй шlан
дотryстпм в задаче ts.

llp этом ьтане таФrпIа Емеет мевъдOп0 пJIоlцадъ. ts самом
л€л8,

а 5 : (Х,+ 
\Y U,+plfix у х / у,Y?Yr\ + Х 

r( Yо + Уr) 4.Х 
r{ 

yl,Y, + Уr) +

+ (X.,t х,\\- *(f х,+ l)Yг

но (X.*\XY,+ Yэ\>( ht,,+U(1ьУ1Y) ; это, Ео существу,
показ8но в Е.3 п!п описаЕци простой процедур удушендя. 'laк
как _ .Уr* 

Yr: Хl+Хз п д|,оуr+уr\=Ыtх,tхr), ю Уr+Yч>
> l(рYr+ Y) п l,+Xr, #f,,X; Хr)' . {-)л"до*rелъпо,

лSr 0.
Воэможнч две сптуаlщ.
l. lИан нв сбаrансдрован. В качостве J, вшберм r,Ho-

хество всех стоltбцов одноfi из полходяцщ KolбIoHeHT. Тотда
Ери р, р в,lбранная комповеflта станgт сбманспрованноfi
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и tIЕсло несбалансированяю( компоневт утrоншlптся, а в прогпвЕоtл
сJrучае образуется повая JIЕмптtlая клетка, когорая объедпlит две
комЕонентц в олrrу: WеЕндЕтся офев wсло компонент.

2. IIлан сбаланспрован. В качестве d внdерем неутошетво-
ряемое подшIФество сто,пбцов одноfi лз компоЕ€нт. Ешrп вообще
естъ неудометворяемое ilrЕФкество, то это возмокно. После при_
мепения прцедуF в мнопестве ItrJ, не бдет лиllшткьц
IuIeToK: соогЕетстsухпlая компонента двздыIится на лве. Пр
lr' Р обе новце компоЕеЕтн сбалавсируются: Еоrrylштся новьп?

сбаланспромннъй trJtaн, а в прогпвном сJrуча€ одЕа llэ вовцх
компоЕевт оdьедгнлпгся с какоflqшбудъ другоfi: возЕЕквет первая
сптуашя. Возмопltо, тго обе Еовце компонентн оdьедпнrlтся друг
с другом (во уше друлЕм обрзом): получптся новъrfi у:гуwекпrft
сбалансrрованlшfi шlан.

Итак, сптуацпя второго тппа IvюпeT возник}гl|ть тоIыtо конеч-
ное чЕсло рз, tr мщлу двумя соседнltмп такЕмп собнтплrи сптуа-
цrя первого типа тФЕе воэнtrкает тоrlы(о конечное .шсло раз. Из

этого следует коЕеqноегъ работн ilегода.

Постушла в ред.{вд. огдш
5.02.I98? г.
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