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Чпслешце шетQдЕ

Удк 5I9.853+519.632

О СКOЮСТИ СХOД4lЮСИ АJГOIИTМЛ С fОО-УУУУ.ilfРИ3/LlИЕi
дJя рпlJш{ия вАIидиOнннх нЕрАвЕнств с0 слАБ0 юэнимв}lьъ{

0пI.]рАтOюм

P.B.HaпTvt

Исследоваrдае м8тодов решенпя варлащIонш{х неравенств ал-
лицтическото типа, Еак правшо, IIроводится в предпалохепI/IЕ, lITo
мпнпмизируеtдй фшкlцонаJI явJиется коэрIщтивннм в исходном
ттшьбеуrовом пространстве Н .0днако для рЕца практическJ[ вах-
нш]с ва!иаlЕонншх нsравенств внполняется лпшъ ослаблеfiное усло-
М8 КОЭРЦЛТПвНОСтп, tпo приводит к необходимостц построенrя ал-
тортмов решенtrя с реIтJIяризац!'ей.

в предлагаемой рабgге изучается скоростъ сходимостп !,Етода

РеШеНUЯ " Р'*-р€IуляризаIиой, прдложевното " гI].
ý I. Лпнейная скоростъ сходимостд

Пустъ на некотором действительном гшIьбедrзовом Ерстрsнст-
ъе Н задаЕ квадратичкнfi {шпшI]донал

Jсь)*аlа,ш)-2LQ/) ,

где fu(U,U) _ бшпlейная, сЕмметрпqесмя, огрнпчеЕная Фрis
на Н' Н , L(й - огранпчеrп*d,i лrнеfiднй йрпщrопал на ff

06ознаwм черв R:|r,а{цtп:OJ ядро квадIвтпwtой фрпr,

t- |u Н, <"лr,)* о VBc RJ,Ъ |к R : /76 : g1, Ъ{кR, а,"> о Yо <7 } .

Cдlвoll (.,.) испоllэзуется для оdознач€нtrя скаляIяого про-
ЕзведенЕя ъ Н .

Пустъ q _ опеIЕтор одrтотоЕалэвого ЕроектврваЕ!я прост-
ранства# gа R,Р*r-Q ( -r -тощдествешtrrfiоператор).
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Прrшем с.тедrшщде предпоlrохошя ГZJ :

а) форt'tr ацq слабо коэрrцтЕвЕа, т.е.
аlr,U)> ulilPull2 Vrс Н,

Iте р - Еекоторя Еолойптелыtая постояЕs8я, це эавхсщая от
l/i

6) яцро д квадртшпоfi Фрlлд ацt) KoEewolEIBo.
Пустъ 0 -tsокотоIюе вrryILrIo€ замкЕутоо lrвшество s Н ,
Рассlятргвается эада к1

Jсш1- tw.п!
ш€ е. }

(])

Предпопагаем, tпо lrшmocтBo Ё:{ссс0, fuul=ЦЛи| Еоryсто.
Пусть Qn : Н - R, - лýнеf,Еrfi непррншd ffiое*тбр (ве обва-

телъЕо о;lлогоналыпй), Qr= I - Q,

JИя рвшешя эадачх (I) рассrитрrвастся ятеIвщоrшS а;tго-
рптш с реIтлЕрпзацпеfi ва кац(ом шатt:

I) 1.1,о€ е лпбm; 
(2)

2) ц" : рrол |t 
*-' 

,

где

рrое lL 
Х - ] : чнз |Jct1,1 + ý Qnu, - Qntlr-' n' +

+h!lQ1l,-q,r:-'fl'j, ),> 0- ctzst.
0тлвтпм, что методн решепЕя коЕочношершцх задач вшIryхJ[ого

протраlя\rЕровsнЕя с испоJIьзоваЕдем подобноfi DеI}лярЕзаr,пrт шцlg-
мпзЕwемого (Drкl$oBa.lla исФIедовалЕсъ рfrом авторв (сш., яа-
ЕрЕмер! F,Д]l . С везнаитеJIъшп{ вq,lопзменеЕЕем првдлопешлfi
ашорштм рассматIмвался дIя решенпя варащоЕЕого Еер8вепств€l,

сооDветстЕ[Ещего задач8 Сшьоршп [S-fl .

В ГI] показаЕо, tmo последоватолБшостъ lш"l сходптся в

"opna 
Д к нокогоро}ry меменlт tt* С С* . Исслед;ем сЕорстъ

сх,одпшостш метода.
Пустъ 8 - едЕвrrýая сф!а в ff . Прпмем оrвосптедыlо И"

следуDцее
IРЕlШOЛOШЕlИЕ. ЕсJIп дIя Евкоторото s с R пр .lшбоlл

J> 0 trмеет место
|r*+B.s е О,

то суцествует постояЕная а > 0,

50

завпсяцая Фт Цr' х .9 ,



такая, что

[L"+l(s+ аh / е
д.ilялобого ТеВ

OlrlBTиM, чtо 2 це завпспт ог oZ .
Пустq Е - пропзвоJlъЕое ршовrе задачд ( I). JИя точек l,L^

по условшю опт!!rалъвоспл справедл!во неравенство

цLо',Й- tr*) + (Qпt, QlD - u,\) + l" Qу,| Qсй- ч') >

> Lcil- tl,*l + <Q,ЁiQra- ЁD+ ь(QrЙ'Qtt- u,\) ;

а,ё Qr а - tlr t) - ( Q,t o' -,{ 
Щ Й- ч5) + ). ((Qч,*, Qs а - u,\2 -

- (?rtr--i ?rr|- tl,\)) > afui сс"- й)- Lctl,*- D) ;

Q,rtl:- ш*-'),QЙ- о\)+ X(Qrfu'_ u*\,QrD- u-'l) 2

> MLr,br- Dl- Lсьс'-й> > iOru.\-TrD>) >

> f octl,r_D, u,r_D).
Так как

2|( Q 
о 
r шr- tl,^ 

- \, Q с il - tl,' >\ + ), Q rr Х- u,r - 
n 
), 0, r t - ч" l)] :

: il Q,r ш* 
- О 

- DltТ - Ю,mi- ё - \ - |Q,r u-- i l|o+ х ilQ s 
tl L йl!l' _

- ll 8r{ а' - сс^ 
- \tf- tt Qrr rt - E>ll2 ),

то

llQ,rё'-t,ll2+яIlQtч/--fr lil'-{ý},,{to:tl-\lllnlQsrl-uu\|')-

-аQ,rчl- tlll'+ Х,ilQrЁ-Ь$2\ > Jrcc\ - ktЪl ;

0l8{C-bll'+).ilQrlt-fi1ll\+0lQruttl'-\n2+x\Qr{u^-rl^-nlll')+

*7ч,^l- JrDl = 
!!Q,r*'-'- fr>l!2+ xilQrrtl,"''-D)ilo, (з)

Том сашr для лDб}в к i F|L пмеем
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|lQ |t' 
* - El|1 + Д,\Q!t' L а)ilz < il8,0/ _ L)ll'+ л|81r _ frll|| ( 4 )

Далое, усJIовшлrся, no F'7 / . Ло ЕIвдпоJIФеЕпе пIппяго
дtя удобства ЕыImеЕЕя Е не поыIЕявт Еа окоu!втелътпй вцвод.

Разлmrш lrr - 1.1r* по о;tтогоналшlнм в # составlщм
Ё - u,* = *i у u- - ti tl s i + eill u"- й ф "ti tl tлt 

r 
- tl* tt s i,

IIе

si, Г, sic i! sic к1 rrsiш=Kjb tls;lF li rа)\цrf+вi f : l.
Так как Р - оо"о.рпое Mнofrec*"o fg, c.I26], то в sf мошо
ОrГуСтЕть шцекс К . IIо построеЕпю Lcsr> s 0 . далее,-для оп_
рделевяостп, Еопffiпl, Lrsr> < 0,

Ес.ш пдж Heкoтopolr{ д спраэедлпво

te;>'+(oc'r\2: 0,
т0

tt '- ct:*iW- u,-il s|
EJM

"о 
:g;+J-|lltoo- йl so .

Нетрудно вщеть, чtо rJ,i€0^ . Так кав л.**-: lr*, TI/LL=U*,

т.е. ]вшеЕ[е задачtr (I) наlhено за Koнetoloe tшсло шаrов. ILшве

ЕредпоЕагаем, tп0
(dil"+ca-il's 0

прп лобом к
JIBr!,lA I.Для алгорхтма (2) суце ст -вует т8ко. trr0 , чтоВil'+С"{f>{ для

лрdого К
ДOКАЗАlЕllIСltsO. Доryстпм ЕрмвЕое. Тогда вз поq,Iедова-

телъвостu{@jf+а!>'! мmно вшбрать сходяпýmоя к Еуm пqд-
ЕосJIедовsтелъшостъ. Не ограtшчпвая обцностЕ! мm"во счrгать,
tпo

fu2Lr";t+ @;\r: 0,

Тем сашrм Lп rd|)2 : ,|,
х4ф 1

IIоследователъЕtостъ {.ri:i } отраrппчева и содеIБптся в ко-
Еешомерном Еространство .( . IIустъ So - олва из щ)едеrIъ,ню(
тосек этой последователъuостп, т.е.
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е:ацч;iз-;, \е7.l j*o
lЬ:дд для лобото k > 0 ыIeMeHT

tl,*t*T,f е ,
то по Ерgцполохеяию суцестs}rет а > 0 такое, тго для лобо-
го SеR вЕпq,няется

11,*1u\+ аs>f 0.
Имеем

tl,'j:tl,*+iltl j-u,-|l|ý,+цijs^ j-il+ыiisr+*rrr?7.

Так мк i/*О,Пэ^j*O np" i*Ф , то
tй"_LЬL,Ч-?;+е{jsr+чч^jsrЛ= 0, (5)
l*^

ПРШЯв теперъ a-IlLO*t- rZ*ll , цетрудЕо поIуlштъ проrяворечпе
сделаgноlry предпоJIGению. Тем салiп*м суцествует dо'0 , для
когорго

Ll,*+ao\ е 0.
Из шшlд.пости мшоfiества & s опрдепa** 4* сJIедует, tгто

со*+аТ С е* л,ля любж о4 с Гаос_].
пуЬтъ ilи'L Цtr. uo . тоrд?О E=to*+lltl,'bЁr\c 4* . поло-

жм Р=в|sпЧ-\l+,сlsi+ . Имеем

^ u:l-Е:lш'j-ЁilF.
отсюда'iфах\Lilа,kлti-й)|r:il{L^ j-йl2,П|Q,fll'+ilr.,pllT.

Иэ (5) следует, что при достатоtно болнлшс i
l|Q,Рl|'у xtQrpil',t .

Далее считаем, что при Фксиров€lнном эме j вшпоJIпено это
неравsнство. Тем сашпл

ttQ,,0,о'ЬtШ2+х|а!ль't-Йi2. !!ItлrЬrлс*I2. (6)

С другой сторнн,

ti,;, E,*{il 2 ti:|=а+!lл) + ti,e йi-liL tц{; r ttj-- ч,* l,

ti- - t = - I шКl _ ll-tlVr+ ш'it^- Ё ),
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ilQ yl : бх\ л|Qt, ъпЦt- il ii - i lý, + Qоlrt 
z i fl' +

+tllQsi 
jr:all|'*ýii-i|'-2(Qturlt^-rl,\,q>.lcc^j_u,!l+

+ лQ 1ij*ry- tl,-ll|, + л ll Qr|/ tr -- D )il'.

Лепсо вшдетэ, что trри достатоЕIо болъшЕr /z

|Q 
о{ 

ч,* i 
t е йilk zllQ 

rt 
й'' oL 

й$' > f,il ч-i -,о* |lo,

Из (6) и (7) c;leдreT

|!Q,tu'lrЧVrУ'rлilQ{tl^l-:v1ll'rllQ{ч^Lil)хz+лilаsц,i_2уО,

а это противо]Еtцт ( 4). IIопученаое ЕроrЕворечпо завешает до-
казатедъство лепадr I.

ЛЕlfv|А2.Для алгоритма (2) суще_
ствует тако " /r0 , что

tсч,) -7со\ > sзlltl,'- u,lti к :,1,2, .. .

д0I0зАlЕJIiсТts0. Г,дк и раUее, воспqrlьвУемся разJIойепtrем
u,* - 1,1,* по оIпогоналъннм в Н состашящд,r

|r'- !.L*: I|Lx- (L*n,6L* so^ +eisr+ujs j) ;

7цйJrй:лllti-u,llГ*!аfu,isil-"rrtвrl-аr^Zrsrilt

+ @?2[ш^- tl,-tt оЗr,s): 2flц,L12*|l|,*i Lcsrl +

+ в-!(а( bi s,il- zor"fl + сы jf пt- u,lfurs j, s ) .

Из условяя оптплялъпостЕ

e|Les,l+<!(afuisr*)-trsli> о. (9)

По условшо для бшtшеfiной dюрш 0,ШrИ существуег EooTorIE-
вая |4>О ,длякФторй

и{L1/\< l"ltttalп VшlrеН .

Кроле тото, а6з,5э\> Ф . По.псш,ш [^:@if+Ca)2 . По

лешrе I плеем f"> d > 0 для .lmбого К . Далъцеfiшпfi ход до_
казательства подобен расе}цденпям, проведеяннм црп докаэатель

(7)

(8)
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стве теоремц в Р].
Есм *i < 0 , иlrеeM пз (9)

-ff/,$ tr- sr\ + е i 
( о,( tl,-, s r\ - Lts j)) > r,

Bif {aш,is!)- Lrs!>)2 ,- ( у"- r"!>')( tЁs,l) ' ,

сеjflЬй s )- LBr'>f+ ( L( s,lz) > [_( Lc ss12,

c*!t> rt* '
ТеМ СаlrЛ*М 

ЧО:ОО" ,с",-,,r'), _ . ,.J' (ilлtлоЗ+tlLr)1+(Lс-srl)^

IIустъ теперъ d; > 0 . Тогда

B ! Lc s,l + е i@ Oi s i l - L B 
i,t) > a i L e srl - t*! t ( И lt t o* u y

+ rr Ш) :}ffi L $,) - r .-it In|ltl,\t+ llLll),

Введем в # новое скаJIярное trропзведеlме (ц,у): (Qbc,Q.a)+

+X<Qy,Q;t) п соответств},пщут норцr l1.1l.r , KoTbpai, мк
леrхо вццеть, связаЕа с lI'il соо?IIоNпенRем эквшвалентности:

П'{L|l.'^l 
Wil.< iltl,tt|< 2 паr {t,лj(l+ llQ,l])"lч,t(,

Iiшlошим dr: ф, dr- епал{t, лl ( l +/tQrll)'.

Из (3) сле.ryет

пtl,r- to*l|l < tlu,"-!u,1|',,. ...<t|t-ьо-l| * 
фПu,О- 

ш"|',

Задашпсъ trроязво,IlfiIцм е > 0 , решпм отЕосптелыIоЁ=*i

r,-0; q4zi|Y>c!,

Y : М пч,-g"llL[, 
2 
:УЦ пrco- tL\, t: L(sл).

неIЕэ8пство

IЕе

Имоем
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{к-(л?'t>tлitr+€?,
rу_- сл!,f w >( яi)'1'+ll\lye у + еr22,

(г2+ y'xrjl+ zgc2tЩt+ е'2'-ур' n 0.

Л;r-0 . Тотда

7 
2l0}l^ 

+ l 
7 
е2 \* е'2' - tr^o' = 0,

^^\ 
-3 lцz

о)
- с'2'

Решелшем неравенстм буLет

r Пуст

(с'+

(
+ {,

О"Ё*
к

tг
е +С л

iTTY-

r &, (ч,W)t
Так как 

^з 
>. 0 , найдем те € , при Ko}olжx Ро' 0

0<-{€ч+с Y'l- r'?' ,

\'r'!'. [^91r'+r'l- onu'!' ,

e'2ly2+a'l :До2rt2f |2\ ,,.nf .

2. Пустъ теперь Л; - 0 . Имеем

Том сал,я*м

Условде
I:

Рr=

Zr. 0

сс'+ f 'l0}l'- zSе2,^ t с'!'-tr*о' = 
0,

(Ё),"= Ф2+ €
2€

т'+ r

|е2-а G )-6

""iт =л;<0
внпопняотся при тех хе t , tпо п в сгучае

l г (ч,-П)

€.т.
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Теперъ зафшtспрlуем прпзвоJIъвоо € , 0 <€ < Еолt

\цJ -lе?+е ("(г2+l2)_е,2,
гz{lо

йс

то пз (8) сJIедует
7r а\ - 7 u,*l,- n Щ, I t o^ - tl,n ll'.

Еслд хо

I

^

-lсhr |')- е'?'

!

з

0бъешrняя со сJrуqаеи 1

7: пiп

лешаа доказана.

ао+ l'
то, с учотом (8), имеем

Jш\-ъirl ,_ о. l €с! + сУgi{!-*ь-е'3 
)'.

Поэтолry, уrштцвая, no П > tr, в еJучае 
^;, 

0
лфЕть

/ : ;ff .т *"\lГd, е, о(- r' r - С@;Тф 
)^ У

2.

lItt |,l.

мокно по-

=Г>0,

ЗДМЕЧА_Щ{Е. Доказателъство леrдrн 2 проведево в предпо,IФiе-
нЕп, что F'f И . ЕсJIд Т':/ , ,o6*j)'>f, (по iеше l) ц,
следоватолъЕlо,7: {0 . IIоэтоt$ утвещдеЕпе леmш 2 остается
в сдJIе.

Из (3) теперъ слодует

ttё-ce* tt| + 
v\tl,'- u,"l|' . il(l,*- '- tl,- tt', i

пё-ч,*|l| * !rП"'- l/,*Il.<tшu! u,'ll| ;

{ l +ff 
,У 

rnr oo\t| . l tl* !, Ёl2;

i . 0, окончателъно по,ryчим

{tr;r,T\,

* 
Qf lt -'- 

tl,* ( * qo \tr' - цit|,Xtt-t1,1i
4ry Itl,

t-t
n,n:
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I
гдо 1,-@ . Флсшда

й)lu!-tf il<lu|-u.-|,<g'luLultn<q"Пrлu!-tt,-tt
lJц

lttl,,_ ч|п .\$ u*o- 
"*ilq".

Тем саlям доказаЕЕl
1ЕOРшrд.Для алrорптlла (2) Емоет шо-

сто лппеfiвая сsорость сходпlrостtr
с постоянЕцlдп

|tt1,o- Urп ?

ý z. Прпмер

IIдш вtводе утвеIIцдеЕIя о лшеfiвоft скоростп схqдЕ}lостЕ ал-
гортма (2) существпЕо trспопъзовадось прдIIоJIоБенпе, пtrliпmо€

относятедьЕо решеЕЕя ar* (ол. лешry I). 9то прдпоJIойsнхе тре-
фет обосвоваЕхя. Рассrютрш длJI IIрцмер коптsктщm задаw тео-
Dшп упдtrгостп P,rO].

IIустъ Q - Q'UQ'LR', тде Q' , €2" - огк$rтне офlасм с ве-
ЕрвslвЕпg по Лшrу гравтгчашп OQ' , о!2" , ЕIпчеш Q'пQL: Ф , Г= QQ'п а{2' - прmrолшейлrй огIвзоа. lм u"*(4,фС
еГW(РТ2 (N:',") опpeдаIm, тоЕзор

' 
,...,nu, = 

'r(#, 
* #,\ , i ,i :,1,2.

пр frбпро"""оi рd.о""ЙЬ' 0Л'- f,u E'u E,Og"7 |'u f
hta Г*>О) tr фшсЕроэатплг {рШй с!rлrеZ-СQН)Q,i,к,l"-1,1;

'!irе:СiNiлС- 
С!сr/ тIвбуется вайтз шlryм {уIцщоЕша

Еа шЕшбств8 trluу= glц,ц1-2Lш\
л(
Q. : |u,eH lu,^- u,.<O u С j,

где

гг
а'OЦИ : 

l 
С 
ц, с 

€;;(U\ елrСr 5dQ + 
|cu аеrr ull елrсt\ d.Q,

d5sИ"

ц



Lcul- [ F,'";l,Q * [ r'i"lл r |r"о,d,г* lт,',;аг.
J 
Q, 

О О 
J 92" 

-О J;,'-o' Jrr;l 
'l' '

F=(FiF"lсГьsлП',LьsпI',т={т;т\сV,sq1',lцq"l'

- заданЕце вектоIФtfftцFп,

р : {tl,=сtчй,tъеLц'{Q\1', гц'(Q"\', t/* 0 на Г*J,

/} - еддяиwая uормаль к 0Q", вЕешЕяя относtrтелыIо мнmе,-
сtтд Q".

fupo бr.пшеfiпоfi фшлr а(ll,U) пмеет вщд

R * 
{L 

:(L', 7ll : L' = 0, r,io) - q - бЦ, r|{rl : bi + б Ъ,|,
IЪK ycTaBoBlleHo в fZ], расслrатIиваемая зацача раэрецIЕ}да,

еслп LCu<O дIя всех, re 0пR ц L(zt-O прш

Z€СПR, ri-zi<o Ев ,,
Перfiдем к обосноваm ЕршЕятого предполйенпя. Полошм

E-|oe|:llif-li1**o|. Будеrr сwтатъ (см. fifl), что
Е= Erv Еr; rМЕ;30, i - ln2; Еr, En сосрдоточеЕш на
коIщах отIвзкао /, .

Пусть S€( такоо, lпo щ)п.шdом ol>/
ч-*+оLsЁ е,

То:да п9 вцда flра R биЬеаяоfi qюрм а(и,(t) и пIшнятЕr
внше пIЕдпоJImешй огпФптелыtо lшовества f следrет, что су-
ществует пqдмgшоство E'(lfub!'> 0\ шожества f , Еа к(у!ором
S:> 0 . Поэтолry мошно подобртъ такое wсло fi> 0 и шlо-

хбЬтво е с Е'(поьеr0\ , что Si>. fi iа е
Возьмем пропзволъво" ý. В . По нервевстцr Чебшшева

Р, с.3Ф] дIя лпбого С > 0

пь{о, а е е, lýtol -ý;cotl r., 1 * t
Имеют место HepaBoýcтB€t

=,t*">ф(цg:'ч +'. L{e\

<(пце>Цtlýitt"rrчо",

! Bi- ýit аг < ( пu ф'/О l!g;- ý ;|| о оу"r=

lý:- т;l сlг.I
е

Шfi".r,",) *

+ tt{ll*4,1) <
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< 
'оl{ý|'t"r, оQ,ц2 , cbLQ Q,fJ2 

€ С.. ,

Cn , Со - некоторше постоfiIнне, ве завиеяцхе от ý .Iде
тем саlrллм пмеем

пufлс е: ITlcol-{rol Irrl=| dг< fu
u

воэьпаем с * #t . Тогда

*r{neeL tgдo\-ýJc\r. #\ < _п!_4е_ ,

0бозначая 2': |ае e:|ýlabýJol\r' #}-, шuвем

lýпlо-З"rсll -# Еа е\е',

причем пu(е\ е'\>- Че > 0,
Возъмем U таким, чтобн л*.#:€,

0тсцда

f,3;-э;
е

*
ПlЗ!о -З"rоl< | на е\е'.

Дпя ,lшбого в > 0 апемеRт lra/- LL++olcs 1 аý> { е
как Еа мношестве е\ е' пмевм

Сtl,"l"-Сtъпl_ :or frs"+ *з")п- eTi7:
:.c[sj+ рВ;'-g;l>".F-ф : €, О,

, так

Слqдомтелъво, пIЕдпоJIокеЕuе огносlлтелъно (r* внпошtево.
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