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0Б иФifiЕtll{ях IюRfilювдlIшх рпIlвюк

Ю.А.Абраrовшч

IIусть воряшlюваввце рreтм Х п У Езометрпtпн, т.е.
еуществуег (.mHe&rHt) оператор Г пэ Х Еа У такоfi, то
lГ.z//=/а/ дJц .lвбого -z(X . Таrим образом, MeтpýIecl@e
струttтурц простравств Х п Y ве р&!лпчпмнr хотя Е,х порядко-
вше струIЕурш цог5rт раз.rхч8ься очевь значхтешпо. Нацпмер,
простравства t2 u, LrfО,r'/пвомет;шчЕн, Ео первое Ез шЕ
trшсцретно, 8 второе ве в|еет Еп одвого орта. Qдяако еслд до_
полЕцтелъво доrýrстrть, tпo Еэоirец)uя Т поJIоrцтольЕа, то те-
орема I утв€рцдает ( ото п ееть ocнoBнoft рзуштат зашвтt6) ,

что обратвrй опоIвтор Т-| тоrе поIоIпrЬпa, 
" 

теш сяцнч Г
окдзшвается п орядко в ой ш э oше трв е l, т.е.
rзqдец)sеft l qдЕовIýiевво порцдковъпл пзоноIФэмол. Оrсцда в
cEJýr поrryчепвого.,_в [r] прqдстав,Iемя /, -пзоlю;{пзrrов вЕгеIв-
ет (веорема 7), что вое поJIоrвте;Бнне пзоfiФтрш доtrускапs
i,ryЛЬТПIlЛЕКаТПВВОе ПРеДСТаВJIеЦПВ.

В теореuе 4 грвведево обобщеше теорешц I ва нершеточЕцt
случаf,.

В тершноtогхп, оt!восЕцеtся к теорш ЕоI}мЕроваввrдr, в
частноgгЕ бадаховш(, реше!ох,сделуеu работе ГZ] . Bш".no обь
звачевпfi ' веrпорвая IвtrетмП 

"Еоlжrlюв&tпвя 
решQтпа" п.lш

"баЕахова рше}ткаr ч8сто Еспоltьзуем соЕрацешя ВР, НР пш БР
соогЕ€тствевЕо.

РOРВ|А I. Еу. rь Х " Y - в оршпр о_в.а н н Е е

решеткl а Т -хзонетрsя Х "" Y
Тогда, еслЕТ>О , то gТ''rо.Другпшr
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слова}IЕ, всякая ЕолоIЕтельпая
азошетрпя одЕоfi НР ва другуD
осуществляоа порядховнfi Езомор-
фпзш.

дOКА.зАlТ.шgIВо. Тап как по условхD ТСХ; с Yt , то Ea}l

Еадо лшБ поR88ать, wо Т(Х*) * Y* . Допустпrr фотчввое,
то спцеству€т усГа T8ttofi, уо i/ 7(Xt) . Цусть ry/=/ .

Возьмеrr аеХ о, 
дJIя ко!оIюго /е:у . Тогдд /а/-/ l

С/ Х* . Следоватв.пьво,3_'О". Таме очеЕЕдвоl что

с+ # О, пбо пваче zэ-z-1 О, Е тоtда /= Б=-Ъ-<О,
Поliошм И = /-* , /2 = /а- . TotM/trarй '2 ц щlr атош

/=/r-/r 
rО . Крохе того, / (at+.z_ )!r*Д, х поа8о-

цr

!/r*Дl +.z*+z-/*/z*--z-/-//.t/-/. (I)

Докаrем Ео ЕадЕчщ, !]то лля лобого k-t2r."
[a*+l,e,_ у=7. (2)

Прп ,( ^ / {2) следует шз (I). Ilycтb (2) докдзаgо дл" ,(

Ц ДОКаlеШ еГО Д,И ,(+/ . l
Расслотрпu BJIei{eBT a*-{kt|)a- . Шrдеем k-*-0ЬЦа_1,

=Д-rl*il1/а . 0севпдво следпщее EeIlаBeEcTBo:- : rипryr)</r-{tlЦv,*U ,

ItoвTotry У; d+O/е/<ЛП '{7" . М"пм

lРсl+ц/< l/r*ИУ,vkzп+,(а- $-{е*+ tLz-- х,7.
Но тогда

l а*-с,(+0.с_ {-/ Г"И-сl+Ds/r)f< /,

И, слqдоваrельЕо,

/g*п (t*Oz- != /с+ -(A*il а- //< /.

ТаК Кав в9равЕвстю trB*td+Oa-/ >r' внполflяется T!цBпaJ1g-
Hrnr о6;взоr, то |с**(I*0.z_/-У . Тем саддп,r (2) доfiдвsво
црЕ BceI ,t . Но тогда -а_ - О , чт.о щ)отlюрчrт вадещ,
дощовш. Птах, Т(Х+)- Y. Теорuв докаэаяа поJIвостъп.

Ьк следует Ез до8л,аЕедстэаr Batд факrЕчесм пок,аsаяо
следпхцее 8есЕолько бопее сплъЕо0 у!ворцдеЕце, сцраведлшвое
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Е для хзомgгlиfi, деfiствlrпщдк "в".
ТЕОРflИА I'. П у с т ь Г - д о л о I r т е л ъ н а я

хзометрхя хз IPX в}РY.Тоrдат-/
т o:le п олоIЕт е ле в gаТ6), т.е.Т.t>Оs
Y"печет, что >О. Тем самшмГ
осуществляет порядкоэнй пзо}lор-
qrэмХ ва обраsТ(Х), которцii,во-
обще говоря, не обяэательно
векторвая подрешетка в Y.

СЛ}ItСТВИЕ 2. IIу 
" т ь Х - н о рмtr р о в а н н о е

пр.остранство s Kl ,Kz -дэа конуса
в Х , удовлетворяющпе следующtrм
услов.пям:

ц(Х,кl)есть нр;

U(х,Кr)есть НР;
3) К-сК".

Т о т д ; К,:К2.
ДейстштЪльвЬ, тшдествевншfl оператор i з d, Кr)* СХ, К;

явJIяется пQ,IохптеJьноfi гзометрrей и, следовательно, щ)пменпма
теорма I.

3АfrIЕЧАНИЕ. Следстзве перстsет бrпь эернъпа, еслх в 2) пре-
дполагать. тQ,Iъко, чо 1Х, К") есть ВР. Прп{ем за Х прост-
ранство АСtЦ0 ъсех aбcollpTнo нецрерцвншх функrrй на forr'J
с Hopмoit /lаlr-/есолhlа|л. По.дошм

Кr- {а с Х z gd)"о Vtc ta l]};

К, = t- сКr: *мовOговно возрастает на Го, t}J.

Тогда. {Х,К|) ес.ть IIР (дахе БР) , (X,f.)ecTb ВР, но прп
этоrru{rС К, в К, # К2 .

Пврхолд к соцlпенному пространству с сопрJIIенннлIв кону-
сами К; " К; , получаем пример, покдзцвашцii, что ц в I)
нельзя отраlиwтъся тоJtъко решеточЕьO,tд трбовани.mш (без свя-
зп норrн п порqдда).

tIредьц}пше результатш допускапЕ некогорое обобщеlше так_
хе на перешеточннй случаfi. Напомlшм два определеппя. Пуетъ

fi - норlлроваввое простраяствоi упорщ,очевное (заrrткнльш,

собственпъпr) KoHycor ( . r'оворят, что в r{ внпо.лвено пнтер
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поляtsонное свойство _Рцсса (!ЮР) , еслп для любй. а_., /, С К
(i,/= /,2) _"" о; < ti слелуgt с]ществовавr" ,й*ос е К ,

чtо dr<c<tt (ё,/=|,z).
Yn* с{, Kl Ьть ВР, то }ЮР вшполняется очевцдвшr об-

раз(ж.
ОПРГДilJI!]НИЕ з ГЗJ . d,K) уLовлетворяеt (D), есJIR вн-

полнеан следrщие два услошя:
(I) Vc, /сХ Сz</<о1+/v/х<//а/i
(2) V.oeX, VеЮ17? Ктакол, Йо -{,r*</ п /{:< /.z/16.

Лэшс доlвзал [З] , тро совшестное Bbrlo[geшne (2) п (ИСР)

эJIек5Iтr что < Х| К*) естъ БР.
т!;оршtА 4. п у 

-с 
т ъ 1Х., &l"<YKr)- r п о р я д о -

ченннне баваховн пространства
с(D)g (rcР) п Т - полоIптельЕая язо-
метро"Х ""Y.ТогдаТ есть поряд-
к о в н й п з оморфп з м,.t.е._Т(К_)-К_.

лOкдзАтlljlсьЕо. paccrroTpм Г 
*'_< 

Y i К | )Ъ С Xi !!очевшлво,
Г - полоlпательная lзоfirетршя _ Y' Bq ,Р' . В сп.lу утоlrrпlу-

топо внше рзультата Лэвпса,Y* п !' ctrrTb баносовн решет-
кл в, следователъно, ддЕ / вцполвенн условЕя теоремн I.
Теш сашпr Т'( К;) = \ý . _Нр оп9щда 9r9лу"r,. wо 7С К) - Кr.
лействптельrо. К" = Ki =с К|L|r-tiКР)ZhrКЭ= п 4l ,
где значком " о' обозпачается соогветствJпщая ЕоJlяI}а.

lчIц пе останавлпваемся на форцrлрвке следýтвпя, подобво_
го следстщо 2.

F*м Т еOть порядковd шзомодrфшзм (соответствеЕно по-
рдддовsя цзометрпя) НРХ па НР Y , то Г* есть_rrgпяrylнfi
изомодSrэм (соответствецно Еорцдковая хэоirетIшя) Y -ва А
Хорошlо Jr9B*ecTH.9,+ 

lmо существоваЕие порядtового шзол,tорфэма
irецду Y п А яе вJ]ечет, вшбще говоIж, порядковой пзо-
моРвостш Х п Y . 0казьв.аедся, чт9 дsпе сJrществованпе
порялдовоfi ЕзометрпЕ мецд]r Д u Y не вJIечет не тоJIьк)
хзоriетрчв(ютп, но ч rэомо;{ностп Х ш Y . Прведем врос-
Tolt прпrер, погверцдащдй сказанпое.

y\vJ,xl:E'- .,":о:"ч"{ !t{i ýr ;,ёО i/:,,?'
Так как ([_)* содершт }fачестве Q-слчЕаемого просу
[1 , то очещдно, tmо 

^ 
порядково-пзометрпчно l

п



0днако Х не шзолофяо Y , хотя бн погоrбr, что в Х иrrе-
ется допоJIЕяемое со , о в Y таковото ве существует.

в дополненяе к rц}пмору (прпведвнноlry во введеввц) взомет-
ричвнхr но ве порядково-изоttофнъоt БР уполявем еще нескодько
лодобньлt примерв, показшваюllшх, тго Е мяоIgе другие често
используемне поряд]Фвне свойства хJIш условЕя не сохрапяртся
произвальнýми пзометрЕямu (хmя сохранлOтся пОрядковъrtlп Езо-
tlетрияшr).

I) Существуruг Езометричнне баяшсовн ( -пространства
такие, что в одном из вхх естъ слабqд tцдllЕцаl а в дцтом
таковой нет. Достатрчно взять Lrtl/,),oSc конеспой несеЕа-
рабельноfi мероfi r l" il . под*оЙи" Й*."т"о, двдексов.

2) 1,Iз сказшrвого в I). в частностl!, следrет, что д8ае
лзометриu 'на", вообще говоря, Ее со)Фавя}т дrзъюЕктностъ,
хотя еслЕ изометря "ва" поло&,tтаJьпаi то IIо теореме I оца
сохраняет ддзъюнктностъ, будуw порцдковьs, пзомо;r{швмоrа. Ес-
м хе Г естъ ЕзоlrgгрЕя 'в". то она не бявана сохрлtять
д{зъюtslýпость даае в ýредпслФпенш, qtо Т>О . 0дЕако, как
заметшл А.С.Векслер, в одяом cпeJ.цaJъHoM с.rгуsае (см. следст-
вше 6) дJя пало8птеJБню( изометрпf, "в" улдется пoJýrtmтb Еози_
тпвньй резуJБтет.

3) Суцествуют шзометрдчнне БР Х и Y Talge, ,по в Х
нор!rа с т р о г о м о н о т о в н а(lс/<И/*lеl<ц!),
а в Y и, пFчем rш Х, ни Y не сqдершат двумервбй пол-

решетк[ '- .
Следушцая д9млв допqпЕяет смзанное в теореме I'.
ДПЛМА5.Пует" Y-HPco строто мопо-

тонвой нормой u пусть l, -"пней-Еое подпространство в Y с пнду-
цЕрованнЕмц шзY порядком п нор-
моfi. Еслп Y является НР,то Y,
есть векторвая Еодрешетка в }

дOмзАтЕ.ДьсТЮ. Поlоrем ввачаJIе, tпо клtовц бн вп бш.ш

лшаъшrпвФ в Y, олемевта,s/r,АОY: =Yп Y*, оlи явм-
юася Talcвe дпэъпнrtтвэrл в Y . Из дцэървкrвостх указаввID(
элемеятов в y следует, что

У,1frr=ryr-kl. (х)

ъ



С д)угоfi cтopoвHr для указаннЕх алементов в Y пмеем

у/- h ц = /и-? -7r-/Х" < /, -/*/r7, fr -А,
Но тогда в схлу строгой MoHoToEHocT}t нормч

И -/r/.r/, f&/,
tпo щ}отпвореwт (х). Taмrt образФr, д[зърнtgtвость в Y *"-
чет ддзъпакгЕость в Y, тдо r тр€Оова.тФь доказатъ.

СJIЕДСltsИЕ б (А.С.Векслер). Е с л п Т е с т ъ п о -
ло!ательЕая Iзометрtrя НРХ в }PY,
вормs в котороft етрого монотон-
в&, tоТ сохравяет дЕзъюнкт-
в ос т ь . т.е. usltr/А/zz/=О следует, чт о

/Гаr/А/Гzr/*о.
ДOМЗАТЦIIЮltsO. Ilo теорме I/ Г естъ порядковая хзоиgг-

Fя Х gа IP Т(Х), явJIяцщrюся подщюстраllством в Y с ш.rч-
IIЕроэавншш trз Y норrоfi r ЕорядкоOп. IIо леmrе 5 Т(Х) естъ
векторвая подршегка " Y , следовательЕо, ддзъшltстность в
Т(Х) пв Y совпqдашв.

Напшшrпц [r, +1 что;пнеftвd оператор Г , деiiству-
пф пз ВР Х в ВР l , допускаgг tryльмшшкатtrвное црqд-
ст8вленде (м.п.), еелtr суцеств)rDт ко}пff(тц ВСЮ g BCY),
заt кЕ}rтое пqдш}lоtество [- BcYt, нецрернвное оlобрахеtме t
пs Е g В(Х) х ФвlGlIя 4.(_D_[1*аюrc, чо

(а) Х (соmветственно Y ) допусltа€д цредставJIевRе Ее

BcXl (соответствввво В (Y)ll
to) V'z еХ ' Vl c Bc Y) kr/l. crc/1.1 , l c E,

rЪ )r/l:1L бt_ , t/Е.
в [т7 бнло доказано, что Kqltb скоро Г доrryскает м.п.

Ва КаКD(-вrбlць ра.lшзяtrrговвtD( кФ/!пакгах, то Г дотryскает
м.Е. п на паЕонхчесшх (стоуновъдt) компактах QсХ), QCYI .

Как хорошо trзвество, лрбце шзометрип прострапств С ( К)
( К- компаrm) в простравсrэ Lrfo,lJl (/-<Р*2<-lдопускаgт
м.л. Следущая теорема, сумлагруя ЕоJýrчевнце в зад{втке ре-
зулътатн, показшвает, что подобное лрдставленае вмеет место
для полоаительн}Е{ изоrcтрий в ;вэбьц IiP.
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TEOPEI{A ?. пу с т ъ Х х Y _IP п Т:7-+!
ЕолоаптельЕая Езометршя, Ерхчем
внполпево одво rз следуюцхх (не
дсклDчаtrщrх друг друта) условий:

(а) Г -дзометрЕя 'н8';(б)вYнорма строго мопотонна.
ТогдаТ доЕускает м.п.

ЛOКА3АТВ[ЪgIВ0. (а) В сп.lц, теорш I, 7 есть порядковd,i
пзопrор@зм п, зRачлг, щ)пiеЕшtл теорема 4.I пз fIJ . обеспе-
чrвашЕrl м.п. TaIf,x операторв.

(б) В еилу лемлш 5 п теоремн Il , /_еетъ порядковdi пзо-
морбrзм пз Х на векторвуп подрешетку Т(Ю вевFорной решет-
rш / и оttяIъ ,цIаlЕнrиа теореша 4.I шз [r] (см. таме [t] ,

заrrечавие после сдедствпя на с.З2).
Зд},IЕIIднив. ОчеяядЕо, что всfigfi оЕерагор Г , допусlаю-

чшlt м.п.lязшется /-толломорбпзмоя (/аl/Д/аr/=о+/Ъ/п/Ъrю)
В [а] рвзавш веобходдмце х достаточвне условпя для тог0,
чтобн l-гОмоrlорсlизм доrryсI€JI м.п.,п показано, что вспg[fl
вепреръввнfi tr/-голrомотЦrзш }Р,( в iP Y хм удовлегворяет
(по KpafrBeii мер на кацдо0,t цдеапе). Фсцда следует, что вся-
к8я lзометрпя, соц)аняuцаJI дхзъюшgтность, допускает м.п., во
всяком сJrучае на кдддом глаЕRом цдеаJIе. В заrtлочевпе огметим,
что пе всfi€я trзФrетря qдноfi БР на другуD ямяется d-To -
шомор@змом я, тем самьDr, оIшсанtrе такrх изометриfi ]rхе не мо-
хет бьпь поIryчено э рамках IчтулътшuI!катпввого представrIевпя.
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