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П I!]53 г. liiегшlн f;] опрлелшr отоб;-вяеllие, ставяцее п со-
Фг}]етствпе Kaff,]{,oii 1уrпfiии c/ , з8даlлltо:i на семеfiстве подмно-
хес,св конеч}tоIr.} },{ноаеетпs r ( эта :,i/:lt;::ir.Ir] у lllеп.Еи удовлетво-
tцeт psly ecт8+TBvic-lж огрн!чониfi), некотл1:1по мерry Ф на .I
:,hд.r Ф ecTeeTBeHltýM обрзом определлLIIа.сь аксио!,/Еlми, пред{о_
женннми lllеллл. i} тео;я.и игр алементн l\iiis]t:ЁcTi]i] f юзнвартся
игркаl,tи, полмно;i.еijтЕfi J с f - ко;.ц}llfrr-i,л: пгроков, велцчина
И(S) опрделfiет l,tiрвIироваlшнй ввпгрtл: ii{,,rлиtии S , есщt иг_
poкll, входлцде в коалrцЕш, деfr!ствуют Cc:ýMe'JTIio. Мера, сопостав-
л"qе}€r, т,Frкцпп U , - то р8спределеtsие ьыRгрпlа Koarrlдoб{, сос-
тояцоfi из всех ЕrроItов, спрsведпtrвостъ кФ?O:jого п обосновнв8_
отся 33,1-1о}цIнмп 8кcuorEltfi. i"Ig* 9 в ;,..t.,tъ;lt,:::,еr; бцпа u,zlзмнд
BeкTopot{ iijеllлп кллt значенпем по lllеши.

Габота [leE;M способетвовала tIояв,Iениi,, значиталыlого (шеIа

статей, посвлценнr{у, этоft тематЕке. Бщ предлоltен ряц лруrю(
ЕоIЕqдоts, в том чиqrlе и ворmностнж, it ,JпредеJIOнfio деJIеяа
llIeплx. Воэмовности исIIоJIъзоваЕия атЕх IIоJIходов в случае беско-
нечного IцGпа lп.poкoв для постIювнпя деJI€вs Шеплп деталъЕо про-
аваrtпэщ)овапц в_{уlцамеuталъшой rюноц)а{lпq Аупаава r Ьетrпи [2] .
i} частностш, Б PJ бtцо поIйзано, lпо дJIя сjlноIю ttласса эконо-
мичоdкшх моделеtt значеЕпе по Шеп.lв пЕп ,гrостатовtо обшtх усло-
шtrIE совfiЁlдает с конкуреmшп, I}tBEoBocиetJ:t что r прдопредели-
ло ЕнтOнсивЕое пзучеЕшо aгolto круга воЕроссг. (см. обзор ДутФча

в ГЗ]).
0днаrо в мовог;вrtпп fZ] оставлся в ст()роне первоначалыtнf,

под(qд к опрдеJIени,0 деrIеf,а llЬпдп, освованннfi tla ЕIЕдставrlенпи
,ry}шsи й в Bii;c .'иHefпoit комdшнаIЕп т8к называешD( пpocтeli-
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!их Ёуiil(ц,lfi. Д;tя случаfl1 когд., B(;t: I/Iгрокi{ L,,iilнi,lкoвo значиllн, i
число !ггр(jков счет}!о, вопрос сущ€ствованfiя и е,lинствонности с
лостаточtsоj,i поJIногоfi бц,ll нсследоu;н ь [С] кэк рз на основs
первоrlаqалыlого подхода Lliеrши. i] нsстоfrцеli раdопе делается
попнтка примененпя такого под(qдir i,ля постsточffо общей сптуа-
шлпЕ).

I. Излm,шм схотW построевtrя делеfiа Шепшr в конечном сJIучае.
Пусть f : {t,Z,.. ,z) - конечное лшФrество пгрков; и - Фrяк-
I*Iя, эqцанная на 62 - мнmестве всех подлшmеств Егрков.
Пустъ s с {2 - некоторая коа.lппltrвя. Через Q, будем обозна-
taтb мнохество всех ЕодItfножвств KoarIEIlm s . 0првдеlпш ва 42
меw У , IIоJIагая Т(Оr): иrý) , 8 з8твl, 11родоJIЕ€lя ее ва все
бl . Летко вцдоть, чтЪ алгебр, порФ,допная lдIщоствам {2

содещт все a;leMeHTH f2 . ТоlЕ,а, очом,цвоl 
's '

V6'): t,r*,s>yd,t), (I)
л

где

Ut(s\ -
Действитапъво, Еgц {йксЕрвашоl S (ршщя /t, рша еддmце
на всех подмЕопеств€lх t q S п нуm в црогпвном clrJпвer по-
этоry V(rs): (/(ý) . Равенство (I) ве ЧТО шIоо, мк Еродстав-
лекие характs!мстшtlбсвой фрпсrщ в вще .lшBftofi коьбпнаlщ
прстеfiпшс характеIЕсшчесшш i!рлсrщft , Еоп!пIеЕноо Шеппш [r].
То-^перь, еслп coпocтaвEl, кФкцоfi Еростеfuеf, {унrс$ш Иf мsw

ц ва .f , то. польs}уясъ шсспоплоil лЕflейяостп, смо;ей сопоста-
зц,iь п mбой хаlвltтодшсtzческоfi фrкщд / меру Рr ва f ,
Ео,Iагая

Рrв): terB1.1dt) . Q)

Форqла (2) предста*""rt.ду Ри 9 ппл€ лшеfiноfi кqбша_
шп швр Р, . Шеп.ш счптаJI, что все trгрокп рвшо8Еаwц, Е
поэтоrry из аксrош сЕ}аФтDшЕ Е эффктпвностп qпедовало, !по
Еушсшп ф сопоставtrяoтся раввошеряо IЕспроделенная ворятно-
Е) Бпцвкая в вокоторЕ огвошенпях cxerв ЕсIlоJlъЕtовалась в fЭ]

длrI сJryчая, EoIEа шЕбоство I явrIяегся метIgчесЕЕм кошtак-
том.

t
I, ес.lш Jэf ,
0 э протпвном qrццае.
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стпая мера tиl f . Иля с самого пачала ва .Г задаgа накоторая
верятRостЕая юра ft, , то фушпш /, естественЕо сопоставптъ
огносЕтелъЕут мвgr, опродоляоцrю рав€Еством

9rsl =т

И в этом сJýrчае фрrула (2) определат некогорую lrеW Qr .
Излошешпfr метод постIюоlrпя Mepl?Y по сущеотsу нв gглп-

!вется от предлопонýого Шепtrаr qднако акцент здось перенесеЕ
на вопрос о Еродqrпfiенпп ме!ш 

' 
с пqд}frояеств *дs Лs на всg

подlшош,естэа мноаества э2 . Котда ta [2 мер у }r8е задаша, фр-
п4ула (2) ставозштся очевпдной, в то время как Шеlr.пп дает шпое
прдставtевЕе, tпо трбрт ЕекоторьD[ комбrнато;хпш подсчетов.
Далее толыtо тIо предлФеЕная схема trостроеЕшя деJIеfrа Шеп;:и бу_
дет расЕрстIЕЕятюя на бесконечш*й случай.

2. IiycTb ,{ _ носптель некотороfi верятfiостной мерн д ,

задаlпtой па О-алтебр борлевскюt мпоf,еств отреам lO,il.
06озваwм черз Q тоЕоriоlическое прострнство ItJIaccoB борлев_
скю( /1,-эквIвалвЕтнж подмЕскеств мно8оства Х . Топодогпя яа

Л оriрделяется мет;икой vG,t) * 2l,(s at) , где s,f € Л ,

а tL(s^t\ - мера сиrллет5пческоfi Ilаввостп эJIемвнтов s и t
(оЦее TotIHo, 1lGat) поJигается рашой 1l,GаГ) , где ý
п f -соответственцопрдсташтеJшмассов S п f, ; очовпд-
ао, Ецо велпtина |lrGat) определеЕа, т.о. Ео задисЕт сг мЕо-
веств ý ш f ). На шшестве Л момо задатъ часвпчrнй поря-
док сJIедmщ[м оdрзом: S < f т!тда Е тоIш(оJоIЕа, когда наfi-
.ryтся такде прsдстаэптqrtп ý я f , что 3 с f . Черз s+f
будом обоэваtЕтъ к,всс, предgгавптелем когорого явJIяется мЕопо-
ство ý U Г, а черев S,t - к.Iасс, ЕредстаЕштелем котор-
го явJIяется шшество ý 0 f,

IIусть / _ Вещественнозпачная фувщия, задsЕная на IZ .
Везде далее 6;дем свптатъ, что t/(P\: 0 , тде F - w"rо"
rrgФество. Кролв того, будем ситать, tпо {ушщя И Еепрерцв-
lй св€р(у (угвосвтвлъ}lо qастиtпlого порrцка gа [2 , т.е. если
Sr*S, Sn*r4 Sп , tо Uбп\.* {l(S)'' опРЦшJitfiиЕ I. IIак (Q,ч) назцвается кооцератшвноfi дг-

рй, а {шЁкия И - характерпсмчеосой фуlлчпвfi атой шрн.

1ъGпt)/ 1l,ft\ , ослЕ sПtt'0,, P,(t)> 0,

0 в протввtlом cJIlBаe.{
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3. Попшlпл rr:ft ;t<8,te a|,Sc!2 . Пустъ l
алrебр, коЕорая Еоршдается Bcelм подrшФестваrrд простIlаЕства

Л Й, Q"- , s е Л. JIюбоfi аllемgнт Ф € d оЕрдоляег Ев-
дltrtатощУп ф]'ЕIgIш 

^ гtоsе Ф,
Уо{$ : 

|О " 
оп*чэЕом сJIJ.чае.

ПРFДIiШШlI,IЕ I. Для л ю б ог о эл е !ле Ет а

aed,afP, ого явдпка торЕая фуЕкцЕя
l* едtrЕствеlл/н:лм образом предс-
тавляется в/ впде

п

l": ,4ur/лsi, 
s;l F, (3)

гдо П - натуралъЕое чдсло, завЕ-
ояцоо от элемоЕта Фс& ,s;eQ , S;
ЕоIIарно разлдчЕц, {в;| - uабор'це-
лнх qЕсел, отлЕчЕцх от вуля.

ДOIИЗАlЕIIЮlВ. Докапом cBaчBJla сJществоваlmе црsдставпо-
шя (3) для ;юбоrо шемеmа а С 4 . EcJm a=.Q,, , то
l*: Fл. Е, следовательно, цIвдставJIешo (3) для такЕх аJIе-
lrBBToB а]mвб;н сJrцествует. fuлее, еош 

m

r"г Дut,/лsi " ';Ё*iro,i ,

si, rt€ Q ,

то

х, _ (:n m
Pn,n nn: ,Д"i ,+)Fri 

'o,ir:
- *f*"' 1' lo"i, п,,:-Дi', n! *j / о,,,,,,

'* Ёh"f# {k:#Аы"я Ф$п(цпя о.*..1*" a,IoMeEToB
атгеdрн Ч " 

а, цродставпrfiа в вЕде (3), еслп кgrytшй цз aтlDr
аJIомеЕтов представпм в тако1, вцде. Вмдr того, что /onu ц::Хо! ffn"- /ца4,, анадоmчцоо утв€Ецдвншб оýраведлпво'ш дДя
оОьfifuнейЪ аiЁйбптов алтвбрш ./ . Прелстsвплюсть доIlоJlноЕпя
-очевщ,Е8.
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Дшrажем единствеЕность представ,Iения (3). Пустъ дJIя пеко-
торго адемента а,€ф продставJIенпе (3) ве едшrстэеrrно. То-
тла сшsстlует пабор це.пв не равнцх Еулп щс8л f; ,i=,|,...,П,
и набор ЕеЕустЕх IIoIlapBo рsзлшнж ыlемевтов /, , t;c Q ,
такЕх, ttтo 

lL

,Q fi/ло7 0,

Пустъ /;о - мапсплвлъпьй ЕЕ} эJIоментов {. отпооптеJIшlо
Еорщка 4 . 0чевцдно, что энаItsдЕе ip,пtrrд, стощеfi Qrteвa, в

T*i 1l, _y!|_t:э , rпо_пршводrт к ЕртиворtшD Vrо* О

Это доtвЁъвает прдлGетmе r.
В силу пIЕдJIйонЕя I на аllгвбр d }ю,пяо задать, вообще

гоэо;я, коЕе!но_QдддтЕв}цm мору 
' 

, попагая

.t(Ф):Ё*, r(S;),
L='| 9 с

5,. - э.темевтн првоfi частп ф;rrrулц (3). 4
эiемеят б еd на9ов€м Еравшлыlьпr, вслЕ olt рЮН !!rQr;,
!2 , Е кшдое S; lrtаксtr}€лшIо по отвшеm -< в семайствd

la . Очевпшrо, lпo wц\ткаторная {уIfiIщя правплы{ого эле-

тIе

S;

{

е
si

менТа ПредеТавП}iВ в ВЦде
11, |1 а

кахдоIо

lg: Е / r; a, i lo,, 
{,..* 

cl
ПРЦЛIIOfiЕНИЕ 2. И н д и к а т о

..,sa'
Функция
едЕЕствен_

(4)

,"-o/Лs,

рсая
а€*

ным образом представпма в вrде

h: *.nnf-V, , бi э 6;*, ,

тде 6, - правпльнне
г е б р g"* .

?а- д
i=t

n' lttsi

ал-

ДOIfiЗАlВ'IIСlm. В сплу щвдIФвшя I вчдикатоtжая функщя
fn элаwата Фе* едЕtственЕ}ш обрзом представп}Е в пйле

1

06ознаwм черз {l1. сеюfiство пцдЕкаторнЕх {vткцШ,
соотвотс8Еутщдх шнGестваri Qr, а всеЕоэмшнl, Еr конеqвнм пе-
ресечеЕпя!r. Очевп,qво, чrо ..#ft"rво И}о ковеwо.
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Пустъ S;r, ...,Si^- максиIlмлышrе шwегц семйства {S): .
Тотtrа, очевцдпо, элемеm а.lпебдн бп: UnlZr.^ E;Bмllblmft,

прв этом *;*: 1 дJIя всеа К,,,,,пъ
Летво шдеть, tпo lgп'7о, так каfi любой ытепвн! sеа-

содеIшптся в олв}м пз lлФеств Si", о-- fr,,.,m , ,а эначпт,
п в мноiестве q . Попшдм /4,: xgn- la . В сплу пIЕдло-
хоluя I ЕЕдЕI€торЕая фуtпцдя lФ. прдставшлrа в вцде,,

Ll
Fп,:Д*|, /лrl ,

где ка&дая ш {лrrкIЕfi /п^, "^ пIшнадJIеппт сомейству {,х} .
Замотим, что сапеfiства 

- 'TSr;i; {ri 3i' во пересокаrтся. ^
Примепяя оЕцсаЕц/ю вцпе Еtr}оцедуIхr к qуш(щ ,frn_ , troJýrtиM

|оr- 76"- /*, , тд€ 6" - прввшлшrrп ыIомонт аlЬеОрч # .

ЧеIюэ KoЕeEroe чпсло шагов попучпм

Уо: lr^- /ол_о: 0,

так каК в раэлошеt{tи (3) фrнщш Уо- моrтт лшIъ участвовать
(уrкщ семвйотва {r\." на кацдом ша'rъ шо крfirей иере одна Ез
Еж проtrадаeт с том, чтобц шшотда Ее вознпкнутъ. Такпм обр_
зом, tL

.f _ ,- L-,l
/Ф: l-?|' /е;

Щдинствешостъ прдстаыIевпя ( 4) доказцвsотся неЕосродственно.

4. Полошдм 
п

ilrll-.s"p}ly(a)|, (5)

IEe веркняя гранъ бертся по всвм конеIIЕнм спстемам {Ц.l| "о-trа!но-нsшерсекащФ(ся эл€меIпов алтебрш -4 , т.е. l|t ll' -
ltолная варЕsIIЕя }8вц 

' 
. 06оэнаwтм через / лшФество ф]rlff(-

тмfr а l для коlгорЕх lltrll- а
ПРЕШДOfiЕIlИЕ3. II р о сФа н с т во / я вл я в т с я

trолнцм Еормrрованннм trространст_
вом с нормой,опредеJI€Еноfi ра-воЕствоМ (4).0яо язоморфпо Ерост-
рапствУ баG2r4,R') отранпченннх ве_
щественнозна чннх конеqно_8дди-
тдвЕнх функций мноаества, за_
даннЁх на,4
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ДOКАЗАlЕIIiСТЮ. Заrreтпм, что в сшrу прдлошенпя I кяцдьй
arIoMeHT lre М определяет на.С ограlшчеЕтут меру У (это
уf,о"хказшвsлосъ вьдпе). С ддц7-mfi стОронц, какдая мера ll €
е ба( Q,d, Д'1 опрвделяет BBKoToITm характер!!сlическую фрlк-
тFю L|' с IlaBeBcTBoM OG):Y(rs) ; IIр{чем эта функIця и ,
очевцдно, опрделяет в сиJIу Ередлоаенпя I ту хе сап,ую меlу V
Теперъ ЕредлоfiеЕЕе 3 следrет пз IIоJIяoгн прстIвнства la( Q ,d,П|) (см. f8" с.I??_рф.

ЗаметЕм, что каJцдая огрнпченная ме;и V , задаIлlая на ал_
гебре, прдставдDЕl в вщде раэЕости ЕеотрицательшtD( мер Yf-r-,
где

.l+cal: stl,p |(ц) , |-(Ф1:- Lп| чсцlаrёЬ оrс'а_
( ГS, с.IIФ. Следомтелъво, фуmсдпя мнйества /r прдсташrма
в мде разностЕ дцrх цеотрпtателъЕшN фркrиfi и+ и (/- l rде

u+(sl- s(ц.l)@\, tl-( S):
o.'Qs

OпРЕдFлIIшiиЕ 2. Неотщцата,Iы{ая

iпl
осlQs
мера

у@)

у Е8знвается tиcтo
конеtпо-аддЕтиýlой, если яэ Ееравенств 0< 

'а@)<хФ), 
fu€ф,

где У. - счетно-аддптrвная мера, следуют равенетва Ус(а):0,
Ф е d, т.е. Ус : 0 . Еслп У - пропэвоJIьЕая огранпчеЕпая ме-
р на S* , то она наэнвается !rпсто коночно_адlптпвной , ec.lш

пюры Tt и У- .BlI.mTcя lисто конеqно-ацддтввннмп мермЕ.
Из прдлспопшя 3 и теорм T.I4, I.I7 п I.24 работн [6J сле-

дует, что мно,кества характершсмческш( фуtIf,цfi М". М п |ulосИ,
пороfiд8юпirlх соогветственно счотно-аддl{тпвнне и чпсто конеlпо_
аддятиý{не мерЕ на d , явдmпся лшtеfirпплп подпростраЕствамЕ
простtrввстэа У/ п прострнство Д явJrяется Ерmдой срмоfi про-
странств /u{" т И,, т.е. И-ИrФ И, . Из этого слодует сло_

дгlшц0€ утверцденце.
ПРГJШOШЕIfl4Е 4. 0 т о б р а fi е Е и я Р":И - М" sСРrzИ-Мr, оЕределяемне формrламп

PJr-t",'Prt*(/r,гдо 11 -1/"*llr, лЕвейнн п
являDтся проекторамд простраЕст-
ва И на И" n Иr соответственЕо.
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5. ПоодедоватsлъЕостъ алемоЕтов {О^\irалтебрн 4 Оу-

дем н8знвдтъ дсqезающей, еаllи Lnnr= Qп, frnon:P . Тlустъ

(уrшrия мнmоств / пороадает неоtIиltателъrуlо мвру / на .4 .

ДПЯ S€Q ПОЛФПМ

t/"(S): rж fu,l(o.п\ ,

Iде во;п<ня.rт травrц€ бертся по всем ясчезащдм посJIедоватолъ-
gостям алтебр d , содеIпsцrмся в i{HoшecтBe Q" . Чвреэ tto

обозваwм t - r . Такцм обрвзом, t6): rаВ> + (rH6), {

Ддлео rш no*o.#, что фу,цiltrя ц:цtr:'ц ",Ъ.до*-тельно, пороцда€т па а.шебре g{' ссетво-qдддтцвв]rю меw Yo:Yg,
а frршсlця U": !rl/: t, порщдает tмcтo коЕеlпо_аддптшвIý40
MBIry Ур . 0днако снаtвда устаЕовцм дlщ, cBotcTB фуюw, Г,

IIРFJLIIOШIЕiИЕ5.Пусть acsl , а псчеэаю-
цая последовательЕость {h"1 эле-
мевтов влгебрн 4 содерхптся sО-.
Тогда для любого €>0 существует
такая Есчезапщая послодователь-
ностъ {Ьо7, содерsащаяся ьа-, что

ун(а)-е < аhъvса;зу"(Ф), hпс,о-п.
ДOItАЗАТЕ[ЮlВ0. В сtrJv предIФвlмя 2 Енлиrсаlоп*"я ф)пцtIшя

аJIемента ее4 цродстаЕшlба в вцде
m

^ /n:ECD'''Vr,, 8;rn- 8;, п; (6)

ш" f' - правиJIьнЦе ыIоментш алтебрш' '.". 8;: НrQr:( Sлi - Ilопаджо рааJIичuilе аIоменты прострнстм Q ).^
Пустъ {,Х}r- семеfiство всех мнществ вцда QJj в дх юе-

возмmнш,( пересечетщй , а {d|| _ Talme исqозащле посJедов€l-
телъвостЕ ыIемеЕтов аrIгебрц, сqдорЕацдося в Q.с {/3^, qо
tнG)-€1< ftпld!) < UнВ) . (3ашетпм, тго Й:цдШ Ълеrоешт

семейства {,2(7n "wет 
вшд Q. .) л

0бознаим черз С," sлемеЙ qd)ч h" , где объедпненпе
цроизвqдптся Ео тем S , для котЪръш Q.e{Zl^ . Вследст-
вие конечвости семеfiств ft )о последоЙтелшЙтъ {Crrl яа,н-
втся ясчеэающеfi.

По.полчам оОо:спП Bi, i: |,...,fu,
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Очевцдно, qо Ф:? ф:*' , так как 8; =6r*, . Пусть 4," -
элемеЕт алгебрн .d , определяешй рэенством

|n^: *(l);-'| lФ; , (?)

тотла lLoC Фо ,..ДействrвелъшЬ, еслп 5сhп , ToS c?o\cn
Пуст.ь ý е а'х'," s ё fu*!, . то"49 s 1-?L : i <'io, s l а:'",
l , rnл ,вследствпе тоIо, что Фi )а';' . Это аваит, что
Sr 6;,,;tio,rj6;, i rio . Прп четном l по.trучим lss>:oа sf Ф . I1оследнее протшворtпт вItлDчецшю S€hпсФ.Та-
ким образом, ,4 Еечетно. В этод сJryчае lл(S): l g se а.
прп лобом s, \ . Следоватешно, h^-'ti, h

UalrBTиM, дше0, !mо

lо,lпг {t,btl;-'/,r\(f,c-l>i-'7o,r: лап. (s)

'"+го равенство Еепосрдственно сJIедует Ез легко прверяомьв ра-
венств

(/ц,_; lBr,)(/or;',- frnz"+z) = aiU-у"t, - f *1+z) 
"

D." - спвол Кронекер. Из фрryлr (8) сле.ryет Фос. а,
Анй;Iотптtо показцвается, Епо r^ , tr^ : r^ , поэтоi,ýr
hпэФп*,, . Так как &ос Со',З'ПТir:Р ,Wn Фп-hо..Т?-
кпм обрзоl,t, мш пострпJIЕ исчезахщJrп последователъвостъ far}
такJп0, что Lпa ho

Покажем, Ьо ýrСоl-С <;2\*(ianl*V"rИ щ)п достаточно
малом €, .

Деfidтвштолъно, в сиJIу (?) справедлrво равонство

\)щъ\: ДF,t)'- 
П,lсф). (9)

так как Ф'п: Фпft 6r,'7|,,: !, n ,, , а {Jr; , Qr; : Qri 
, ,

то
.mi

)@L\*Zr@,П Qr;") - Дll(опО Лri.rr) + .. .

.., +(,1)';-"l(bnn Qr:.r!,....;,). (I0)

По построэrш кацдffi пз 8рIтпrевтоЁ ме;ж V в правоfi части
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равеЕства (l0) содеIгится в Еексxгором l2J С t/\* п содеIжЕт

dje * . Поэтоrу У-lr€;я агого алемента прш h t ф стр-
мптся к некоторй веппчпно, содеIжащеftся в отрезке

Гtr"сs>- €1, u/il7.
( 

'PH(s) 
- en 

= hrd,j\ < rrcs> , мвра V ЕеогIицЕтелыlа, (/"(S)

равЕа ве!жЕоfi граm пIюделов мерц У на всчезапхtlих последова-
телъностя).

Следователъво,.п;
fu_чй, : 

fltr"csb - ý r"ts!. si> + . .,

...+t-.t\щ-4r"csi,si, sb)+ €G): r"(6s+ €G) ,

тде €(€,,)*0 пр€о-0.
Из последнего соотнqпоЕЕя п IlаBeEcTBa (9) пр достатоЕIо

Mа.lIoM С, погуlпм
'lH@\-r= !зr(ап\ < Ун@,).

Продловеrше 5 докаэано.
ПРЕJLlIOШЕЕlИЕ 6. М е р а |, Е € о т рЕ ца т е л ън а

ва алгвdре.9fr
ДOIilаДТЦIrЮТЮ. В cдJry пIвдJlФеrпля 5 д.пя .lmбото аеф су-

щ€стцrет такая шсчезаюцая последоватепьЕостъ {апlrФпqФ , wо
]н(а)-е=(iл_u{Ф;<Ун@-\. (Здесь шr полагаем- hn: Р,
fu-4r2,...) Так кас е ЕIшзвоrIъшо, MoIB У неогршl,атеJIшlа,

а пооJIедователъность ао убавет, мвр Уя такее ЕеотршцдтеJIь
ва. Проплmеrив б докаsано.

ПРЩПO8ШИЕ7. Ме ра Уо н а от рп ца т ол ън8
на алго бре d . {

ДОIUЗАlЕJIЮlШ. Пусть ЕоqпедоватеJlъltостъ {ао7 такая Ее, как
IIрЕ домзателъств продцшrцего прдлФеЕпя. Тотта

чr(е):У(О)- \н(Ф) > ,!r_"(0-х 0.n\- €,
Ък как Е > 0 проЕзвопъно, 8 У неогIдцателъва, Vd@) > 0,
предлmенпе 7 доtаэано. d

IРЦШЛШЕlИЕ8. Ме ра Уо. с ч е т н о _8дд! т п в-
на н8 алге брвld.

д0I$зд1Е.IIюш. М тою тлобн доЕазатъ продлошенЕв 8, до-
статочно показатъ, no ,!!Ъut({*): 0 , е.rп {Д,l - яс-
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чезащsя посдедователыlость. Докахем ато. IIустъ {Ь\ - такая
псчезаЕщая Еоследовsтелыlостъ, что tt"( Х) - е < 0.,rr*i ( р < (rH( Х) .

ТотЕа последов€lтеJIшlостъ {цnu t*l псчезЙая л,-rrr(Х)-€ <
< htn v{pu|)<rr(^) . ЁЫзъмЬii такое /za , rTTo п;и '' n , no

вцпоJIп@гся нервоЕства

ur(X\-e <ч(fпu t) * tto(X)+c, (II)
В си.rry предлйеЕпя 5 суцествувт такая псчезаDщая посJIедоватолъ-
Еостъ {а*| , дтя Rоторfi

nr(fnouln)- е-- ап, vrao\ <y"(f,n"Utn),

цс ?nou tno, or= %u |о, пrпо .

С друлоfi сторнц, так KjlK Ц' h , спрsв€дJшвш ворвенства

tr*(Ю-е < (itъ ,лсцl < rr1).
TaIcEM образ ом, I trr(X) - rr\лru |.1|. е п, учtпýвая ( lI) , поlп,-
tmM

u(?nu |d - vH(hU !л): rftл,ч tпо\ < ze .

Тем более

\{lцl' € 2€,
цеоrlжцателýrая м a.lвe6_

, ft, ftо , EoJryIIEM

прп n>tlo,

так как в сдJгу прдImенЕя 7 мера Уо

р 4 . Вследствпе тото, чrо tr^эt!
у!(|*\ < 2€

что п доказцвает прдlmеsпе 8.
IIPEЩJIOSEiИE9. Пу с т ъ {r Е о р охд а б т

отр4цателъЕую мору v , Гr:U"
l а ГzLr: r"

дOмЗАТtsjшсlЮ. Дшtатем, что для любого s с Л
няется раDенство Ttr"cs'l= Lrн(!) . Деfiствште;lыrо, пртъ Р
!оСЛ ,"{l^l" , t^ё'Q , -lсtnзащдепоследоватейъ-

ЕостЕ, для коtорsц

0;з> -, = !rlr_"'?*) = r.(s'),
Ttrrcs>- е < hm._чrЧ.\ = гtг"сil,

Е€_
.Тог-

Bl{To,I_
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Тотtrа в спJгу поJImЕтелъЕостЕ мер v " у,

t/t|(л-{- = Рзч(rпU !n\ < rr{s),

Гr;sl-, = !*r,/hu/лl * Тt"сil,

п найдется такоо 2, , tпo прп fu , ftо

Ttr;s)-e<vH(?nlJ!; <Гtrпсs>+е. (I2)

Вследстнле предлФеsпя 5 существует такая trсчеэак)щая Еос-
ледователъность { Ф*l, Цс |n"U kr, для колорfi

jr(?noU 
tn\ - € < !,п,l@"l < yr(BnoU tn),

аr= 
\oLJ ln, п, по. (iз)

С друтоfi сторвн, так каК !оa ао ,

qL(S) - € < аrъ ,lсц:, 
-< 

(/H(s). ( 14)

Вследствае того, что е моJпно взятъ скоJIЕtо угодво малнм, из
(I2), (I3) и (]4) по.,ýrФм

TrrCsl: tr.(s),
Предлохеrше 9 докаэано.

пРЦДЛOшЕнИЕI0. Есл п U< И - хЕ ракте рц-
стпчвская фуЕкцЕя, пороадающая
Ееотрицsтелъную мsру 

' 
н"*,то

vr@,): 
to% |y_n'n"', (I5)

где верхняя граllь берется по
всем ЕсчOзаюцшм последов8тель-
ностям, содераащимся э Ф.

ДOI(AЗДТЕIIЮIВO. В сшгу предлоfiеmя 5 мя любого ё > О
п лоdоf, псчвэащей посJIедова!елъпоотп {7n_l ,?nc Ф, сущест-
ryет такая Есчезающая пооледоватолъвостf, lепЗ, !ос 

а,ос &, NtЯ
кmорой

'l)H@)-e < km_,t{а-о\ <ун0,\. (16)

Так как е l {2лl, 3ос а, Ерпвво,Iыlш, trэ Ееравецств (16)

с.п€дуст IEBeEcTBo (I5).. ПрдлшеЕtrо I0 доtазано.
06ознаим чеwэ И[ С И семеfiство такпх характерЕстп-
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ческих .аrrпщ,ffi U" е Ц , пороЕдашOгх па алгебр -/ неотрш-
цателънне счетЕо€rцптЕвнце MoIH Vc , для Koтopto( xaIBKTeIEc_
тичесмя фп{кiшя U - llc trороп,дает неотрцатоJIьryъ меру
на ,4

ТЕOРЕМД I. Ес ли х а рs к т о рп с тп ч о с к а

функцпя U'пороfrдает Еs алгебре
неотрпцателъную меру, то

я
*

%r: о": ug , |rU : [, -- [11l

t/p(s): 
'rofr !Y^n'or' ,

где верхЕяя гран!ца берется по
всем ясчезающпм последователъ_
ностям, содерпащвмся " Q,

ДOI(AЗДТЕПIС1В0. В сп,цir определенця2 п предлGояпt б в 7
достаточнодока9ать, qо Г.@)>чс(а\, ае* . Полшм
l/1: (/ - llc . То:ла И:!)'о* tr" . fu осЕоваЕлtr прдlщошfi
б.8 {дrкЙ л'представпЕ в видо су,длJ фуIпчцft tlj + tl,! ,

мцдая пз Еогор.х поропцает неоllЕцателыrут меw на аптзбр СР.
Кромв тото, lrcp Yon бутвт счRтно-аддптЕнrоfi. Таlщ образоrr,

U:trr*Uн= ц+ ruf +u"' . В сп.lгу продлФвцхя I0 справед-
.швн fuBeHcTBa

r.(a\: ]ff, !у_r(Фо\ = ,rffi rу_rуN(а,fu)lv"(ц)) =

jff, *Эrtаъ) + ui*", + у; @n) ,

- исчезахшlая послqдователtпос_тъ, а,,ъС а . Так как
усп V; счетпо-аддmпвпн ва # , поёледrцо IEBoBcTBa

.,)r(Q) : 
iffi !?_,|,(Lo\ 

: 
iffi !*." jca,l,

IIршшrшя во вЕдмаЕче проддmоЕпв 9, полtrrwм

Ун(а) - у; @) ,

Такпм обрзом, vа:Уоf )j , тде У" " |n' - неогIпцвт€лъпче
счетно€ддЕтивЫе rciя Hd С п, зйтш, \cal>llo(a)uпtюбo-
гоэломента аеý . Твчерьпэ оЕIюде.llеЙП v" п % сле.ryеt
j"=Уr, Г": t, , что е Учетом предлФенЕя I0 я завощ8от до-
йзатёлъство тёорш I.

СЛFJIСlВlЕ. Для rre tl сп ра ве дли эЕ ра -

где {ооll
медн Уо ,

дах}т а
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веЕства
Vrtl6\:rrol:rr;з P)*,4l - irtr Р-' - @:) ,

где Еерхняя траницаберется по
веем псчезающим последов8тель-
ностям {all "{ai\ ,а;еЛr,а!е{2r,

ДOItАЗАIЕ]iЪСТЮ. Этот фкт сразу шедует из предлоr.еlия 4

и теореллr I.
Теорма I ш ее следствие поJIезнн для вычисления по функцIftI

{r фулllllfr llc л t, , и ош будlт пспоJIъзованн в последуrщ!п

рботах.
В дальнейшем в атой рботе бlцуг рссматр{&?тъся лtи:,лъ сrеИ..
ТЕOРtsЛЛ 2. Ка 8д а я х а рs к т е p}r с ти че ск а я

(рункция tr€ мс однозна чно опрелеля-
ет некоторую счетно-аддитивнуl]
меру Т Еа G-алгеdре, порожден-
ноfi алrеброii ý Эта мера являет-
ся продолх(енпем }rеры У , опреде_
ляемоfi на алтебре ý характерис-
тическоfi функциеfi r

Д0I(дЗАlЕЛЮТВ0. Гек бъшо показано пцIlе, каfrдая :Тlуrшцля

{I € Ис опреде.пяет на tl отраgяченнут счвтно-аддrтпвную меру
У. Как азвестЕо, твкая мера пмеет едllнственное счепIо_адди_

тпвное пtrюдолкени€ на С -алгобру, порош,деш{]rю алгеброй 9'
(см. f 8, с.I52-Iф. Доказателъетво заверено.

6. В этом пJrнкте булет показаЕо, как строптся делех lllempr

для характеFстиqескЕr фрпщfi tS € Ис прп Еокоsорцк прдпФо-
аенхя( об иэмермостп. На самом деле этв прдпоJIФеЕпя об из_
мерцмостg моЕпо ощrсмть. 0дяако здесъ, чтобн въшJд.ltее оdозuа-
чuтъ схеlФr построеЕrя дsлеаа Шеплп п Ее вводптъ в рссмотренпо
rрOмоздме конструшц{я, будем трбоватъ бопэше, чем 8еобходимо.

Пустъ (
И(S) : ,] r, ес;ш s >t, s,t е л ,

' L U ВПРТ:ДВllОi,t CJIYII€Ie.

0ПРЕJЕЛЕ}ИЕ 2. Огобрlrенпе Р подляшестъа Иос, tVl gа

ЕIюстранство счетЕо_аддцмв}IЕх мер, задаЕнцх на С_алгебр бо-
IюJIовскЕr подмншеств 

^ 
, назнвается отобраапеняем Шешм, еапп

I) ?ч6\: Сr(Х);
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u Ea/s\: 1bG.t)/7l,G);
3) тгу_стъ u:ritr| Ub Мо, п'.Ц, rс Ио , тогда

Еу: QцlуРu2|
4) если при кдпдом S е Q пмеет cMBqrI равенство

tr(s): l^uotsl7Gt\,
тде Т - мера, пор*оч*'jя фуlпtl.щеfi И на d-алrвбр, поIюш_

де}шоfi алгвбрй .# (см. теореW 2), то

Ец: tQtгrj(dt\ (I?)
а

(первая Фстъ IEEEoTBa (2) дрдставrIяет собоfi пнтеграл в смнс-
ле Бохнер). 06рз rtrlygк{ш / прп сrлобршепм ? ЕазЕв8ется
делеаом Шеп.lшл.

ТЕOРЕ}Д3.Еслп мноеество И^:Ц , а

мера /t, ова, что q1 унк"ц""rll?tlr-Рu*rll(эдесь {,It - норма в пространстве
ме
лю
ст

р)
бо
ве

измершма как функцпя t прп
м t,e Q , то суцествуот едRн-
нЕое отобрааеЕЕе lll е п л а Р,И *

с

- сЦх,в,R')- прOстрапство счетно-ад-
мер на С- алгебре .ОдитивЕцх

борелевскЕх мЕохоств
ства х со знаqеняямR

Еростран-
sА1 .

ДOКАЗАТЕПrcТЮ. Пустъ сЕаIйJIа характе!шсмческая футпGЕя
U с ц такова, lшo она задаеD на ыттебр # веотршатаrlъryjo
меру V. Потtахем BaToMcJrytae, rпоусловшя2п 4qдвозяатrо
опрsдеJIяют счетЕо-адддттвнут меру Р(r яа О-алгебр dоре.певс-
кЕх l\moxecтB Еространства Х . Мя этого з8метrм, что

u6)= f,uocs>7(d.t), (IS)

тде Т - мOр8, порщдеЕная {рrкцдеft / на G_алгебре, порФ-
декtой алтеброй d (теорема 2). ДейотвптолýIо, пЕп ФшсЕроваЕ-
нолд S фirнкrия tгl(s) равна едЕнпIе дJи f,< s tr }тулD в
прогпввом сJrучав.- По опрqде.пепшо, Т+явр мноаества Qs как
раз д IlаBEIa lIB) , тго и докsзЕвает рвенство (I8).

Покаж,ем даJIее, что пнтеграл в первоft частЕ рsвенства (I7)
имеет смнсл. Дпя этото рассмоIрим отобрпеlше Ч,Q-са(Х,,ЯrRlо
оЕрделяемое IEBeHcTBoM

{
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}

cy(t) : ?\ ,

rrc ОО(ХrfirД') _ Еространство ,ограниченншс счgгно-€ддп-
тивнцх мер, заданнцх на d-алтебре ,-/ борелевскшх мнош(еств

Еространства Х , а Фtrr задано раюнствопчr (16).

ЛgIк9 видоть, что мнmество значоншй функцм / сепарабелъ-

но. Следователыlо, для .lшбого л > 0 ето мФно покрнтъ счетно[t

системой откЁзъD( Illapoв 0i раддусом менншв, чем l/п ,

Так_ как _фrш$шя |lEUt - E+r"l| измершма t дзмершн мнов8ства

aicл , ,

ап a,:{seЛ, qts>сО?l.
мя t , бi:*i !'О| oi о*ф" ъ^С{): ?i l Iдо t:
оЙр 

'uu# 
oi i Td|i"' n:,Q,8!-* , u

tt(|(t\-N"t\ll < .l/п.

такrм образом, фрпсlля q явrIяется Есгочечннм пр€делом

Фнкщй ?. , прпчем Ери ФЕ(сдрванном f последовател}яость
Lfuft) сходится Ео норме. Но фувкIдп ?о яв,lяOтся силшIо иэме-
римнмд, так как l€цдое дэ плrш.ст" бf 

'' 
"э*еупrrо 

tD , с.rSф.
Поатол4г п фуIfftцля { , вltяощаяся сяJIъным пределом последова_
телъноотп ап, сwrыlо пзмвIц!rа. В сплу этого и теормн I (Р ,
с.I9ф фрtкIшя ч является интегрдруемой по Бохнору, так как
ее Hop}tй пр!, каfrдом f рa"rr" едднtrце и, q,Iедов8телыlо, измерЕ-
ма. Вследствхе уqIовпя 4 опрдапешя 2 мера ?r неоФ<Qдшмо

долана опрqдедятюя фрrqдой ( Р).
Кроме того,
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Ввиду произва[ы{остп Z из полученЕого HeIlаBeнcTBa следует
усломе I определеIffя 2. Въшо;tнение остаЕIIжся трех трбоваtпй
оqевцдно. }]цrнствекtость делеаа Шеп.lrш следует из доказательства.
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